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Sazetak

Tema rada obuhvaca cjelobrojno programiranje $to je podvrsta linearnog programiranja u
kojoj je ideja izbaciti decimalni dio rjeSenja. Sama funkcija cilja moze teziti u minimum pri
¢emu je cilj smanijiti troSkove, dok kod maksimuma mozemo povecéati profit. U radu ¢ée biti
opisani temeljni problemi/sustavi koji se rjeSavaju tom vrstom programiranja i dva temeljna
algoritma kojim se dolazi do cjelobrojnog rjeSenja, a to su: metoda cjelobrojnih metoda i
metoda grananje i ogradivanja. Sukladno definiranim problemima bit ¢e ruéno rijeseni
primjeri pomocu tih algoritma, te biti implementirani u MS Excelu putem grafi¢ke ilustracije,
matematickih formula i koristenja dodatka ,RjeSavatelj zadatka“. Svrha rada je prikazati rad
algoritma na klasi¢an nacin putem simpleks i dualne simpleks metode koji se koristio u

proslosti i moderniji nacin koji koristi programsku implementaciju u rjeSavanju problema.

Kljuéne rijeéi: cjelobrojno; programiranje; algoritam; MS Excel; ,RjeSavatelj zadataka®;

simpleks metoda; dualna simpleks metoda.
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1. Uvod

Cjelobrojno programiranje se danas sve viSe koristi kod poslovnog odlucivanja kod
kojega je potrebno donesti pravu odluku na temelju danih kriterija pri Eemu treba imati obzira
na dostupnost i ograni¢enost resursa u poduze¢u. Kod ovog tipa programiranja ideja je doci
do minimalnog tro$ka ili maksimalnog dobitka u obliku cijelog broja, odnosno zanemariti

decimalni dio broja to €ini poslovanje lakdim.

Tema ovog zavrSnog rada je cjelobrojno linearno programiranje, $to se odnosi na
uklanjanje decimalnog rjeSenja i prikazivanje cjelobrojnog. Svaki problem koji je potrebno
rijeSiti na takav nacin rjeSava se pomocu standardne simpleks metode koja sluzi za dobivanje
optimalnog rjeSenja putem kona¢nog broja iteracija koje je obi¢no u decimalnom oblika i nije
ga moguce realizirati u stvarnosti. Nakon dobivanja optimalnog rjeSenja koje nije cjelobrojno
potrebno je putem dolje navedenih metoda dobiti kona¢no, cjelobrojno rieSenje koje se tretira

kao optimalno.

Postoje tri vrste problema koje zahtijevaju primjenu cjelobrojnog linearnog
programiranja u Sto spada problem s fiksnim troSkovima, problem optimalne investicijske
odluke i problem ranca. Problem ranca javlja se kod izbora predmeta kod kojih njihova teZina
ne premasi neki odredeni broj pri cemu treba obratiti paznju na prioritet predmeta. Problem s
fiksnim troSkovima i optimalne investicijske odluke javljaju se u ekonomiji gdje je cilj

minimalizirati fiksne troskove, odnosno maksimizirati dodanu vrijednost investicijske odluke.

U radu ¢e biti teorijski i prakticno objaSnjene dvije osnovne metode za rjeSavanje
cjelobrojnog programiranja, a to su: metoda cjelobrojnih formi i metoda grananja i ogradivanja.
Iste ¢e biti objaSnjene na primjerima koji ¢e biti ruéno rijeSeni, te na kraju prikazani u
programskom alatu MS Excel raCunski i graficki putem vanjskog dodatka pod nazivom

.RjeSavatelj zadataka“.



2. Uvod u cjelobrojno programiranje

Poceci cjelobrojnog programiranja javljaju se 1957. godine kad su Markowitz i Manne
dali svoj prvi doprinos na tom podrucju. Bitno je naglasiti da su poceli davati ideje, te nacine
kako doci do rjeSenja pri ¢emu nisu iznesli neku opcenitu metodu za rjeSavanje problema.
Sljedec¢e godine Gomory je dao opéu metodu pod nazivom metoda cjelobrojnih formi koja se

jo$ i naziva Gomory metodom. (Lj. Marti¢, 1979.)

Cjelobrojno programiranje moze se definirati kao funkcija koja tezi u minimum ili

maksimum
min/ max z (xq, Xz, ..., Xp)
uz ogranicenja

9i(x1, %2, .., X)) = by, i=12,..,m

pri Cemu je x; cijeli broj. U takvo definiranom problemu sve varijable imaju postavijeno

ograniCenje cjelobrojnosti pa se takav problem naziva problem dcisto cjelobrojnog
programiranja (eng. pure integer linear programming problem).

Ukoliko se trazi da samo neke varijable poprime cjelobrojno vrijednost tada govorimo
o problemu djelomi€nog ili mjeSovitog cjelobrojnog programiranja (eng. mixed integer

programming problem) koji se definira na slijedeéi nacin:

n 4
min/max z = 2 cjx;j + Z d Xx
j=1 k=1
uz ogranicenja
n 4
Dayy+ ) haFr=by,  i=12,..m
j=1 j=1
Xj =0, j=12,..,n x, =0, k=12, P

gdje je x; cijeli broj. Za kraj postoji jos i binarno programiranje pri Cemu vrijednosti poprimaju 0

ili 1 Sto znaci da onda govorimo o binarnom programiranju. (Z. Lukac i L. Nerali¢, 2012.)



3. Karakteristiéni problemi sustava

U ovom poglavliju bit ¢ée prikazani stvarni problemi koje se rjeSavaju primjenu
cjelobrojnog programiranja, a to su: problem s fiksnim troSkovima, problem optimalne

investicijske odluke i problem ranca.

3.1. Problem s fiksnim troskovima

Kod svake aktivnosti u poduzeéu nastaju troskovi i oni se mogu razdvojiti na fiksne i
varijabilne. Varijabilni troSkovi ovise o obujmu i dinamici proizvodnje, dok fiksni ostaju
nepromjenjivi kroz cijelo razdoblje i obi¢no se odnose na dugotrajnu imovinu, kamate, najam

prostora i amortizaciju.

Uzmimo da se aktivnost j sastoji od fiksnog troska d; i varijabilnog troska c; pri cemu

je x; razina na kojoj se aktivnost j izvodi. Onda se iz toga moze izraziti ukupan troSak u obliku

di+cix;, x; =0
_ )Y TG =
(%) ‘{ 0, ;= 0.

Ideja ovog problema jest minimizirati fiksne troSkove pa se funkcija moze izraziti u
obliku

hi(x;) = ¢;x; + d;y;

uz ogranicenja

x(1—-y;)=0, vy €(01).

Ukoliko je x; > 0 mora vrijediti 1 — y; = 0 pri Cemu je y; = 1 Sto znaci vrijedi

hj(Xj) = CjX]' + d]

Ukoliko se desi da je x; = 0 onda y; moze poprimiti vrijednost 0 ili 1. Kako je ve¢ spomenuto
gore cilj je minimizirati funkciju hj(x]-) pri Cemu Ce troskovi biti manji ukoliko je y; = 0 nego da

je y; = 1 pa Ce vrijediti hj(xj) = 0. (Z. Lukagi L. Nerali¢, 2012., D. Kalpi¢, V. Mornar, 1996.)



3.2. Problem optimalne investicijske odluke

Ovaj problem javlja se kod poduzeca koja moraju donesti odluku o ulaganju u investicije
koje su rangirane po nekim kriterijima. Ti kriteriji ovise i o resursima koji su ograniceni te je
potrebno sukladno njima donesti odluku. Za izbor projekta bitan kriterij jest neto sadasnja
vrijednost (eng. net present value) koja se definira kao razlika primitaka i izdataka, odnosno

novcéanih tokova.

Kod odabira je potrebno paziti da neto sadasnja vrijednost bude §to vec¢a, odnosno da
se investira u projekt koja ima najvecu vrijednost uz ograni¢enja koja se odnose na raspoloziva
sredstva u pojedinim godinama. Za odabir projekta prema (Z. Lukac i L. Nerali¢, 2012., str.

134.) potrebne su slijede¢e oznake:
¢; — sadasnja neto vrijednost projekta j, j = 1,2,...,n
a;; — sadasnja vrijednost troskova projekta j u godini i, i = 1,2,..,m, j=1.2,..,n
b; — sadasnja vrijednost gornje ograde na budzet za godinu i, i =1,2,...,m
n — broj projekta
x; — cjelobrojna varijabla, j = 1,2, ..., n za koju vrijedi

o {0, ako je prihvacen projekt j
5T, ako nije prihvacen projekt j.

Problem se jo§ moze definirati u obliku cjelobrojnog programiranja

n
max z = z Cij
j=1

sa ogranienjima

pri cemu je x; cijeli broj. Ta vrsta problema ima n varijabli i m + n ograniCenja i ograniCenje
cjelobrojnosti (0 ili 1) na varijablu Sto ga €ini binarnim problemom cjelobrojnog programiranja.
RjeSenje tog problema ¢e dati maksimalnu neto sada$nju vrijednost uz dozvoljena sredstva

unutar pojedine godine trajanja projekta. (Z. Lukac i L. Nerali¢, 2012.)



3.3. Problem ranca

Problem ranca (eng. Knapsack problem) odnosi se na izbor predmeta pri ¢emu ée
vrijednost biti maksimalna, a njihova cjelokupna tezina ne premasi b jedinica. Uvodenjem

varijabli dobivamo

_ {1, ako je predmet j uzet u ranac
Y= 0, ako predmet j nije uzet u ranac

prema (Z. Lukac i L. Nerali¢, 2012.) problem se definira kao

n
max z = Z CyX;
j=1

sa ograni¢enjima

IA

b

n
j=1

xp=0ili1, j=12,..,n

Problem ranca se moze primijeniti na bilo koje spremise koja ima definiran kapacitet, a

moze biti prikolica, kontejner, vagon i sli¢no.

Slika 1. Primjer rada algoritma kod problema ranca

(Izvor: Matematicki fakultet, Beograd)

Na slici moze se vidjeti kako u realnosti funkcionira problem ranca na primjeru pet elemenata
razliCitih oblika. Pomocu tih elemenata potrebno je formirati pravokutnik sa razli€itim
pozicioniranjem. U prva dva slu€aja je uspje$no formiran pravokutnik sa tri elemenata, dok je

u tre¢em sluc€aju formiran mnogokut od tri elemenata sa slobodnim prostorom.



4. Metode za rjesavanje problema cjelobrojnog

programiranja

Dvije su osnovne metode za rjeSavanje cjelobrojnog programiranja, a to su: metoda
cjelobrojnih formi i metoda grananja i ogradivanja. Metoda cjelobrojnih formi spada u skupinu
metoda odsijecajucih ravnina koja se jo§ zove i Gomoryeva metoda njemu u €ast. Kod te
metode se rjedenje standardne simpleks metode nadograduje novim ograni¢enjima koja
odsijecaju decimalni dio i na takav nacin dolazi do optimalnog rjeSenja koje je cjelobrojnog
oblika. Metoda grananja i ogradivanja spada u metode prebrajanja u kojoj se definiraju grane
i ograde za svaki pojedini skup mogucih rjeSenja, te se za svaki skup posebno rieSava simpleks

metodom dok se dode do zadovoljavajuceg rieSenja.

4.1. Metoda cjelobrojnih formi

Prema (Lj. Marti¢, 1979.) Gomory metoda zapocinje s rjeSavanjem simpleks metode
problem linearnog programiranja kod koje se ignorira cjelobrojno ograni¢enje. Ukoliko je
optimalna vrijednost nije cijeli broj generira se odsijecajuéa ravnina koja odsijeca dio skupa pri
¢emu se postepeno dolazi do cjelobrojnog rieSenja. Kod ove definicije moze se zakljuciti da je
ta metoda zapravo proSirenje standardne simpleks metode koja sadrZi i pokoji korak dualne

simpleks metode.

Metoda se provodi kroz algoritam (Z. Lukag, L. Nerali¢, 2012., str. 136) sa slijede¢im

koracima:

1. Kkorak: rijeSiti problem cjelobrojnog programiranja bez uvjeta cjelobrojnosti, odnosno
rijeSiti problem linearnog programiranja i naci relaksirano rjeSenje.

2. korak: ukoliko je relaksirano rjeSenje cjelobrojno algoritam je gotov, te je dobiveno
rieSenje optimalno. Ako riedenje nije cjelobrojno potrebno je i¢i na 3. korak.

3. korak: izabrati bazi¢nu varijablu koja nije cjelobrojna i generirati odsijecajucu
ravninu. Tu jednadzbu ravnine potrebno je dodati optimalnoj tablici, te izvrsiti jedan

korak dualne simpleks metode i i¢i na 2. korak.

Glavni problem koji se javlja jest kako odrediti odsijecaju¢u ravninu. Za to nam je
potrebno funkcija najvece cijelo pri Eemu je [a] najveci cijeli broj koji je maniji ili jednak od a pa
sukladno tome vrijedi f, = a —[a] ili a = [a] + f,. Za primjer uzmimo 3 broja koja mogu biti

decimalna, cijela ili negativna.



Imamo:
a) a=42[al=4,f,=42—4=02
b) a=2,[a]l=2,f,=2-2=0
c) a=-48,[a] =-5,f, =—48—(=5)=0.2

pri Eemu uvijek vrijedi 0 < f, < 1 za taj decimalni dio. Za generiranje ravnine potrebno je kod
rieSenja ustanoviti koeficijent f,, te izabrati ono rjeSenje koje ima vedi f,. Ako se slu¢ajno desi

da rjeSenja imaiju isti koeficijent f, tada je svejedno koje se rieSenje uzme.

Za taj redak definiraju se koeficijenti f;; pri Cemu vrijedi

Ako se sve prebaci na drugu dobivamo

fa — i fijx < 0.

j=m+1

Za to je potrebno uvesti dopunsku cjelobrojnu varijablu g; i prebaciti f, na drugu stranu

n
- Z fijxi+gi=—fa

j=m+1
i za kraj jo§ zamijenimo strane radi preglednosti pri €emu konacni oblik jednadzbe izgleda kao
n
—fa=-— Z fij xj + gi
j=m+1

pri cemu je:

f. — najveci decimalni dio relaksiranog rje$enja

n — ukupan broj varijabli problema

m — broj bazi¢nih varijabli problema

fij — koeficijent odabranog retka rjeSenja za i —ti redak i j —ti stupac

x; — vrijednost koeficijenta generirane ravnine

gi — pomocna varijabla i —tog retka .



4.1.1. Primjer zadatka s jednom ravninom

Za ilustraciju algoritma slijedi primjer u kojem je potrebno generirati jednu odsijecajucu

ravninu za koju se dobiva cjelobrojno rieSenje. Zadana je funkcija cilja

maxz = 11x4 + 4x,

sa ogranienjima
—x1+2x, <4
5x; + 2x, < 16
2x1—x, < 4

X1, % =0, x1,%x, €EZ.

Za pocCetak je potrebno problem pretvoriti u kanonski oblik i dodati dopunske varijable
8to na kraju ima oblik
maxz = 11x; +4x, + 0 * (uy + uy + u3)

—X1 + ZXZ + uq =4
5x1 + 2x, + u, =16
2x1 — Xy + u3 =4

X1, X2, U, Ug, Uz =0, Xq,X5,Uq, Uy, Uz € Z.
U drugom koraku potrebno je dodati koeficijente u simpleks tablicu.

Tablica 1. PoCetna simpleks tablica

G| Var | Kol | % | x2 | u; | up | us R

0| u, | 16 5 2101|0165

Izvor: samo izrada

Nakon unosa potrebno je odrediti najveci Z; — C; pri Cemu taj stupac postaje referentni sto je u
ovom slucaju x;. Zatim je potrebno podijeliti koli€inu sa koeficijentima referentnog stupca, te

odabrati najmaniji rezultat $to je u ovom slu€aju 2 pri ¢emu je u5 referentni redak.



Na mjestu krizanja stupca i retka nalazi se stozerni element s kojim je potrebno u prvoj iteraciji

podijeliti taj redak.

Tablica 2. Prva iteracija

C} Var Kol X1 X Uq U, Usz R

0| uy 6 | 0| 32 10 12 4

0| u 6 [ 0| 92 | 0|1 |-52]4/3

11 | x 2 1|12 | 0| 0| 12 -

Z; — G 22 | 0 | -19/2 | 0 | O | 11/2

Izvor: samo izrada

Slijedi dijeljenje retka sa stoZernim elementom pa popunjavanje ostatka tablica prema
formuli aj; = a;; — a;; * a;;. Nakon toga vidimo da u retku z - ¢; javlja jo$ jedna negativna
vrijednost, te ona predstavlja referentni stupac. Dijeljenjem koli¢ine sa koeficijentima dobivamo

da je u, referentni redak pri ¢emu je 9/2 stozerni element.

Tablica 3. Druga iteracija sa rijeSenjem

C; | Var| Kol |x |x |u | u Us

0 Uy 4 0|0 | 1] -1/3]| 4/3

19/2 | x, 4/3 0|1 |0 29 |-5M9

11 X1 8/3 10| 0| 19 | 2/9

Zi =G 104/3 | 0 | O | O | 19/9 | 2/9

Izvor: samo izrada

Na kraju druge iteracije simpleks metoda je gotova pri Cemu je postignuto optimalno rjeSenje
priemu je x; = 8/3,x, = 4/3, Z = 104/3. Iz toga relaksiranog rieSenja je vidljivo da ne postoji
cijeli broj kao rieSenje ve¢ kao decimalni broj.

Slijedeéi korak jest generiranje ravnine pomoc¢u dobivenih rjeSenja. Za pocetak je
potrebno bazi¢ne varijable rjeSenja razlomiti na cjelobrojni i decimalni dio ili matematicki

reCeno cjelobrojno podijeliti. 1z toga slijedi:



X, = g = 8mod 3 = 2 i 2/3 ostatak

Xy = % =4 mod 3 = 1i1/3 ostatak.
Iz toga je je potrebno odabrati najveci decimalni dio, te prema tome odrediti ravninu pa
tako imamo de je najvedi ostatak jednak

(2 1)_2
max 3'3) =3

Prema tome ravnina ¢e se temeljiti na retku x,. Zatim treba definirati parametre formule
ravnine koji glase i = 3 zato jer se radi o trecem tetku, m = 2 jer imamo dvije bazi¢ne varijable,
n=>5 jer imamo ukupno pet varijabli u problemu. Slijedece Sto slijedi jest uvrStavanje

parametara u formulu pri ¢emu imamo

n
—fa=~— Z fij %+ gi

j=m+1

5
2
3= _Zfij Xj + 93
J=3

2
—3= —f33X3 — f34%X4 — f35%X5 + g3

2
—3= 0x3 —g%s T g%s + gs.

Generiranu ravninu potrebno je dodati posljednjoj simpleks tablici kao ograniCenje, te na
primijeniti jedan korak dualne simpleks metode.

Tablica 4. Simpleks tablica sa dodatnim ograni¢enjem

Cj Var Kol X1 X Uuq U, Uz g3

0 Uy 4 0|0 |1 |-13|43]|0

19/2 | x, 4/3 0|1 |0} 29 |-59]|0

11 X1 8/3 1/0|0]| 19 |29 )]0

0 g3 23 1000 |-19]|-29]|1

Z;—C |1043][ 00019920970

Izvor: samo izrada

10



Nakon unosa u tablicu treba odrediti koji ¢e vektor izaéi, a koji uc¢i u bazu; u ovom slucaju iz
baze izlazi g; dok je prema (Z. Lukac, L. Nerali¢, 2012., str. 210.) potrebno podijeliti Z; — C;
tamo gdje ima vrijednosti sa retkom vektora koji izlazi iz baze da bismo dosli do vektora koji

ulazi u bazu. Formula po kojoj se to rauna glasi

g6
trj

i iz nje je potrebno izvuéi najvecu vrijednost i prema njoj uvesti novi vektoru u bazu. U ovom

slu¢aju imamo

19/9 2/9
—1/9'=2/9

max( ) =max(—19,-1) = -1

iz Eega se zakljuCuje da u bazu ulazi vektor u;.

Tablica 5. Simpleks tablica sa stozernim elementom

Ci | Var| Kol | x;|x|u;| u uz | gs

0 Uy 4 00| 1 |-1/3|48 | 0

19/2 | x, 4/3 0|10 29 |59 0

11 X1 8/3 1(0|0] 19 29| 0

0 g3 213 | 0[0|0|-1/9 |-29]| 1

Z—C |1043][0]0|o0]|1909]28 ] 0

Izvor: samo izrada

Iz tablice zaklju€ujemo da je stozerni element jednak -2/9, te da je potrebno podijeliti taj redak

sa stozernim elementom i odrediti ostale koeficijente prema formuli a;; = a;; — a;; * a;;. Ono
Sto je zanimljivo na tom postupku ja da ¢e uvijek generirana ravnina izaéi iz bazi¢nog rjeSenja

jer je prema formuli decimalni dio uvijek negativan.
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Tablica 6. Simpleks tablica sa kona¢nim rjeSenjem

G |Var | Kol | xg | % | ug | up | us | gs

0 Uy o001 |10 0

19/2 | %, 3 |0|1]0]|12] 0]-52

11 X1 2 10|00 0| 1/2

219 | us 3|00 |0 |12|1]-92

—C [8lolofo|[2]o] 1

Izvor: samo izrada

U tablici 6. je vidljivo kona&no cjelobrojno rieSenje iz kojeg se vidida je x; = 2, x, = 3 i
Z = 34,

4.1.2. Prikaz algoritma i rjeSenja zadatka u MS Excelu

Microsoftov alat Excel nudi moguénost rieSavanja problema cjelobrojnog linearnog
programiranja putem dodatka ,RjeSavatelj zadataka“. Za pocCetak treba ukljuditi dodatak u sam

program putem kartice Datoteka — Mogucénosti — Dodaci i ukljuciti dodatak ,RjeSavatelj*.

Naziv Mjesto Vrsta -~
Aktivni dodaci aplikacije

Dodatak Rjesavatel] C\..fice16\Library\SOLVER\SOLVER.XLAM Dodatak za Excel

Team Foundation Add-in Ch..on Server\ 15.00x86\TFSOfficeAdd-indll  COM dodatak

Neaktivni dodaci aplikacije

Datum (XML) C\..icrosoft Shared\Smart Tag\MOFLDLL Akcija

Eura Currency Tools C\..ot\Office16\Libran\EUROTOOLXLAM Dodatak za Exce
Inquire C\..ice\root\Office 16\ DCA\NativeShim.d COM dodatak
Microsoft Actions Pane 3 Paket XML prosirenja
Microsoft Power Map for Exce Ch..Excel Add-in\EXCELPLUGINSHELLDLL COM dodatak
Microsoft Power Pivot for Exce CA\..dd-in\PowerPivotExcelClientAddin.d COM dodatak
Microsoft Power View for Exce C\..dd-in\AdHocReportingExcelClientd COM dodatak

Skup alata za analizu C\..icel6\Librarn\Analysis\ANALYS32 XLL Dodatak za Exce
Skup alata za analizu - VBA C\.16\LibranyyAnalysis\ATPYBAEN.XLAM Dodatak za Exce

Dodaci vezani uz dokument
Nema dodataka vezanih uz dokument

Slika 2. Kartica Mogucnosti sa uklju¢enim dodatkom ,RjeSavatelj“ u MS Excelu

(Izvor: samo izrada)
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A B C D E F
1 Varijabla | Funkcija cilja |Ograni¢enje 1 |Ogranienje 2|0Ogranienje 3
2 X1 11 -1 5 2
3 (X2 4 2 2 -1
4
5 Max

Slika 3. Izgled problema u MS Excelu

(Izvor: samo izrada)

Na slici 3. je vidljivo kako je problem formuliran. Definirana je funkcija cilja i ogranienja, te

zuta polja oznacuju vrijednosti koja ¢e dodatak izraCunati. Nakon toga slijedi unos potrebnih

ogranicenja pri ¢emu je naglasak na funkciju cilja i na promjenu varijabli.

Parametri alata za rjelavanje

Postavljanje cilja:

Prima:

@ Maksirmum O Minimurm

Promjenom varijabilnih celija:
$B32:5B%3

PodloZno ogranicenjima:

554

O Vrijednost:

(=]

$B32:5B%3 = cijeli broj
$B32:5B53 == 0

§D54 <= §D§5

$E$4 == FE§5

§F54 <= §F§5

Pretvori varijable bez ogranicenja u pozitivne

Odaberite metodu
riesavanja:

Jednostavni LP

Metoda rjesavanja

rjesavanje odaberite evolucijski mehanizam.

Rijedi

|=

|=

Dodaj

Promijeni

Izbrigi

Ponisti sve

Ucitaj/rijesi

Maogucnosti

Za jednostavne nelinearne probleme alata za rjesavanje odaberite GRG nelinearni mehanizam. Za linearne
probleme alata za rjesavanje odaberite jednostavni LP mehanizam, a za sloZene probleme alata za

Zatvori

Slika 4. Parametri sukladno zadanim problemom

(Izvor: samo izrada)
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Klikom na Rijesi program rjeSava problem i na Zuta polja postavlja rijeSenja i po potrebi se

generira izvjeS¢e sa rezultatom rieSavanja.

B C D E F
1 Varijabla | Funkcija cilja |Ograni¢enje 1 |Ograni¢enje 2|0Ogranicenje 3
2 X1 2 11 -1 5 2
3 X2 3 4 2 2 -1
4 34 16 1
5 Max

Slika 5. Konacno rjeSenje problema

(Izvor: samo izrada)

4.1.3. Graficka ilustracija rjeSenja zadatka

Kako se radi o dvije varijable rieSenje je moguce prikazati grafi¢ki pri ¢emu su ograni¢enja
pravci koji imaju odredeno podrucje rjeSenja, plavo ocrtano podrucje je podrucje rieSenja sa
optimalnom to¢kom A1, dok je tocka A2 optimalna za cjelobrojno rieSenje.

10

-6

Slika 6. Grafi¢ki prikaz rjeSenja relaksiranog problema

(Izvor: samo izrada)

Da bi prikazali konacno rjeSenje, odnosno rjeSenje cjelobrojnog problema potrebno je pomocu
generiranog rjeSenja dobiti ravninu iskazanu pomoc¢u varijabla x; i x,. Prvo je potrebno

ogranienja kanonskog oblika iskazati pomocu varijabli x; i x, pri ¢emu imamo
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Xg = 16_5x1_2x2
x5 =4 — 2x1 + x5.

Gomoroyev odsjecak je oblika

1 2 2
Mgt =3

i U njega je potrebno substituirati varijable x, i x5 pri Cemu dobivamo slijedece
1 2 2
~3" (16 — 5x; — 2x5) —5* (4—2x1+x) < -3

16 5 2 8 4 2 2
—?+§x1+§x2—§+§x1—§x2 S—§

x1S2.

Ako se ta ravnina uvede na prijasnji graf vidimo de se sva rjeSenja u zuto obojenom podrucje

odsje€ena i da je toCka nova toCka maksimuma tocka A2.

10

Slika 7. Grafi¢ki prikaz konacnog rjeSenja problema
(Izvor: samo izrada)

Isto tako je moguce raCunski doci do optimalnog rieSenja putem MMULT i MINVERSE.
Funkcija MMULT vraca produkt sva polja, dok funkcija MINVERSE vrac¢a inverznu matricu u
polju. Bitno je prije toga definirati koji se pravci sijeku za pojedinu tocko da bi se znale

vrijednosti polja.

15



Totka A1 X1 2,67
02 [ 5 [ 2«16 X2 1,33
03 | 2 | 1][<]a z 347
Totka A2 X1 2
o1 [1] 2 [<][a X2 3
02 | s | 2«16 z 34

Slika 8. Prikaz optimalnih rjeSenja problema

(Izvor: samo izrada)

4.1.4. Primjer zadatka sa dvije ravnine

Kod ovog primjera ¢éemo imati dvije ravnine koje ¢e odsijecati skup rjeSenja, te tako

predstaviti cjelobrojno rieSenje. Zadana je funkcija cilja
minz =—x; — X,
sa ograni¢enjima
2x1 + 5x, < 20

4o, + 3%, < 17

X1,%3 =0, X1,Xp € Z.
Iz tog oblika treba napraviti kanonski oblik i dodati dopunske varijable $to onda ima oblik

minz =7x; + 9%, + 0 * (—uy —uy) + M(w; +wy)

2x1 + 5x2 —Uq + W1 =20
4x1 + 3x2 - uz + Wy, = 17
X1, X9, Uq, Uy, Wi, Wy = 0, X1, X2, Uy, Up, Wq, Wy € Z.

Nakon toga slijedi upis u simpleks tablicu.
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Tablica 7. PoCetna simpleks tablica

Ci | Var | Kol | x; [ % | uy | u; | wy | wp R
M| w [ 20| 2|5 ]|-1]|0 1 0 4
M|w, |17 4|3 |0]|-1]0 1 |17/3
Z-¢ |0 |1]a]o]o]o]o

d; 3768|1111

Opet se gleda najveca apsolutna vrijednost, ali sad u d; retku sto je 8, te taj stupac
postaje referentni. Slijedi podjela koli€ine se koeficijentima od referentnog retka pri éemu se

uzima najmaniji $to je w; u ovom slucaju. Slijedi dijeljenje retka sa stoZernim elementom i

odredivanje ostalih koeficijenata.

Izvor: samo izrada

Tablica 8. Prva iteracija

Ci| Var | Kol | % | x| u; [upy | wy | wy R
1| x 2 2/5 |1 |-1/5| 0| 15| 0 10
M|w, | 5 [145| 0|35 |-1|-35| 1 | 2514
Zj—C | 4185 |0]|15|0]|-15|0

d; 5 [14/5| 0 | 35 |-1|35]| 1

Slijedeéi vektor koji napusta je w, dok u bazu ulazi x,. Opet se odredi redak i stupac, te se

Izvor: samo izrada

redak podijeli sa stoZernim elementom; u ovom slu€aju 14/5.

Tablica 9. Druga iteracija sa rjeSenjem

C; | Var Kol X | x| Wy U, wy Wy
1| x 23/7 | O | 1 | -2/7 | 17 217 -1/7
35| % | 25/14 | 1 | O | 3/14 | -5/15 | -3/14 | 5/14
Zj—C; |[-71/14| 0 | O | 1/14 | 3/14 | -1/14 | -3/14
d; 0 0|0 0 0 0 0

Izvor: samo izrada




Iz tablice 9 je vidljivo da je postignuto relaksirano rjeSenje koje nije optimalno i iznosi
x, = 25/14, x, =23/7, Z =—=71/14. Kako kona¢no rjeSenje nije cjelobrojno potrebno je
generirati ravninu koja ¢e odsjeci dio rjeSenja, te tako biti bliza cjelobrojnhom. Za pocetak je
potrebno riedenje cjelobrojno podijeliti i odrediti njihove ostatke, odnosno decimalne dijelove.
Pa tako imamo

X; = g = 25mod 14 = 1 11/14 ostatak

Xy = ? = 23 mod 7 = 3 i 2/7 ostatak.

Iz tih decimalnih dijelova potrebno je izvuéi najveci, a u ovom slu€aju vrijedi

(11 2) 11
m\12'7) T 14

Ako su oba ista kao u ovom slu€aju potpuno je svejedno po kojoj varijabli ¢e se generirati
odsijecaju¢a ravnina. U ovom primjeru ravnina ¢e biti generirana preko vektora x; i ima
slijedete parametre i = 2 je se radi o drugom retku, m = 2 jer imamo dvije bazi¢ne varijable,

n = 4 jer se u problemu nalazi Cetiri varijable. Uvrstavanjem dobivamo

n
—fa=- Z fij %+ gi

j=m+1
4
11
- E=_Zfijxj+gz
j=3
11
14 —f13%3 — fuaXa + g2

1 11 5
14° 143 18T Iz

Definiranu ravninu potrebno je staviti u relaksirani problem kao ogranienje i zatim

primijeniti korak dualne simpleks metode.
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Tablica 10. Simpleks tablica sa dodatnim ograni¢enjem

C; | Var Kol X1 | % Uy U, wy wy, | g2
1 Xy 2317 0|1 =217 1/7 217 17 | 0

35| x 25/14 | 1 | O | 3/14 | -5/15 | -3/14 | 5/14 | O
0 g» | -11/14 | 0 | O | 11/14 | 5/14 | -11/14 | -5/14 | 1
Z; — G -71/24 1 0 | O 1/14 | 3/14 | -1/14 | -3/14

Slijedi primjene koraka dualne simpleks metode kod koje treba definirati koji vektor izlazi, a

Izvor: samo izrada

koji ulazi u bazi¢no rjeSenje prema gore spomenutoj formuli.

Prema formuli slijedi

<1/14 3/14 —1/14 —3/14)_
MA\11/14'5/14’ —11/14’=5/14) ~

(1 3
max

11’5

1 3)
11’5

iz Cega se vidi da u bazu ulazi vektor w, posto se radi o artificijalnoj varijabli.

Tablica 11. Simpleks tablica sa stozernim elementom

C; | Var Kol X1 | Xy Uy Uy wy wy 92
1| x 23/ | 0 | 1| -2/7 7 217 -7 | 0

35| x;, | 25/14 | 1| 0 | 3/14 | -5/15 | -8/14 | 5/14 | O
0 | g |-12/24| 0 | O | 11/24 | 5/14 | -11/14 | -5/14 | 1
Z; — G -71/14 1 0 | O 1/14 | 3/14 | -1/14 | -3/14

Izvor: samo izrada

Sljedece $to slijedi jest podjela retka sa stozernim elementom i

prikaz konacnog rjesSenja.

izraCun ostalih koeficijenta i
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Tablica 12. Simpleks tablica sa kona¢nim rjeSenjem

C;

y Var | Kol | x; | x5 | g Uy wy wy g2

1 X 3 O(1|0 311 0 |-311| 4/11

35 | 1 2 1|12]0|-5/11| 0 | 511 | -3/11

1/14 | w,y 1 0|0 |-1|-511| 1 | 5/11 | -14/11

—C, | B]o|o0[0] 0 |0 211

Izvor: samo izrada

Iz konacnog rjeSenja je vidljivo da je x; = 2, x, =31 Z = —5.



4.1.5. Prikaz algoritma i rjeSenja zadatka u MS Excelu

Opet je potrebno postaviti pocetni problem u alatu sa funkcijom cilja i ograni¢enjima.

A B C D E
1 Varijabla | Funkcija cilja |Ogranicenje 1 |Ograni¢enje 2
2 |X1 -1 2 4
3 |X2 -1 5 3
4

Slika 9. Izgled problema u MS Excelu

(Izvor: samo izrada)

U nastavku slijedi unos ogranic¢enja i promjena varijabli vezano za problem.

Parametri alata za rjesavanje

Postavljanje cilja:

Prima:

O Maksimurn @ Minirmurm

Promjenom varijabilnih celija:
$B52:5B33

PodloZno ogranicenjima:

5054

O Vrijednost:

(=)

$B%2:3B%3 = cijeli broj
§BS2:5B33 == 0

$D$5 »= $D54

$E$S == SES4

QOdaberite metodu
rjesavanja:

Jednostavni LP

Metoda rjesavanja

riesavanje odaberite evolucijski mehanizam.

Pomoc

Pretvori varijable bez ograniéenja u pozitivne

Dodaj

Promijeni

Izkrisi

Ponisti sve

Uditaj/rijesi

Za jednostavne nelinearne probleme alata za rjeSavanje odaberite GRG nelinearni mehanizam. Za linearne
probleme alata za rje3avanje odaberite jednostavni LP mehanizam, a za sloZene probleme alata za

Rijedi

Mogucnosti

Zatvori

I=»

I=»

Slika 10. Parametri sukladno zadanim problemom

(Izvor: samo izrada)
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generira izvjeS¢e sa rezultatom rieSavanja.

Klikom na RijeSi program rjeSava problem i na Zuta polja postavlja rjeSenja i po potrebi se

A B C D E
1 Varijabla | Funkcija cilja |Ogranicenje 1 |Ogranicenje 2
2 X1 2 -1 2 4
3 X2 3 -1 5 3
4 | -5 19 17
5_| Min

Slika 11. Konacno rje$enje problema

(Izvor: samo izrada)

4.1.6. Graficéka ilustracija rjeSenja zadatka

| u ovom primjeru se radi s dvije pri ¢emu je moguce i graficki rijesiti problem. U ovom

slu€aju toCka A1 je je optimalna za relaksirani problem, dok je A2 optimalna za cjelobrojni

problem.

01

8 10 12

Slika 12. Grafi¢ki prikaz rjeSenja relaksiranog problema
(Izvor: samo izrada)
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Da bi dosli do konaénog rjeSenja potrebno je je dopunske varijable izraziti pomocu baziénih

varijabli x; i x, pri Cemu dobivamo
X3 = 20 — 2x1 - 5x2
X4 =17 — 4x1 — 3x,.

Kod generiranja odsje€aka imamo dva odsjec¢ka, prvi generiran oblika

15 1
143712 =13

i drugi koji se ocita iz prvog rjeSenja relaksiranog riedenja

2 +6 <2
7X3 7X4_7.

Slijedece &to je potrebno je prikazati ravnine pomocu varijabli x, i x5 pri Eemu slijedi

11 5 11
" (20—2x1—5x2)+ﬁ* (17 — 4x; — 3x3) Sﬁ

110 11 55 85 10 15 11
7 M TR T T TRy

3x; + 5x, < 21

2 6 2
7X3 +§X4S§ /*7

2x3+6x, <2 /=2
X3+3x4, <1
20—2xy —5x, +3* (17 —4x; —3x,) <1
20 —2x; —5x, +51—12x; —9x, <1
—14x; — 14x, <70 /+ 14

x1+x2S5.
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Ukoliko se te ravnine dodaju na relaksirano rjeSenje vidimo da je nova optimalna to¢ka A2 sa
koordinatama (2,3). Isto tako zuto podrucje oznacuje odsjeceni dio rjeSenje, dok plavi dio

oznacuje podrucje mogucih rieSenja.

01
X1+X2<=5-_ 3X1+5X2<=2

Slika 13. Grafi¢ki prikaz kona¢nog rjeSenja problema

(Izvor: samo izrada)

| za kraj su jo$ izraCunate optimalne toCke relaksiranog i cjelobrojnog problema pute
MMULT i MINVERSE funkcija.

u V W | X | Y Z AA AB

Tocka Al X1 1,79
01 2 [ 5 [ <= 20 X2 3,29
02 a | 3 | <] 7 507
Tocka A2 X1 2
02 a | 3 | <= |17 X2 3
X1X2<=5| 1 | 1 | <= | 5 z s

Slika 14. Prikaz optimalnih rjeSenja problema

(Izvor: samo izrada)
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4.2. Metoda grananja i ogradivanja

Druga metoda zapocela se razvijati 60-ih godina pri ¢emu su je uveli Land i Doig. Kod
ove metode takoder je potrebno rijeSiti relaksirani problem koji ¢e dati rjieSenje. Ukoliko rieSenje
nije cjelobrojno potrebno je izvrSiti grananje i generirati dva nova ograni¢enja koja se smjestaju
u binarno stablo kao ¢vor. Ono §to je bitno je da prvi &vor predstavlja ograni¢enje koje poprima
vrijednost manije ili jednako prvom cijelom broju manjem od poc&etnog rijeSenja, dok desni &vor
predstavlja ograni¢enje za vrijednost vece ili jednaku prvom veéem cijelom broju. (D. Kalpi¢,
V. Mornar, 1996.)

Prema (Z. Lukag, L. Nerali¢, 2012., str. 142-143) algoritam metoda grananja i

ogradivanja sastoji se od slijedecih koraka:

1. korak (Pocetak algoritma): potrebno je nakon relaksiranog rieSenja odrediti donju
granicu za maksimalnu vrijednost funkcije cilja. Ako nema moguceg rieSenja moze se staviti
da vrijedi z; = —oo.

2. korak (Grananje): izvrSiti separaciju skupa mogucih rjeSenja na dva ili viSe
podskupova. Jedan dio neka je podskup za koji vrijedi x;, < c, a za drugi x; = c + 1 pri ¢emu
je k varijabla i ¢ neka cjelobrojna konstanta.

3. korak (Izracunavanje ograda): za svaki podskup je potrebno izracunati gornju ogradu
na maksimalnu vrijednost funkcije cilja u tom podskupu.

4. korak (IskljuCivanje): ukoliko podskup nema rjeSenja ili se desi da je donja granica
veca od gornje ili je postignuto cjelobrojno rieSenje on se isklju€uje iz daljnjeg razmatranja.

5. korak (ZavrSetak algoritma): ako su svi podskupovi iskljuceni, algoritam je gotov i

postignuto je konaéno rjeSenje. U protivnom potrebno je i¢i na 2. korak.

4.2.1. Primjer algoritma i ilustracija rjeSenja u MS Excelu

Zadan je slijedeci problem
max z = 8x; + 5x,
sa ograniCenjima
9x; + 5x, < 45
X1 +x, <6

X1,% =0, xq,%x5 €EZ.

Ovaj ¢e primjer biti rijeSen pomocu grafiCcke metode pa je za poletak potrebno ucrtati

ogranicenja u koordinatni sustav.
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10

01

Slika 15. Izgled problema i izrazeno relaksirano rjeSenje u MS Excelu

(Izvor: samo izrada)

Nakon ucrtanih ograni¢enja moZemo naci vrijednost tocke A koja je rieSenje relaksiranog

rieSenja. ToCka se dobi kao sjeciste dvaju pravaca pa vrijedi

9x1+5x2=45
X1 +x,=6 /%9

) {9x1 + 5x, =45
9x1 + 9x, = 54

—4x, = —9/: (—4)
Xy = 2.25

UvrStavanjem x, u drugu jednadzbu dobivamo da je x; jednak

X, +225=6
X, =6—225
x1 = 3.75.

RjeSenje relaksiranog problema je x; = 3.75, x, = 2.25, Z = 41.25.
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Tocka A X1 3,75
01 9 5 <= 45 X2 2,25

02 1 | 1 | <] 6 7 4125

Slika 16. Optimalno rieSenje u MS Excelu

(Izvor: samo izrada)

Zavrdetkom relaksiranog problema potrebno je ga je staviti u korijen stabla.

Z =41.25
x, = 3.75, x, = 2.25

Slika 17. Korijen stabla rieSenja

(Izvor: samo izrada)

Definiranjem korijena stabla rjeSenja potrebno je rjeSenju sa najveéim decimalnim
dijelom dodati gornju i donji granicu i prema tome sastaviti podskupove ili podprobleme
sukladno granicama. U ovom slu€aju najveci decimalni dio iznosi 0.75 Sto znaci da se prema

cijelom broju 3 odreduju ograde.

3.75

Slika 18. Prikaz odredivanja gornje i donje granice

(Izvor: samo izrada)

Kada smo definirali granice potrebno ih je dodati u pocetni problem pa se tako formiraju
podproblemi koji su slijedecih oblika

max z = 8x4 + 5x, max z =8xq + 5x,
9x; + 5x, <45 9x; + 5x, <45
X1 +x, 56 X1 +x, <6
X <3 X1 =4

x1,%X; =0, xq,%x5 €Z.

Za svaki podproblem je potrebno graficki odrediti podrucje rjeSenje i optimalnu tocku.
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Slika 19. Grafi¢ki prikaz rjeSenja prvog podproblema

(Izvor: samo izrada)
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Slika 20. Grafi¢ki prikaz rieSenja drugog podproblema
(Izvor: samo izrada)
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Kod prvog podproblema dobivamo da je x; = 3, x, = 3, Z = 39, dok kod drugog treba

opet pomocu sjecista odrediti rjeSenja pa prema tome dobivamo

9x1+5x2=4—5
x; =4 /*9

9x1 + 5x2 = 4‘5
9x, = 36

x1 = 4‘
Dobivena vrijednost se uvrsti u prvu jednadzbu i dobi se slijedece rieSenje

9% 4+ 5x, =45

36 + 5x, = 45
5%, =9 /:5
xZ = 18

Iz tih problema mozemo zakljuditi da prvi podproblem otpada jer je postignuto cjelobrojno
rieSenje, dok drugi ide na daljnju ras€lambu. Isto tako trebamo azurirat stablo i dodati mu

évorove.

Z =41.25
x1 = 375, xZ = 225

x1 <3 x1 =4
Z =139 Z =41
X1 =3x, = X, =4,x, =18

Slika 21. Azurirano stablo sa prvim i drugim potproblemom

(Izvor: samo izrada)

Prvi podproblem otpada, dok je drugi moguée dalje dekomponirat na dva potproblema. Kod
ovog koraka trazenje najvec¢eg decimalnog dijela otpada jer je samo jedna vrijednost u igri.
Kod drugog podproblema je potrebno odrediti gornju i donju ogradu za x, = 1.8 i prema tome

generirati dodatna ograni€enja koja treba nadodati na prijasnja i opet graficki rijesiti.
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1.8

Slika 22. Prikaz odredivanja gornje i donje granice

(Izvor: samo izrada)

Kad su granice definirane potrebno je azurirati prethodni problem pri ¢emu slijedi

max z = 8x, + 5x, max z =8xy + 5x,
9x1 + 5x, <45 9x1 + 5%, <45
X1 +x, 56 X1 +x, <6
X1 =4 X1 =4
x <1 Xy =2

X1,X3 =20, x1,x, €EZ.

Isto kao i prije potrebno je ucrtat ogranicenja i odrediti rjeSenje.

10
01

X1»==4

02

Slika 23. Grafi¢ki prikaz rjeSenja treceg potproblema

(Izvor: samo izrada)
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Slika 24. Grafi¢ki prikaz rieSenja ¢etvrtog podproblema

(Izvor: samo izrada)

RjeSenje treceg podproblema glasi kao sjeciste ograni¢enja 9x; + 5x, < 45ix, = 2 pa
vrijedi slijedecée
9x, + 5x, = 45
x, =1 /x5

_ {9x1 + 5x2 = 45

5x2 = 5
9x, = 40 /:9
x, = 4.44.

Ako se dobiveni x; uvrsti u prvu jednadzbu dobivamo

9 %4.44 4+ 5x, = 45
39.96 + 5x, = 45
5x, =5.05 /:5
x, =5.04 = 5.

Kod grafickog prikaza Cetvrtog podproblema se vidi da vrijedi x; =4, x, =2, Z =42. To

rieSenje se dalje ne razmatra, te se mogu oba rjeSenja dodati u stablo.
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Z =41.25
x1 = 375, xz = 225

x1<3 x1>4
Z =39 Z =41
x1—3x2—2 X1:4‘,x2—18
x2<1 x2>2
Z = 40.5 Z =42
X, =444 x, =1 X1 =4x,=2

Slika 25. Azurirano stablo sa treé¢im i ¢etvrtim potproblemom

(Izvor: samo izrada)

Isto imamo situaciju kao i prije da se javlja jedno decimalno rjeSenje koje je opet
potrebno dekomponirati na dva potproblema. Potrebno je odrediti gornju i donju ogradu za

x; = 4.44, uvesti u prijasnji problem kao ograni¢enje i graficki rijesiti.

4.44

Slika 26. Prikaz odredivanje gornje i donje granice

(Izvor: samo izrada)

Nakon definiranja granica treba uvesti ograni¢enja u prijadnji problem pri ¢emu slijedi

max z = 8x, + 5x, max z =8x; + 5x,
9x; + 5x, < 45 9x1 + 5x, < 45
X1 +x, 56 X1 +x, 26
X, =4 X, =4
X <1 Xy =2
X1 <4 X1 =5

x1,%X; =0, xq,%x5 €Z.
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Ono sto slijedi jest ucrtavanje problema u koordinatni sustav.
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Slika 27. Grafi¢ki prikaz rjeSenja petog potproblema

(Izvor: samo izrada)
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Slika 28. Grafi¢ki prikaz rjeSenja Sestog podproblema

(Izvor: samo izrada)

Oba rjeSenja je moguce graficki o€itat i iznose x; = 4, x, = 1, Z = 37 za peti potproblem, dok

za Sesti podproblem iznosi x; = 5, x, = 0, Z = 40. Iz tih podproblema se moZze zakljuciti da su
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rieSenja cjelobrojna, te da je algoritam gotov. Kona¢no rjeSenje je ono koje ima najvecu
vrijednost funkcije cilja; u ovom slu¢aju najvecu vrijednost ima Sesti podproblem. S tim je

moguce dovrSiti stablo i prikazati sve rjeSenja dobiveno kroz algoritam.

Z =41.25
x1 == 375, xz == 225

Potproblem1 x; <3 X1 =4 Potproblem 2
Z =39 Z =141
X1:3xZ:2 X1:4,x2:1.8
Potproblem 3 x, <1 X, =2 Potproblem 4
Z =40.5 Z =42
x1=4.44x2=1 x1=4x2=2
Potproblem 5 x; <4 X1 =5 Potproblem 6

Z =37
x1:4x2:1

Slika 29. Konacno stablo rjeSenja problema

(Izvor: samo izrada)

Iz stabla se moze zakljuciti da neki potproblemi imaju vecu vrijednost funkcije cilja u odnosu
na druge. Kod odabira rjeSenja potrebno je paziti na cjelobrojnost varijabli i na &im vecu
vrijednost funkcije cilja; u ovim sluaju u razmatranje idu potproblem 1, podproblem 5 i
potproblem 6. Potproblem 4 ne ide u razmatranje jer nema podrucje rieSenja. Od tih

podproblema najvecu vrijednost funkciju cilja ima potproblem 6 pa je ona rjeSenje problema.
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5. Zaklju€ak

Cjelobrojno programiranje kao podvrsta linearnog programiranja nudi rjeSenje
problema u cjelobrojnom obliku. Ukoliko je potrebno uvjet cjelobrojnosti moze se primijeniti na

odredene varijable pri ¢emu govorimo o djelomi¢nom cjelobrojnom programiranja.

U realnom svijetu postoje tri problema koja zahtijevaju cjelobrojno programiranje, a to
su: problem s fiksnim troSkovima, problem optimalne investicijske odluke i problem ranca. Kod
problema s fiksnim troSkovima ideja je da se €im viSe smanje posto oni ne ovise o obujmu
proizvodnje poduzec¢a. Problem ranca i optimalne investicijske odluke jest funkcija cilja koja
teZi u maksimum pri Eemu je kod problem ranca odabrati pomno odabrati koji éemo predmet
unutra stavit, dok kod optimalne investicijske odluke obratiti pozornost neto sadasnje vrijednost

kod pojedinih projekta i imati na umu da bude ¢im veca.

Kod samog rjeSavanje problema postoje dva algoritma, a to su: metoda cjelobrojnih
formi i metoda grananja i ogradivanja. Te dvije metoda imaju potpuno razliite pristupe pa je i
samim time i sloZzenost razli¢ita. Metoda cjelobrojnih ima &isti matematicki pristup pri éemu se
moze putem jednadzbe generirat ogranienje koje odsijeca skup rieSenja. Naknadno se putem
te jednadzbe moZe generirat ravnina putem bazi¢nih varijabli i prikazati je u koordinatnim
sustavu sa ostalim ogranicenjima i podruc¢jem rjeSenja. Kod metode grananja i ogradivanja
pristup je drugadiji pa se kod njega glavni problem ras¢lanjuje na manje dijelove te tako
rieSava. Nakon formiranja i rjeSavanja tih dijelova, odnosno podproblema odabire se jedno,

optimalno rjeSenje.

Kod ruénog radenog rjeSenja programsku podrsku vrSio je MS Excel sa svojim vanjskim
dodatkom ,RjeSavatelj zadatka“ i matematic¢kim funkcijama koje nude mogucnost rieSavanja
linearnog programiranja sa uvjetom cjelobrojnosti. Isto tako MS Excel nudi mogucnost

generiranja izvjeSca iz kojeg se vidi rjieSenje i kljuéni postupci u rieSavanju problema.
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