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Sazetak

Tema rada je aritmetika pomic¢nog zareza. Za potpuno savladavanje teme aritmetike pomi¢nog
zareza prvo je potrebno razjasniti $to su to realni brojevi te kako racunalo vidi te brojeve u
binarnom brojevnom sustavu te kako racunalo te brojeve sprema u memoriju. Zatim slijede
pojasnjenja svake aritmetiCke operacije na nacin kako ljudi izvr§avaju aritmetiCke operacije kako
bi se lakSe objasnila racunalna aritmetika. Za kraj ostaje pojasnjenje greSaka zaokruzivanja.
GresSke zaokruZzivanja se trebaju zasebno objasniti iz razloga $to se neki realni brojevi ne mogu
zapisati u ograniCeni memorijski prostor. Svaka cjelina ¢e biti pojasnjenja kroz primjere i kroz
programsko rje$enje istih primjera.

Kljucne rijeci: Realni brojevi; Aritmetika; IEEE754; Binarni sustav; GreSke zaokruzivanja;
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1. Uvod

S realnim brojevima se susrecemo jo$ u osnovnoj Skoli te cijelo vrijeme dok se Skolu-
jemo ucimo vise o realnim brojevima. UcCenje realnih brojeva se ostvaruje u malim koracima.
Na pocetku Skolovanja se uci skup prirodnih brojeva i rad s takvim brojevima. Kasnije se zna-
nje prosSiruje na skup cijelih brojeva i raCunanje takvih brojeva. Kad se utvrde prethodna znanje
ona ostane za obraditi skup racionalnih brojeva prije nego se krene na savladavanje realnih
brojeva. Kada se jednom savladaju osnove, znanje o realnim brojevima se samo nadograduje
i proSiruje, kako kroz ostatak Skolovanja tako i u primjeni u stvarnom Zivotu.

Obradivanje realnih brojeva dosta Cesto moze biti dugotrajan proces u kojem se moze
vrlo lako pogrijesiti. Razvijanje prvih racunalnih pomagala, elektroniCkih pomagala pa sve do
danasnjih modernih pomagala i sve naprednijih programskih rieSenja za razne racunske ope-
racije olakSavaju ljudima rjeSavanje sve tezih i kompliciranijin operacija vrlo velikih brojeva po
pitanju koli¢ini znamenaka u znatno kracem vremenskom periodu uz vrlo malu Sansu pojave
nekakve greske pri racunaniju.

lako osobama koje koriste recimo racunalo za obradu realnih brojeva nije bitno na koji
nacin racunala rjeSavaju zadani problem ve¢ je tim osobama bitna samo brzina i to¢nost. Dok
s druge strane, razni inZzenjeri, raCunalni stru¢njaci i programeri koji razvijaju opremu za rje-
Savanje navedenih problema moraju jako dobro znati kako racunalo interpretira realne brojeve,
kako ra¢unalo sprema takve brojeve u memoriju, koji je problemi mogu javiti prilikom spremanja
podataka, kako racunalo obraduje aritmetiCke operacije, koje su naredbe potrebne te mnoga
druga pitanja.

U ovom radu ¢e se na pocetku poblize pojasniti binarni brojevni sustav, to jest, pre-
tvaranje iz dekadskog brojevnog sustava koje Covjek Cita i razumije u binarni brojevni sustav,
brojevni sustav koje racunalo interpretira podatke vanjskog svijeta u oblik koji racunalo moze
Citati, spremiti i obraditi. Za pojasnjenje spremanja realnih brojeva u racunalo ¢e se objasniti
preko IEEE754 standarda, 32-bitnog standarda za pomicni zarez. Zatim slijedi aritmetika ra-
¢unala gdje ¢e se pojasniti svaka aritmetiCka operacija te kako je racunalo izvrSava. Za kraj
ostaje obraditi gre$ke prilikom zaokruzivanja koje se javljaju kada se jako veliki ili jako mali broj
pokusa spremiti u ograni¢eni memorijski prostor koji je nedovoljno velik.



2. Metode i tehnike rada

Rad je potrebno napraviti u LaTeX-u. Na racunalu je Windows 10 operacijski sustav te iz
tog razloga rad e biti napisan u TeXworks-u. TeXworks je besplatan softver dostupan za Win-
dows operacijske sustave te je usmjeren na izravno generiranje PDF dokumenata. TeXworks
ima grafiCko korisni¢ko sucelje koje pojednostavljuje izradu zavr§nog rada u TeX obliku. Kas-
nije tokom izrade zavrSnog rada sam na preporuke od kolega studenata pre$ao na Overlaaf,
online web LaTeX uredivac sa istim moguc¢nostima, ali vecom jednostavno$éu te je zavrsni rad
u njemu i dovrden.

Za izradu programskog rjeSenja potrebno je koristiti Python programski jezik. Python
je interpreterski, interaktivni, objektno orijentirani programski jezik visoke razine. Python je
fleksibilan programski jezik koji sluzi veéinom za pisanje jednostavnih programa, ali se moze
koristiti i za slozenije programe te se lagano uci zbog toga §to ima jednostavnu sintaksu §to ga
¢ini jednostavnim i za Citanje. Posto je Python interpreterski jezik, programi napisani u njemu
vr§e se sporije pogotovo ako je u pitanju slozeni program, ali za potrebe zavr§nog rada program
napravljen u Python-u radi savrSeno.

Za obradu teme literaturu sam prikupljao kako bi poblize shvatio greSke zaokruzivanja
(i ostalo za greske). Za teorijsku obradu binarnog brojevnog sustava, pretvaranje brojeva u
IEEE754 zapis i aritmetiCke operacije realnih brojeva sam koristio dosta manje izvora literature
posto sam se cijelo srednjoskolsko obrazovanije i za vrijeme studiranja na FOI-u susretao s
navedenim pojmovima. Za navedene pojmove sam literaturu koristio samo da se podsjetim
kako ne bi radio greSke dok sam primjere samostalno izradivao. Za programsko rijeSenje sam
koristio W3Schools, besplatnu obrazovnu web stranicu za u€enje programskih jezika. Nisam
ima vecih problema za savladavanje programskog jezika Python posto se moje srednjo$kolsko
obrazovanije bilo bazirano na programiranju te sam u drugom razredu srednje Skole imao pred-
met posvecen programiranju u Python-u,a zatim na fakultetu iz predmeta Informatika 1 sam
imao rad za bodove u Python-u.



3. Realni brojevi u racunalu

Davno prije, prvim razvojem ljudskog drustva se stvorila potreba za racunanjem i mje-
renjem. Razvijanjem prvih civilizacija se razvijala i svijest o potrebama matematike. Tako su
se razvojem matematike od jednostavnih brojevnih sustava stvarali slozeniji brojevni sustavi, a
od slozenijih brojevnih sustava su se otvarale mogucénosti za razvoj racunskih operacija, razvoj
racunskih operacija dovodi do potrebe za drugim i ve¢im skupom brojeva te se tako matematika
razvijalo do danas. Matematika koju danas poznajemo ima nekoliko skupova brojeve i mnostvo
operacijskih operacija.

Za potpuno razumijevanje skupa realnih brojeva potrebno je razjasniti sve skupove bro-
jeva koje realni brojevi obuhvacéaju. Najosnovniji skup brojeva je skup prirodnih brojeva. Oz-
naCava se slovom N i predstavlja sve pozitivne cijele brojeve (N = 1,2,3,4,...n). Skup cijelih
brojeva je skup svih cijelih brojeva i oznaCava se slovom Z. U odnosu s prirodnim skupom, u
skup cijelih brojeva ulaze i negativni (Z = —n,...,—3,—2,—1,0,1,2,3,...,n). Slijedeéi proSireni
skup brojeva je skup racionalnih brojeva Q, a u taj skup brojeva pripadaju Q = ¢;a,b € Z,b # 0.
Postoje brojevi koji se ne mogu zapisati u skupu racionalnih brojeva kao recimo /2. Takvi bro-
jevi se zovu iracionalni brojevi te se oznacavaju sa 1. Skup realnih brojeva je skup koji sadrzi
sve racionalne i sve iracionalne brojeve (R = Q U I) §to znaci da se svi mogudéi brojevi nalaze
unutar skupa realnih brojeva.

Kako se razvijalo drustvo i matematika unutar drustva te razvojem matematike, racu-
nanje je postajalo ucestalije i kompliciranije $to je dovodilo do razvoja prvih pomagala za ra-
¢unanje. Od prvog takvog pomagala kao $to je Abak (niz Stapi¢a na kojima je niz kuglica)
koji je sluzio za osnovne aritmeticke operacije pa do Racunala prve generacije su se racunala
razvijala i rjeSavala sve kompliciranije i kompleksnije operacije. Racunala prve generacije oz-
naCavaju pocetak izrade modernih racunala koja rjeSavaju sve kompleksnije operacije, postaju
brza, sve vecih kapaciteta, mogu¢noscu obrade veée kolicine podataka pa sve do racunala
kakva danas poznajemo. Danasnje racunalo se definira kao slozeni uredaj koji sluzi za izvrsa-
vanje matematickih operacija koje se mogu izraziti u numerickom ili logickom obliku. Racunala
su sastavljena od dijelova koji obavljaju jednostavne i jasno odredene funkcije. Slozenim medu
djelovanjem tih dijelova rezultira sposobno$c¢u racunala da obraduje informacije te da prema
unaprijed zadanim uputama ili instrukcijama osnovne operacije unosa podataka, obrade poda-
taka, prikazivanje podataka i pohranjivanje podataka.

U dana$nje vrijeme je nemoguce Zivjeti bez racunala te ljudi svakodnevno koriste ra-
¢unalima. Danas je veéina ljudi informaticki pismena, to jest, zna se koristiti raunalom u bilo
kakvu osobnu svrhu, ali ve€ina tih ljudi ne zna kako racunalo vidi recimo pretrazivanje na ra-
¢unalu ili uredivanje teksta u Word-u. Racunalo kod obrade slike ne obraduje sliku ve¢ niz
elektricnih signala koji zajedno tvore sliku. Elektricne signale dijelimo na ,nema struje” i ,ima
struje” te ih oznatavamo s 0 i 1 §to nas dovodi do pojma binarnog sustava.



3.1. Binarni sustav

Kao $to je vec receno, raCunalo sve podatke koje obraduje u binarnom sustavu te po-
mocu programa ih prikazuje na nacin koje ih Covjek moze razumjeti. Kako bi se obradila tema
Aritmetika pomi¢nog zareza potrebno je prvo obraditi binarni brojevni sustav. Postoji viSe bro-
jevnih sustava, ali za potrebe zavr$nog rada potreban je samo dekadski i binarni brojevni sus-
tav. Dekadski brojevni sustav je sustav s bazom 10 te moze prikazati 10 znakova: 0, 1, 2, 3,
4,5, 6,7, 8i9. Binarni brojevni sustav je brojevni sustav s bazom 2 §to znaci da taj brojevni
sustav moze prikazati dva znaka: 0 i 1. Svaki dekadski broj se moze prikazati u binarnom te
se svaki binarni broj moze prikazati u dekadskom. Proces pretvaranja iz jednog u drugi binarni
sustav je najlak$e objasniti kroz primjere. Kako bi pretvorili dekadski broj u binarni brojevni
sustav, broj se treba dijeliti sa 2 dok se ne dode do 0, a ostatak se zapisuje sa strane. Za
primjer uzmimo broj 1231,

123 : 2 = 61( ostatak je 1)

61:2=30(1)
30 : 2 = 15(0)
15:2=17(1)
7:2="7(1)
3:2=1(1)
1:2=0(1)

Za kraj kako bi se prikazao broj 123 u binarnom brojevnom sustavu, ostatke treba zapi-
sati na nacin da se krene zapisivati od dolje pa na gore te se dobije 1111011,). Za racunanje
broja iz binarnog u dekadski brojevni sustav potrebno je znati da je vrijednost binarne prve
binarne znamenke desne strane 2° te svako mjesto lijevo od tog broj se povecava eksponent
zai:

26 95 9t 93 92 ol 90

Zatim se svaki broj u binarnom broju mnozi sa vrijedno$¢u svog mjesta:
1-2641-241-2441-2240-224+1-21+1.20 =
1-64+1-32+1-164+1-840-4+1-24+1-1=123

Tako se racunaju pozitivni cijeli brojevi. Sli¢an je postupak za pretvaranje decimalnog
broja binarni sustav. Za pretvaranje decimalnog broja u binarni potrebno je znati da se cijeli
dio broja racuna isto kao u prethodnom primjeru. Za raCunanje decimalnog djela potrebno je
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broj iza decimalne toCke mnoziti sa 2 te se dobivena cijela vrijednost zapisuje, a ostatak iza
decimalnog broja ponovo mnozi s 2 i tako sve dok broj iza decimalne toCke nije 0, a rezultat se
zapisuje s gore na dolje. Uzmimo broj 5.78125;:

5:2=2(1) 0.78125 - 2 = 1.5625
2:2=1(0) 0.5625 -2 = 1.125
1:2=0(1) 0.125-2 = 0.25
0.25-2=0.5

05-2=1

Rezultat pretvaranja decimalnog broja 5.78125(;) u binarni sustav je 101.11001,. Kod
pretvaranja binarnog broja u dekadski brojevni sustav potrebno je znati da prva vrijednost iza
decimalne toke poprima vrijednost 2! , a svako idu¢e mjesto na desno poprima vrijednost
eksponenta za jedan manje. Kao u proslom primjeru, svaki broj se mnozi s vrijedno$éu svoga
mjesta:

1-2240-2'+1-2°41.27 ' +1.27240.234+0-27%44+1.27% =

1-440-2+1-141-054+1-0.2540-0.125+0-0.0625 -1 -0.03125 = 5.78125

Za kraj kako bi se pokrio cijeli skup realnih brojeva jo$ treba znati kada se Zeli zapisati
predznak u binarnom brojevnom sustavu ispred broja se zapisuje bit predznaka (0 za pozitivan,
a 1 za negativan broj). Za to bi se trebalo predodrediti koliko bitova se Zeli odvoijiti za memorijski
prostor broja. Ako je rijeC o 8-bitnom zapisu broja, to bi znadilo da je prvi bit zapravo bit
predznaka a ostalih 7 za zapis broja. Recimo broj -100 bi u 8-bithom zapisu s predznakom bio
11100100

3.1.1. Informacije o Glavhom izborniku programa u Pythonu te reali-
zacija dijela za pretvorbu iz realnog broja u binarni

Prakti¢ni dio rada je napraviti program u Pythonu koji ¢e potkrijepiti sve primjere koji se
pojavljuju u zavrSnom radu. Kada se pokrene program, korisniku se ispisuje glavni izbornik
gdje odabire koju zZeljenu funkciju korisnik Zeli upisom jednog od ponudenih brojeva na mjesto
gdje piSe ODABIR: kako to izgleda na sljedecoj slici:



et CAWmd ot py. ee

Slika 1: Glavni izbornik

Izbornik se realizira ispisom §to se vidi na ekranu pomocu print():

True:

(Memmeemeee e ODABERITE NEKU OD OPCIJA —-——————————————— \n")

("1. PRETVARANJE REALNOG BROJA U BINARNI")

("2. PRETVARANJE REALNOG BROJA U ZAPIS KOJI RACUNALO KORISTI ZA SPREMANJE
REALNOG BROJA (IEEE754 ZAPIS)")

("3. PRIKAZ KAKO RACUNALO OBRADUJE ARITMETICKE OPERACIJE S REALNIM
BROJEVIMA")

("4. PRIKAZ KAKO RACUNALO OBRADUJE GRESKE")

("9. PREKINI PROGRAM")

Nakon ispisa tog djela, program trazi korisnika da unese zeljenu opciju. To se izvr§ava
na nacin da se pored ODABIR: upiSe broj uz zeljenu opciju. Ovisno o odabranoj opciji program
ulazi u jedan od if opcija:

20

21

22

23

ODABIR ("1, r27,"3",747,79"):
ODABIR == "1":
unos= ( ("Unesite realan broj: "))
ODABIR=1

IEEE754 (unos, ODABIR)

ODABIR == ’'2':

unos=

( ("Unesite realan broj: "))

IEEE754 (unos, ODABIR)

ODABIR == ’"3’:
aritmetika ()
ODABIR == "4’ :
greske ()

ODABIR=='9':

("Ne

("Program je zavrsio s radom!!!!"™)

postoji ta opcijal!!!"™)
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Kako bi se pokrenula funkcija ra¢unanja realnog broja u binarni potrebno je u ODABIR:
upisati broj 1. Zatim program ulazi u funkciju IEEE754(unos, ODABIR) nakon &to korisnik
unese realni broj. Program nakon unosa racuna binarni zapis predznaka i binarni zapis broja.
Za primjer uzmimo —5.78125,¢) te je rezultat sljedeci:

R:
nesite realan broj:

- Binarni zapis predznaka:
- Binarni zapis broja:

Slika 2: Rezultat funkcije 1

Nakon zavrS$etka, program se vraca na glavni izbornik. Funkcija u kojoj pocCinje realiza-
cija pretvaranja je IEEE754(). Kako se ne bi gomilao kod te se ponovo sve pisalo, IEEE754()
funkcija se koristi samo za raCunanje predznaka broja te nakon toga program ulazi u funkciju
binarni(). Nakon zavrSetka te funkcije se provjerava dali se u glavnom izborniku odabrala funk-
cija 1 te ako je tu se onda prekida IEEE754() dok kod ostalih opcija funkcija nastavlja dalje, ali
vide o toj funkciji u nastavku zavrsnog rada.

binarni (uneseni, mjestaMantise, predZ) :

cijeli, decimalni = (uneseni) .split (".")
cijeli = (cijeli)
decBroj = ( ( (cijeli))+".") .replace('0b’,’")
dec=0
d=0

X (0, mjestaMantise):

decimalni = ("0.")+ (decimalni)

dec = ( (decimalni) \cdot?2)

cijeli, decimalni = (dec) .split (".")

decBroj += cijeli

(decimalni)==0 d==0:
d=1;
(" — Binarni zapis predznaka: ", predZ)
(" — Binarni zapis broja: ", decBroj)
decBroj

Na pocetku funkcije binarni(), str(uneseni).split(".") dijeli uneseni broj podjeljuje na cijeli
i decimalni na mjestu gdje se tocka nalazi, zatim se cijeli string pretvara u int kako bi se dobio
cijeli broj. Funkcija bin() je python funkcija za pretvaranje dekadskog broja u decimalni, ali ta
funkcija moze pretvarati samo pozitivni cijeli broj tako da ta funkcija nije povoljna za pretvaranje
realnih brojeva u binarni sustav. U retku (str(bin(cijeli))+".").replace(’0b’,) se racuna binarni broj
cijelog dijela, dodaje tocka i briSe ,,0b“. Funkcija bin() prije binarnog broja ispisuje ,0b" kako bi
inducirao kako se radi o brojevnom sustavu, npr za bin(9) bi ispis bio ,,001001“. Za decimalni
dio se ulazi u for petlju i u njoj se u varijablu decimalni sprema string 0. i onda ostali decimalni

brojevi.

Kako je sljedeéi dio koda malo kompliciran, bit ée objasnjena kroz primjer. npr za broj



5.78125 trenutno je varijabla cijeli=5, a varijabla decimalni=0.78125, u varijablu dec se deci-
malni=0.78125 mnozi s 2 to bi dalo broj 1.5625. Zatim se taj broj podjeljuje na cijeli i decimalni
dio ( cijeli, decimalni = str(dec).split(".") ) te bi nova vrijednost varijable cijeli bila 1, a decimalni
5625, zatim bi decBroj koji je trenutno 101. bi mu se dodala vrijednost cijeli te nova vrijednost
bi bila 101.1, zatim bi se pogledalo dali je vrijednost decimalni jednaka 0 ako nije postupak se
ponavlja. Kad se krene iz poCetka decimalni dobiva novu vrijednost 0.5625 te se tako radnja

ponavlja sve dok decimalni nije 0 te bi se tu ispisao rezultat prvog zadatka.

Petlja for Ce se izvrSavati 23 puta iz razloga $to se u funkciji IEEE754 definira Broj
brojeva u mantisi = 23. Razlog je taj $to se u toj petlji se raCuna mantisa koja e biti objasnjena
kod prikaza realnog broja na racunala u IEEE754 standardu. Za pretvaranje realnog broja u
binarni sustav je samo bitno da ¢e se rezultat ispisati samo jednom kada se izrac¢una zbog toga
Sto kad jednom program ude u if varijabla d koja je uvjet za ulazak u if ¢e se promijeniti na 1.
Program ¢e ispisati rezultat, a mantisa ¢e se izraCunati do kraja.

3.2. Prikaz realnog broja na racunalu

3.2.1. Prikaz brojeva jednostruke preciznosti

Kod pohranjivanja jako velikih ili jako malih brojeva bi se zauzelo jako puno memorije te
bi racunalo sporije obradivalo te brojeve. Za prikaz i pohranu takvih brojeva koristi se IEEE754
standard. |IEEE754 je zapis koji se sastoji polja za pohranu predznaka, polja od 8 bita za
pohranu eksponenta i 23 bita za pohranu mantise.

Pod prikaza realnog broja u binarnom brojevnom sustavu prvo $to je potrebno napraviti
je pomaknuti decimalnu to¢ku na nacin da broju na pocetku piSe 1., a zatim se prepiSe ostatak
broja od te jedinice. Ne smije se zaboraviti pomnoZiti taj broj sa 2¢+sronent  Eksponent se
racuna na nacin da se broje mjesta za koja se decimalna toCka pomakla. Ako se decimalna
toCka premjesta na desno onda je eksponent pozitivan, a ako se pomice na lijevo onda je
negativan.

Iz tog zapisa se radi IEEE754 zapis. Predznak govori dali je broj pozitivan ili negativan te
se oznacava s 0 ako je pozitivan i 1 ako je negativan te se prvi zapisuje. Eksponent se racuna
na nacin da se od 127 zbroji ili oduzme eksponent broja 2 ovisno o tome dali je pozitivan ili
negativan te se takav zapisuje u iduéih 8 bitova. Mantisa je zapis koji se dobije kada se prepise
broj od 1. pa na danje pa se onda ostala mjesta popune s nulom. Uzmimo za primjer:

40.5625(19y = 101000.1001(2) = 1.010001001 - 25
Predznak: 0
Eksponent: 127 + 5 = 132,y = 10000100 3)
Mantisa: 0100 0100 1000 0000 0000 000

IEEE754 zapis broja 40.5625 ;) je: 0 1000 0100 0100 0100 1000 0000 0000 000



Pomocu IEEE754 zapis broja mogu se zapisati jako veliki i jako mali brojevi unutar 32
bita Sto govori Cinjenica da je najvedi pozitivni broj koji se moze prikazati ovim putem je :

3.402823466 - 1038 = (01111 1110 1111 1111 1111 1111 1111 111)
, @ najmanji je:

1.175494351 - 10738 = (0 0000 0001 0000 0000 0000 0000 0000 000)

Broj 0 u IEEE754 sustavu ima dva prikaza: pozitivna i negativna nula. Mantisa i ekspo-
nent su nula dok je predznak 0 za pozitivnu, a 1 za negativnu nulu

+0 = 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000

—0 = 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000

Isto tako je moguce prikazati +/- beskona¢no na nacin da je eksponent 255, a mantisa
nula:

0 1111 1111 0000 0000 0000 0000 0000 000 = beskonacno

11111 1111 0000 0000 0000 0000 0000 000 = -beskonacno

3.2.2. Prikaz brojeva jednostruke preciznosti

Prikaz dvostruke tocnosti se razlikuje od prikaza jednostruke to€nosti po tome §to moze
prikazati veci broj. Dvostruka preciznost koristi 11 bitova za eksponent i 52 za mantisu te tako
povec¢ava maksimalni prikazivi pozitivni broj na 1.7976931348623158 - 103°%, a najmaniji prikazivi
pozitivni broj 2.2250738585072014 - 10308

3.2.3. Pretvaranje realnog broja u IEEE754 u Pythonu

Python program ima funkciju pretvaranja realnog broja u IEEE754 standard sa jed-
nostrukom precizno$¢u. Na glavnom izborniku pod brojem 2 je ta funkcija te nakon §to se u
ODABIR: unese broj 2 i pritisne, od korisnika se trazi da unese realni broj koji Zeli da se pre-
tvori u binarni zapis s pomi¢nom tockom. Nakon §to se unese broj, program ulazi u funkciju
IEEE754().

IEEE754 (n, ODO)

predznak = 0
n < 0 :
predznak = 1
n = n \cdot (-1)

Broj_brojeva_u_mantisi = 23



22

23

24

25

26

27

28

29

30

32

33

lista = binarni(n, Broj_brojeva_u_mantisi, predznak)

OD0==1:

gdjeTocka = lista.find(’.")

prvadedinica = lista.find(’'1")

prvadedinica > gdjeTocka:

lista = lista.replace(".","")
gdjeTocka -= 1
prvadedinica -= 1

prvadedinica < gdjeTocka:
lista = lista.replace(".","")

gdjeTocka -= 1

mantisa = lista[prvaJdedinica+1:24]

eksponent = gdjeTocka - prvadedinica

eksponentB = eksponent + 127

funkcija remove () ili delete())
eksponentB = (eksponentB) .replace ("0b"," ")
(" - Binarni zapis kako racunalo sprema realni broj: ", (predznak) ,

eksponentB.zfill (8), mantisa)

Na pocetku funkcije se provjerava dali je uneseni broj pozitivan ili negativan. Ako je
pozitivan predznak ostaje 0, a ako je broj negativan predznak se mijenja u 1 te se broj mnozi
sa -1 kako bi dobili pozitivan broj koji se dalje obraduje. Nakon $to se dobije cijeli broj, ulazi se
u funkciju binarni() koja je prethodno objasnjena. Funkcija binarni() vraca realni broj u binar-
nom brojevnom sustavu koji se sprema u varijablu lista. Iza decimalne toCe se prvo zapisuje
rezultat decimalnog dijela pretvorbe broja te se nakon toga zapisuju nule sve do dvadeset i
treCeg znaka. Jedini razlog popunjavanja mjesta s nulama je taj $to broj iza decimalne toCke
predstavlja mantisu.

Dalje u kodu se trazi indeks mjesta gdje se nalazi tocka i indeks mjesta gdje se nalazi
prva tocka. Recimo za broj 5.562515) = 101.1001 ) prva jedinica je na prvom mjestu, odnosno,
ima indeks 0 dok toCka se nalazi na ¢etvrtom mjestu te ima indeks 3. U if-u se provjerava koji
je veci te ako jedinica ima manji indeks, iz liste se briSe decimalna tocka te se indeks tocke
smanijuje za jedan, a ako je indeks mjesta tocke maniji od indeksa prve jedinice, onda se brise
toCka te smanjuju oba indeksa za jedan. Jedini razlog smanjivanja indeksa je da se izraCunaju
tocan eksponent i mantisa.

Mantisa se dobije na nacin da se, od binarnog broja koji je sad zapisan bez decimalne
toCke u varijablu lista, prepiSe cijela lista, ali od indeksa broj 1. Npr, za broj 5.5625:,9) =
101.1001 7y bez decimalne toCke izgleda 1011001, $to znaci da se u mantisu upisuje 011001
Razlog je taj $to se u mantisu upisuje broj od decimalne to¢ke na dalje, u ovom slucaju je broj
s indeksom 1 pa sve do indeksa 24.
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Eksponent se raCuna na nacin da se prvo oduzmu indeks prve jedinice od indeksa
tocke, zatim se rezultat oduzimanja zbraja s brojem 127, a zadnji korak kako bi se dobio Zeljeni
oblik eksponenta je da se prvo funkcijom bin(eksponentB) pretvori dekadski rezultat zbrajanja
pretvori u binarni brojevni sustav. Funkcija bin() prije binarnog broja ispisuje ,,0b“ kako bi indi-
cirao kako se radi o brojevhom sustavu, npr za bin(9) bi ispis bio ,,0b01001%, zato se uz funkciju
bin() piSe .replace(,0b“, ’ ’) kako bi se 0b obrisao. Zadnja linija koda funkcije IEE754 je ispis
finalnog rezultata sljede¢im redoslijedom: prvi bit koji predstavlja predznak, binarni zapis eks-
ponenta (funkcija zfill(8) definira da taj broj treba biti zapis od 8 znamenki §to znaci da ako je
nekim slu¢ajem u eksponentB zapisan eksponent 101, Zfill(8) funkcija ée zapisati nule kako bi
se dobio broj od 8 znamenki §to bi rezultiralo brojem 00000101) i mantisa. Realizacija i izgled
izraCuna zapisa realnog broja u IEE754 oblik broja je prikazano na sljedec¢o;j slici:

Slika 3: Rezultat funkcije 2

11



4. Aritmeticke operacije

Aritmetika je znanost o brojevima te kao najosnovanija grana matematika se bavi racu-
nanjem brojeva koristenjem aritmetickih operacija: zbrajanje, oduzimanje, mnozenje i dijeljenje.
Podrijetlo rijeCi aritmetika dolazi od grcke rijeci "Arifmos" §to znaci "broj". Otkrivanje aritmetike
te njen razvitak su zapoceli Grci, Arapi i Indijci, a kasnije se aritmetika razvijala u Europi sve do
aritmetike koju danas poznajemo. Od samih pocetaka pa sve do danas su se razvile mnoge
aritmetiCke grane, a jedna od njih je i binarna aritmetika.

Binarna aritmetika nije nista drugo nego aritmetika za racunala. Racunala pomocu niza
naredbi obraduje niz nula i jedinica koje vanjskom svijetu predstavljaju podatke. Aritmeticke
operacije se u racunalu izvrSavaju u procesoru, toCnije u aritmeti¢ko-logickoj jedinici. U pro-
cesor se podatci spremaju u internu memoriju te ovisno o naredbama iz upravljacke jedinice
se ti podatci obraduju. lako aritmetika obraduje brojeve aritmetiCkim operacijama zbrajanja,
oduzimanja, mnozenja i dijeljenja, aritmeticke operacije su nesto drugacije u racunalu. Naime,
racunalo moze samo zbrajati. 1z tog razloga se ostale aritmetiCke operacije u racunalu izvrsa-
vaju na nacin da se podatci mijenjaju kako bi se zbrajanjem dobio Zeljeni rezultat. U nastavku
Ce svaka aritmetiCka operacija u racunalu biti detaljno objasnjena.

4.1. Programska realizacija dijela za aritmeticke operacije
u Pythonu

Do programskih rieSenja aritmeti¢kih operacija se dolazi na nacin da se u glavnom izbor-
niku odabere opcija 3. PRIKAZ KAKO RACUNALO OBRADUJE ARITMETICKE OPERACIJE
S REALNIM BROJEVIMA. Odabirom treCe opcije se otvara pod izbornik u kojem se odabire
Zeljena aritmetiCka operacija upisivanjem u ODABERITE OPERACIJU: brojeve 1, 2, 3 ili 4.
Uneseni odabir se sprema u varijablu ODABIR2 te pomocu te varijable i if funkcije se odabire
Zeljena aritmetic¢ka operacija. Svaki od aritmetiCkih operacija se sastoji od istog linijskog koda
samo se razlikuju po malim sitnicama kod ispisa.Recimo ako se odabere opcija broj 1, to jest,
zbrajanje. Odabirom te funkcije se od korisnika trazi da unese brojeve. Nakon unosa brojeva
program pretvara te brojeve u binarni zapis i IEEE754 zapis te nakon toga uneseni brojevi i
uneseni ODABIR2 ulaze u funkciju pretvoriUB().

ODABIR2 (P17, "27,73",74",79"):
ODABIR2 == ’1':

unosl= ( ("Unesite prvi realan broj: "))
unos2= ( ("Unesite drugi realan broj: "))
("\nPretvaranje realnog broja ",unosl," u racunalni IEEE754
zapis:\n")
IEEE754 (unosl,0)
("\nPretvaranje realnog broja ",unos2," u racunalni IEEE754
zapis:\n")
IEEE754 (unos2,0)
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("\n-KOD ARITMETICKIH OPERACIJA, koriste se brojevi prikazani s
eksponentom broja 2 \n")
ODABIR2=1
pretvoriUB (unosl, unos2, ODABIR2)

Ulaskom u funkciju pretvoriUB() se uneseni brojevi pripremaju za aritmetiCke operacije:
odreduju se predznaci, binarni broj nakon pomicanja decimalne tocke i eksponent broja 2 nakon
pomicanja decimalne tocke.

pretvoriUB (ul, u2, ODABIR3) :

("\nPrvi broj: ",ul)
predznakl = 0

20

21

22

23

25

26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

36

37

38

39

40

41

42

ul < 0
predznakl =1
ul = ul \cdot (-1)

cijelil, decimalnil = (ul) .split (".")

(decimalnil)

decl=0
d1l=0

cijelil = (cijelil)
= ( ( (cijelil))+".") .replace(’'0b’,”")
x1 (al) :
decimalnil = ("0.7)+ (decimalnil)
decl = ( (decimalnil) \cdot2)
cijelil, decimalnil = (decl) .split (".")

1il += cijelil
(" — Binarni zapis predznaka:",predznakl)

(" — Binarni zapis realnog broja: ",1il)

gdjeTockal = 1lil.find(".")
prvadedinical = 1il.find(’1")

prvadedinical > gdjeTockal:
1il = lil.replace(".","")
varijablaA= ("1")+ (".")+1lil[prvadedinical+l:]+ ("o")

eksponentA=- (prvadedinical-1)

(" — Uneseni broj nakon pomicanja zareza sa eksponentom broja 2:

varijablaA, " . 27 (",eksponentA,")")

prvadedinical < gdjeTockal:

1il = 1lil.replace(".","")

varijablaA= ("1m)+ (".")+1lil[prvaJdedinical+1l:]
eksponentA= gdjeTockal-1

(" — Uneseni broj nakon pomicanja zareza sa eksponentom broja 2:

varijablaA, ". 27 (",eksponentA,")")

"

n
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43

44

45

46

47

48

49

50

51

52

53

54

55

56

57

58

59

60

61

62

63

64

65

66

67

68

69

70

71

72

73

74

75

76

77

78

79

80

81

82

83

84

85

86

87

88

89

90

print ("\nDrugi broj: ",u2)
predznak2 = 0
if u2 < 0

predznak2 = 1

u2 = u2 \cdot (-1)

cijeli2, decimalni2 = str(u2).split(".")

az2=len (decimalni?2)

cijeli2 = int (cijeli2)
1i2 = (str(bin(cijeli2))+".").replace('0b’,’")
dec2=0
d2=0
for x2 in range (a2):
decimalni2 = str('0.’)+str (decimalni?2)
dec2 = (float (decimalni2) \cdot2)
cijeli2, decimalni2 = str(dec2).split(".")

1i2 += cijeli2
print (" — Binarni zapis predznaka:",predznak2)

n

print ( - Binarni zapis realnog broja: ",1i2)

gdjeTocka2 = 1i2.find (" .")
prvadedinicaz = 1i2.find (" 1)

1 £ prvadedinica2 > gdjeTocka?2:
1i2 = 1i2.replace(".","")
varijablaB=str ("1")+str(".")+1li2 [prvadedinica2+1:]+str("0")

eksponentB=- (prvadedinica2-1)

print (" — Uneseni broj nakon pomicanja zareza sa eksponentom broja 2:

varijablaB, " . 27 (",eksponentB,")")
elif prvadedinica2 < gdjeTocka2:
1i2 = 1li2.replace(".","")
varijablaB=str ("1")+str(".")+1i2[prvadedinica2+1:]

eksponentB= gdjeTockaz2-1

print (" — Uneseni broj nakon pomicanja zareza sa eksponentom broja 2:

varijablaB, ". 27 (",eksponentB,")")

if (ODABIR3==1) :

zbrajanje (varijablaA, eksponentA, varijablaB, eksponentB)

print ("Sto bi u dakadskom brojevnom sustavu bilo: ", ul+u2, "\n\n")
e11f (ODABIR3==2) :

oduzimanije (varijablaA, eksponentA, varijablaB, eksponentB)

print ("Sto bi u dakadskom brojevnom sustavu bilo: ", ul-u2,"\n\n")
elif (ODABIR3==3) :

mnozenje (varijablaA, eksponentA, varijablaB, eksponentB, predznakl,
predznak?2)

print ("Sto bi u dakadskom brojevnom sustavu bilo: ", ull\cdotu2,"\n\n")
c1if (ODABIR3==4) :

djeljenje(varijablaA, eksponentA, varijablaB, eksponentB, predznakl,
predznak?2)

print ("Sto bi u dakadskom brojevnom sustavu bilo: ", ul/u2,"\n\n")

"

n

’

’
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Nakon $to se odrede predznaci, binarni brojevi nakon pomicanja decimalne toCke i eks-
ponenti, ovisno 0 odabiru iz proSle funkcije program se nastavlja izvoditi u jednoj od navede-
nih funkcija: zbrajanje(), oduzimanije(), mnozenje() i djeljenje(). U svaku funkciju se prenose
prethodno izracunate vrijednosti iz funkcije pretvoriUB(). Svaka od aritmetickih funkcija Ce biti
detaljno objasSnjene u nastavku.

4.2. Zbrajanje

Zbrajanje prirodnih brojeva je jednostavan proces. Za pocetak uzmimo jednoznamen-
kaste binarne brojeve. Moguce su Cetiri kombinacije zbrajanja:

0+0=0
0+1=1
1+0=1

1+ 1 =10 ( pisati 0,a pamti 1)

Zbrajanje viSeznamenkasti binarnih brojeva je u principu isto kao i kod dekadskih, bro-
jevi se potpisu jedan ispod drugoga te se zbraja znamenku po znamenku, uzimajuci u obzir
prethodno napisane jednakosti. Uzmimo na primjer dva broja: 101y + 14(10):

10(10) — 1010(2)

14(10) — 1110(2)

1010

+1110
11000

Zbrajanje realnih brojeva je nesto malo drugacije iz razloga $to je potrebno koristiti me-
todu pomiénog zareza. Kako bi se izraCunali takvi brojevi potrebno je decimalnu to¢ku po-
maknuti do prve jedinice s lijeve strane na nacin da da bude ,1.“ i ovisno za koliko mjesta se
pomogne tocka toliki ¢e biti eksponent na broju 2. Isto tako je bitno u koju stranu se pomice
tocka, ako se toCka pomice prema lijevo eksponent broja 2 je u plusu, a ako se pomice u desno
onda je eksponent negativan. Kada se odrede eksponenti pronalazi se koji je od njih veéi. Kada
se pronade koiji je veéi, onaj maniji se treba izjednaciti s ve¢im. Npr:

0.0312510) + 7.5625(19) = 0.00001 (9) + 111.1001 5,
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n

0.00001 () =1.0-27°

111.1001() = 1.111001 - 22

Prvi broj se treba prilagoditi drugom na nacin da se decimalna toc¢ka pomakne za 7
mjesta u lijevo te se nakon toga mogu zbrojiti:

0.0000001 ) - 2*

0.0000001

+1.111001
1.1110011

Nakon zbrajanja, dobivenom broju treba vratiti decimalnu tocku za onoliko mjesta koliko
eksponent broja 2 to zahtjeva te se tako dolazi do krajnjeg rieSenja:

1.1110011 - 22 = 111.10011 9y = 7.5937510)

4.2.1. Programska realizacija dijela za aritmeticku operaciju zbraja-
nja u Pythonu

Do aritmetiCke operacije zbrajanja se dolazi na nacin da se u glavnom izborniku u ODA-
BIR: unese broj 3. Tom opcijom se otvara novi izbornik koji nudi 4 aritmetiCke operacije na
odabir, ali za zbrajanje nas zanima odabir pod brojem jedan: 1.ARITMETICKA OPERACIJA
ZBRAJANJA. Zatim se od korisnika traze da se unesu dva broja. Kako je planirano da pro-
gram ispisuje sve informacije vezane uz unesene brojeve, uneseni brojevi se prvo pretvaraju u
IEEE754, a zatim i ispisuju kako bi se mogla provjeravati to¢nost rieSenja.

Ulaskom u funkciju pretvoriUB() se svaki broj zasebno pretvara u binarni kao u funkciji
binarni(), jedina razlika je u tome $to se uz ispis Binarni zapis predznaka: i Binarni zapis realnog
broja: ispisuje i Uneseni broj nakon pomicanja zareza sa eksponentom broja 2.Kada se oba
unesena broja pretvore u binarne brojeve s eksponentom broja 2 ulazi se u drugu funkciju
zbrajanje().

("\n\nS1ljedece sto trebamo napraviti je usporediti eksponente i pronaci koji je
veci")

("Zatim broj sa manjim eksponentom se treba prilagoditi vecem")

(" — Prvi uneseni broj nakon pomicanja zareza sa eksponentzom broja 2: ",
varijablaA, "27(",eksponentA,")")

(" — Drugi uneseni broj nakon pomicanja zareza sa eksponentzom broja 2: ",

varijablaB, "« 27 (",eksponentB,")")

eksponentA > eksponentB:
("\n\nvVidimo da je eksponent prvog broja veci te se treba drugoga
prilagoditi prvome:")

eksponentA < eksponentB:
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("\n\nvVidimo da je eksponent drugoga broja veci te se treba prvi
prilagoditi drugome:")
eksponentA == eksponentB:

("\n\nVidimo da su eksponenti jednaki te se moze dalje racunati:")

U funkciji zbrajanje() prvo se provjerava Ciji broj ima veci eksponenta na bazi 2.,a nakon
toga slijedi ispis rezultat provjere.

eA=eksponentA
eB=eksponentB
vA=varijablaA

vB=varijablaB

eksponentA > eksponentB:
razlikaEksponenata=eksponentA-eksponentB

eksponentB=eksponentA

X (razlikaEksponenata) :
vB = varijablaB.replace(".","")
varijablaB= ("O0") + (".")+vB
(" - Nova vrijednost drugog broja nakon prilagodbe: ", wvarijablaB, "

27 (",eksponentB, ") ")

eksponentA < eksponentB:
razlikaEksponenata=eksponentB-eksponentA

eksponentA=eksponentB

X (razlikaEksponenata) :
vA = varijablaA.replace(".","")
varijablaA= ("0") + (".")+vA
(" - Nova vrijednost prvog broja nakon prilagodbe: ", wvarijablaA, "

« 27 (",eksponentA,")")

Broj sa manjim eksponentom se mijenja na nacin da eksponent bude jednak onom
vecem $to je objasnjeno u prethodnom poglavlju. Nova vrijednost se ispisuje te su brojevi
spremni za zbrajanje nakon §to im se jo$ obriSu decimalne toCke. Dio programa koji zbraja
binarne brojeve prilicno jasan sam po sebi te se rezultat zapisuje ispod podvucene crte, a
kasnije i finalni rezultat kada se vrati decimalna tocka.

eksponentA==eksponentB:

("\n\nSad mozemo zbrojiti brojeve: ", varijablaA, " .« 2~ (",eksponentA,") +

", varijablaB, " . 27 (",eksponentB,")")

X (0, (varijablad)) :

VA = varijablaA.replace(".","")

vB = varijablaB.replace(".","")
("\n ", VA)

(n+ ll, VB)

finalniRez=""

jedanDal je= (0)
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x=y\cdot (-1)-1
rezultat= (VA[x])+ (vB[x])+jedanDalje

JjedanDal je=0

rezultat==0:
finalniRez= ("0")+ finalniRez
rezultat==1:
finalniRez= ("1")+ finalniRez

rezultat==2:
finalniRez= ("0")+ finalniRez

jedanDal je=1

rezultat==
finalniRez= ("1")+ finalniRez

jedanDalje=1

jedanDal je==1:

finalniRez= ("1")+ finalniRez
(" ", finalniRez)

JjedanDal je=0

vC=finalniRez[:eksponentA+2]+ (".")+finalniRez[eksponentA+2:]

(" ", finalniRez)

vC=finalniRez[:eksponentA+1]+ (".")+finalniRez [eksponentA+1l:]

("\n\nTreba vratiti broj nazad decimalnu tocku kako bi se dobio tocan

rezultat!!")

("\nRezultat zbrajanja dva broja je: ",vC)

Kada je program pokrenut i kada se racuna aritmetiCka operacija zbrajanja, korisnik
aplikacije ¢e imati uvid u sve informacije vezane uz brojeve kao $to su: predznak, binarni broj
unesenog broja, IEEE754 izgled unesenog broja, ispis unesenog broja s pomicnim zarezom,
postupak zbrajanja, rezultat zbrajanja i provjera rezultata. Cini se kao puno informacija, ali i cilj
je bio da se aritmetika prikazuje korak po korak. Na sljedecoj slici je prikazan zbroj dva broja,
npr.5.78125 10y + 40.562510)
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Slika 4: AritmetiCka operacija zbrajanja
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4.3. Oduzimanje

Oduzimanje binarnih brojeva se zapravo svodi na zbrajanje pomoc¢u metode dvojnog
komplementa. Metodom dvojnog komplementa se zapisuju negativni brojevi u racunalu. Me-
toda dvojnog komplementa se vr$i na umanijitelju na nacin da se broj prvo invertira, to jest, u
binarnom broju se nule zamjene sa jedinicama, a jedinice sa hukama. Zatim se taj broj zbraja
sa 1 te se tako dobija dvojni komplement broja koji je spreman za zbajanje sa umanjenikom.
Za primjer: 1419y — 10(10)

14(10) — 1110(2)
10(10) — 1010(2)

Slijedec¢i korak je binarnom broju 1010 zamijeniti znamenke (jedinice sa nulama i nule
sa jedinicama) i taj broj zbroijiti s 1:

1010(5) = 0101y,

0101

+1
0110

zbrajanjem broja 1110 i dobivenog dvojnog komplementa 0110 se dobiva razlika zada-
nih brojeva:

1110

+0110
10100

U ovom primjeru se moze vidjeti kako je rezultat zbrajanja 10100 = 200y $to nije
toCan rezultat oduzimanja. Zato kod oduzimanja se jedinacia koja se prenosi na kraju zanema-
ruje(1 | 0100) tako da je rezultat zapravo toCan rezultat 1002y = 4(1¢)-

Kod oduzimanja realnih brojeva, kao i kod zbrajanja, prvo se decimalna to¢ka pomice
do prve jedinice s lijeve strane na nacin da da bude , 1. i ovisno za koliko mjesta se pomasgne
tocka toliki ¢e biti eksponent na broju 2, zatim se brojevi izjednacavaju da eksponenti brojeva 2
budu jednaki te se racuna dvojni komplement drugog broja. Npr, 7.5625;9) — 3.62510):

7.5625(10) — 3.625(19) = 111.1001(9) — 11.101

111.1001(5) = 1.111001 - 2

11.101(5) = 1.1101 - 2' = 0.11101 - 2

20
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Na redu je dvojni komplement drugog broja te nakon toga zbrajanje brojeva:

0.11101 = 1.00010 + 1 = 1.00011

1.111001

+1.00011
1 0.111111

Za kraj se decimalna toCka pomiCe za vrijednos eksponenta broja 2, u ovom slucaju za
2 mjesta u desno te je rezultat:

0.111111 - 22 = 11.1111 5y = 3.9375(19

4.3.1. Programska realizacija dijela za aritmeticku operaciju oduzi-
manja u Pythonu

Do aritmetickih operacija se dolazi na nacin da se u glavhom izborniku u ODABIR:
unese broj 3 zatim kako bi se odabrala operacija oduzimanja se u novootvorenom izborniku
u ODABERITE OPERACIJU se upisuje broj 2. Zatim se od korisnika zahtjeva da upiSe dva
broja koja zeli oduzeti. Programska opcija za zbrajanje i programska opcija za oduzimanije su
prakticki isti. Nakon unosa se ispisuje Binarni zapis predznaka, Binarni zapis realnog broja i
Uneseni broj nakon pomicanja zareza sa eksponentom broja 2. Kod za usporedbu ekspone-
nata i izjednjaCavanje eksponenata je isti kao i u operaciji zbrajanja. Kod se razlikuje samo po
tome §to se umanijitelj invertira i zbraja s 1 te ako postoji jednica preljeva ona se briSe:

X (0, (varijablah)) :
vA = varijablaA.replace(".","")
vB = varijablaB.replace(".","")
umanjitelj= (")
z (0, (VB) ) :
x=z\cdot (-1)-1
vB[x]=="0"":
umanjitelj= ("17)+umanjitelj
vB[x]=="1"":
umanjitelqj= ("0")+umanjitelj
jedinica= (r1")
i (1, (vB) ) :
jedinica= ("0”)+jedinica
("\nInvertirani binarni broj umanjitelja: ",vB," je:", umanjitelj)

("\n\nSad treba invertiranom umanjitelj zbrojiti sa 1")

("\n ", umanijitelj)

("+ ", jedinica)
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finalniUmanjitelj=""

jedanDal je= (0)

y (0, (umanjitelj)) :

x=y\cdot (-1) -1

rezultat= (umanjitelj[x])+ (jedinica[x]) +jedanDal je

jedanDal je=0

rezultat==0:
finalniUmanjitelj= ("0")+ finalniUmanjitelj
rezultat==1:
finalniUmanjitelj= ("1")+ finalniUmanjitelj
rezultat==2:
finalniUmanjitelj= (70”)+ finalniUmanjitelj

jedanDal je=1

rezultat==3:
finalniUmanjitelj= ("1")+ finalniUmanjitelj
jedanDal je=1
jedanDalje==1:
finalniUmanjitelj= ("1")+ finalniUmanjitel]
(" ", finalniUmanjitelj)

jedanDal je=0

vC=finalniUmanjitelj[:eksponentA+2]+ (".")+finalniUmanjitelj[eksponentA
+2:]
(" ", finalniUmanjitelj)
vC=finalniUmanjitelj[:eksponentA+1]+ (".")+finalniUmanjitelj[eksponentA
+1:]
finalniRez=""
jedanDal je= (0)

("\n\n Na kraju se zbrajajaju prvi uneseni broj i izracunati umanjitelj")

Zbrajanje prvog broja i izracunatoga dvojnoga komplementa je isti kao kod zbrajanja.

Reallizacija oduzimanja u Pythonu za npr., 7.5625,y — 3.625(,( izgleda kao na sljedecoj slici:
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Unesite prvi realan broj: 7.5625
Unesite drugi realan broj: 3.625

Pretvaranje realnog broja 7.5625 u rafunalni IEEE754 zapis:
- Binarni zapis predznaka: 8
- Binarni zapis broja: 111.1681
- Binarni zapis kako rafunalo sprema realni broj: @ 18688001 11160106000080800000000
Pretvaranje realnog broja 3.625 u rafunalni IEEE754 zapis:
Binarni zapis predznaka: @
Binarni zapis broja: 11.181
Binarni zapis kako rafumalo sprema realni broj: @ 1860008008 11018268608020000000000
KOD ARITMETICKIH OPERACIJA, koriste se brojevi orikazani s eksponentom broja 2
Prvi broj: 7.5625
- Binarni zapis predznaka: @
- Binarni zapis realnog broja: 111.1881
- Uneseni broj nakon pomicanja zareza sa eksponentom broja 2: 1.111881 = 2~( 2 )
Drugi broj: 3.625
- Binarni zapis predznaka: @

- Binarni zapis realnog broja: 11.181
- Uneseni broj nakon pomicanja zareza sa eksponentom broja 2: 1.1181 + 2~( 1 )

Sljedece Eto trebamo napraviti je usporediti eksponente i pronaci koji je wedi

Zatim broj sa manjim eksponentom se treba prilagoditi vecem
- Prvi uneseni broj nakon pomicanja zareza sa eksponentzom broja 2: 1.111881 = 2°( 2 )
- Drugi uneseni broj nakon pomicanja zareza sa eksponentzom broja 2: 1.1181 = 2( 1 )

idimo da je eksponent prvoga broja veci te se treba drugoga prilagoditi prvome:
- Nova vrijednost drugog broja nakon prilagodbe: ©.11181 =« 2+( 2 )
Sad treba umanjitelja invertirati i zbrojiti sa 1 kako bi bio spreman za oduzimanje

Invertirani binarni broj umanjitelja: 111018 je: 1888181

Sad treba invertiranom umanjitelj zbrojiti sa 1

leaa1al
aaaeeal

leealle

Ma kraju se zbrajajaju prvi uneseni broj i izrafunati umanjitelj

1111881
leealle

1 8111111
Prenesena jedinica se ne gleda
Sad treba vratiti broj nazad decimalnu tofku kako bi se dobio tofan rezultat!!

Rezultat Oduzimanja dva broja je: ©11.1111
Sto bi u dakadskom brojevnom sustavu bilo: 3.9375

Slika 5: AritmetiCka operacija oduzimanja




4.4. Mnozenje

Mnozenje dvaju binarnih brojeva je dosta slicno kao i kod dekadskih brojeva na nacin
da se rjeSavanje svodi na zbrajanje. Kod binarnog mnozZenja se gledaju znamenke drugog
faktora, ako je znamenka drugog faktora 1 onda se prvi faktor prepisuje ispod za zbrajanje,a
ako je znamenka drugog faktora 0 onda se spusta nula. Npr., 14,9y - 1013

14(10) = 11102
101(19) = 1100101y
1110 - 1100101

1110
0000
0000
1110

0000

+1110
10110000110 = 1414 0)

Kod mnozenje realnih brojeva se naglasak se stavlja da broj decimalnih mjesta i pred-
znak. Predznak rjeSenja je pozitivan ako su predznaci oba faktora + ili ako su predznaci oba
faktora -, dok je negativan predznak rjeSenja ako je prvi faktor pozitivan i drugi negativan ili ako
je prvi faktor negativan i drugi pozitivan. Broj decimalnih mjesta se dobiva na nacin da se broj
decimalnih mjesta prvog faktora zbroji sa brojem decimalnih mjesta drugog faktora.

3.5(10) = 11.1(9)
12.625(19) = 1100.101 5,
111 - 1100101

111
000
000
111

000
+111
101100.00110.11 = 44.1875 1)
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4.4.1. Programska realizacija dijela za aritmeticku operaciju mnoze-
nja u Pythonu

Programsko rjeSenje za aritmetiCku operaciju mnozenja je dosta opSirna iz razloga sto
je vecina koda napisana kako bi se prikaz rjeSavanja i rjeSenja prikazao na $to uredniji i $to
Citljiviji nacin. U funkciju mnozenje() ulaze prethodno izracunate vrijednosti predznaka, binar-
nog zapisa brojeva i eksponenta unesenih brojeva. Bitan dio funkcije je for petlja u kojoj se iz
binarne vrijednosti drugog faktora zasebno provjeravaju znamenke s lijeva na desno.

y (ll (VB)):
vAZalspis= (" ")+vAZalIspis
akoSeMnoziSNulom= (" ")+akoSeMnoziSNulom
vBlyl=="1":
(VAZalIspis)

znamenka=1

rezultat=zbroj(rezultat, vA, znamenka)

vB[y]=="0":
(akoSeMnoziSNulom)
znamenka=0

rezultat=zbroj(rezultat, vA, znamenka)

Kada se ustanovi koja je znamenka drugog faktora ucitana, ispisuje se broj. Ukoliko je
znamenka jedan, na ekranu se ispisuje vrijednost prve varijable u gdje se izvrSava zbrajanje,
a ako je znamenka nula onda se na ekranu ispisuje niz nula(duzina niza ovisi o koli€ini zna-
menaka prvog faktora). Program zatim prelazi u funkciju zbroji(). U funkciji zbroji() se zbrajaju
trenutni broj ovisno o ucitanoj znamenci iz prosle funkcije (za broj jedan zbraja se vrijednost
prvog faktora, a za nulu se samo dodaje nula na kraj reda) i rezultat prethodnog zbrajanja.
Na taj nacin se u rezultat sprema zbroj proslog rezultata i nove varijable te se funkcija zbroji()
izvrSava onoliko puta koliko ima znamenaka drugog faktora

Kada se u funkciji izvrSi for petlja za zbrajanje rezultata, dolazi na red odredivanje pred-
znaka rjeSenja i odredivanje mjesta na kojem treba biti dodana decimalna toc¢ka te na kraju
ispis konacnog rezultata.

decimalnoMjesto=eksponentA+eksponentB
( (vA) \cdot2) == (rezultat) :
decimalnoMjesto+=1
decimalnoMjesto<0:

tocka=decimalnoMjesto\cdot (-1)

a (0, tocka):

rezultat= ("0")+rezultat
ispis=rezultat[:1]+ (".")+rezultat[1:]
ispis=rezultat[:decimalnoMjesto+l]+ (".")+rezultat [decimalnoMijesto+1:]
(predznakl== predznak2==0) (predznakl== predznak2==1) :
predznak= (70"
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15 predznak= (717
17 (" —-Predznak: ",predznak, ",a rezulrtat: ",ispis)

Za prikaz programskog rjesenja za primjer ¢e se uzeti 7.5625(;) - 3.625(1

.leel
unalo sprema realni broj: © 18666661 1118681000068000000000000
funalni IEEE754 zapis:
Binarni zapis pr a: @
Binarni s broj 11.101
i unalo sprema realni broj: © 10066066 11910080080080000000000

IH OPER/ koriste se brojevi orikazani s eksponentom broja 2

eksponentom broja 2: 1.1116881

arni za z
Binarni ™ ‘oja: 11.181
Uneseni b nakon p i eksponentom broja 2: 1.1181

Pr ja zi a sa eksponentzom bre 01.1118081 .
Drugi uneseni broj nakon pomicanja zareza sa eksponentzom broja 2: 1.1181 »

Brojevi su spremni za mnoZenje

111161 * 1118166
111181

111181
ooooeee
1111881

zbroja eksponenata,
11611.6118161606
ustavu bilo:

Slika 6: Aritmeticka operacija mnozenja
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4.5. Dijeljenje

Od aritmetiCkih operacija, djeljenje je najkompliciranije operacija za izvodenje u racu-
nalu. Dijeljenje se sastoji od dvije aritmetiCke operacije: mnozenja i oduzimanja. Kod dijeljenja
binarnih brojeva postoje pravila za oduzimanje binarnih, ali posto je prethodno je utvrdeno da
racunalo od aritmetiCkih operacija razumije jedino zbrajanje iz tog razloga se djeljenje treba
svesti na zbrajanje. Posto se binarno i dekadsko dijeljenje racunaju na isti nacin. u racunalu se
oduzimanje zamjenjuje dvojnim komplementom. Npr., 99(,9)/1110)

9919y = 11000111 1110y = 10115
Dvojni komlpement drugog broja je:
1011(2) = 0101y
te se djeljenje izvrSava na nacin da se djelitelj oduzme od prvih znamenaka djeljenika:

1100011/1011 =1
— 1011

Sto bi metodom dvojnog komplementa izgledalo sljedece:

1100011/1011 =1

(4.2)
+ 0101
nakon zbrajanja se jedinica preljeva ne gleda kao ni nule poslije nje sve do prve jedinice:
1100011/1011 =1
+ 0101
(4.3)
10001 =1

Kada se zbroje brojevi te kad se obriSu nule i jedinica prijenosa se dobiva krajnji rezultat zbra-
janja dvojnog komplementa, to jest, oduzimanja. Iduéi korak je da se spusti idu¢a znamenka
djeljenika:

1100011/1011 =1

+ 0101
10

posto se moze primijetiti kako je broj znamenaka djelitelja veci od broja znamenaka
za daljnje oduzimanije, potrebno je spustiti iduéu znamenku djeljenika, ali ovaj put je potrebno
zapisati nulu u rezultat:
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1100011/1011 = 10
+ 0101

10
101
Koraci se ponavljaju dok se ne dobije potreban broj znamenaka, a kada se dobije potreban

broj znamenaka u rezultat se zapisuje jedinica te je potrebno zbrojiti dobiveni broj i dvojni
komplement djelitelja:

1100011/1011 = 100
-+ 0101

10
101
1011

1100011/1011 = 100
+ 0101

10

101

1011
+ 0101

1100011/1011 = 1001
+ 0101

10
101 (4.8)
1011

+ 0101

1 0000

Posto je ostatak dijeljenja nula, rezultat je cijeli broj. Rezultat dijeljenja je 10012y = 9(10)-
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4.5.1. Programska realizacija dijela za aritmeticku operaciju dijelje-
nja u Pythonu

Odabirom ¢Cetvrte opcije u izborniku aritmetiCke operacije otvara se opcija Aritmeticke
operacije dijelienja. Kao i u ostalim aritmetiCkim operacijama od korisnika se trazi da unese
dva realna broja te se nakon toga i ispisuju pojedine informacije za svaki broj te se brojevi
pretvaraju u zapis sa pomicnim zarezom. Prije nego $to program poc¢ne djeljenje unesena dva
broja, potrebno je provijeriti dali je broj znamenaka drugog broja veci od broja znamenaka prvog
broja. Ako je to sluc€aj, u zasebnu varijablu se zapisuje prvi broj te se dodavanju nule na kraju
te varijable kako bi se dobio broj koji bi bio spreman za dijeljenje, ali se za svaku zapisanu nulu
piSe i u rezultatu nula. Ako je broj znamenaka prve varijable veci od broja znamenaka druge
varijable, onda se u privremenu varijablu zapisuje onoliko znamenaka prve varijable koliko ima
znamenaka druge varijable. Nakon tog koraka se provjerava dali je vrijednost priviemene vari-
jable veéa od vrijednosti druge varijable. U slu¢aju da je vrijednost priviemene varijable vecéa,
program nastavlja dalje, a ako to nije slu€aj onda se uzima sljedeca vrijednost prve varijable u
privremenu varijablu pa tek onda ¢ée program krenuti sa dijeljenjem.

privremenaVA=""'
razmak=""
brojZnamenakaVa= (0)
decimalnaTocka= (eksponentA) — (eksponentB)
rezultat=""'
(VA) < (vB) :

privremenaVA=vA

X ( (vAa), (vB)) :
privremenaVA=privremenaVA+ ("0")
rezultat=rezultat+ ("0")
privremenaVA<vB:
privremenaVA=privremenaVA+ ("0")
rezultat=rezultat+ ("0")
brojZnamenakaVa= (privremenaVA)
X (0, (vB) ) :

privremenaVA=privremenaVA+vA[x]

brojZnamenakaVa+=1

privremenaVA<vB (VA) <= (vB) :
privremenaVA=privremenaVA+ ("0")
privremenaVA<vB (VA) > (VvB) :

privremenaVA=privremenaVA+vA [brojZnamenakaVa]

Ulaskom u while() petlju zapocCinje dio programa zaduzen za dijeljenje. Prije dodat-
nog pojasnjavanja bitno je re€i kako varijabla razmak je samo estetske prirode te sve obrade
varijable razmak ne utjeCe na toCnost rezultata. While() petlja je zadana da se ponavlja mak-
simalno 10 puta iz tog razloga da se program u slu¢aju odredenih dijeljenja ne bi izvrSavao
u beskonacnost ve¢ da nakon 10 ponavljanja se program zaustavi. Unutar petlje su zadane
3 provjere: dali je privremena varijabla vece vrijednosti od vrijednosti drugog unesenog broja,
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dali je privremena varijabla manje vrijednosti od vrijednosti drugog unesenog broja i dali su te
varijable jednake. U jednom ciklusu while() petlje se izvr§i samo jedna od tih provjera, a nakon
pojasnjenja bit ¢e jasno i zasto.

Ako je privremena varijabla vece vrijednosti od vrijednosti drugog unesenog broja to
znacCi da se te vrijednosni mogu oduzeti te se rezultat zapisati u privremenu varijablu s kojom
¢e se racunati u idu¢em ciklusu petlje, a u rezultat upisati broj jedan. Ako je privremena vari-
jabla manije vrijednosti od vrijednosti drugog unesenog broja to znaci da se u rezultat zapisuje
nula. Ako su varijable jednake u priviemenu varijablu se zapisuje nula, a u rezultat se zapisuje
jedan. Bitno je za naglasiti da na kraju while() petlje, to jest, prije ulaska u iduéi ciklus se izvr-
Sava program za spustanje idu¢e znamenke, $to znaci da se privremenoj varijabli dodaje iduc¢a
znamenka prvog broja ili se zapisuje 0 ukoliko je ostao ostatak, a od prvog broja su iskoristene
sve vrijednosti te se zapocinjem zapisivati decimalni dio rieSenja.

Izmedu provjere i dopisivanja znamenaka u priviemenu varijablu se nalazi dio koda koji
je zaduzen za provjeru dali je dijeljenje zavr§eno u smislu da su sve vrijednosti prvog unesenog
broja iskoriStene i dali je ostatak nula, ako su obje tvrdnje istinite onda se zapisuje konacan
rezultat i prekida se izvrSavanja while() petlje.

gotovo<l10:
privremenaVA>VvB:
(razmak, "————————— ")
(razmak," ",privremenaVA)
(razmak, "-",vB)
(razmak, "————————— ")
privremenaVA= ( (privremenaVAa, 2) — (VvB,2))
privremenaVA= ( (privremenaVA)) .replace (' 0b’,’ ")
X ( (privremenaVA), (vB)) :
razmak= (" ")+razmak
(" ",razmak,privremenaVA)
rezultat=rezultat+ (’1")

privremenaVA==vB:

(razmak,"-———————— ")
(razmak," ",privremenaVA)
(razmak, "-", VvB)
(razmak, "————————— ")
X (0, (privremenaVA)) :
razmak= (" ")+razmak
privremenaVA= ("0")
rezultat=rezultat+ ("1")

(razmak, privremenaVA)

privremenaVA<vB:

(VA) >brojZnamenakaVa:
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33

34

35

36

37

print (" ",razmak,privremenaVA)

rezultat=rezultat+str (70")
else:

print (" ",razmak,privremenaVA)

rezultat=rezultat+str (’0")

if int (privremenaVA)==0 and len(vA)<=int (brojZnamenakaVa) :

1f decimalnaTocka<O0:

rezultat=str ("0")+str (".")+rezultat [decimalnaTocka:]

elif decimalnaTocka==0:
rezultat=rezultat[:decimalnaTocka+1l]+str ("

elif decimalnaTocka>0:
rezultat=rezultat|[:decimalnaTocka+1l]+str ("

str("0")

print ("\n\nRezultat djeljenja Jje: ",rezultat)

if len(vA)>brojZnamenakaVa:

privremenaVA=privremenaVA+vA[brojZnamenakaVal]

D

privremenaVA=privremenaVA+str (" 0")

brojZnamenakaVa+=1

.")+13L 1~ ("Oll)

.")+rezultat [decimalnaTocka+1l:]+
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Za primjer unesimo 61.875/8.25 u program:

ABERALI STE DJELJENIJE
Hne 1fe
nalni IEEE754 zapis:
161.111
Elnarnl zapis kako unalo sprema realni broj: © 186888188 11181111888666600000000
'Pﬁetvaranje realnog broja 8.25 wu radunalni IEEE754 zapis:
pred :
leee.81
unalo sprema realni broj: © 1606880818 S8801260000088000600000
------- KOD ARITMETICKIH OPERAC , koriste se brojevi orikazani s eksponentom broja 2
Prvi bFDj:
Binarni 7 :
Binarni is realnog ja: 111181.111
Uneseni o] nak ji F sa eksponentom broja
~ugi broj:
Binarni

Binarni
Uneseni

k

ponentzom broj 0 1.11181111 -
sponentzom broj : 1.86601 -

ek

- lesesl

lieeel
- 188881

leeeal
- 1eeeel

Rezultat d]eljenja je: 111.18
: @ ,a rezulrtat: 111.18
skom brojevnom sustavu bilo:

Slika 7: Aritmeticka operacija dijeljenja
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5. Greske

KoriStenjem aritmetike s pomiCnim zarezom, racunalo sprema sve obradene informacije
ili informacije iz svijeta u memoriju. Svaki tip podataka koristi nekakav oblik pomi¢nog zareza
za pohranu podataka te iz tog razloga svaki operacijski sustav treba biti spreman da reagira
na iznimke pomic¢nog zareza. Sabiranje beskonacno mnogo realnih brojeva u ograniceni broj
bitova je nemoguc¢ te je potrebno rjeSenje kako bi to bilo moguce. Beskonacni zapisi realnog
broja se ne mogu spremiti u konacan binarni zapis te se pribliznim prikazom broj treba zaokru-
Ziti kako bi se prikazao konacan zapis,to jest, svaki rezultat svake operacije se mora moci biti
prikazati. Pribliznim prikazanom Cesto dolazi greSaka prilikom zaokruzivanja.

Za prikaz realnih brojeva najvise se koristi prikaz s pomiCnim zarezom. Parametri koji
definiraju prikaz s pomi¢nim zarezom su baza S (u racunalu se koristi baza 2) i preciznost
p. U svrhu obrade teme zavr§nog rada se upotrebljava IEEE754 standard za izraunavanje s
pomi¢nog zareza, to jest, standard jednostruke preciznosti §to znacli da je baza 3=2 i preciznost
p=24. |EEE-754 standard propisuje da sve Cetiri osnovne aritmeticke operacije vrijedi ista
ocjena greSke zaokruzivanja i da izraCunati rezultat ima malu relativnhu gresku. Postoje dvije
vrste realnih brojeva koje se ne mogu prikazati kao broj s pomi¢nim zarezom iz dva razloga,
prvi je da broj u binarnom obliku ima beskonacan niz ponavljaju¢ih znamenki (npr. 0.1,y =
0.100110011001...), a drugi razlog je da je broj van raspona koji se moze prikazati.

Kod viSestrukih operacija u kojima nastaje mali problem dogada se Sirenje greske te
greSke postaju veée gresSke te je potrebno procijeniti greSku u rezultatu. U racunalnoj aritme-
tici ne vrijedi asocijativnost zbrajanja i mnozenja ni distributivnost mnozenja prema zbrajanju.
Vrijedi samo komutativnost zbrajanja i mnozenja.

5.1. Greske zaokruzivanja

GreSka zaokruzivanja je razlika izmedu realne predodzbe broja i izgleda broja nakon
zaokruzivanja. Drugim rijeCima, broj = danas ima Siroku primjenu te se taj broj stalno koristi.
lako svima broj 7 je jednak broju 3.14 iz razloga $to je broj = lakSe zaokruziti i zapisati kao
broj sa dvije decimale te s tom vrijednosti je lakSe racunati, ali zapravo broj = je beskonacan
niz brojeva. Kada bi osoba uzela papir i olovku te krenula zapisivati broj 7, zapocela bi niz sa
3,14159 26535 89793... sve dok osoba ne bi ostala bez mjesta na papiru. |z tog razloga se
broj = zapisuje kao 3.14 te se uzima dodatno decimalnih mjesta po Zelji.

Tako i racunalo neke brojeve kada pretvori iz dekadskog brojevnog sustava u binarni
brojevni sustava bi dobio beskonacan niz te bi taj broj zapisivao sve dok ne bi ostao bez me-
morije. Za primjer uzmimo 0.1;¢ u binarnom sustavu taj broj je 0.00011 0011 0011 0011 0011
0011... beskonacan niz brojeva koji tezi u 0.1, ali nikad nece biti 0.1.

Svi realni brojevi se mogu zapisati u racunalo, ali brojevi koji su jako veliki ili su besko-
nacan niz brojeva trebaju se zaokruziti. Broj 1.1;¢ kada bi se zapisivao u IEEE754 standardu
broj bi izgledao 0 0111 1111 0001 1001 1001 1001 1001 100 1 1001... Moze se vidjeti kako
je broj nemoguce zapisati unutar 23 bita mantise. U tom sluc€aju je potrebno naéi dva najbliza

33



prikaziva susjeda, to jest, po 24 bitu tog niza odrediti za jedan vedi ili jedan manji. Na zadanom
primjeru bi to izgledalo sljedece:

zadani niz = B = 1.0001 1001 1001 1001 1001 100 1
za jedan manji = B_ = 1.0001 1001 1001 1001 1001 011

zajedan ve¢i = B, = 1.0001 1001 1001 1001 1001 101

Nakon toga se rezultat zaokruzuje, a to se vrSi na nacin da se uzme onaj koji je najblizi
zadanom broju $to je ujedno i standardan nacin zaokruZzivanja, ali ako su oba jednako udaljena
onda se izabire parni broj od dobivena dva, to jest, gleda se onaj koji ima zadnji bit 0. U
primjeru su prikazana dva nacina zaokruzivanja: prema dolje (—oo), prema gore (oo) i ostao je
tre¢i nacin a to je prema nuli (odbacivanje viska znamenaka)

5.2. Relativna greska i Ulps

Recimo da dekadski broj 0.012344 Zelimo predstaviti u sustavu s pomi¢nim zarezom sa
precizno$éu p = 3, tada se dobije 1.23 - 10~2 dok je gre$ka posliednjeg mjesta .44. Ljudima se
to ne Cini kao velika greSka te ¢e zaokruzenu vrijednost uzeti za dalju obradu gdje takva greska
necCe predstavljati nikakav problem, ali za izraCune u kojima je preciznost izracuna klju¢na,
gresSka 0.000044 moze imati ¢ak i kobne posljedice. 1z tog razloga je bitno imati nacin mjerenja
pogreski zaokruzivanja.

Zasto broj 1/3 koji je u decimalnom obliku 0.33333... te zbroj 1/3 +1/3 + 1/3 ljudima
je jednak broju jedan dok racunalo taj zbroj ne ne vidi kao broj 1 ve¢ kao broj 0.999999...
Gledati rezultat zbroja 1/3+1/3+1/3 kao 1, a ne kao 0.999999 i nije nekakva greska, dapace,
ni nije greSka. Posto se broj 9 ponavlja u beskonacnost, samo za premjer uzmimo da se
rieSenje zbroja konacan broj 0.999. Ako sad usporedimo greSku zaokruzivanja broja 0.999 sa
brojem 1, moze se vidjeti da je greSka 0.001. S tim saznanjem vratimo se na broj 0.9999...
sa znamenkom broja 9 koji se ponavlja u beskonaénost, greSka od 0.001 bi se smanjivala
u beskonacnost te bi vrijednost te greske toliko smanijila da bi bila totalno zanemariva. Broj s
pomicnim zarezom ako se koristi za predstavljanje nekog jako velikog ili beskonacnog broja koji
se ne moze prikazati unutar IEEE754 standarda potrebno je zaokruziti broj, a zatim i izraCunati
vrijednost pogreske.

Za pocetak ¢e se greSke zaokruzivanja primijeniti na dekadskim brojevnom sustavu
kako bi se lakSe pojasnila tema, Za izraCun greSke se Koristi izraz ulp (engl. units in the last
place). Ako je rezultat izraCuna broj s pomi¢nim zarezom jako blizu to€nog rezultata, i dalje
bi moglo do¢i do pogreske za ¢ak 0,5 ulp. Drugi nacin za racunanje razlike izmedu broja s
pomicnim zarezom i realnog broja kojem se priblizava je razlika izmedu dva broja podijeljena
s realnim brojem. Recimo za dekadski broj 1.2343 prikazan s preciznoS¢éu p = 3 dobije se
1.23 - 10°. Razlika tih brojeva je 1.2343 — 1.23 = 0.0043. Zatim kada se podijeli razlika i broj prije
zaokruzivanja dobije se da je greska 0.0043/1.2343 ~ 0.003. Tako mali brojevi se mogu izbjeci
zbog toga Sto se relativna pogreska obi¢no zapisuje kao faktor puta ¢ koji se racuna sljede¢om
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formulom:
e = (B8/2)(B)"

Za prijasnji primjer vrijedi
g

e = (10/2)(10)7% = 5(10)™% = 0.005
i tada se relativna greska racuna:
((0.0043 / 1.2343) / 0.005)e = 0.7¢

Kako bi se razumila razlika izmedu ulp-a i relativne pogreske, npr., broj x = 12.35 kada
pretvorimo u broj s pomi¢nim zarezom i preciznost p=3 te zaokruzimo broj dobije se 1,24 - 10!

. Moze se vidjeti kako je greSka 0.005 ulp, relativha greska je:

((0.005,/1.235)/0.005) ~ 0.8¢

Kada bi se povecao broj x za 8 puta, to jest 12.35 - 8, za rezultat se dobije 98.8, a kada
bi se isti broj s pomi¢nim zarezom i preciznost p=3 pomnozio s 8, to jest 1.24 - 8, rezultat je

9.92-10'. Greska je 4.0 ulp, ali je relativna greska i dalje 0.8:

((0.04/9.92)/0.005) ~ 0.8¢

te se moze vidjeti iako je relativna greska, greSka izmjerena u ulp je 8 puta veca.
Nakon pojasnjenja na dekadskom brojevnom sustavu, vrijeme je da se pojasne greske

zaokruzivanja u IEEE754 standardu. Vratimo se na primjer 1.11¢ koji u IEEE754 standardu
izgleda 0 0111 1111 0001 1001 1001 1001 1001 100 1 1001.... Posto znamenke decimalnog

djela idu u beskonacnost potrebno je zaokruziti broj.

1.0001 1001 1001 1001 1001 011

za jedan manji = B_

zajedanve¢i = B, = 1.0001 1001 1001 1001 1001 101

nakon zaokruzivanja prema dolje (—oo) i prema gore (co) potrebno je odrediti koji je zaokruzeni
broj blizi unesenom broju 1.1:

B_ = 1.0001 1001 1001 1001 1001 011 =
2—4 + 2—5 + 2—8 + 2—9 + 2—12 + 2—13 + 2—16 + 2—17 + 2—20 + 2—22 + 2—23 _

1.09999978542
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© © N o o

B, = 1.0001 1001 1001 1001 1001 101
9% 4 975 4 98 4 99 4 9712 4 9-13 4 9-16 4 o-1T | 9-20 | o9-21 | 9-23 _

1.10000002384

1.1 — B_ 0.00000021458

By — 11 0.00000002384

Moze se vidjeti kako je B, blizi broju 1.1y te se umjesto broja 1.1 u memoriju sprema
broj By. Time se dogodila greSka zaokruzivanja "zadnjeg bita" mantise te se taj broj zove
jedini¢na greska zaokruzivanja. MoZze se vidjeti kako je greSka zaokruzivanja 0.00000002384,
to jest, gre$ka zaokruzivanja je 2.384 - 10~ ili u binarnom brojevnom sustavu kako to ra¢unalo
vidi znadi da se gre$ka nalazi u 2722 bitu mantise $to predstavlja vrlo malu relativnu gresku

5.3. Programska realizacija greSke zaokruzivanja u Pythonu

Odabirom Cetvrte opcije na glavnom izborniku, program ulazi u funkciju greske(). Funk-
cija greske() daje korisniku opciju da upiSe realni broj. Nakon §to se upie Zeljeni broj, program
racuna predznak, eksponent i mantisu kao i kod IEEE754 funkcije samo $to u ovom slucaju je
dodan dodatni prostor za provjeru dali se kod unesenog broja dogada greska zaokruzivanja.
Ukoliko se u tom zapisu ne nalazi nista, to znaci da se kod unesenog broja ne javlja greska
te, nakon ispisa IEEE754 zapisa unesenog broja, program izlazi iz funkcije na glavni izborni.
Ukoliko program vidi da uneseni broj ne stane u 23-bitni prostor mantise, program ¢e prvo javiti
da greSka zaokruzivanja postoji te ¢e ispisati IEEE754 oblik broja plus dio niza koji se preljeva.
Program pamti prvi bit preljeva. Zatim program na temelju ispisanoga broja zaokruzuje broj za
bit viSe i za bit manje te ispisuje te brojeve u binarnom obliku. Dobiveni brojevi se pretvaraju
u dekadski i oduzimanju od unesenog kako bi se vidio koji od dobivenih brojeva daje manju
greSku te se nakon toga ispisuje broj koji se zapravo zapisuje u memoriju i kolika je greska
zaokruzivanja. Navedeni dio koda izgleda sljedece:

(" - Kod unesenog broja se javlja greska te je uneseni broj je niz brojeva
koji ne stane unutar 24 bita mantise")

(" — Uneseni broj bi u IEEE754 standardu izgledao: ", (predznak) ,
eksponentB2, mantisa2[:23],"[",mantisa2[23:31],"...( i tako dalje )I1")

(" — Bitno je zapisati mantisu te sljedecu znamenku nakon 23-bitne mantise (
znaci 24 bit tog niza) iz razloga sto se tom 24 bitnom broju dodaje i oduzima
broj 1")

("\n -originalni dio mantise te sljedeca znamenka: ", mantisa2[:23],

mantisa2[241])

b= ("000000000000000000000001")
jedanVise=zbrajanje2 (mantisa2[:24],Db)

(" —-kada se mantisa poveca za Jjedan, dobije se: ", jedanVise)
c= (11111111111211112111111111")
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20
21

22

23

24

25

26

27

28
29

30

31

32

33

34

jedanManje=zbrajanje2 (mantisa2[:24],c)

(" —-kada se mantisa smanji za Jjedan, dobije se: ", jedanManje)

("\n —-zatim se gleda kada mantisu povecamo za jedan!");

veci=manjiVeci (predznak, eksponentB2, jedanVise)

("\n -zatim se gleda kada mantisu smanjimo =za jedan!");

manji=manjiVeci (predznak, eksponentB2, jedanManje)

V=veci-n

M=n-manji

("\n —Razlika unesenog broja i broja koji je dobiven povecanjem mantise za 1:

"IV)

(" —Razlika unesenog broja i broja koji je dobiven smanjenjem mantise za 1:

» M)
V<M:

n

("\n —-Moze se vidjeti kako je ",veci," blizi unesenom broju te je greska

zaokruzivanja ", V)

V>M:

("\n -Moze se vidjeti kako je ",manji," blizi unesenom broju te je

greska zaokruzivanja ", M)

jedanVise [23]==

("\n -Posto su oba broja jednako udaljeni od unesenog, uzima se broj",

veci, "iz razloga sto ima parnu zadnju znamenku mantise" )

jedanManje[23]==0:

("\n -Posto su oba broja jednako udaljeni od unesenog, uzima se broj",

manji, "iz razloga sto ima parnu zadnju znamenku mantise" )

("\n -Posto su oba broja jednako udaljeni od unesenog i oba broja

imaju parnu zadnju znamenku" )

u prethodno ispisanom dijelu programa se mogu primijetiti dvije funkcije: zbrajanje2()
i manjiVeci(). Funkciju zbrajanje2() nije potrebno dodatno pojasnjavati iz razloga $to se u toj
funkciji samo broj zaokruZuje na jedan viSe ili jedan manje, odnosno oduzima se od glavne
mantise i prvog bita preljeva broj jedan ili se broj jedan zbraja sa glavhom mantisom i brojem 1.
Dok s druge strane, potrebno je detaljnije objasniti funkciju manijiVeci(). U funkciji manjiVeci()
se prvo IEEE754 zapis broja pretvara u decimalni binarni broj te se rezultat ispisuje na ekran:

eksponent= (eksponent, 2)
eksponent=eksponent-127

mantisa=mantisal:23]

eksponent==0:

broj= ("1.”)+mantisa

eksponent>0:

broj= ("17)+mantisal:eksponent]+ (”.”)+mantisa[eksponent:]

eksponent<0:
dodatak= ("1")
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y (1, - (eksponent)):
dodatak= ("0’ )+dodatak
broj= (0.")+dodatak+mantisa

Zatim program taj broj pretvara u dekadski zapis i vraca taj zapis nazad u funkciju gre-
ske() da daljnju obradu.

eksponent<0:

~

@

20

21

cijeli, decimalni = (broj) .split (".")
cijeli= (cijeli, 2)
X (0, (decimalni)) :
decimalni [x]== ("1my .
e=x\cdot (-1) -1
rezultat=rezultat+ (2,e)
broj= ("1")+mantisal[:eksponent]+ (”.”)+mantisa[eksponent:]
cijeli, decimalni = (broj) .split (".")
cijeli= (cijeldi, 2)
X (0, (decimalni)) :
decimalni[x]== ("1my .
e=x\cdot (-1) -1
rezultat=rezultat+ (2,e)
finalni=cijeli+rezultat
predznak==0:
(" —-Decimalni zapis broja u dekadskom brojevnom sustavu:" ,cijeli+

rezultat);

predznak=
(" —Decimalni zapis broja u dekadskom brojevnom sustavu: -" ,cijeli
+rezultat);

finalni

Za primjer ¢u uzeti broj 1.1 kako bi prikazao rad programa kakav bi korisniku bio prika-

RE E REALNOG BROJA (IEEE754
NIM BROJEVIMA

je n i tane unut. 24 bit
© 91111111 @6011001100116011001168 [ 11801160 . 1je )]
itne mantise( 4 bit tog n 3 a o se tom 24 bitnom broju dodaje i oduzima broj 1
60011061166116011061100 1

6e0110611061160110611018
eeelleelleelleelleelleee

110011001181

1.00611661160110011661168
g8 o 84632568

Slika 8: GreSke zaokruzivanja
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5.4. Greske zaokruzivanja u stvarnom zivotu

Postoje mnogi zapisi u stvarnom zivotu kako je greSka zaokruzivanja koja je jakom mala
moze rezultirati od proglasenja pogresnog predsjednika zbog greSaka zaokruzivanja postotka
postotka glasova po saveznim drzavama pa sve do potonuca naftne platforme. Jedan od takvih
primjera je i Patriot. Patriot je bio vojni sustav protuzracne obrane koji zbog pogreske nisu
uspjele oboriti IraCku raketu u Saudiskoj Arabiji. Rezultat te greSke je taj da iraCka raketa Scud
Pukim slu¢ajem pala na ameri¢ku vojnu bazu usmrtivsi 28 vojnika dok je nesto manje od stotinu
bilo ranjeno. Raketni obrambeni sustav Patriot tijekom operacije Desert Storm u Dhahranu u
Saudijskoj Arabiji 25.2.1991. nije popratio kretanje nadolazeceg Scud-a kako bi ga presreo.

Raketa Patriot je napravljena krajem 70-ih godina kao protuzra¢no oruzje te se 80-ih
premodificirao sa svrhom obrane nadolazec¢ih kratko dometnih projektila. Vjeruje se kako se
problem pojavio iz dizajna posto je patriot bio zamisljen kao protuzracni, a ne protu raketni
sustav te su inzinjerki koji su radili na tom sustavu napravili odredena ogranic¢enja. Jedno od
ogranicenja je bio taj $to se vjerovalo da sustav Patriot nece raditi duze od nekoliko sati te da
¢e raditi u mobilnoj, to jest, pokretnoj jedinici, a ne na fiksnom mjestu. Sustav koji je upravljao
Patriot raketama je vrijeme brojilo u desetinama sekunde koje proteknu od uklju€ivanja sus-
tava. Desetina sekunde je 0.1, a kako se moglo vidjeti 0.1 u binarnom brojevnom sustavu je
beskonacan niz 0.00011 gdje se 0011 ponavlja u beskona¢nost. Racunalo na kojem se sustav
pokretao je koristio mantisu duljine 23 bita $to rezultira greSkom od 9.5 - 10~%. Naravno ne ¢ini
se kao velika greSka, ali nakon 100 sati rada ta greSka je dosegla 0.34 sekunde. Scud raketa
putuje od prilike 1.6km/s &to je rezultiralo time §to je Patriot sustav trazio Scud-a oko pola ki-
lometra od njegove stvarne pozicije. Sustav je to klasificirao kao lazni alarm posto nije nalazio
prijetnju te ga je zanemario $to je rezultiralo katastrofom.

Dva tjedna prije katastrofe je uo¢ena greska te je ured Patriota bio obavijeSten. Nakon
nekoliko dana je problem bio rijeSen te se softver sustava bio azuriran i spreman za instalaciju
na Patriot sustave. Za vrijeme napada na Dhahran, aZuriranje softvera jo$ nije stiglo u Dhahran,
stiglo je dan kasnije.
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6. Zakljucak

Za zaklju¢ak se moze re¢i kao je binarni brojevni sustav izgledom dosta drugaciji od
dekadskog, ali pretvaranje brojeva iz jednog u drugi sustav nije teSko. Isto tako, ni binarna
aritmetika nije teSka ako se savladaju osnovna znanja o binarnom sustavu, $to viSe, dosta
uCenika i studenata koji u svom programu Skolovanja ili studiranja imaju predmet ili kolegiji
posvecena binarnom sustavu i binarnoj aritmetici takve teme su im Cak i zanimljive i lagane za
shvatiti, naravno dok brojevi nisu jako veliki ili jako mali. Savladavanjem binarnog brojevnog
sustava se za korak priblizavamo razumijevanju kako racunalo obraduje podatke. Kroz zavr$ni
rad se opisuje kako racunalo vidi podatke vanjskog svijeta, kako ih obraduje te kako ih zapisuje
u memoriju.

Svi znamo kako racunalo moze pohraniti jako velike i jako male brojeve unutar ograni-
¢enog memorijskog prostora. Za to je zasluzan standard pomi¢nog zareza. U radu se radilo
sa IEEE754 standardom koji broj zapisuje unutar 32-bitnog prostora. lako postoje standardi sa
vecim memorijskim prostorom, u svrhu zavrSnog rada se koristi 32-bitni standard radi jednos-
tavnosti pojasdnjenja.

Ponekad za jako veliki ili jako mali brojevi zbog duljine mantise niti taj prostor nije dovo-
ljian, na red dolazi do greske prilikom zaokruzivanja. Gre$ka zaokruzivanja sprema broj najblizi
unesenom broju pri tome se zna i koliko je odstupanje od prvobitnog broja. lako se takve sitne
greSke normalnom Covjeku ¢ine smijeSne da uopce obracao paznju na njih, inzenjerima i pro-
gramskim stru¢njacima te male greSke nisu za zanemariti. Kao $to je primjer dokazao, takva
mala odstupanja znaju u odredenim situacijama dovesti do velikih promjena. Napisani zavrsni
rad prikazuje osnove binarnog sustava, prikaza realnih brojeva u racunalu, binarne aritmetike
i greSke zaokruzivanja te kroz primjere i programskim rieSenjem se poblize pojasnjavaju nave-
dene teme. Savladavanjem i potpunim razumijevanjem aritmetike pomi¢nog zareza izgraduju
se stabilni temelji za detaljno razumijevanje i nadogradivanje ste¢enoga znanja.
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