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1 Uvod

Teorija kongruencija daje nam drukciji pogled na probleme koji se ticu djeljivosti te nalazi
svoju primjenu daleko izvan teorije brojeva. Nepresusan izvor intrigantnih problema vezanih
uz kongruencije naveli su mnoge poznate matematicare poput Legendrea, Lagrangea, Eulera
i Gaussa da teoriju brojeva svojim rezultatima izdvoje kao zasebnu granu matematike. Je-
zik kongruencije razvio je Karl Friedrich Gauss 1801. godine u svome djelu ”Disquisitiones
Arithmeticae”.

U ovom radu postepeno ¢emo razvijati metodu za rjeSavanje polinomijalnih kongruencija
oblika f(x) =0 (mod m), gdje je f polinom s cjelobrojnim koeficijentima. Od polinomijal-
nih kongruencija prvo ¢emo promatrati one najjednostavnije, linearne kongruencije, a zatim
se zaustaviti na kvadratnim kongruencijama i pokazati vezu izmedu vrijednosti Legendre-
ovog simbola i egzistencije rjesenja kongruencije oblika 22 = a (mod p), gdje je p neparan
prost broj. U zadnjem poglavlju ¢emo uvesti pojam primitivnog korijena koji ¢e odigrati

vaznu ulogu u rjeSavanju polinomijalnih kongruencija.



2 Djeljivost

Definicija 2.1. Neka su a # 0 1 b cijeli brojevi. KaZemo da a dijeli b ako postoji cijeli broj
x takav da je b = ax. U tom sluc¢aju pisemo a | b. KazZemo jos da je a dijelitelj od b te da je

b visekratnik od a. Ukoliko b nije djeljiv s a pisemo a 1 b.
Neka su a, b i ¢ cijeli brojevi. Navedimo nekoliko osnovnih svojstava djeljivosti:
(1) Akojea #0,tadaalaialO.
(2) Za svaki a vrijedi 1 | a.
(3) Akoa |bialc, tada a | (bx + cy) za sve x,y € Z.
(4) Akoa |bib]|c, tadaa] c.
(5) Akojea>0,b>01ia|b, tada je a <b.

Jednu od osnovnih tvrdnji iz koje proizlaze mnoga svojstva djeljivosti predstavlja Teorem o

dijeljenju s ostatkom.

Teorem 2.1 (Teorem o dijeljenju s ostatkom). Za proizvoljan cijeli broj a i prirodan
broj b postoje jedinstveni cijeli brojevi q i r takvi da je a = bq + r, gdje je 0 < r < b.

Dokaz. Promotrimo skup S = {a — sb: s € Z takav da je a — sb > 0}. Ukoliko je a < 0,
tada je a — ab = a(l —b) > 0, odnosno, a —ab € S. Ako je a > 0, vrijedia =a—0-b>0
te je a € S. Dakle, S je neprazan podskup skupa N te prema tome ima najmanji element.
Oznac¢imo ga s 7 = a — bg > 0. Dodatno vrijedi r —b = (a —bq) —b=a — (¢+ 1)b < 0, tj.
0<r<hb.

S ciljem dokazivanja jedinstvenosti brojeva ¢ i r pretpostavimo da postoji jos jedan par u
i v koji zadovoljava iste uvjete, odnosno a = bu + v, gdje je 0 < v < b. Pretpostavimo
da je u < ¢. Bududi su u i ¢ prirodni brojevi, vrijedi u +1 < ¢. Odatle je r = a — bg <
a—bu+1)=(a—ub)—b=v—>b<0 sto je u kontradikciji s pretpostavkom r > 0. Sli¢nu

kontradikciju dobivamo za ¢ < u. O¢ito je u = ¢ Sto dalje implicira v = r. [

Definicija 2.2. Neka su a i b cijeli brojevi. Cijeli broj d nazivamo najveéi zajednicki djelitelj
brojeva a i b i oznacavamo s (a,b) ukoliko vrijedi:

1. d>0
2.dlaid]|b
3. ako je e € Z takav da e |a ie|b, tada e | d.

Slicno se definira najveéi zajednicki djelitelj brojeva aq, ao, ..., a, € Z, koji nisu svi jednaki

nuli, i oznacava s (ay, as, .. .a,).



Definicija 2.3. Za cijele brojeve a i b kaZemo da su relativno prosti ako je (a,b) = 1. Sli¢no,
za cijele brojeve ay, as,...,a, kaZemo da su relativno prosti ako je (ai,as,...,a,) = 1.
Ukoliko vrijedi (a;,a;) =1 za sve 1 <i,j <mn, i # j, kaZemo da su ay,as, ..., a, u parovima

relativno prosti.

Odredivanje najveceg zajednickog djelitelja dva cijela broja, posebno ukoliko se radi o veéim
brojevima, zahtjeva metodu koja se pojavljuje u Euklidovim Elementima, a poznata je pod
nazivom Euklidov algoritam.

Euklidov algoritam baziran je na teoremu 2.1. Neka su a,b € Z, b > 0. Pretpostavimo da je

uzastopnom primjenom teorema 2.1 dobiven sljedeci niz jednakosti:

a = bg +ry, 0<r <b,
b = T1q2 + T2, 0<ryg <y,
T = 7ToQq3+ T3, 0<ry <ry,
Th—2 = Tpn-1qn + Tn, 0< Tn < Th—1,
n—1 = Thln+1-
Neka je r, # 0. Bududi je r1,79,...,7r,41 strogo padajuéi niz nenegativnih cijelih brojeva,

dani niz se zavrsava ostatakom koji je jednak nuli te stavimo r,.; = 0. Iz zadnje jednakosti
algoritma imamo da r, dijeli r,_;. Zatim iz predzadnje jednakosti slijedi da r, dijeli r,_».
Nastavljajuéi na slican na¢in dolazimo do zakljucka da 7, dijeli brojeve a i b, odnosno 7, je
zajednicki djelitelj brojeva a i b. Nadalje, ako pretpostavimo da je e bilo koji nenegativan
cijeli broj koji dijeli oba broja a i b, tada iz prve jednakosti algoritma slijedi kako e dijeli r;.
Pogledamo li drugu jednakost, vidimo da tada e dijeli i 7. Nastavljaju¢i dalje dobivamo da

e dijeli r,, to¢nije, r, je najveci zajednicki djelitelj brojeva a i b.
Primjer 2.1. Odrediti (481,299).

481 = 299-1+4 182

299 = 182-1+117

182 = 117-1+65

117 = 65-1+4 52
65 = 52-1+13
02 = 13-4

Odatle je (481,299) = 13.

Euklidov algoritam, osim sto sluzi za odredivanje najveceg zajednicog djelitelja brojeva a i
b, takoder daje moguénost prikazivanja tog istog djelitelja kao linearne kombinacije brojeva
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a i b. Sve sto treba je i¢i unazad korak po korak u algoritmu. U prethodnom primjeru bi to
izgledalo ovako:

13 = 65—52=065— (117 — 65)
= (182—117)-2—117=182-2—117-3
= 182-2— (299 — 182) - 3 = (481 — 299) - 5 — 299 - 3
— 481-5—1299-8.

Ne samo da se najmanji zajednicki djelitelj dva broja moze prikazati u obliku linearne kom-
binacije ta dva broja, nego je on najmanji prirodan broj takvog oblika.

Teorem 2.2. Neka a,b € 7 nisu oba jednaka nuli i neka je (a,b) = d. Tada je d najmanji

element skupa svih linearnih kombinacija brojeva a i b koje su vece od nule.

Dokaz. Neka je T = {ax + by : x,y € Z,ax + by > 0}.

Bez smanjenja opcenitosti, pretpostavimo da je a # 0. Ako jea > 0,tadajea=a-1+b-0
te je a € T. Ukoliko je a < 0, tada je —a =a-(—1)+b-0 te je —a € T. Zaklju¢ujemo da je
skup T neprazan podskup skupa N, stoga ima najmanji element. Oznacimo ga s e = au+ bv.
Prema teoremu 2.1 postoje ¢q,r € Z takvi da je a = eq + r, gdje je 0 < r < e. Stoga je
r=a—eq=a— (au+ bv)g = a(l —uq) + b(—vq), tj. » € T. Ukoliko je r # 0 imamo
kontradikciju s pretpostavkom da je e najmanji element skupa 7" pa je r = 0 te vrijedi e | a.
Na slican nacin se pokaze da e | b. Kako e dijeli i a i b, prema definiciji 2.2 tada e | d,
odnosno e < d. S druge strane, iz e = au+bv, d | aid | b, slijedi d | e, odnosno d < e. Sada

je r =d i time je tvrdnja dokazana. O]

Korolar 2.1. Ako je d najveéi zajednicki djelitelj brojeva a i b, tada postoje x,y € 7Z takvi
da je d = ax + by.

Teorem 2.3. Neka su a, b i c cijeli brojevi. Ako a | cib]| c te vrijedi (a,b) = 1, onda ab | c.

Dokaz. Buduéi da a i b dijele broj ¢, postoje z,y € Z takvi da je au = bv = ¢. Pretpostavimo
da su a i b relativno prosti brojevi te prema korolaru 2.1 postoje z,y € Z takvi da je ax+by =
1. Pomnozimo li obje strane jednakosti s ¢ dobivamo ¢ = axc + byc = ax(bv) + by(au) =
ab(zv + yu). Dakle ab | c. O

Korolar 2.2. Ako m; | ¢, za 1 < i <k, (myym;) =1 za i # j, tada m | ¢, gdje je

m = Hle m;.



3 Kongruencije

3.1 Osnovna svojstva

Definicija 3.1. Neka je n prirodan broj te neka su a i b cijeli brojevi. Ako n dijeli razliku
a — b tada kaZemo da je a kongruentan b modulo n i piSemo a =b (mod n).

Teorem 3.1. Neka je n prirodan broj. Biti kongruentan modulo n je relacija ekvivalenije

na skupu cijelih brojeva.

Teorem 3.2. Cijeli brojevi daju isti ostatak pri dijeljenju prirodnim brojem m ako i samo

ako a = b (mod m).

Dokaz. Neka suri s ostaci pri dijeljenju brojeva a i b modulo m. Prema teoremu 2.1 postoje
t,bu € Ztakvidasua=mt+rib=mu+s,gdjesul<r<mil<s<m. Iz toga je
a—b=m(t—u)+ (r—s), odnosno m | (a — b) ako i samo ako m | (r — s). Prema tome
a =b (mod m) ako i samo ako je r = s. O

Teorem 3.3. Ako je a; = b; (mod m) zai=1,2...,n, tada je

(1)

Teorem 3.4. Ako je a = b (mod m), tada za svaki prirodni broj ¢ i za svaki prirodni broj n

vrijeds:
(1) atc=b+c (mod m)
(2) a-c=b-c (mod m)
(3) a" =" (mod m) .
Iducu tvrdnju lako bismo dokazali pomoc¢u korolara 2.2.

Teorem 3.5. Ako jea =0 (mod m;) za i =1,2,... k, gdje sumy,ms, ..., my u parovima

relativno prosti, tada je a = b (mod m), m = Hle m;.
Teorem 3.6. Ako je ac = bc (mod m), tada je a = b (mod ), gdje je d = (c,m).

Dokaz. Ako je ac = be (mod m), tada postoji k € Z tako da je ac — bc = km. Neka je

d = (¢,m). Tada vrijedi (a —¢c)§ = k% i (5,%7) = 1. Dakle % | (a =), tj. a = b

(mod %). O
Korolar 3.1. Ako je ac = be (mod m) i vrijedi (¢,m) = 1, tada je a =b (mod m).
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3.2 Potpuni sustav ostataka

Definicija 3.2. Neka je m prirodan broj veéi od 1. Skup S = {ai,as,...,an,} naziva se
potpuni sustav ostataka modulo m ako za svaki broj b postoji jedinstveni a; € S za koji
vrijedi b = a; (mod m).

Drugim rije¢ima, potpuni sustav ostataka modulo m je skup koji se sastoji od m medusobno
nekongruentnih cijelih brojeva. Postoji beskonac¢no potpunih sustava ostataka modulo m.
Najpogodniji i najéesée koristen potpuni sustav ostataka modulo m je {0,1,2,...,m — 1}.

Primjer 3.1. Skup {0,1,2,...,6} je potpuni sustav ostatak modulo 7, a to su takoder i
skupovi: {—3,-2,—1,...,3}, {2,3,4,...,8}, {4,5,6,...,10}.

Teorem 3.7. Neka je {ay,as, ..., an} potpuni sustav ostataka modulo m, ¢ € Z i (¢,m) = 1.
Tada je {c-ay,c-ag,...,c-ay} takoder potpuni sustav ostataka modulo m.
Dokaz. Pretpostavimo da je {aq,aq,...,a,} potpuni sustav ostataka modulo m te neka je

c-a; = c-a; (mod m) za neke 1 < i < j < m. Korolar 3.1 tada povladi a; = a; (mod m),
sto je u kontradikciji s pretpostavkom. Prema tome je c¢-a; # c¢-a; (mod m) za i # j te
{c-ai,c-ay,...,c-a,} ¢ini potpuni sustav ostataka modulo m. O

3.3 Eulerova funkcija

Definicija 3.3. Za svaki prirodan broj m, p(m) oznacava broj prirodnih brojeva koji su
mangi ili jednaki m i koji su relativno prosti s m, dok funkciju ¢ : N — N zovemo Eulerova
funkcija.

Primjer 3.2. ¢(10) = 4 buduéi su 1,3,7 i 9 jedini prirodni brojevi mangi od 10 i relativno
prosti s 10.

Definicija 3.4. Neka je m prirodni broj veéi od 1. Skup S = {ai,as,...,a.} naziva se
reducirani sustav ostataka modulo m ako za svaki broj x, koji je relativno prost s m, postoji

jedinstveni a; € S za koji vrijedi x = a; (mod m).

Primijetimo kako je reducirani sustav ostataka modulo m sa¢injen od onih ¢(m) elemenata
potpunog sustava ostataka modulo m koji su relativno prosti s m.

Primjer 3.3. Prema prethodnom primjeru, {1,3,7,9} ¢ini reducirani sustav modulo 10.
Skupovi {3,9,21,27}, {7,21,49,63} i {—9,—7,—3,—1} su takoder potpuni sustavi ostataka
modulo 10.

Iduéi teorem moze se dokazati na slican nac¢in kao i teorem 3.7.

Teorem 3.8. Neka je {ai,as,...,aum)} reducirani sustav ostataka modulo m, ¢ € Z i

(c,m) =1. Tada je {c-ai,c-as,...,c-aym)} takoder reducirani sustav ostataka modulo m.
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Teorem 3.9. Za svaki prirodan brojn je
> p(n) =
dln
Dokaz. Definirajmo prvo skup Sq={m € Z:1 <m <n,(m,n) = d}. Tada vrijedi

(m,n)=d <= postoje x,y € Z takvi da je xm +yn =d
. . .m n
<= postoje x,y € Z takvi da je x— +y— =1

d  “7d
— (1) _
d d)

Po definiciji Eulerove funkcije slijedi |Sy| = ¢(%). Iz definicije Sy vidimo da za svaki m,
1 < m < n postoji d za koji vrijedi (m,n) = d pa prema tome svaki broj izmedu 1 i n

pripada nekom od skupova Sy, tj. vrijedi

{1.2,...,n} = JSa

dln

Buduéi da su za razlicite djelitelje broja n skupovi Sy medusobno disjunktni, odnosno
d; # dj <= Sgq; # Sa,, vrijedi sljedece :

Us.

din

n=\{1,2,...,n} =

=Sl = 3w(5) = Cetw

dln din dln

Definicija 3.5. Funkciju f : N — C za koju vrijedi

1) =

2. f(mn) = f(m)f(n) za sve m,n takve da je (m,n) =1,
zovemo multiplikativna funkcija.
Teorem 3.10. Fulerova funkcija je multiplikativna.

Primjer 3.4. Brojevi 6 i 7 su relativno prosti i vrijedi p(6) = (7) = 6. Primjenom
muliplikativnosti Eulerove funkcije dobivamo ¢(42) = ¢(6) - (7 ) 6=

Multiplikativnost je najvaznije svojstvo Eulerove funkcije koje ¢e nam koristiti u kreiranju
metode za lakse odredivanje vrijednosti funkcije ¢ posebno u slucaju velikih brojeva.

Teorem 3.11. Neka je p prost broj i a € N. Tada je o(p®) = p*(p —1).

=1 nisu relativno

Dokaz. Od p® prirodnih brojeva koji su jednaki ili manji od p® njih p
prosti s p®. To su sljede¢i visekratnici broja p: p,2p, ..., (P> — 1)p,p* 'p. Prema tome je

g0<pa) — pa o pa—l — pa—1<p _ 1) ]
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Primjer 3.5. Odredimo koliko je p(21°).
p(21°) = o((3-7)°) = (3°) - (7°) = 3°(3 - 1)7%(7 — 1) = 12 21°.

Neka je n > 1 prirodan broj. Prikazimo n u obliku n = p* - p3? ... p*. Tada je

p(n) = @) - e@y?) - ee*)

= (pi* —pi"" 1)(?2 -5 1) --(PZ’“—P?“_I)
1 1 1
= pM(1— )pP2(1— =) -p0*(1 — —
P ( . )p5*( p2> Py ( pk>
1 1 1
— n(l——)(l——)---(l——).
b b2 Pk

Teorem 3.12 (Eulerov teorem). Neka je a € Z, m € N. Ako je (a,m) = 1, tada je
a?™ =1 (mod m).

Dokaz. Neka brojevi ay, as, ..., aymm) ¢ine reducirani sustav ostataka modulo m. Buduci su
a i m relativno prosti, prema teoremu 3.8 brojevi a - aj,a - as,...,a - ayu,) takoder cine
reducirani sustav ostataka modulo m. Prema tome, za svaki i, 1 < i < ¢(m), postoji j,
1 <j < p(m), tako da je a - a; = a; (mod m). Iz toga je

p(m)

Ha aZ:Ha] (mod m),

odnosno
p(m) (m)
a? H = H (mod m).
Bududi je (a;,m) =1za 1 <i < ¢(m), prema korolaru 3.1 je a®™ =1 (mod m). O

Korolar 3.2 (Mali Fermatov teorem). Ako je p prost broj i (a,p) = 1, tada je a?~! =1

(mod p).
Primjer 3.6. Neka je n prirodan broj. DokaZimo da je p(n) = % ako i samo ako je n = ok
za k € N.
Neka je n = 2% za k € N. Tada je broj prirodnih brojeva koji nisu veéi od 2% i koji su
relativno prosti s 2% jednak broju neparnih brojeva u nizu 1,2, . ..,2%. Takvih brojeva ima 5
Obratno, pretpostavimo da je o(n) = 5. Tada je n paran, odnosno n je oblika 2F . g, gdje je

g neparan broj. Primjenom multiplikativnosti Eulerove funkcije imamo p(n) = 2871 o(g).
Sada je 2871 p(g) = QkT'g, iz cega slijedi p(g) = g Sto je istinito samo za g = 1. Prema tome
jen = 2F.

Primjer 3.7. Odredimo ostatak pri dijeljenju broja 201730° brojem T7.
Kako je (2017,77) = 1 7 o(77) = ¢(7) - p(11) = 6 - 10 = 60 prema FEulerovom teoremu
slijedi 2017%° = 1 (mod 77). Prema tome, 20173 = 20179 = (2017%°)'% (mod 77). Dakle,

traZeni ostatak je 1.

11



3.4 Linearne kongruencije

Definicija 3.6. Neka su a i b cijeli brojevi © m prirodni broj. Kongruencija oblika ax = b

(mod m) se naziva linearna kongruencija.
Iduci teorem govori o egzistenciji i broju rjeSenja linearnih kongruencija.

Teorem 3.13 (Bachetov teorem). Neka su a i b cijeli brojevi i m prirodni broj te neka
je (a,m) = 1. Tada postoji jedinstveno rjesenje kongruencije axr = b (mod m). Ako je
(a,m) =d id|b, tada postoji d medusobno nekongruentnih rjesenja. Ako d1b, ne postoji

rjesenje.

Dokaz. Pretpostavimo da d | b. Tada prema teoremu 2.1 postoji t € Z takav da je b=t - d.
Zbog (a,m) = d postoje r,s € Z takvi da je d = ar + ms. Sada je b = td = tar + tms,
odnosno, a(tr) = b (mod m) iz ¢ega vidimo da je tr rjeSenje kongruencije ax = b (mod m).
Neka za xq vrijedi azg = b (mod m). Tada je arg — b = km za neki k € Z. Bududéi da d
dijeli @ i m, d dijeli i b. Prema kontrapoziciji, ako d 1 b, ne postoji rjesenje.

Ako je xg rjeSenje kongruencije ax = b (mod m), takoder je i 7o + k. Naime,

a(:co—i—k%) Eaxo—l—kmgzaxozb (mod m), k=1,2,...,d— 1.

Primjer 3.8. Rijesimo linearnu kongruenciju 44x =8 (mod 29).
Podijelimo li obje strane s 4, prema korolaru 3.1 dobivamo 11z = 2 (mod 29). PomnoZimo
li sada obje strane s 8, prema teoremu 3.6 dobivamo 88x = 16 (mod 29). Buduéi da je

88 =1 (mod 29), slijedi da je x =16 (mod 29) rjesenje dane kongruencije.

Primjer 3.9. Rijesimo linearnu kongruenciju 20x = 16 (mod 64).

Primijetimo da je (20,64) = 4 i 4 | 16 te iz toga slijedi da kongruencija ima 4 medusobno
nekongruentna rjeSenja. Prema teoremu 3.6 iz dane kongruencije slijedi 5x = 4 (mod 16).
Pomnozimo li obje strane s 13 dobivamo 65z = 52 (mod 16). Buduéi je 65 = 1 (mod 16) ¢
52 =4 (mod 16), vrijedi x = 4 (mod 16), odnosno rjesenja su: x =4 (mod 64),

z =20 (mod 64), z =36 (mod 64) i =52 (mod 64).

Primjer 3.10. Rijesimo linearnu kongruenciju 22z =5 (mod 12).
Buduéi da je (22,12) = 2 i 215, dana kongruencija nema rjesenja.

Korolarom 2.1 rekli smo kako jednadzbe oblika az + by = d, gdje su a,b € Z i d = (a,b),
uvijek imaju rjesenja. Jednadzbe takvog oblika nazivamo linearne diofantske jednadzbe s
dvije nepoznanice. Iduéi teorem daje uvijete za egzistenciju rjesenja spomenute jednadzbe,

a koristi se znanjem iz prethodnog teorema.
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Teorem 3.14. Diofantska jednadzba ax + by = n ima rjesenje ako i samo ako d | n, gdje je
(a,b) = d. Ako je (xo,y0) jedno rjesenge, sva rjesenja su dana s:

b a
(ZL’O—FkZZ, yo—ka), ke Z.

Dokaz. Trazenje rjeSenja jednadzbe ax + by = n je ekvivalentno trazenju rjesenja kongruen-
cije axz =n (mod b) ili by = n (mod a). Rjesenje obje navedene kongruencije postoji ako i
samo ako d dijeli n, gdje je (a,b) = d.

Neka je 2o jedno rjesenje kongruencije az = n (mod b). Svako rjesenje je dano s zo + k2.
Doista, neka je yo = %%, y = yo — kg, v = xo + k%. Tada je

n—axzn—a(a:o—kg) :b(n—baxo —k’%) :b(yo—kg) =by .

Primjer 3.11. Rijesimo jednadzbu 4x + 51y = 9.

Rjesenje mozZemo dobiti na dva nacina.

Buduéi je (4,51) = 1, pomoéu FEuklidovog algoritma mozZemo dobiti brojeve a i b takve da
je 4a + 51b = 1. Ukoliko cijelu jednadzbu pomnozimo s 9, dobivamo jedno rjesenje (o, yo)
zadane jednadzbe. Sva ostala rjesenja su prema prethodnom teoremu dana s

(xo + 51k, yo — 4k), k € Z.

Umgesto da rjesavamo jednadzbu 4x 451y = 9 mozZemo rijesiti jednu od kongruencija 4x =9
(mod 51) dli 5ly = 9 (mod 4). Bez smanjenja opcenitosti, rijesimo 4x = 9 (mod 51).
Mnozeéi obje strane s 13 dobivamo 52z = 117 (mod 15). Bududi da je 52 = 1 (mod 51),
slijedi da je x = 117 (mod 51), odnosno © = 117 + 51k za k € Z. Uvrstimo li x natrag u
pocetnu jednadzbu, vrijedi da je 51y = 9 — 4(51k 4+ 117), odnosno y = —9 — 4k za k € Z.

Primjer 3.12. Podijelimo broj 100 u dva dijela. Jedan dio neka je djeljiv brojem 7, a drug:
dio neka je djeljiv brojem 11. Odrediti te dijelove.

Trebamo naci barem jedno rjesenje jednadzbe 7x + 11y = 100. Slicno kao u prethodnom
primjeru rijesit éemo kongruenciju 7x = 100 (mod 11). Buduéi da je 100 = 1 mod 11,
imamo da je Tx = 1 (mod 11). Pomnozimo li obje strane brojem 8, slijedi da je v = 8
(mod 11), odnosno x = 11k +8 iz éega jey = 4—Tk, k € Z. Za k = 0 vrijedi 100 = 44+ 56.

Iduéi rezultat veze se uz kineskog matematicara Sun-Tza, a govori o rjeSenju sustava linearnih
kongruencija.

Teorem 3.15 (Kineski teorem o ostacima). Neka su my,ms, ..., my u parovima
relativno prosti prirodni brojevi te neka su ay,as, . ..a; cijeli brojevi. Tada sustav linearnih

kongruencija x = a; (mod m;), 1 < i <k, ima jedinstveno rjesenje modulo m = Hle m;.

Dokaz. Oznacimo M; = ™ im = Hle m; te neka su b; € Z takvi da je M;b; =1 (mod m;).
Imamo da je m; | M; i (m;,m;) =1zai# j. Iz (m;, M;) = 1 prema teoremu 3.13 slijedi da
kongruencija M;y = 1 (mod m;) ima jedinstveno rjesenje b; za svaki 1 < i < k. Dakle, za
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svaki i postoji jedinstveni b; € Z takav da je M;b; =1 (mod m;).

Neka je
k

xTo = Z M;b;a; (mod m).
i=1

Bududi da vrijedi M;b;a; = a; (mod m;) i M; =0 (mod m;) za i # j, slijedi da je

ro =a; (mod m;)zai=1,2,... k.

Nadalje, pretpostavimo da je x( rjeSenje danog sustava linearnih kongruencija te pretposta-
vimo da je x; jo$ jedno rjesenje razlicito od xy. Prema tome vrijedi g = 1 = a; (mod m;),
odnosno m; | x1 — xg za svaki ¢ = 1,2, ..., k. Kako je (m;,m;) =1 za i # j, prema korolaru
2.2 slijedi dam | x1 — 1z, odnosno x; = xo (mod m) iz ¢ega zakljuéujemo da, ukoliko rjesenje

postoji, ono je jedinstvno modulo m. O]

Problem naveden u idu¢em primjeru je jedan od povijesnih problema rijeSenih metodom iz
prethodnog teorema.

Primjer 3.13. Zena je otisla na trznicu. Kong je stao u njezinu korpu i zgazio jaja u korpi.
Viasnik konja ponudio je platiti prouzrocenu stetu. Pitao je Zenu koliko jaja je kupila. Zena
nije znala odgovor na to pitanje, ali je znala sljedece: ukoliko uzima 2 po 2, ostane jedno na
kraju, isto se dogodi i ako uzima po 3,4,5 i 6 jaja te ako se uzima po 7 jaja, ne ostane niti
jedno jage. Koji je najmangi broj jaja koji bi Zena mogla imati?

Odgovor na to pitanje daje rjesenje sustava kongruencija

r = 1 (mod 2)
r = 1 (mod 3)
r = 1 (mod 4)
r = 1 (mod5)
r = 1 (mod 6)
x = 0 (mod7)

Uocimo da brojevi 2,3,4 i 6 nisu svi u parovima relativno prosti pa ne mozZemo Kineski
teorem o ostacima primijeniti direktno. Najmangi zajednicki visekratnik brojeva 2,3,4 1 6 je

12 te se dani sustav moZe reducirati na sljedeci sustav kongruencija:

r = 1 (mod 12)
r = 1 (mod5)
r = 0 (modT7).
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Sada su brojevi 12,5 1 7 u parovima relativno prosti te prema oznakama iz dokaza prethodnog
teorema neka je m =12 -5-7 = 420. Tada su

m1:12 m2:5 m3:7
ap =1 ay =1 as =0

M1 - 35 M2 = 84 M3 = 60

Rijesimo sljedece kongruencije za by, by @ bs:

3501 =1 (mod 12) 84by =1 (mod5) 60b3=1 (mod7)
116y =1 (mod 12)  4by=1 (mod5) 4bg=1 (mod 7)
by =11 (mod 12) by =4 (mod 5) b3 =2 (mod 7).

Prema tome je

3
=Y Mbia;=35-1-11+84-1-4+60-0-2=721=301 (mod 420).

i=1

Dakle, najmangi broj jaja koji bi Zena mogla imati je 301.
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4 Polinomijalne kongruencije

Definicija 4.1. Neka je m prirodan broj te neka je f polinom s cjelobrojnim koeficijentima.

Tada se kongruencija oblika f(x) =0 (mod m) naziva polinomijalna kongruencija.

Teorem 4.1. Neka je m = Hle m; te (mj,m;) =1 z2a1 <i < j <k Tada je svako
rjesenje polinomijalne kongruencije f(x) =0 (mod m) ujedno i rjesenje sustava
f(z) =0 (mod my;) zai=1,2,..., k. Vrijedi i obratno.

Dokaz. Pretpostavimo da za neki zq vrijedi f(zo) =0 (mod m).

Buduéi da m; | m, vrijedi f(z¢) = 0 (mod m;) za i = 1,2,...,k. Dakle, svako rjesenje
kongruencije f(z) = 0 (mod m) je ujedno i rjesenje sustava f(z) =0 (mod m;) , 1 < i <
J<k.

Obratno, pretpostavimo da je f(xg) =0 (mod m;) za 1 < i < j < k. Tada m; | f(xo) za
svaki ¢ = 1,2,..., k. Buduéi da je (m;,m;) = 1 za i # j, slijedi da m | f(z¢), odnosno
f(zo) =0 (mod m). O

Prikazimo prirodan broj n u obliku n = p{* - p5*---pp* | gdje su k € N, py,pa,...,pr € N
razliciti prosti brojevi te a; € N. Prema prethodnom teoremu vrijedi da je f(z) =0 (mod n)
ako i samo ako je f(x) =0 (mod pf*), i =1,2,... k.

Neka je x; rjesenje sustava f(x) =0 (mod pi*), i =1,2,..., k. Prema Kineskom teoremu o

ostacima, sustav linearnih kongruencija
r=uz; (modp),1<i<k

ima jedinstveno rjesenje modulo n. Buduéi da x = z; (mod p}*) povlaci
f(z) = f(x;) (mod p;"), x je rjesenje polinomijalne kongruencije f(x) =0 (mod n). Upravo
smo pokazali ideju dokaza sljedece tvrdnje.

Teorem 4.2. Broj rjesenja kongruencije f(x) =0 (mod n), gdje je n = Hlepf‘i, jednak je

produktu broja rjesenja kongruencija f(x) =0 (mod py'), i =1,2,..., k.

Sva nekongruentna rjesenja polinomijalne kongruencije f(z) =0 (mod m) mozemo odrediti
provjerom zadovoljavaju li elementi nekog potpunog sustava ostataka modulo m danu kon-
gruenciju. Najcesce se kao potpun sustav ostataka modulo m koristi skup {0,1,2,...,m—1}.

Primjer 4.1. Rijesimo kongruenciju 3 + 3z —4 =0 (mod 5).

Za svaki od elemenata iz skupa {0,1,2,3,4} provjerit éemo zadovoljavaju li danu kongruen-
ciju: f(0) =1 (mod 5), f(1) =0 (mod 5), f(2) =0 (mod 5), f(3) =2 (mod 5), f(4) =2
(mod 5). Dakle, rjesenja kongruencije z* +3x —4 =0 (mod 5) suxz =1 (mod 5) i z = 2
(mod 5).

Primjetimo kako se u prethodnom teoremu pojavljuje problem kongruencije modulo p*, gdje
je p prost broj. Sljedeéi rezultat pokazuje da je rjesenje f(z) = 0 (mod p®) generirano
rjeSenjem kongruencije f(z) =0 (mod p*~1) .
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Teorem 4.3. Neka je f polinom s cjelobrojnim koeficijentima, p prost broj ¢ € N. Ako
je Tor1 = xo + k- p, gdje je x, rjesenje kongruencije f(x) = 0 (mod p*) te k rjesenje
kongruencije % + k- f'(za) =0 (mod p), 0 <z, <p* 0< 4k <p pri cemu f oznacava

derivaciju funkcije f. Tada je xoy1 rjesenje kongruencije f(x) =0 (mod p*™1).

Dokaz. Neka je p prost broj. Ako p®*! | a, tada p® | a. Stoga je svako rjesenje kongruencije
f(x) =0 (mod p*™) takoder rjeSenje kongruencije f(z) = 0 (mod p®). Preciznije, ako je
f(zas1) =0 (mod p*t), tada postoji x, takav da je f(z,) =0 (mod p®) i vrijedi

Tatr1 = T, (mod p®) ili ekvivalentno z,41 = x4 + k- p*, 0 < k < p.

Razvojem u Taylorov red dobivamo f(z,41) = f(xa+k-p®) = f(za) +k-p*- f'(xo) + k% N,
gdje je N cijeli broj djeljiv s p®T. Iz toga slijedi da je f(x,)+k-p*- f'(z4) =0 (mod p*1).
Kako je f(xzq) = 0 (mod p*) fea) — pp je cijeli broj. Tada f(x,) = M - p® implicira

pa
M-p*+k-p* f'(zo) =0 (mod p*™). Djeljenjem s p® slijedi M + k- f'(x4) =0 (mod p),
odnosno %j‘) + k- f(xq) =0 (mod p). O

Primjer 4.2. Rijesimo kongruenciju 5z — 2z +1 =0 (mod 343).

Buduéi je 343 = 73, mozemo pisati 52° — 2z +1 =0 (mod 73). Stavimo prvo

f(x) =523 — 22 + 1 iz ¢ega slijedi da je f'(z) = 1522 — 2.

Prethodni teorem nam govori kako je rjesenje kongruencije 5z — 2z + 1 = 0 (mod 73)
generirano rjesenjem kongruencije 5z> — 2x +1 =0 (mod 7%) dok je ono pak

generirano rjesenjem kongruencije 5x® — 2z +1 =0 (mod 7).

Kongruencija 5z — 2z +1 =0 (mod 7) ima jedinstveno rjesenje modulo 7; x1 =5 (mod 7).
Prema teoremu, xo = x1 + k- 7 je rjesenje kongruencije 5x3 — 2x + 1 =0 (mod 7?). Dakle,
da bi smo izracunali koliko je xo, moramo pronaci k, odnosno rijesiti

@ + k- f'(z1) =0 (mod 7). Nakon wvrstavanja i racunangja dobit éemo da je

k =5 (mod 7) te je iz toga x5 = 5+ 5-7 = 40. Sada primjenimo slican postupak za
trazenje rjesenja kongruencije 5x® —2x+1 =0 (mod 7°); x3 = xo + k- 72, gdje je k rjesenje

kongruencije % + k- f'(z2) =0 (mod 7). Konacno rjesenje je x3 =40+ 1- 7% = 89.

U idué¢im razmatranjima bavit ¢emo se problemom trazenja rjeSenja polinomijalne kongru-
encije f(z) =0 (mod p) kada je p prost broj. U 18. st. je Lagrange dao gornju granicu broja
rjeSenja polinomijalne kongruencije f(x) = 0 (mod p) te pokazao njenu ovisnost o stupnju

polinoma f.

Teorem 4.4 (Lagrangeov teorem). Neka je p prost broj. Broj nekongruentnih rjesenja
polinomijalne kongruencije f(z) =0 (mod p) nije veéi od stupnja polinoma f.

Dokaz. Neka je dana kongruencija f(x) = 0 (mod p), gdje je p prost broj i oznac¢imo s n
stupanj polinoma f. Dokaz ¢emo provesti indukcijom po n.

Za n =1 promotrimo kongruenciju az +b =0 (mod p), gdje je a Z 0 (mod p).

Iz ax = —b (mod p) i (a,p) = 1 prema teoremu 3.13 slijedi da kongruencija ima jedinstveno
rjeSenje. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za sve polinome stupnja manjeg ili jednakog n.
Razmotrimo kongruenciju f(z) =0 (mod p), gdje je f polinom stupnja n + 1 te pretposta-
vimo da postoje n + 2 nekongruentna rjesenja modulo p. Neka je r jedno rjeSenje. Slijedi
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da je f(z) = g(z)(x — r), g polinom stupnja n. Ako je s neko drugo rjesenje kongruencije
f(z) =0 (mod p), tada vrijedi f(s) = g(s)(s—r) =0 (mod p). Po pretpostavci je s —r % 0
(mod p) te vrijedi (s —r,p) = 1, p prost. Stoga je g(s) =0 (mod p), odnosno s je rjesenje
kongruencije f(x) = 0 (mod p). Dobili smo da polinomijalna kongruencija stupnja n ima

n + 1 rjesenje, sto je u kontradikciji s pretpostavkom indukcije. O]
Iduci teorem daje zanimljiv kriterij za odredivanje je li broj prost ili nije.

Teorem 4.5 (Wilsonov teorem). Prirodan broj n je prost ako i samo ako je
(n—1)!'= -1 (mod n).

Dokaz. Pretpostavimo da je p prost broj. Definirajmo polinom

p—1

fa)y=a""—1—(z-1@-2)-...-(@—(p-1)=a""=1-[[(x—k).
k=1
Ako uvrstimo x = a za a € {1,2,...,p— 1} u gornji produkt, jedan od faktora ¢e dati nulu.
Prema tome, za a € {1,2,...,p — 1} prema Malom Fermatovom teoremu vrijedi

fla)=a?'=1-1=0 (mod p).

Buduéi da je stupanj polinoma f manji od p—1, a kongruencija f(z) =0 (mod p) ima p—1
nekongruentnih rjeSenja modulo p, svaki koeficijent polinoma f je visekratnik broja p te za
x = 0 imamo

f(0)=0 (mod p),

odnosno
p—1

0=f(0)=-1-]](-k) =-1— (-1 f[k

k=1

Ako je p neparan prost broj, tada je (—1)?"! =1 (mod p) te ako je p = 2, tada je (—1)P~!
—1 =1 (mod p). Dakle, za svaki prost broj je (p — 1)l = —1 (mod p).

Obratno, ako je n slozen broj, tada postoji cijeli broj d, 1 < d < n takav da d | n. Tada
d| (n—1)! odnosno (n — 1)! =0 (mod d) iz cega slijedi (n — 1) Z —1 (mod n). O

Primjer 4.3. Nadimo ostatak pri dijeljenju broja 15! sa 17.
Prema teoremu 4.5 wvrijedi 16! = —1 (mod 17) iz cega je 16 - 15! = —1 = 16 (mod 17).
Buduéi da su 16 i 17 relativno prosti, tada je 15! =1 (mod 17).

Primjer 4.4. Neka je p prost broj veci od 2. Pokazimo da je

2:4-6---(2p—2)=—1 (mod p).

Primigetimo da je 2-4-6--- (2p—2) = (2-1)(2-2)(2-3)---2-(p—1) =277 - (p—1)!. Prema
teoremu 4.5 imamo da je (p —1)! = —1 (mod p), dok prema teoremu 3.2 vrijedi 2P~ = 1

(mod p). MnozZenjem ovih kongruencija dobivamo 2-4-6---(2p —2) = —1 (mod p).

Primjer 4.5. Rijesimo kongruenciju x* +x +2 =0 (mod 7).
Za svaki od elemenata iz skupa {0,1,2,3,4,5,6} provjerit éemo zadovoljavaju li danu kon-

gruencigu: f(0) = f(3) = f(5) = f(6) =2 (mod 7), f(1) =4 (mod 7), f(2) =6 (mod 7),
f(4) =3 (mod 7). Vidimo da kongruencija x* + x4+ 2 =0 (mod 7) nema rjesenja.
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Primjer 4.6. Rijesimo sustav kongruencija

522 +4xr —3 =
324+ 10 =

0 (mod 6)
0 (mod 17).
Rjesenje prve konguencije je x = 1,3 (mod 6), a druge x = 5,12 (mod 17) pa rjesavamo

sljedece sustave:

xr=1 (mod 6) r=1 (mod 6) r=3 (mod6) z=3 (modH6)
r=5 (mod1l7) x=12 (mod17) z=5 (mod17) z=12 (mod 17).

Primjenom Kineskog teorema o ostacima dobivamo da su rjesenja ovih sustava v = 39
(mod 102), =63 (mod 102), x = 73 (mod 102) ¢ z = 97 (mod 102).

Primjer 4.7. Rijesimo kongruenciju x° + 3z?> —4 =0 (mod 175).

Buduéi da je 175 = 7 - 52, rjesenje dane kongruencije je ekvivalentno rjesenju sustava

432 -4 = (mod 7)

0
?+322 -4 = 0 (mod 5%).

Da bismo rijesili prou kongruenciju, provjerit cemo koje vrijednosti iz skupa {0,1,2,3,4,5,6}
zadovoljavagu kongruenciju. Dobit éemo da je x =1 (mod 7) i x =5 (mod 7).

Kako bismo rijesili drugu kongruenciju stavimo f(x) = x® + 32% — 4 iz ega slijedi da je
f(z) = 32* + 6z. Kongruencija z* + 32> — 4 = 0 (mod 5) ima dva rjesenja modulo 5;
z =1 (mod 5) i z = 3 (mod 5). Racunamo li dalje na slican nacin kao w primjeru 4.2,
dobit éemo da kongruencija 3 + 3z* — 4 = 0 (mod 25) ima Sest razlicitih rjesenja modulo
25;x=1,3,8,13,18,23 (mod 25).

Prema tome, za a; € {1,3,8,13,18,23} racunat éemo 12 sustava linearnih kongruencija

r=1 (mod?7) r=5 (mod?7)
r=a; (mod25) x=a; (mod25).

te koristeci Kineski teorem o ostacima dobiti 12 razlic¢itih rjesenja modulo 175. Rjesenja su
r =1,8,26,33,43,68,78,103,113,138, 148,173 (mod 175).
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5 Kvadratne kongruencije

U prethodnom poglavlju smo pokazali da rjesenje kongruencije ax® + bz + ¢ = 0 (mod m)
ovisi o rjesenju kongruencije ax? + bz + ¢ = 0 (mod p), gdje je p prost broj i p | m. Neka
je p nmeparan prost broj te (a,p) = 1. Tada je i (4a,p) = 1. Ako az? +bxr +c¢ = 0
(mod p) pomnozimo s obje strane s 4, dobivamo 4az? + 4bx + 4c = 0 (mod p) §to moZzemo
zapisati kao (2az + b)? = b*> — 4ac (mod p). Prema tome, da bi rijesili kvadratnu jednadzbu

ax?® + bx + ¢ = 0 modulo p, potrebno je naéi rjeSenje kongruencije
2az+b=y (mod p),

gdje je y rjeSenje kongruencije
y* = b* —4ac  (mod p).

Primjer 5.1. Rijesimo kogruenciju 5z* + 4x +7 =0 (mod 19).
Prvo racunamo y* = b —4ac = 16 —4-5-7 = 9 (mod 19). Bududi je 3> = 16° = 9
(mod 19), dobivamo da je y = 3 (mod 19) iy = 16 (mod 19). Iz y = 3 (mod 19) slijedi
da je 2ax + b = 10x + 4 = 3 (mod 19) odakle slijedi x = 17 (mod 19). Slicno, iz y = 16
(mod 19) slijedi da je 2ax +b = 10x + 4 = 16 (mod 19) odakle vrijedi z =5 (mod 19).

Pred nama su sada dva cilja. Prvi je otkriti koje kongruencije oblika 22 = @ (mod p) imaju

rjeSenje za neparan prost broj p, a drugi je pronac¢i metodu za rjeSavanje takvih kongruencija.

Definicija 5.1. Neka su a i p relativno prosti prirodni brojevi te n € N. Ako kongruencija
" = a (mod p) ima rjesenja, tada kaZemo da je a ostatak n-tog stupnja modulo p. U

suprotnom kaZemo da je a neostatak n-tog stupnja modulo p.

Specijalno, za n = 2 kazemo da je a kvadratni ostatak, odnosno kvadratni neostatak.

Broj 0 smatramo trivijalnim kvadratnim ostatakom za svaki prost broj p.

Primjer 5.2. Prirodni brojevi 1,4 ¢ 7 su kvadratni ostaci modulo 9, a brojevi 2,3,5,6 @ 8
kvadratni neostaci modulo 9. Primijetimo da brojevi 3 © 6 nisu relativno prosti s 9 te iz toga
odmah moZemo zakljuciti da su kvadratni ostaci modulo 9.

Definicija 5.2. Neka je p neparan prost broj i a cijeli broj. Legendreov simbol (%) definira
se na sljedeéi nacin:

a\ _ [ 1 , ako je a kvadratni ostatak modulo p
p) | —1, ako a nije kvadratni ostatak modulo p .

Idu¢i teorem pokazuje kako polovica brojeva izmedu 1 i p — 1 ¢ini kvadratne ostatke modulo
p, dok druga polovica ¢ini kvadratne neostatke.

Teorem 5.1. Neka je p paran prost broj. Tada postoji toéno ’%1 medusobno nekongruentnih

kvadratnih ostataka modulo p.
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Dokaz. Neka je p neparan prost broj.

Zelimo odrediti sve a, 1 < a < p — 1, za koje 22 = a (mod p) ima rjesenje.

Bududéi da vrijedi 22 = (p — x)? = a (mod p), kvadrati brojeva iz skupova {1,2,..., p%l} i
{1%1 +1,...,p — 1} suu parovima medusobno kongruentni. Prema tome, dovoljno je ispitati
svaki @ iz skupa {1,2,..., 21}, Kvadrati 12,22, ..., (23)? su svi medusobno nekongruentni
modulo p jer bi u suprotnom kongruencija z> = a (mod p) imala etiri rjesenja, $to je u

kontradikciji s Lagrangeovim teoremom. Dakle, u nizu 1,2,...,p — 1 postoji ’%1 kvadratnih

p—1

5—)? modulo p.

]

ostataka modulo p koje ¢ine oni ¢lanovi koji su kongruentni s 12,22, ... (

Uz ¢injenice iz prethodnog teorema i dalje je neprakti¢no odredivati je li neki broj kvadratni
ostatak modulo p za velike proste brojeve. Jednu od prvih metoda za rjeSavanje spomenutog
problema razvio je Euler 1755. godine.

Lema 5.1. Neka je p neparan prost broj te (a,p) = 1. Tada je o'z =1 (mod p) ili

p—1

az = -1 (mod p)

Dokaz. Prema Malom Fermatovom teoremu, ako je p neparan prost broj i (a,p) = 1, tada je
ab~t—1= (a% - 1)(ap%1 +1) =0 (mod p). Iz toga slijedi a7 =1 (mod p) ili a7 = -1
(mod p). O

Teorem 5.2 (Eulerov kriterij). Neka je p neparan prost broj te (a,p) = 1. Tada je

(9) = a7 (mod p).

p

Dokaz. Pretpostavimo da je p neparan prost broj i (a,p) = 1 te neka je 1 < r < p—1.
Kongruencija rz = a (mod p) prema teoremu 3.13 ima jedinstveno rjesenje. To znaéi da
postoji s, 1 < s < p—1 takav da je rs = a (mod p). Ukoliko a nije kvadratni ostatak
modulo p, mora vrijediti r Z s (mod p) te se elementi skupa {1,2,...,p— 1} mogu grupirati
u parove r;s; tako da je r;8;, = a (mod p) zai =1,2,..., p%l. Prema Wilsonovom teoremu

sada vrijedi sljedece:

]
N |
—

p—1

—1l=@p-D'=|]|msi=az (modp).

@
I
-

Ako je a kvadratni ostatak modulo p, tada postoji cijeli broj b takav da je b*> = a (mod p).
Prema Malom Fermatovom teoremu, "z = =1 = 1 (mod p).
Vidimo da iz ova dva slucaja slijedi
<2> =a"7 (mod p).
p
[

Korolar 5.1. Neka je p neparan prost broj, (a,p) =1,(b,p) =1 te a =0 (mod p). Tada je



Primjer 5.3. Prema FEulerovom kriteriju odredimo
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6\ 101 9
(1) =0 =

Dakle, kongruencija > = 3 (mod 19) nema, dok x> =6 (mod 19) ima rjesenja.

(3> =37 =3°=-1 (mod 19),

1 (mod 19).

Pokazimo jos nekoliko rezultata koji opisuju korisna svojstva Legendreovih simbola.

Teorem 5.3. Ako je p neparan prost broj, tada je

(__1) :{ 1, akojep=1 (mod 4)

P —1, ako jep=3 (mod 4).

Dokaz. Ako je p =4k + 1, tada je

Ako je p = 4k + 3, tada je

p
m
Teorem 5.4. Ako je p neparan prost broj i p { ab, tada je
5)-G)6)
p p)\p/)
Dokaz. ; )
a p—1 p—1_ p—1 a
—)=(b) 2 =azbz =—-)|—- mod p
(5) = (5)(G)
m

Korolar 5.2. Neka je p neparan prost broj, (a,p) =1 te n =[[_, pi". Tada je

(5)-1(5)-1()

Iduéi teorem daje vrlo efikasnu metodu za odredivanje je li neki cijeli broj kvadratni ostatak

modulo p.

Teorem 5.5 (Gaussova lema). Neka je p neparan broj i (a,p) = 1. Promotrimo brojeve
a,2a,3a,. .., ’%la te njihove najmanje nenegativne ostatke pri dijeljenju s p. Oznacimo sa

s broj ostataka koji su ve¢i od §. Tada je () = (—1)°.
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Dokaz. Neka S oznacava skup najmanjih nenegativnih ostataka modulo p elemenata iz skupa

{a,2a,3a,..., p%la}. Nadalje, neka je s broj elemenata skupa S koji su veci od £ te oznacimo
-1 .. . .. .. .

r = P~ — 5. Oznacimo s ap,ay,...,a, elemente iz S koji su manji od § i by,by,..., b,

elemente iz S koji su veéi od §. Brojevi ay, as, ..., ar, b1, by, ..., by su svi medusobno razliciti

po teoremu 3.7 niti jedan od njih nije nula. Tada su i brojevi p — b; svi medusobno razliciti

i0<p—b<bzai=12,...,s.

Takoder, niti jedan p — b; nije jednak nekom a;. Zaista, ako je p — b; = a;, onda je

b; = aa (mod p), a; = Ba (mod p) za neke 1 < a, B < 2% pa iz a(a+ B) = 0 (mod p) i

(a,p) = 1 slijedi a+ =0 (mod p) $to je nemoguce jer je 2 < a+f <p—1.

Prema tome, brojevi p — by,p — by, ...,p — bs, a1, as,...,a, su svi medusobno razli¢iti, ima
p—1

ih p%l i elementi su skupa {1,2, ..., ;%1} Stoga su to upravo brojevi 1,2, ..., %~ u nekom

poretku. Mnozeci ih dobivamo

(p—bl)---(p—bs)-al---ar:1-2---(1%1).

()= (T =) (1) = (110 (11

E(—l)s-a-Qa-?)w--(p%l) (mod p)

Odavde je

O

Primjer 5.4. Neka je p =23 ia = 5. Pruih p%l = 11 wvisekratnika broja 5: 5,10, 15,20, 25,
30, 35,40, 45,50,55 kongruentno je redom 5,10,15,20,2,7,12,17,22,4,9 modulo 23. Medu
ngima je 5 onih koji su veéi od ? Dakle, s =51

(2—53> = (-1 =-1.

Prema tome, kongruencija z> =5 (mod 23) nema rjesenja.

Pomocu iduceg rezultata lakse ¢emo odrediti Legendreov simbol za broj 2 i neki neparan
prost broj p.

Teorem 5.6. Neka je p neparan prost broj. Tada je

2\ _[ 1 ,akojep=+41 (mod8)
p) | —1, akojep==+3 (mod 8).
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Dokaz. Neka je s broj elemenata skupa {2,4,6, . (7%1)} koji su veci od . Primjetimo
da je 2k < £ ako i samo ako je k < £. Odatle je s = — 5]

Ako je p =8k + 1, tada je s = 4k — L2k+zj :4k—2k:0 (mod 2).

Ako jep=8k+3,tadajes =4k +1— |2k + 3| =4k +1—-2k =1 (mod 2).

Ako jep=8k+5, tadaje s =4k +2— [2k+1+ 1] =2k +1=1 (mod 2).

Ako jep=8k+7, tadaje s =4k +3 — |2k +1+ 2] =2k +2 =0 (mod 2). Sada tvrdnja
proizilazi iz Gaussove leme. O]

Bududi da ’% zadovoljava iste kongruencije kao i s iz dokaza prethodnog teorema, vrijedi

sljede¢a tvrdnja.

Korolar 5.3. Ako je p neparan prost broj, tada je

(B)-er

Iduci teorem govori da, ako su p i ¢ razlic¢iti prosti brojevi oblika 4k 4 3, onda jedna od
kongruencija x> = p (mod ¢) i 2 = ¢ (mod p) ima rjesenje, a druga nema.

Teorem 5.7 (Kvadratni zakon reciprociteta). Neka su p i q razliciti neparni prosti

()

Dokaz. Neka su p i g razliciti prosti brojevi te neka su rj ostaci pri dijeljenju brojeva kq s p

brojevi. Tada vrijedi

zak=1,2,..., ’%1. Kvocijenti pri tom dijeljenju su brojevi L%j, odnosno kq = p- L%J + 7.
Slicno kao u dokazu Gaussove leme, oznacimo s ay, as, ..., a, one r koji su manji od £

s b1, by, ...bs one 1 koji su veéi od £. Tamo smo zakljucili da su ai,as,...,a,,p —bi,p —
ba,...,p—bs brojevi 1,2,..., ’%1 u nekom poretku. Sada je, prema Gaussovoj lemi,

Oznac¢imo

Imamo da je

R 25 B
_ _ 2 2 _
a—l—sp—b—Zal—i-Z — b)) —kZIk— 5 =73
Sumiranjem jednadibip~[%]+rk:kq zak:1,2,...,p%1 dobivamo
p=1 p—1
~ | kg - p?—1
pZ{—J—l—a%—b:Z(L J—l—rk‘ Zk ( )q.
PR = LP
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Oduzimanjem ova dva izraza dobivamo
p=1
L | kq p? — 1)
— | +2b—sp= —1).
p; { . J p ( )@=

Buduéi da je p=g =1 (mod 2),

p=1
{@st (mod 2)
=1 L P
Iz toga slijedi da je
q & kq
=l =(=1)y=(-1)", u= — .
() == =3[

Kada bismo zamijenili uloge brojeva p i ¢ te ponovili gornji postupak, dobili bismo da vrijedi

()-cr-xle)

(-

Jos nam preostaje dokazati da je

o (52) ()

Na slici 1. je prikazan pravokutnik ¢iji su vrhovi smjesteni u Kartezijev koordinatni sustav.

Zbog toga sada vrijedi

Pogledajmo sve parove cijelih brojeva (i,7) za 1 < i < p%l il1<5< %, tj. one tocke
koje se nalaze unutar pravokutnika. Ako tocka (i, 7) lezi na pravcu [ koji je dan jednadzbom
Yy = %x, tada je pj = gi. Bududéi da su p i ¢ relativno prosti, iz toga slijedi da p dijeli ¢, Sto
nije moguce jer je 1 <1 < ;%1 pa mozemo zakljuciti da svaka tocka lezi ili iznad ili ispod
pravca . Ukoliko se (i, j) nalazi ispod pravca [, tada je py < qz, tj. j < %. Dakle, za fiksnu
vrijednost 7 je 1 < j < L%j kada je (7, 7) ispod pravca [. Prema tome, ukupan broj tocaka

ispod pravca [ je dan s
p—1

2 .
qi
>[5 -
-1 LP
Sli¢no je ukupan broj tocaka iznad pravca [ jednak

S| -

=1 L4
Kako svaka tocka unutar pravokutnika ABC'D mora lezati ili ispod ili iznad pravca [ vrijedi
daje u+v = (1) (£21) , odakle slijedi

(g) (%) = (-1)=z T,
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N3
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A(0.0) B(0,5)

Slika 1

Primjer 5.5. Odredimo (5%).

Primjenom kvadratnog zakona reciprociteta dobivamo

(&)--3)--0)

Postoji mogucénost generalizacije Lagendreova simbola za slucajeve kada je nazivnik slozen
broj.

Definicija 5.3. Neka je a # 0 te neka je m neparan prirodni broj zapisan u obliku

m = [[;_, p:®. Tada je Jacobijev simbol definiran s

() -1I(;) -

gdje su pi,pa,...,p, prosti brojevi te (];i) Legendreov simbol.

Ukoliko je m prost broj, Jacobijev i Legendreov simbol se podudaraju. Za razliku od Le-

gendreovog simbola, Jacobijev simbol (£) moze biti jednak 1, a da to ne povlaéi da je a

a
m

kvadratni ostatak modulo m. Na primjer,

()= ()-coen-s

No, jednadzba z? = 3 (mod 35) nema rjesenja. Da bi a bio kvadratni ostatak modulo m

nuzno je i dovoljno da svi (pi) budu jednaki 1.

i

26



6 Primitivni korijeni

Nastavljamo se baviti polinomijalnim kongruencijama viseg reda modulo p za prost broj p.
Konkretno, proucavat ¢emo kongruencije oblika ™ = a (mod p), gdje je p neparan prost
broj, m > 1 te (a,p) = 1.

Prisjetimo se, Mali Fermatov teorem kaze nam da ukoliko prost broj p ne dijeli cijeli broj a,
tada vrijedi a?~! =1 (mod p). Opcenitije, prema Eulerovom teoremu vrijedi

a?™ =1 (mod n) za svaki prirodni broj n i svaki cijeli broj a koji je relativno prost s n.
Dakle, postoji barem jedan k koji zadovoljava kongruenciju a* =1 (mod n). U ovisnosti o
vrijednosti danog broja a, ponekad je moguée pronaci prirodan broj manji od ¢(n) tako da

broj a potenciran tim brojem bude kongruentan 1 modulo n.

Primjer 6.1. Neka je n = 15. Bududi je ¢(15) = 8, wvrijedi a® = 1 (mod 15) za svaki
a relativno prost s 15. Medutim, za brojeve 2,7,8 i 13 vrijedi 2* = 7 = 8 = 13t = 1
(mod 15).

S ciljem ispitivanja ponaSanja potencije danog broja a modulo p, definiramo sljede¢i pojam.

Definicija 6.1. Neka su a i n relativno prosti prirodni brojevi. Najmangi prirodni broj k sa
svojstvom da je a* = 1 (mod n) naziva se red od a modulo n i oznacava s ord,(a). Jos se
kaze da a pripada eksponentu k modulo n.

Primjer 6.2. Iz prethodnog primjera je ordys(2) = ordys(7) = ordy5(8) = ord;5(13) = 4.
Teorem 6.1. Neka je ord,(a) = k. Tada je a" =1 (mod n) ako i samo ako k | h.

Dokaz. Pretpostavimo (a,n) = 1, ord,(a) = k te " = 1 (mod n). Prema teoremu 2.1
postoje cijeli brojevi ¢ i s takvi da je h = kg + s, 0 < s < k. Prema tome vrijedi a" =
akits = (a¥)? . a*. Bududi je a* =1 (mod n), slijedi da je a®* = 1 (mod n) $to je, ukoliko je
s # 0, u suprotnosti s pretpostavkom da je ord,(a) = k. Dakle, s = 0 te k | h. Obratno,
ukoliko & | h tada postoji cijeli broj ¢ takav da je kt = h. Buduéi je ord,(a) = k, vrijedi
a" = a" = (a*)' =1 (mod n). O

Korolar 6.1. Ako je ord,(a) =k, tada k dijeli o(n).
Teorem 6.2. Neka je ord,(a) = k. Tada je a” = a® (mod n) ako i samo akor = s (mod k).

Dokaz. Neka je ord,(a) = k. Pretpostavimo da je a" = a® (mod n) te bez smanjenja
opéenitosti neka je r > s. Tada je a"* =1 (mod n). Prema teoremu 6.1 slijedi da &k | r — s,
odnosno r = s (mod k).

Obratno, pretpostavimo da je r = s (mod k). Tada postoji cijeli broj ¢ takav da je r = kq+s
iz ¢cega slijedi

kq-+s kq

s — .8

a"=a""" =a"a® =a® (mod n).

]

Korolar 6.2. Ukoliko je ord,(a) = k, tada su brojevi a,d?, . .., a* medusobno nekongruentni

modulo n.
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Ukoliko nam je poznat red od a modulo n, tada mozemo odrediti red bilo koje potencije

broja a modulo n.

Teorem 6.3. Ako je ord,(a) =k, tada je ord,(a™) = —(nfk)~

Dokaz. Neka je ord,(a) = k, ord,(a™) =r, (m,k) =d, m = bd, k = cd i (b,c) =1. Tada
je (a™)¢ = (a*?)° = (a*))® = (a*)’ = 1 (mod n). Prema prethodnom teoremu tada r | c.
Buduéi je ord,(a) =k, (™) = (a™)" = 1 (mod n). Ponovo, prema prethodnom teoremu
slijedi da k | mr. Uvrstimo li k = ¢d i m = bd imamo da cd | (bd)r, odnosno ¢ | br. Kako su

¢ 1 b relativno prosti, ¢ | r. Dakle, ¢ = r pa je ord,(a™) =r =c= § = ﬁ ]

Primjer 6.3. Ako znamo da je ordig(3) = 18, izracunajmo ord,9(27).

ordig(27) = ordye(3%) = (1;_;7;3) B 13_8 6

Teorem 6.4. Ako je p prost broj i d prirodan broj takav da d | p—1, tada postoji toc¢no p(d)

medusobno nekongruentnih cijelih brojeva koji pripadaju eksponentu d modulo p.

Dokaz. Oznacimo s ¢ (d) broj brojeva u nizu 1,2,...,p — 1 koji pripadaju eksponentu d
modulo p. Bududi da svaki cijeli broj izmedu 1 i p — 1 pripada eksponentu d za neki djelitelj
d od p — 1, vrijedi

> Wwd)=p-1.

dp—1

S druge strane, prema teoremu 3.9

> eld)=p—1.

dp—1
Dovoljno je dokazati da ako je ¥(d) # 0, onda je ©(d) = ¢(d).
Ako bi bilo ¢(d) = 0 < ¢(d) za neki d, onda bi suma }_, , ¢(d) bila manja od p—1. Stoga
je ¥(d) # 0 za svaki d.
Neka je a broj koji pripada eksponentu d modulo p. Prema korolaru 6.2 brojevi a, a?, ..., a?
su medusobno nekongruentni modulo p. Navedeni brojevi su rjesenja 24 = ¢ (mod p) te su

to, prema Lagrangeovom teoremu, sva rjeSsenja dane kongruencije. Prema tome, svaki cijeli

broj b koji pripada eksponentu d modulo p je kongruentan a* za neki 1 < k < d. Iz teorema
6.3 slijedi da je k& u tom slu¢aju nuzno relativno prost s d; (k,d) = O%‘ip(sfk)) = g = 1. Dakle,
dobili smo da je ¥(d) = ¢(d) za sve d | p— 1. O

Teorem 6.5. Neka je ord,(a) =k, ord,(b) = h te (k,h) = 1. Tada je ord,(ab) = kh.
Dokaz. Neka je (k,h) = 1 te neka vrijedi a* =1 (mod n) i b" =1 (mod n). Iz toga slijedi
(ab)*" = (""" =1  (mod n).

Neka je t € N takav da je (ab)! =1 (mod n). Tada je
W = aF oM = (ab)* = ((ab)))* =1 (mod n).

Prema teoremu 6.1 tada h|kt. Kako su h i k relativno prosti, slijedi da hlt.
Slicnim postupkom dobivamo i k|t. Prema tome khlt, odnosno kh < t. ]
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Za neke pozitivne brojeve n postoji broj ¢, 1 < ¢ < n — 1, takav da njegove potencije
generiraju reducirani sustav ostataka modulo n. Odnosno, za svaki cijeli brojr, 1 < r < n—1,
(r,n) = 1 postoji cijeli broj k takav da je ¢* = r. Broj ¢ se u tom slu¢aju moze primjeniti
pri odredivanju reda nekog elementa iz skupa {1,2,...,n — 1} te za odredivanje kvadratnih
ostataka i kvadratnih neostataka modulo n. Egzistencija takvog broja je vrlo bitna za

rjeSavanje polinomijalnih kongruencija.

Definicija 6.2. Neka su g i n relativno prosti. Ako je red od ¢ modulo n jednak p(n), onda
se q zove primitivni korijen modulo n.

Primijetimo kako teorem 6.4 povlaci da, ukoliko je p prost broj, postoji ¢(p — 1) primitivnih
korijena modulo p.

Ako je ¢ primitivni korijen modulo p, ¢(p—1) primitivnih korijena je danos ¢**, ¢*2, . . ., ¢%@-1
gdje su ay, aq, ..., aup-1) cijeli brojevi manji od p — 1 i relativno prosti s p — 1. Na primjer,
zelimo li odrediti sve primitivne korijene modulo 11, iskoristit ¢emo ¢Cinjenicu da je 2 primi-
tivni korijen modulo 11 te da je ¢(10) = 4. Cetiri broja manja od 10 i relativno prosta s 10
su: 1,3,719. Kako vrijedi 2! =2,23=8,2"=7i2=6 (mod 11), svi primitivno korijeni
modulo 11 su: 2,6,71 8.

Njemacki matematicar August Leopold Crelle je 1884. godine osmislio metodu za otkrivanje
je li neki broj primitivan korijen danog prostog broja koja je vrlo primjenjiva za male proste
brojeve. Metoda se temelji na tvrdnji da ukoliko pretpostavimo 1 < a,k < p — 1 te sa si
oznac¢imo najmanji ostatak pri dijeljenju broja a -k s p, dok s t; oznacimo najmanji ostatak

pri dijeljenju broja a* s p, tada vrijedi
ty = St,—1  (mod p).

1

Vidimo da tvrdnja proizilazi upravo iz svojstva a’ = @/~ - a (mod p).

Primjer 6.4. Neka je p = 17 te a = 5. Donju tablicu treba popuniti koristeci visekratnike

broja 5.
Kk 01 2 3 45 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
5, 0 5 10 15 3 8 13 1 6 11 16 4 9 14 2 7 12
5 1 5

Tablica 1

Trebamo pronaéi cemu je kongruentno 52 modulo 17. Kako je 5 = 5 -5, pogledamo u 7.
stupac tablice te vidimo da za k =5 vrijedi 5k = 8 (mod 17). Dakle, 5> =8 (mod 17).
Dalje, 5° =5-5*=5-8 (mod 17). Za k = 8 u desetom stupcu tablice je 5-8 =6 (mod 17),
Dakle, upisujemo 5 = 6 (mod 17) itd. Na kraju dobivamo donju tablicu.

Iz tablice mozemo zakljuciti kako je broj 5 primitivni korijen broja 17 jer je ordi7(5) = 16 =
p(17).
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Kk 01 2 3 4 5 6 7 &8 9 10 11 12 13 14 15 16
5. 0 5 10 15 3 &8 13 1 6 11 16 4 9 14 2 7 12
51 5 8 6 13 14 2 10 16 12 9 11 4 3 15 7 1
Tablica 2
Teorem 6.6. Neka je ¢ primitivni korijen modulo n. Tada brojevi q,q>,..., ¢*™ ¢ine

reducirani sustav ostataka modulo n.

Dokaz. Bududi je g primitivni korjen modulo n, ord,(q) = ¢(n) $to povlaci (¢,n) = 1. Stoga
je (¢8,n)=1,zai=1,2,...,0(n).

Elementi niza ¢,q?, ..., ¢*™ sacinjeni su od ¢(n) medusobno nekongruentnih modulo n
prirodnih brojeva. U suprotnom, kada bi bilo ¢! = ¢/ (mod n) za 1 < i < j < ¢(n), tada
prema teoremu 6.2 slijedi i = j (mod ¢(n)). To je nemoguée, buduéi da ¢(n) ne dijeli j —i
zbog 0 < j —i < p(n). O

Izraz " primitivni korijen” je uveo Euler 1773. godine prilikom objavljivanja pretpostavke J.
H. Lamberta iskazane u idu¢em teoremu.

Teorem 6.7. Neka je p neparan prost broj, h prirodan broj te neka je q prost broj takav da
je q" dijeli p — 1. Tada postoji pozitivan cijeli broj b takav da je ord,(b) = ¢".

Dokaz. Prema Lagrangeovom teoremu i ¢injenici da je p > 3, kongruencija e =1 (mod p)

ima najvise ’%1 rjeSenja. Uz to vrijedi sljedece:

Stoga najmanje jedan broj izmedu 11 p — 1, ozna¢imo ga s a, nije rjeSenje navedene kongru-

encije, odnosno a7 # 1 (mod p).
—1

Neka je b = a7
teoremu 6.1 m | ¢".

i pretpostavimo ord,(b) = m. Odatle vrijedi b¢" = a?~' (mod p) te prema

Pretpostavimo m < ¢". Kako je ¢ prost broj, m dijeli ¢" !, tj. postoji cijeli broj k tako da je
1 7
mk = ¢"~!. Tadajea = = ba""

= (b™)* =1 (mod p) sto je u kontradikciji s pretpostavkom
-1
da a nije rjeSenje kongruencije 2T =1 (mod p). Dakle, ¢" = m = ord,(b). O

Teorem 6.8. Neka je p prost broj te q primitivni korijen modulo p. Tada su svi kvadratni
ostaci modulo p oblika ¢**, dok su svi kvadratni neostaci oblika ¢***' 24 0 < k < 51,

Dokaz. Prema Eulerovom kriteriju, ako je (¢,p) = 1, tada je

(@)% =(¢"H=1 (mod p)

dok je

(q2k+1)1’7‘1 = (¢ Hk. q% = q% =—1 (mod p).
Obratno, ako je a kvadratni ostatak modulo p, tada je a = (¢*)? = ¢** te, ako je a kvadratni
neostatak modulo p, tada vrijedi a = (¢%)* - ¢ = ¢**1 za 0 < k < 21, O

30



Na primjer, u prethodnom primjeru smo vidjeli kako je broj 5 primitivni korijen modulo 17.

Iz toga sada mozemo zakljuéiti da su svi kvadratni ostaci modulo 17 : 5°, 52, 5% 55, 58 510 512 5l4
i 516,

Prema Eulerovom kriteriju kongruencija 2> = a (mod p) ima rjesenje ako je 5 =1
(mod p). Iduéi teorem iskazuje uvjete potrebne da bi kongruencija 2™ = a (mod p) imala
rjesenje.

Teorem 6.9. Neka je p neparan prost broj te (a,p) = 1. Tada 2™ = a (mod p) ima rjesenje
ako i samo ako vrijedi 't =1 (mod p), gdje je d = (m,p —1).

Dokaz. Dovoljno je pokazati nuznost. Pretpostavimo da vrijedi 't =1 (mod p), (a,p) =

1, d = (m,p—1) te neka je ¢ primitivni korijen modulo p. Tada postoji s € Z takav da je

s(p—1) p—1

a=¢q° Slijediqg-a =aa =1 (mod p). Bududi da je g primitivni korijen modulo p mora
biti § € Z, tj. izk,k‘EZiaEqkd (mod p).

Nadalje, iz d = (m,p — 1) slijedi da postoje u,v € Z takvi da je d = um + v(p — 1). Sada je
a = ¢t = gkumthoe=l) = ghumgp=Dkv = gkwm (mod p). Dakle, ¢** je rjesenje kongruencije
™ = a (mod p). O

Primjer 6.5. Kongruencija z° = 10 (mod 11) nema rjesenje zbog
102 =10°=—1#1 (mod 11).

Kongruencija x* = 4 (mod 11) ima rjesenje zbog 4° =1 (mod 11).
Za dani m moguce je pronaci sve ostatke m-tog stupnja modulo p, gdje je p prost broj.

Teorem 6.10. Ako je p neparan prost broj, q primitivni korijen modulo p te d = (m,p—1),
d(p—1)

tada su svi ostaci m-tog stupnja modulo p dani s ¢¢,¢**,...,q" @

Dokaz. Neka je p neparan prost broj, ¢ primitivni korijen modulo p te d = (m,p — 1).
Prema prethodnom teoremu svaki element skupa {¢?, ¢*?, ..., q%} je ostatak m-tog stup-
nja modulo p. Takoder, svi elementi tog skupa su medusobno nekongruentni modulo p jer ako
pretpostavimo ¢ = ¢7¢ (mod p) zaneke 1 < i < j < 21 iz korolara 6.1 slijedi p—1 | d(j—1i)
sto je nemoguce buduéi 0 < d(j —i) < p — 1.

Pretpostavimo da je a ostatak m-tog stupnja modulo p. Tada postoji b, 1 < b < p—1 takav
da je b™ = a (mod p). Takoder, postoji k € Z, 1 < k < p — 1, tako da je b = ¢* (mod p) iz
Fm(mod p).

Neka su r,s,t,u € Z takvi da vrijedi ud = m, td = p — 1, uk = st +r, gdje je 0 < r < t.

cega slijedi a = 0™ =¢q

Sada je a = ¢" = ¢ = ¢(tH1d = ¢PVsgrd = gd (mod p) pa je prema tome a element
skupa {q%, ¢*%, ... ,qdw1> }. O

Primjer 6.6. Pronadimo sve ostatke sestog stupnja modulo 17.

Imamo p—1 =16, m = 6, d = (6,16) = 2. Dovoljno je pronaéi jedan primitivni korijen
modulo 17. Iz prethodnih primjera znamo da je 5 primitivne korijen modulo 17 pa neka je
g = 5. Sada su svi ostaci Sestog stupnja 5°> = 8, 5* = 13, 5% = 2, 5% = 16, 5! = 9,
512 = 4, 511 = 15, 5 = 1, tj. kongruencija 2% = a (mod 17) ima rjesenja samo za
a=1,2,4,8,9,13,15 ili 16.
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Primijetimo da postoji veza i izmedu primitivnih korijena i kvadratnih neostataka modulo p
kada je p neparan prost broj. Ako je ¢ primitivni korijen modulo p, tada je ord,(q) =p —1
te uvijek vrijedi q% # 1 (mod p) jer je ’%1 < p — 1 te je q kvadratni neostatak modulo
p. Iduéi teorem iskazuje kada vrijedi da je svaki kvadratni neostatak modulo p ujedno i

primitivni korijen modulo p.
Teorem 6.11. Neka je p neparan prost broj. Svaki kvadratni neostatak modulo p je primitivni
korijen modulo p onda i samo onda ako je p =2F +1 za k € N.

Dokaz. Prema teoremu 5.1 postoji 1’%1 kvadratnih neostataka modulo p. Takoder znamo

da postoji ¢(p — 1) primitivnih korijena modulo p. Da bi svaki kvadratni neostatak bio

primitivni korijen modulo p mora vrijediti p(p — 1) = p%l. Prema primjeru 3.6, p(n) = §

ako i samo ako je n = 2*. Slijedi da je tada p oblika 2¥ + 1, k € N. O]

Definicija i teorem koji slijede daju nam dovoljno potrebnog znanja za rjesavanje brojnih

polinomijalnih kongruencija viseg reda.

Definicija 6.3. Neka je p neparan prost broj i q primitivns korijen modulo p. Za svaki cijels
broj n takav da je (n,p) = 1 postoji jedinstveni r € {1,2,...,p — 1} takav da je ¢" = n
(mod p). Eksponent r nazivamo indeks od n u odnosu na q i oznacavamo s I,(n) ili krace s
I(n).

Teorem 6.12. Neka je p neparan prost broj, q primitivni korijen modulo p, v,k € N te m i
n cijeli brojevi takvi da je (m,p) = (n,p) = 1. Tada vrijede sljedeée tvrdnje:

(1) m =n (mod p) ako i samo ako je I(m) = I(n) (mod p — 1)
(2) 1(q") =r (mod p—1)

(3) I(1) =0 I(g) =1

(4) I(mn) = I(m)+I(n) (mod p —1)

(5) I(n*¥) = k- I(n) (mod p —1).

Dokaz. Bududi je g primitivni korijen modulo p, vrijedi ord,(q) = p—1. Neka je r = I(m) i
s = I(n), odnosno ¢" = m (mod p) i ¢°* =n (mod p).

(1)

(2) Bududi da je ¢" = m (mod p), prema (1) slijedi da je I(¢") = I(m) =r (mod p—1).
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(3) 1=¢" (mod p)ig=q" (mod p) te je stoga I(1) =01 I(q) = 1.
(4) ¢"* = q¢"¢* = mn (mod p) iz ¢ega je [(mn) =r+s=1I(m)+ I(n) (mod p—1).

(5) Kako je n* = (¢°)* (mod p), tada je I(n*) = ks =k -1(n) (mod p —1).

Primjer 6.7. Rijesimo kongruenciju 3r = 11 (mod 17).
Iskoristimo c¢injenicu da je 3 primitivni korijen modulo 17 te svojstva iz prethodnog teorema.

Sada imamo:

3r = 11 (mod 17)

I(3x) = I(11) (mod 16)
I3)+ I(x) = I(11) (mod 16)
1+I(z) = 7 (mod 16)

I(x) = 6 (mod 16)

r = 15 (mod 17).

Primjer 6.8. Izracunajmo ostatak pri dijeljenju broja 3** -5 brojem 17. Neka je ¢ = 3 kao

u 1 prethodnom primjeru.

r = 3*.5% (mod 17)
() = 24-1(3)+13-1(5) (mod 16)
() = 24-14+13-5 (mod 16)
I(x) = 89 (mod 16)
() = 9 (mod 16)
r = 14 (mod 17).

Primjer 6.9. Rijesimo kongruenciju 3z* =5 (mod 11).
Kao u primjeru 6.4 napravit éemo tablicu za p = 11.

kK 01 2 3 4 5 6 7 8 9 10
% 0 7 3 10 6 2 9 5 1 8 4
"1 75 2 3 10 4 6 9 8 1

Tablica 3
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Iz tablice vidimo da je 7 primitivne korijen modulo 11.

5

(5

(
)
(
(
(
(

mod 11

mod 10
mod 10
mod 10
mod 11
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Imamo:

= 7 (mod 10)
6 (mod 11).
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Sazetak

U ovom radu upoznat ¢emo se s metodama odredivanja uvijeta za egzistenciju rjeSenja poli-
nomijalnih kongruencija te pronalazenja istih. Glavni dio rada podijeljen je u pet poglavlja,
od kojih prva dva daju dovoljno temeljnog znanja o djeljivosti i kongruencijama te njihovim
svojstvima. Takoder su promatrane linearne kongruencije kao i rjeSavanje sustava linearnih
kongruencija koriste¢i Kineski teorem o ostacima. U cetvrtom poglavlju posebna paznja
je usmjerena na kvadratne kongruencije. Definiran je pojam Legendreovog simbola te su
predstavljeni rezultati koji vode laksem odredivanju njegove vrijednosti. Svi teorijski rezul-
tati u radu primjenjeni su na konkretnim primjerima. U posljednjem poglavlju ¢emo preko
definicije reda prirodnog broja a modulo n doé¢i do pojma primitivnog korijena modulo n.
Pokazat ¢emo kako odrediti je li neki prirodni broj primitivan korijen modulo n. Spomenuti

pojam bit ¢e kljucan u rjeSavanju polinomijalnih kongruencija.

Kljuéne rije€i: polinomijalna kongruencija, modulo, Legendreov simbol, Jacobijev simbol,

primitvni korijen



High order congruences

Summary

In this paper we will introduce the methods of determining the conditions for the existence of
solutions of polynomial congruence and technique to obtain such solutions. The main part of
this paper is divided into five chapters, of which the first two provide enough basic knowledge
about the divisibility and congruence and their properties. We study a linear congruence and
solving systems of linear congruences using the Chinese theorem of residues. In the fourth
chapter, special attention is focused on quadratic congruence. We define Legendre symbol
and presents the results which lead to easier determine its value. All theoretical results in
the work were applied to particular examples. In the last chapter we introduce the concept
of the order of integer modulo n and then we define primitive roots modulo n and show how
to determine whether an integer is primitive modulo n or not. The mentioned term will be

a key to solving polynomial congruence.

Key words: polynomial congruence, modulo, Legendre symbol, Jacobi symbol, primitive

root
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