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Sazetak

U ovom zavrsnom radu upoznat ¢emo se s Hermite-Hadamardovom nejednakoséu za
konveksne funkcije. Povezat ¢emo konveksne funkcije s raznim klasama funkcija. Kroz
cijeli rad bavit éemo se generalizacijom Hermite-Hadamardove nejednakosti na nekoliko
klasa funkcija. U zadnjem dijelu rada naglasak ¢e biti na primjenama te nejednakosti
u raznim podruc¢jima matematike.

Kljucne rijeci: konveksne funkcije, Hermite-Hadamardova nejednakost, log-konveksne
funkcije, Godnova-Levin klase funkcija, kvazi-konveksne funkcije, s-konveksne funkcije

Abstract

In this final paper we will be introduced to Hermite-Hadamard inequality for convex
functions. Relations between various classes of functions and convex functions will be
formulated and proven. Also, some generalization of the Hermite-Hadamard inequali-
ties for several classes of functions will be given. In the last part of the paper we will
see some aplications of this inequality in different areas of Mathematics.

Keywords: convex functions, Hermite-Hadamard inequality, Log-Convex Mappings,
Godnova-Levin class of function, Quasi-Convex functions, s-Convex functions
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1 Uvod

U ovom zavrsnom radu bavimo se jednom od najvaznijih nejednakosti vezanih uz konveksne
funkcije. Zato ¢emo u drugom poglavlju definirati konveksnu funkciju i navesti fundamen-
talne rezultate. Povezat ¢emo konveksne funkcije s raznovrsnim klasama funkcija. Nakon
Sto navedemo i pokazemo najvaznije rezultate, prisjetit ¢emo se odredenih nejednakosti i sre-
dina. U cetvrtom poglavlju usredotocit ¢emo se na samu Hermite-Hadamardovu integralnu
nejednakost, te provesti njezin dokaz. Pokazat ¢emo brojne ocjene nejednakosti vezane za
odredene klase funkcija. Konacno ¢emo se baviti primjenama Hermite-Hadamardove ne-
jednakosti u raznim podruc¢jima matematike. Neki od dobivenih rezultata bit ¢e temelji
poznatih nejednakosti.

1.1 Povijesni pregled

U 19. stolje¢u Hermitd] u pismu tada prestiznom matematickom casopisu Mathesis, navodi
sljede¢e nejednakosti

(b—a)f (“"2”)) </abf(:c)dx<(b—a)w.

Zapravo je ve¢ pokazao nejednakost kojom se mi danas bavimo, iako ¢e vise od dvadeset
godina proéi prije nego $to Jensen definira konveksne (odnosno J-konveksne) funkcije. Za-
nimljivo je kako ovaj zapis nije priznat te nije objavljen niti u jednoj tadasnjoj matematickoj
literaturi. Matematicar Fejérm je takoder u svojim radovima obuhvatio nejednakosti koje
generaliziraju one Hermitove, ali ¢ak ni tada njegov rad nije prihvacen. Krajem stoljeca
Hadamardﬂ dokazuje nejednakost

(b—a)f (“‘2”)) < /abf(rr)dx,

neovisno o Hermitovim radovima, pa se navedene nejednakosti citiraju kao Hadamardove
nejednakosti. No, danas u ¢ast obojici velikih matematicara, nejednakost o kojoj ¢emo
govoriti u radu nazivamo Hermite-Hadamardova integralna nejednakost.

*Charles Hermite (1822-1901), francuski matematicar.
TLip6t Fejér (1880-1959), madarski matematicar.
Jacques Salomon Hadamard (1865-1963), francuski matematicar.
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2 Konveksne funkcije

2.1 Definicija i osnovna svojstva

Teorija konveksnih funkcija ima veliku ulogu u razli¢itim granama matematike. Nama je
taj pojam potreban za razumijevanje Hermite-Hadamardove integralne nejednakosti, stoga
¢emo definirati konveksnu funkciju i navesti nekoliko osnovnih rezultata vezanih uz nju.

Definicija 2.1. Neka je zadana funkcija f: I — R, gdje je I interval u R.
i) Tada za funkciju f kaZemo da je konveksna ako za sve x,y € I i za svako t € [0,1]
vrijedi
fltz+ (1 —t)y) <tf(z)+ (1 —)f(y). (2.1)
Ako u (2.1)) vrijedi stroga nejednakost za sve © # y it € (0,1), tada kaZemo da je f

strogo konveksna.

ii) Slicno, funkcija f je konkavna ako w (2.1)) vrijedi obrnuta nejednakost. Ukoliko vrijedi
stroga nejednakost za sve x # vy it € (0,1), tada kaZemo da je f strogo konkavna.

Prethodna definicija je tesko provjerljiva u primjerima. Postoji medutim zanimljivo svojstvo
dano u sljede¢em teoremu.

Teorem 2.1. Neka je I C R otvoreni interval, f : I — R dva puta neprekidno diferencija-
bilna funkcija. Funkcija [ je konveksna na I onda i samo onda ako je f"(x) >0, Vx € I.

Sada konac¢no mozemo iskazati teorem koji ¢emo upotrebljavati u ostatku rada.

Teorem 2.2. Diferencijabilna funkcija f : I — R, I C R, je konveksna na I onda i samo
onda ako f' raste na I.

2.2 Funkcije povezane s konveksnim funkcijama

Ovdje ¢emo se upoznati sa osnovnim klasama funkcija za koje ¢e kasnije biti prezentirane
ocjene Hermite-Hadamardove integralne nejednakosti. Svaku od tih klasa ¢emo definirati i

povezati sa konveksnim funkcijama. Vise detalja o ovim klasama funkcija moze se pronaci
u [I1} str. 1-9].

Definicija 2.2. KazZemo da je funkcija f: 1 — R, I CR, f(x) > 0, Vx € I, log-konveksna
ili multiplikativno konveksna ako za sve x,y € I i za svako t € [0, 1] vrijedi

flte+ (1= t)y) < [f(@)] [f )] (2.2)

Sada kada smo definirali log-konveksnu funkciju iskazat ¢emo i dokazat teorem koji govori o
njenoj povezanosti s konveksnom funkcijom.

Teorem 2.3. Neka je dana funkcija f : I — R, I C R, f(x) >0, VYo € I. Funkcija f je
log-konveksna onda i samo onda ako je funkcija log f konveksna funkcija.

Dokaz. Pretpostavimo da je log f konveksna funkcija. Tada prema (2.1]) vrijedi
log f(tz + (1 —t)y) < tlog f(z) + (1 —1) logf(y)

=log f(x)' +10gf( )
=log f(x)"- f(y)"~
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Odakle, zbog eksponencijalne funkcije koja je monotono rastuca, dobivamo

fltz+ (1 =t)y) < flz)- fly)' "
Dakle, funkcija f je log-konveksna.

Neka je funkcija f log-konveksna, tj.

fltz+ (1 =t)y) < fl2) - fly)' ™,
pa zbog f(z) > 0, Yz € I, 1 monotonosti logaritamske funkcije je

log f(tz + (1 —t)y) <log (f(x)" - f(y)'™").

Zbog svojstava logaritamske funkcije slijedi

log f(tz + (1 —t)y) < tlog f(x) + (1 —t)log f(y).

Prema tome, log f je konveksna funkcija.

Godine 1985., matematicari Godnova i Levin definirali su sljede¢u klasu funkcija.

Definicija 2.3. Za funkciju f : I — R, I C R, kaZemo da pripada klasi Q(I) ukoliko je ona
nenegativna, te za sve x,y € I i svako t € (0,1) zadovoljava nejednakost

o+ (1— ) < 28 4 SW)

— (2.3)

Takoder su ustanovili da sve nenegativne monotone i nenegativne konveksne funkcije pripa-
daju ovoj klasi funkcija, te dokazali sljedeéi rezultat.

Lema 2.1. Ako je f € Q(I) i x,y,z € I, tada vrijedi

f@) (@ —y)(r—2)+ fy)(y—2)(y —2) + f(2)(z —2)(z —y) > 0.

Uoc¢imo kako je izraz u prethodnoj lemi zapravo ekvivalentan izrazu (2.3)). Stoga taj izraz
moze posluziti kao alternativna definicija klase Q(I). Upoznajmo se sa jos jednom klasom
funkcija kroz sljede¢u definiciju.

Definicija 2.4. Neka je I C R. KazZemo da je funkcija f : I — R, gdje je I konveksan skup
u R, kvazi-konveksna ako vrijedi

flte + (1 =t)y) < max{f(z), f(y)},

za sve x,y € I i svako t € [0,1].
Napomena 2.1. Svaka konveksna funkcija je kvazi-konveksna, ali obrat ne vrijeds.
Primjer 2.1. Funkcija f :[0,2] — R definirana na sljedeéi nacin

z?, xe|0,1]

f(z) :_{ vz, z€(l,2]

primjer je funkcije koja je kvazi-konveksna, no nije konveksna.
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Za nastavak, prisjetimo se sljedeCe dvije definicije.

Definicija 2.5. Za funkciju f : I — R, I C R, kaZemo da je Jensen-konveksna (J-
konveksna) ako za sve x,y € I vrijedi

F (w;y) < f(x)-;f(y).

Definicija 2.6. KaZemo da je funkcija f : I — R, I C R, Jensen-kvazi-konveksna ili
J-kvazi-konveksna ako vrijedi

F(552) < maxre) sk

za svex, y € 1.

Sada mozemo uociti kako klasa JQC(I) J-kvazi-konveksnih funkcija na I sadrzi klasu J(I)
J-konveksnih funkcija na I. Sljedeé¢u ideju predstavio nam je poljski matematicar Orliczﬂ
koji je taj pojam uspjesno koristio u teoriji Orliczovih prostora.

Definicija 2.7. Neka je 0 < s < 1. Za funkciju f : R — R, gdje je R{ = [0,00), kazemo
da je s-konveksna u prvom smislu ili s-konveksna u Orliczovom smislu ako vrijedi

flax+ By) < o®f(z) + 8°f(y), (2.4)

za sve v,y € RY i, 8 > 0 takve da je of + 35 = 1. Ovu klasu realnih funkcija oznacavamo
sa K}

Vazno svojstvo s-konveksnih funkcija u prvom smislu dano je u sljede¢em teoremu.

Teorem 2.4. Neka je f € K! i 0 < s < 1. Tada nejednakost [2.4) vrijedi za sve z,y € Ry
i sve a, f > 0 takve da je o + 5° < 1 ako i samo ako je f(0) <O0.

Napomena 2.2. Valja uociti da prema prethodnom teoremu uvjet o® + 5° =1 u Definiciji
moZe se zamijeniti sa of + 3° < 1.

Po uzoru na s-konveksne funkcije u prvom smislu, definirana je jos jedna klasa funkcija.

Definicija 2.8. Za funkciju f : Ry — R kaZemo da je s-konveksna u drugom smislu ili
s-konveksna u Brecknerovom smislu ako vrijeds

flaz + By) < o f(x) + B°f(y), (2.5)

za sve x,y > 0 i, B >0 takve da je o + 5 =1 i s fiksan w (0,1]. Skup svih s-konveksnih
funkcija u drugom smislu oznacava se sa K?2.

Sljedeci teorem daje vezu izmedu dviju s-konveksnosti. U dokazu tog teorema pomodi ¢e
nam sljedeca lema.

Lema 2.2. Neka je f € K2?. Tada nejednakost (2.5) vrijedi za sve x,y € R i o, >0
takve da je a4+ 5 <1 onda i samo onda ako je f(0) = 0.

$Wiadystaw Roman Orlicz (1903-1990), poljski matematicar.
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Teorem 2.5. Neka je 0 < s < 1. Ako je f € K2 i f(0) =0 onda je f € K!.

Dokaz. Neka je f € K21 f(0)=0. Zax,y € R§ i, >0, gdje je a® + 3* = 1 imamo
a+ <o+ 5 =1

Sada, iskoristimo li Lemu [2.2] nejednakost

flaxz + By) <o’ f(x) + 5°f(y)

vrijedi za sve x,y € Ry i a, 3 > 0. Dakle, f € K}
]

Obje s-konveksnosti svode se na konveksnost u slucaju da je s = 1. Dakle, svaka 1-konveksna
funkcija je konveksna funkcija. Engleski matematicar Wrigh definirao je novu klasu funk-
cija, generaliziraju¢i princip konveksnosti.

Definicija 2.9. KaZemo da je funkcija f : I — R, I C R, Wright-konveksna ili W-konveksna
na I ako za svakiy > x it >0 takvi da y+t, x € I vrijeds

fle+t) = flz) < fly+1) = f(y)

Karakterizaciju Wright-konveksnih funkcija daje sljede¢i teorem, a njegov se dokaz moze
pronadi u [13].

Teorem 2.6. Neka je I CR. Za funkciju f: I — R sljedeée tvrdnje su ekvivalentne

i) fje W-konveksna na I;

i) za sve a,b € I it €|0,1], vrijedi sljedeca nejednakost
f((I=t)a+tb) + f(ta+ (1 —1)b) < f(a) + f(b).

Prethodni teorem motivira sljede¢u klasu funkcija.

Definicija 2.10. Funkcija f: I — R, I C R, je Wright-kvazi-koveksna ako za sve x,y € I
i svako t € [0, 1], vrijedi nejednakost

%[f(tfc + (1 =t)y) + f((1 =)+ ty)] < max{f(x), f(y)}. (2.6)

Klasa Wright-kvazi-konveksnih funkcija na I, u oznaci WQC(I), sadrzana je u klasi W (1)
Wright-konveksnih funkcija na I. Sljede¢i teorem povezuje klase W-kvazi-konveksnih funk-
cija i J-kvazi-konveksnih funkcija, a njegov dokaz se moze pronaéi u |4} str. 80-81].

Teorem 2.7. Neka je I CR. Tada vrijedi sljedece

WQC(I) C JQC(I).

YEdward Maitland Wright (1906-2005), engleski matematicar.
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3 Nejednakosti

U ovom poglavlju razmotrit ¢emo odredene nejednakosti potrebne za daljnje razumijevanje
rada. Osnovne sredine brojeva neizostavni su dio ovoga rada, stoga ih je potrebno definirati.

Definicija 3.1. Neka su a = (a1,...,a,) ¢ w = (wy,...,w,) n-torke pozitivnih realnih
brojeva, te W,, = > " w;. Tada je

i) Aritmeticka sredina brojeva ay, ..., a, $ teZinama wy, ..., w, definirana izrazom
S wiag Fwaag + - A Wiy
Ap(a;w) = ;
Wi,
ii) Geometrijska sredina brojeva ay, ..., a, s teZinama wy, ..., w, definirana izrazom
1
. O w1 w2 w
Gn(a;w) == (af* - ay? - . ..apm) Vo .

Ove sredine se ¢esto koriste u numerickoj analizi i ostalim podru¢jima matematike. Jednos-
tavna poveznica izmedu njih dana je u sljede¢em teoremu.

Teorem 3.1 (AG nejednakost). Neka su a = (ay,...,a,) i w = (wy,...,w,) n-torke
pozitivnih realnih brojeva, te W, = > ", w;. Tada vrijedi sljedeéa nejednakost

Gn(a;w) < A, (a;w).

Napomena 3.1. Postoji nekoliko vrsta dokaza prethodnog teorema. Jedan od mogucih pris-
tupa je koristenjem matematicke indukcije. Owvaj se dokaz u literaturi moZe pronaci kao
Cauchyev dokaz AG nejednakosti. Najelegantnijim dokazom se ipak smatra dokaz pomocu
Jensenove nejednakosti (vise o njoj moze se pronaci u [4, str. 43-45]).

Sljedeca tvrdnja koju ¢emo ovdje iskazati je jedna od najvaznijih matematickih nejednakosti
u matematici i statistici. Vise o njoj zainteresirani mogu pronaéi u [I1, str. 43-63].

Teorem 3.2 (J ensenovem integralna nejednakost). Neka je f integrabilna funkcija defi-
nirana na |a, b] te neka je ¢ (ne nuzno) neprekidna konveksna funkcija definirana na [m, M|
gdje je m =inf f 1+ M = sup f. Tada vrijedi

o (5 [ 1) < 1 [ vt 1)

Konacno, oznaka L”[a,b] za 1 < p < oo predstavljat ¢e nam prostor svih funkcija f : [a, b] —
R takvih da je |f|P R-integrabilna funkcija, tj. takvih da p-norma tih funkcija zadovoljava

£l = ( / b |f<x>|pdx)’l” <.

IJohan Ludwig William Valdemar Jensen (1859-1925), danski matematicar.

10
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4 Hermite-Hadamardova integralna nejednakost

Nakon sto smo predstavili vazne karakteristike konveksnosti, mozemo iskazati jednu od naj-
poznatijih nejednakosti u matematici za konveksne funkcije. Prije nego Sto ju iskazemo, valja
se prisjetiti racunanja odredenih integrala, pa navedimo dobro poznatu formulu.

Teorem 4.1 (Newton**} LeibnizovdT| formula). Neka je f : [a,b] — R neprekidna na
[a,b] i neka je F primitivna funkcija od f. Tada vrijedi Newton-Leibnizova formula

/ F@)dz = F(b) — Fla).

Teorem 4.2 (Hermite-Hadamardova nejednakost). Neka je f : [a,b] — R konveksna
funkcija na |a,b]. Tada vrijedi

1550 <ty [ e < TSI oy

Dokaz. Zbog konveksnosti funkcije f na [a, b, vrijedi

flta+ (1 =1)b) < tf(a) + (1 —1)f(b),

za svako t € [0, 1]. Integriramo li tu nejednakost po varijabli ¢ na [0, 1], slijedi

/Olf(taJr(l—t)b)dtSf(a) /OltdtJrf(b) /01(1—t)dt.

Zbog
1 21
/tdt:t— :1,
0 20, 2
1 AR
1
/(l—t)dt:(t—t—) !
0 2/, 2
vrijedi
fla) + f(b)

p= b g T
Ca-—b a—0b
t=0=x=0

t=1=x=a.

Odatle dobivamo

1 b
/Of(ta—l—(l—t)b)dt:bia/a F(2)da.

**Isaac Newton (1642-1717), engleski fizicar, matematicar i astronom.
" Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716), njemacki filozof, matematicar, fizicar i diplomat.

11
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Time smo pokazali kako je

i [ o <TI0, (42)

Sto je zapravo drugi dio nejednakosti (4.1]). Zbog konveksnosti funkeije f slijedi

[f(ta+ (1 =8)b)+ f((1 —t)a+tb)] > f [ta +(1- t)b—g (1—t)a+ tb]

_7fra+b_¢b+a_¢a+tﬂ

)

Integriramo li tu nejednakost po varijabli ¢ na [0, 1], dobivamo

f (a;b) < % {/Olf(tajt(l—t)b)dt%-/Olf((l—t)a+tb)dt}
_ 1 ’

To dokazuje prvi dio nejednakosti (4.1). Sada iz (4.2)) i (4.3) slijedi trazena nejednakost
(4.1)), ¢ime je i dokazan teorem.

1
2

(4.3)

O

Ono sto prethodni teorem zapravo predstavlja jest procjena srednje vrijednosti konveksne
funkcije u odnosu na gornju i donju medu. Klasi¢ne nejednakosti tog teorema poboljsane
su i generalizirane na mnogo nac¢ina. Sljeded¢i rezultat predstavlja generalizaciju prvog dijela
Hermite-Hadamardove integralne nejednakosti (vise o tome moze se pronaci u [7]).

Teorem 4.3. Neka je f : I — R, I C R, konveksna funkcija na I 7 a,b € Int I takvi da je
a <b. Tada za svako t € [a,b] i X € [f’, fi] vrijedi nejednakost

f(t)ﬂ(%b—t)_b_a/f (4.4)

Dokaz. Neka je t € [a,b]. Za svako X\ € [f", f1] vrijedi sljede¢a nejednakost (dokaz ove
tvrdnje nalazi se u [I1}, str. 5])

flx) = f{t) = Mz = 1),

za svaki x € [a, b]. Integrlramo li ovu neJednakost na [a, b] po varijabli 2 dobivamo

/abf(a;)dxz(b—a)f(t)+)\(b—a) (“;b—t)

12
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Pomnozimo li prethodnu nejednakosti s ﬁ > 0, slijedi

()+)\(a+b t)

sto dokazuje tvrdnju (4.4)).
O

a+b

Napomena 4.1. [z prethodnog teorema za t=4> dobivamo pruvi dio Hermite-Hadamardove

nejednakosti (4.1)).

Uz pretpostavku da je funkcija f diferencijabilna na (a,b), istaknimo jo$ jednu ocjenu arit-
meticke integralne sredine te funkcije.

Teorem 4.4. Neka je f: I — R, I C R, konveksna funkcija na I i a,b € Int I takvi da je
a <b. Tada za svako t € [a,b] vrijedi sljedeca nejednakost

’ f@) 1 bf(b) —af(a) — t(f(b) — f(a))
b—a/af(x)dx§7+§. b—a '

(4.5)

Dokaz. Bez smanjenja opéenitosti, pretpostavimo da je funkcija f diferencijabilna na (a,b).
Stoga mozemo napisati nejednakost

f) = fl@) = (¢t —2)f(2),

za sve t,x € (a,b). Integriramo li tu nejednakost po z na [a, b] dobivamo
b b
[ s~ fpde = [ (¢~ ap@)aa

/abf(t)dx—/abf(x)dxz/abtda:—/abxf’(x)dx
t)-x\Z—/bf(x)det-x|Z—/abxf’(x)dx

b
(b—a)f /f Ydx > t(f(b) — f(a)) — /xf’(x)dx (4.6)

Parcijalnom integracijom dobije se

[t e
—bf(b) — af(a /f

Sada iz nejednakosti (4.6 slijedi

(b—a)f(t) —t(f(b) = fla)) + bf(b) — af(a) = 2/ f(x)d

sto je ekvivalentno sa trazenom nejednakoséu (4.5]).

13
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Kao primjedbu iskazat ¢emo ¢injenicu koja je posljedica prethodnog teorema, no zbog
slozenosti dokaz ne navodimo.

Napomena 4.2. Uz prethodne pretpostavke i uvjet 0 < a < b, vrigedi sljedeca nejednakost
1 b
5 [ @) < min (M(a.8). Na,b),0(a. b)), (47)

gdje su

Mab) i L {f( 2ab ) | bF ) +af(a)] |

2 a+b b+a

. Vbf(b) + Vaf(a)|
N(a,b).—§[f<\/a_> Vit va ]

O(a,b) ::}{f <a+b>+f( )+f(a)}_

2 2 2

Dokaz nejednakost za O(a, b) napravio je Bullen 1978. godine i moze se pronaci u [11],
str. 140], a dokaz iste nejednakosti za N(a, b) objavio je Sdndor 1988. godine u [12]. Jedan
od najvaznijih rezultata daje nam profinjenje drugog dijela Hermite-Hadamardove integralne
nejednakosti, a izrecen je sljede¢im teoremom.

Teorem 4.5. Neka je f: 1 — R, I CR, konveksna funkcija, a,b € Int I takvi da je a <b i
z; € [a,b],w; >0, te W,, :=>""  w; > 0. Tada vrijedi

bia/a f($)d$§%{Win;wif(l'i)+ﬁ[(b—q))f(b)—|—(q)_@)f(a>]}

_ f@)+ 76
- 2

(4.8)

gdje je
1 n
Wa i=1

Dokaz. Bez smanjenja opéenitosti, pretpostavimo da je funkcija f diferencijabilna na (a, b).
Za svaki x,y € (a,b) vrijedi

fy) = flx) > f'(x)(y — ).

Dodatno je
fla) = fx) = fl(x) (@i — @),

za sve i € {1,...,n}. Integriramo li prethodnu nejednakost po x na [a,b] dobivamo

/fo dx—/f dx>/ if’(x)dx—/abxf’(x)dx

b
(b—a)f(z) / f(@)dr > w(F(b) — fla)) — / £ f (2)de

a

Iskoristimo li veé dokazani indetitet

e (@)de = b ) — af()— [ fGo
/ - [ s

14
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onda je

Dakle,
b .
b ’ a/a f(@)dz < f(:) = 3=—(f(b) = f(a)) + ﬁ(bf(b) — af(a))
— flz;) — xi(f(z)_—af(a)) N bf(b)b:zf(a)
_ ) + GBI O) + (i — @) (o)

b—a

Preostaje nam pomnoziti prethodnu nejednakost sa w; > 0 i sumirati po 7 od 1 do n. Time
smo pokazali da je

b n
o [ ks < 3 wsta) + - 90+ 0 - o)

sto je upravo prvi dio nejednakosti (4.8). Kako bismo pokazali ostatak teorema uvedimo
sljedece supstitucije

b— ZT; . r; —a
A= b—a PO
gdje je z; € [a,b], zai € {1,...,n}. Pretpostavili smo da je funkcija f konveksna i o¢ito je
A+ 1= 1. Zbog toga prema (2.1)) vrijedi
b—x; T, — a
0 + 05 0) > f )
zasve i € {1,...,n}. Analognim mnozenjem i sumacijom kao u prvom dijelu dokaza, slijedi
1 1 <
(0= D))+ (@~ )] > > wf(r), (4.9
" oi=1
Nadalje, dodamo li toj nejednakosti sa obje strane
1
(b= @)1(0) + (2~ a)f(a),
dobivamo
LS wf(@) + (= )F(b) + (0~ a)f(a)
— Y wif(x;)+ —[(b— —a)f(a
W, — b—a
1
< (b= @) () + (@~ a) () + (b~ ) (B) + (B — ) f(a)

= (@) ~ ©F(a) + BF() — af(5) + b(E) — BF() + Bf(a) — af(@)
= fla) + f(b).
Time je nejednakost u potpunosti dokazana.

15



Hermate-Hadamardova nejednakost

Nejednakost (4.9) u literaturi pronalazimo pod nazivom Lah-Ribari¢eva nejednakost (vise o
ovoj nejednakosti zainteresirani mogu pronadi u [9, str. 9]). Izravna posljedica Teorema
izreCena je sljede¢im korolarom.

Korolar 4.1. Neka vrijede pretpostavke Teorema i neka je t € [a,b]. Zax; =1, 1 €
{1,...,n}, vrijedi sljedeéa nejednakost

f(t) L bf() —af(a) = t(f() = fa) _ fla) + F(D)
2 2 b—a - 2 '

Vise ocjena Hermite-Hadamardove integralne nejednakosti za konveksne funkcije moze se
pronadi u [5].

16
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4.1 H.-H. nejednakost za log-konveksne funkcije

Povezali smo log-konveksne funkcije s konveksnim funkcijama. Stoga je prirodno pokusati
prosiriti Hermite-Hadamardovu integralnu nejednakost na ovu klasu funkcija. O tome upravo
govori glavni rezultat ovoga poglavlja, a vezan je uz ocjenu prvog dijela H.-H. nejednakosti.

Teorem 4.6. Neka je f: 1 — R, I CR, gdje je R := (0,00), log-konveksna funkcija na
1. Ako su a,b € I takvi da je a < b, tada vrijede sljedece nejednakosti

/ <a * b> < eﬁ f;hlf(x)dx
2 —_

1 b
< G(f(x), fla+b—x))dx

- b—a/ Ut
< L(f(a), f(b)),

gdje je G(a,b) geometrijska sredina i L(a,b) logaritamska sredina brojeva a i b definirana

12razom )
o lnb:lana’ a % b
L(a,b) : { o b

(4.10)

Dokaz. Iskoristimo li Hermite-Hadamardovu nejednakost (4.1) za konveksnu funkciju In f
dobivamo sljede¢u nejednakost

In f(CH—b) < bia/blnf(:c)d:c

iz koje ocito slijedi prvi dio nejednakosti (4.10]). Integracijom jednakosti

G(f(2), fla+b—z))) = e™CF@).flatb=2)))

na intervalu [a,b] 1 primjenom Jensenove integralne nejednakosti (3.1]) za eksponencijalnu
funkciju, slijedi

b b
: / G(f(a:>,f(a+b—m))dx:bl / M(G(f (@), flatb=2))) 4.

b—a —a
% f In[( x),f(a+b—z))]dx
B ﬁfa <lnf x)+ln2f(a+bx)>dm

eﬁ(fab lnf(:c)dz+f: In f(a—|—b—a:)d:c)'

Lako se pokaze identitet

b b
/1nf(a+b—x)d:r:/ In f(z)dx

pa je
1
b—a

b
/G(f(x)af(a+b—$))d$>eb af In f(x

17
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Prema veé¢ dokazanom prvom dijelu nejednakosti (4.10]), vidimo da vrijedi

bia/ab@f(x),f(wb—x))dx > f (31))

Dakle, i druga nejednakost u (4.10)) je dokazana. Prema AG nejednakosti je

f@)+ fla+b—x)
5 :

G(f(x), fla+b—x)) <

za sve x € [a,b]. Nadalje, neka je F' primitivna funkcija od f. Vrijedi

—Fla+b—x) :F(b)—F(a) 1 /f(x)dx

1 b
mlf(a+b—$>d$: b—a,

b—a :b—a

pa je i b
i [ Gt fla b= oyt < [ fayan

To dokazuje treé¢u nejednakost u (4.10)). Kako bismo pokazali posljednju nejednakost, isko-
ristit ¢emo definiciju log-konveksnosti funkcije f. Integriramo li (2.2)) uz supstituciju z = a
iy =0pot, dobivamo

Sada kako je

/af(taJr(l—t)b)dt—bia/a f(w)dz

Ho)
= f0) |7

In %)
= L(f(a), (b)),

tvrdnja je dokazana. O

Prethodni teorem i njegov dokaz mogu se naéi u [4, str. 71-73]. Autori Dragomir i Mond
dokazali su vise ocjena H.-H. integralne nejednakosti za log-konveksne funkcije u [6].

18
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4.2 H.-H. nejednakost za Godnova-Levin klase funkcija

Kao sto smo ve¢ spomenuli, sve nenegativne konveksne funkcije pripadaju Godnova-Levin
klasi funkcija. Ta ¢injenica nam govori kako ima smisla traziti ocjene Hermite-Hadmardove
integralne nejednakosti za takve funkcije. Istaknut ¢emo dva vaznija rezultata, a prvi od
njih dan je u sljede¢em teoremu.

Teorem 4.7. Neka je f € Q(I), I CR, a,b € I takvi da jea <bi f € L'[a,b]. Tada vrijedi

sljedeca nejednakost
a+b 4 b
< dx. 4.11
H("57) <52 [ o (1.11)

Konstanta 4 u (4.11)) je nabolji moguéi izbor.

Dokaz. Kako je f € Q(I), za sve x, y € I (uz A = 3 u nejednakosti ([2.3)) vrijedi

2 (w) + F) > f ( “’)

Supstituiramo li
r=ta+ (1 —1t)b

y=(1—t)a+1tb,

dobivamo

2(f(ta+ (1 —t)b) + f(1 —t)a+1tb)) > f (ta +(1- t)b—; (1—t)a+ tb)

(ta+b—tb+a—ta—|—tb)
2

f (a;b). (4.12)

Nadalje, integriramo li (4.12)) po ¢ € [0, 1], slijedi

Ufta+ (1—1)b dt+/f 1—ta+tb)dt]>f(a+b)

Lako se pokaze da vrijedi

/fta+ (1—t)b)dt = /f (1 - t)a + th)d b—a/f

pa dobivamo trazenu nejednakost (4.11]). Pokazimo sada ostatak teorema. U tu svrhu
definirajmo funkciju

v
~

v

Jednostavno se provjeri kako se za tu funkciju u (4.11)) postize jednakost. Dakle, 4 je zaista
najbolja moguca konstanta.
m

19



Hermate-Hadamardova nejednakost

Kako bi smo pokazali drugu, mnogo precizniju ocjenu H.-H. nejednakosti za ovu klasu funk-
cija, upoznajmo se najprije sa klasom P(I) C Q(I).

Definicija 4.1. Kazemo da funkcija f : I — R, I C R, pripada klasi P(I) ako je nenegativna
1 zadovoljava sljedece

fltw + (1= 1)y) < f(x) + f(y), (4.13)
za sve x,y € 1, t € [0,1].

Valja uociti da se klasa P([) sastoji samo od nenegativnih funkcija koje zadovoljavaju

[tz + (1 —t)y) < max{f(z), f(y)},

za sve x,y € I isvako t € [0,1].

Teorem 4.8. Neka je f € P(I), a,b € I takvi da je a < b i f € L'[a,b]. Tada vrijede
sljedece nejednakosti

1("57) = 525 [ #tas <2700 + 0. (1.14)

Obje nejednakosti su najbolje moguce.

Dokaz. Uvedemo li u nejednakost (4.13)) sljedece supstitucije varijabli

=+ (1—\)b;

y=(1—=X\)+ A\
1
=3

vidimo kako za svako A € [0, 1] vrijedi

¥ (a;b> < f(Aa+ (1= A)b) + f((1 = N)a+ Ab).

Integracijom prethodne nejednakosti na [0, 1] dobivamo sljedeée

f(a;b> g/o [f(Aa+ (1= A)b) + f((1 = A)a+ Ab)]dA.

Vec smo rekli kako je

/an+1— b)dA = /f ((1 = A)a—+ Ab)d

iz ¢cega slijedi prvi dio trazene nejednakosti (4.14). Uocimo kako se ovdje jednakost postize

za funkciju
0’ a < T < a+b
f(l')—{ , a+b§x§b

Kako bismo dokazali drugi dio nejednakosti (4.14]) takoder ¢emo iskoristiti nejednakost (4.13)),
ali uz zamjenu x = a i y = b. Sada je

flta+ (1 =1)b) < f(a) + f(b).
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Integriramo 1i tu nejednakost po ¢ na [0, 1], dobivamo

/fta—l— (1—1)b dt</f dt+/f
)+

f(b)
Dakle,

b
= | 1@ < s + 1),

sto je drugi dio nejednakosti (4.14)). Slucaj jednakost vrijedi za funkciju

0, r=a
f(x):{ 1, a<z<hb.

?

Prema tome, obje nejednakosti su najbolje moguce. Time je dokaz dovrsen.

21



Hermate-Hadamardova nejednakost

4.3 H.-H. nejednakost za kvazi-konveksne funkcije

Svaka konveksna funkcija je kvazi-konveksna, pa je logi¢no pitati se mozemo li Hermite-
Hadamardovu integralnu nejednakost primjeniti na klasu kvazi-konveksnih funkcija. O tome
govori glavni rezultat ovoga poglavlja. On ocjenjuje prvi dio H.-H. nejednakosti, te je iskazan
u sljede¢em teoremu.

Teorem 4.9. Neka su a,b € I, I C R, takvi da je a < b. Ako je f € JQC(I)( L'|[a,b],

onda vrijeds

f (a;b) < bia/a f(x)dx—i—D(a,b), (4'15)
gdje je 1 b
Q(b_a)/a |f(z) — fla+b—x)|dz.

Dokaz. Kako je f J-kvazi-konveksna na I, prema Definiciji 2.6] za sve x, y € I vrijedi

D(a,b) :=

P55 < maxro), 1)

Iskoristit ¢emo sljedece

f(@) + £) + 1) = f )]

max(f(2). / (1)} = 5

Prethodna tvrdnja se lako pokaze, jer u slucaju da je

max{ f(z), f(y)} = f(x)
dobivamo

f@) + ) +1f(=) = f@ _ f) + fy) + F@) = fly) _ 2f(2)
2 2 2

Analogno se pokazuje za slucaj

max{f(z), f(y)} = f(y)-

Iz toga slijedi

T4y f(@) + fly) +[f(z) = fy)]
f(T) = > -

Uz supstituciju
r=ta+(1—-t)bel

y=(1—t)a+tbel,
za t € [0, 1] vrijedi

f <a+b> < 1[f(m+ (1 —=1)b) + f((1 —t)a+1tb)

2
+|f(ta+ (1 =t)b) + f((1 —t)a + tb)]].

[\

(4.16)
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Integriramo 1i nejednakost (4.16)) po t na [0, 1] dobivamo

/ (a;b) < % Uol f(ta+ (1 —t)b)dt + /Olf((l—t)a—i—tb)dt}

+§AHﬂm+a—wm+ﬂu—wa+wwt

Kako znamo da vrijedi

b 1 1
bia/ f(m)da::/o f(ta+(1—t)b)dt:/0 F((L = t)a+ th)dt

i uz supstituciju

r=ta+ (1—1)b,
slijedi

- /01 Flta+ (1= 1)) — F((1—t)a+ tb)|dt

fla+b—2x)|dx.

Dakle,

a+b b
f< ;_ >§%~2-bia/f(:c)dx+

_b— /f d.r—l—

D(a,b) := /|f fla+b—x)|dx
nejednakost (4.15)) je dokazana.

/\f fla+b—z)|dx

/ \f(z) — fla+b—x)|dz

1 uz oznaku

]

Kona¢no, iskazat ¢emo ocjenu H.-H. nejednakosti za klasu Wright-kvazi-konveksnih funkcija.

Teorem 4.10. Neka je f: 1 — R, I C R, Wright-kvazi-konveksna funkcija na I. Neka su
a,b € I takvi da je a < b i f € L'[a,b]. Tada vrijedi sljedeéa nejednakost

1 b
5o [ fa)ds < max{r(a), F0)) (4.17)
Dokaz. Prema Definiciji za svako t € [0, 1] vrijedi
%[f(ta + (1 =1)b) + f((1 = t)a + tb)] < max{f(a), f(0)}.

Najprije, integriramo ovu nejednakost po ¢ na [0, 1]. Imamo

/01 St (1= 0)0) + F((1 — t)a+ tD)]dt < /01 max{f(a), £(b)}dt.
Iskoristimo li identitet
T a/ Ut

/fta+ (1 —=t)b)dt = /f (1 —t)a+tb)d

dobivamo trazenu nejednakost -
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4.4 H.-H. nejednakost za s-konveksne funkcije

Devedesetih godina prosloga stolje¢a matematicari H. Hudzik i L. Maligranda poopc¢ili su
pojam konveksnosti uvodeci s-konveksne funkcije. U ovom poglavlju dokazat ¢emo da i za
s-konveksne funkcije vrijedi Hermite-Hadamardova integralna nejednakost. Takoder, proucit
¢emo razne ocjene koje iz nje proizlaze.

4.4.1 Orliczove funkcije

U sljedeé¢em teoremu dan je opci oblik prvog dijela Hermite-Hadamardove integralne nejed-
nakosti za s-konveksne funkcije u prvom smislu.

Teorem 4.11. Neka je f: Ry — R s-konveksna funkcija u prvom smislu za s € (0,1). Ako
su a,b € Ry takvi da je a < b, tada vrijedi sljedeéa nejednakost

b
f (a - b) <Y [ s (4.18)

Dokaz. Ako u (2.4]) izaberemo a = 8 = -, onda je a® + 3° = 1. Dakle, za sve z,y € R}

vrijedi
; <x+y) 2 J@+ )

2: )~ 2
Stavimo li u gornju nejednakost
r=ta+ (1—1)b
= (1 —t)a+tb,

dobivamo

IN

%[f(ta + (1= 1)b) + f((1 —t)a + tb)]

(ta+(1—t)b+(1—t)a+tb
d 2%

IN

%[f(ta + (1 =)b) + f((1 —t)a +tb)]

ta+b—tb+a—ta+1tb
f 5T

f(“;” < Slf(ta+ (1= 0) + £~ a+ )],

za svako t € [0, 1]. Integriramo li gornju nejednakost po varijabli ¢ slijedi

/1]‘ <a+b> dt < /1 %[f(ta+ (1—=t)b) + f((1 —t)a +tb)]dt

< % Uol Flta+ (1 —t)b)dt + /01 F((1=a+ tb)dt] .

Zmnamo da vrijedi

/fta+ (1 —1t)b)dt = /f (1 —t)a+tb)d b_a/f
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pa je

a+b 1 1 b
f( » )s;z-m/a f(z)dz,

sto je upravo trazena nejednakost (4.18]).
O

Sljededi rezultat je vrlo slican i predstavlja generalizirani oblik drugog dijela Hermite-Hadamardove
integralne nejednakosti.

Teorem 4.12. Neka je f: Ry — R s-konveksna funkcija u prvom smislu za s € (0,1). Ako
su a,b € Ry takvi da je a < b, tada vrijedi nejednakost

/1 flta+ (1 —t%)b)d(t)dt < M (4.19)
gdje je .
o) = [1 F— )it e (0,10, (4.20)

Dokaz. Iskoristimo Definiciju [2.7] za

W =

a=t i pf=010-t)s, te]l0,1].
Tada vrijedi
aS _"_ 55 — 1
flta+ (1= )7b) < #'f(a) + (1= ) (),
za svako t € [0, 1]. Na analogan nacin se za svako t € [0, 1] dobije i
FI(1L=#)a+1th) < (1= ) f(a) + £ £ (b).
Zbrojimo li prethodne dvije nejednakosti i pomnozimo sve sa % dobivamo

% [f (ta+ (1 —tS)%b> + f ((1 —tg)%athb)] < fla) + /) ; f(b)-

Integriramo i ovu nejednakost po t na [0, 1], slijedi

% Uolf (ta+ (1= 1)%) dt_|_/01f (1) a+ ) dt} < M (4.21)

Uvedimo sljede¢u oznaku
1

w:=(1-1t%=, tel0,1].
Odatle je

W |

t=(1—u’)
i vrijedi
dt = é (11— us)%_1 (—su*H)du
=—(1- us)%_lu‘g_ldu,
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gdje je u € (0,1]. Nakon zamjene varijable ¢ slijedi

0

/0 f ((1 — ts)%a+tb> dt = —/1 f (ua +(1— US)%b> (1- us)%—lus—ldu

1

- /01 / (ua + (1 — Us)§b> (1 =)t du.

Neka je sada t € (0, 1]. Iskoristimo li nejednakost (4.21]) dobivamo
1]/ ) 1 1 1
5 |:/ f (ta + (1—t5)§ b) dt + / f (ta + (1 _ ts);b) (1 . ts)51t81dt:|
0 0

%/01 =) e g (e (- )R0) at
_ Ha)+ 50
>

Uz oznaku )
I(t) := 3 [1 +(1— tS)%—lts—I] :

smo pokazali da vrijedi (4.19)), ¢ime je i dokazan teorem.
O

Navest ¢emo nekoliko posljedica prethodnih teorema ¢iji se dokazi u cijelosti mogu pronaci
u [4], str. 90-93].

Korolar 4.2. Uz pretpostavke Teorema[{.11], vrijede sljedece nejednakosti

f<a£b> §/01f<a£b [H—(l—ts)l)dt

< /1 f <ta+ (1- tS)%b) 9(t)dt,

=

@

gdge je ¥ definiran sa (4.20)).

Korolar 4.3. Neka je [ : Ry — R s-konveksna funkcija u prvom smislu za s € (0,1). Ako
su a,b € Ry takvi da je a < b, onda vrijedi sljedeée

()= Lo (o)
< /1f (ati +b(1 —t)%> dt
S+ f®)

- 2

Konacno, sljededi rezultat predstavlja gornju granicu za integralnu sredinu s-konveksne funk-
cije u prvom smislu.
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Teorem 4.13. Neka je f: Ry — R s-konveksna funkcija u prvom smislu za s € (0,1). Ako

je integral

/aoo o f(z)dz

konacan i 0 < a < b, tada vrijedi sljedeca nejednakost
1 b S 2s 25 o0 s+1
— | flx)dzx < 0 [alfs + blfs} o1 f(x)dx
—-a /, -5 a

Dokaz. Zbog s-konveksnosti funkcije f na Ry, vrijedi

(Bt (1= 0rw) <) + (1 - 6)f(w),
za svako t € [0,1] i v,w > 0. Uvedimo sljedece supstitucije

v=t"va, te(0,1]

w=(1-1t)"%b, tel01).
Tada iz prethodne nejednakosti slijedi

w |-

f<t%-t1’§a+(1—t) (1—t)t ) <tFERa) + (1 — B f((1— 1) 4
FEas (1= <t (£70a) + (-0 (- 6)'7)
flta+ (1—=t)b) < tf (tl—%a> +(1-t)f ((1 — )l ) ,

za svako t € (0,1). Integracijom nejednakosti (4.23)) po ¢ dobivamo

1 flta+ (1= t)b)dt < /ltf (tl—%a) dt + /1(1 —t)f ((1 - t)l—%b) dt.

Iskoristimo li identitet koji smo prethodno spomenuli

/fta+ (1—1)b —a/f

b 1 ) 1 X
- f@)dxg/ tf (tl—za) dt+/ (1-t)f <(1—t)1‘€b> dt.
a 0 0
Pokazimo sada kako je integral
tf (t'5a) at
o ()

slijedi

konacan. U tu svrhu neka je

Tada je
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Dakle,

s

h a:sﬂf(x)dx < 00. (4.24)

I
—_

| | »
w

Q

=

L
Q\

Prema tome, integral je konacan. Na analogan nacin se dobije i

/01(1 —t)f <(1 — t)l—% ) dt = : 5 S /aooxiﬂf(x)dx < 0. (4.25)

— S

Sada iz (4.24)) i (4.25)), slijedi trazena nejednakost (4.22]).

Dokaz prethodnog teorema moze se pronaci u [4], str. 92-93].
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4.4.2 Brecknerove funkcije

U prethodnom smo poglavlju razmatrali ocjene Hermite-Hadamardove integralne nejedna-
kosti za s-konveksne funkcije u prvom smislu. Sada ¢emo to isto uciniti za s-konveksne
funkcije u drugom smislu. Ovaj rezultat, kao i brojne druge, objavili su autori Hudzik i
Maligranda u [§].

Teorem 4.14. Neka je f : Rf — R s-konveksna funkcija w drugom smislu, s € (0,1) i
a,b € Ry takvi da je a < b. Ako je f € L'[a,b], tada vrijedi

251 f (“*b) < bia /abf(x)dx <)+ /b (4.26)

2 s+1
Dokaz. Prema Definiciji [2.8) za svako t € [0, 1] vrijedi

flta+ (1 —1)b) < f(a) + (1 —1)°f(b).

Integriramo 1i ovu nejednakost na [0, 1], dobivamo

/Olf(ta+(1—t)b)dt§ f(a) /01 #dt + f(b) /01(1—t)3dt

= st~ (E) s (F4S2T

0 s+1
fla) + f(b)
s+1

1

0

Otprije znamo kako za
r=ta+ (1 —1t)b

vrijedi

1 b
/0 f(ta+ (1 —t)b)dt = bia/a f(x)dz.

Time je drugi dio nejednakosti (4.26) dokazan. Kako bi smo dokazali prvu nejednakost u
(4.26]), uocimo da za sve x,y € I vrijedi

p(2) < i)

Sada za
r=ta+ (1—1)b

y=(1—t)a+1tb,
gdje je t € [0, 1], dobivamo

a+b\ _ f(ta+ (1—1)b)+ f((1—t)a+tb)
L

vVt € [0,1].

Integracijom prethodne nejednakosti po ¢ na [0, 1] slijedi

/Olf(a;rb) dtS%Uolf(er(1—t)b)dt+/olf((1—f)“+tb)dt

a+b 1 I
< . dx.
f( 2 )—231 b—a/aﬂx)x
Dakle, nejednakost (4.26]) je u potpunosti dokazana. ]
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5 Primjene H.-H. nejednakosti

U ovome poglavlju ¢emo pokazati kako se razne algebarske nejednakosti mogu uspjesno
pokazati primjenom Hermite-Hadamardove integralne nejednakosti, ukoliko se stvore uvjeti
za tu primjenu. To ¢emo demonstrirati na nekoliko primjera koji se mogu pronaéi u [10].

Primjer 5.1. Za funkciju f : R — R zadanu s

1
f@) =
vrijedi - .
A g < log(1l + z) <x—m.
Kako bismo to pokazali uocimo da je funkcija f konveksna zbog
2
f(z) = (ESE > 0.

Neka je

Tada vrijedi

oy SO0 1
T 1

T2 {1—{_ 1+£L':|

T 2(1+a)

pa zbog Hermite-Hadamardove nejednakosti (4.1)) slijedi trazZena nejednakost.

Napomena 5.1. Prethodni primjer implicira opcenitiju nejednakost. Za svaki pozitivan
prirodan broj n vrijedi

<In(n+1) -1 <1 1+ !
n\n —1mn — | — .
2\n n—+1

n -+ %
Kako bismo to pokazali dovoljno je iskoristiti Hermite-Hadamardovu nejednakost (4.1)) za
konveksnu funkciju f(x) = i, x > 0, na intervalu [n,n + 1], gdje je n > 0. Vaznost te

nejednakosti je u tome Sto se primjenjuje u dokazu Stirlingov@ formule

n+l
nl~V2r-nz e ™

H James Stirling (1692-1770), kotski matematicar.
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Sljede¢i primjer je dokaz odnosa izmedu geometrijske, logaritamske i artimeticke sredine
brojeva. Vise o njihovim odnosima moze se pronadi u [2].

Primjer 5.2. Za eksponencijalnu funkciju f: R — RT,
f(z) =¢"

vrijedi
(a+b) €b — el _ e + eb
e 2
b—a 2

za a,b € R takve da je a #b. Iz Hermite-Hadamardove nejednakosti (4.1)) uz zamjenu

a=Inzx 1+ b=Iny,

vrijeds
_ 111\/@: lnz-;lny < .I'—y < £E+y
Ey=e ‘ Inz —Iny 2 7

za x,y € RT takve da je x # 1.

Hermite-Hadamardova integralna nejednakosti primjenjuje se i u Choquetovoﬂ teoriji, o
kojoj se detaljnije moze procitati u [10].

5.1 Kwvadraturne formule

Prirodno je razmisljati o povezanosti Hermite-Hadamardove integralne nejednakosti i razlicitih
formula u matematici. Osobito su zanimljive kvadraturne formule za numericku aproksima-
ciju konac¢nih integrala. Izdvojit ¢emo dvije vaznije kvadraturne formule, te njih povezati
povezati sa H.-H. nejednakosé¢u. U nastavku se koristi teorija Gaussovih@ kvadraturnih
formula o kojoj se detaljno moze pogledati u [3].

Definicija 5.1. KaZemo da je funkcija f : [a,b] — R klase C?([a,b],R), p > 1, ili p-puta
neprekidno diferencijabilna onda i samo onda ako sve parcijalne derivacije do ukljucivo p-tog
reda postoje i neprekidne su.

Teorem 5.1 (Trapezna formula). Za funkciju f € C*([a,b],R) vrijedi sljedeca kvadra-
turna formula

L fla+fo) 1 ", (b—z)(r—a)
b_a/af(x)dm: 5 _b—a/af(x) 5 dz.

Dokaz. Dva puta parcijalnom integracijom funkcije f € C?([a, b],R) dobivamo

L / ) - L0,

- /b f’(x)a:dx]

_ 1& [b'f(b)Qf(a)jLa.f(b)Qf(aa)/abf’(x)xd:)s]

PGustave Choquet (1915-2006), francuski matematicar.
¢ Carl Friedrich Gauss (1777-1855), njemacki matematicar.
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- /f (Hb x)dl}

— i @ (o “;b—ézﬂ)Z—/jf”(x)(x-“;b—%
- rog - e - [ rw (s 5t - )l
:bia /f” (——xa;—bjL%a:Q)dx]

/ Pz 2(”“" — ) g

T b—a a

el

O

Napomena 5.2. U slucaju da je f” > 0, tada prethodna kvadraturna formula predstavija
drugi dio Hermite-Hadmardove integralne nejednakosti (4.1)).

Drugi primjer kvadraturne formule dan je sljede¢im teoremom.

Teorem 5.2. Za funkciju [ € C*([a, ], R) vrijedi

b_a/f :%{() 3f<3a+b)+3f(az3b)+f(b)]
—b_a/a ) ()0 (x)dx

gdje je 0 po dijelovima nenegativna funkcija takva da je

1 b (b—a)!
b—a/a blo)de = 550

Prethodna kvadraturna formula daje precizniju ocjenu drugog dijela Hermite-Hadamardove
nejednakosti. Detaljnije o njezinim ocjenama i samoj kvadraturnoj formuli moze se pronaci
u [10].

Korolar 5.1. Za funkciju f € C*([a,b],R), uz wvjet da je f% > 0, vrijedi sljedeca nejed-

nakost
/abf(:c)d:c < % {f(a) +3f (?’aj b) 3f (a ! Sb) + f@] <1 ; £

b—a

Matematicari M. Bessenyei i Z.Pales su u [I] uspjesno prosirili Hermite-Hadamardovu inte-
gralnu nejednakost za konveksne funkcije viseg reda.
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