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Uvod

Pogledamo i bilo koji predmet oko nas mozemo o njemu re¢i nesto s matematicke strane.
Mnostvo iskustva i znanja mnogih generacija nasih predaka daje nam priliku izmjeriti duzinu
izmedu dvaju mjesta, duzinu sjene, razne kutove pod kojim vidimo stvari oko sebe i uociti
razne oblike i veli¢ine u slovima, znakovima pa cak i narodnim sarama. Svo to znanje i
iskustvo mozemo staviti u jednu rije¢ - matematika. Tehnologija se brzo razvija, a za njen
je razvoj bila potrebna i matematika. U ovom diplomskom radu ¢emo povezati matematiku
i tehnologiju, tj. GeoGebru.

Trigonometrija je grana matematike koja se bavi specificnim funkcijama kutova i
njihovom primjenom. Duzina, kut i njihovo povezivanje bitni su elementi trigonometrije
pa ju mozemo primijeniti na vrlo raznolika podrucja svakodnevnog zivota. Trigonometrija
je ponos matematicara jer nas uci kako na divan nac¢in mozemo mjeriti po nebu, zemlji i
vodi, rekao je francuski matematicar Viete. Sam naziv trigonometrija dolazi od grékih rijeci
trigonom Sto znaci trokut i métron sto znaci mjera.

Pocetke trigonometrijskog racuna nalazimo u starom Babilonu i Egiptu kao dopunu as-
tronomiji. Tada, pri rjesavanju raznih problema iz zemljomjerstva promatranjem nebeskog
svoda i mjerenjem zbog navigacije, nastaje sferna trigonometrija i trigonometrijske tablice.
Poznavajué¢i Pitagorin poucak i koriste¢i ga za mjerenje polja nastala je ravninska trigono-
metrija s veCom primjenom nego sferna. Rije¢ seqt, koju nalazimo na Rhindovom papirusu
(oko 18. st. pr. Kr.), u pet problema (od 84), iz algebre, aritmetike i geometrije, predstavlja
kosinus ili kontagens. Navedeno pokazuje da su Egipc¢ani primjenjivali pocetke trigonome-
trije u projektiranju i izgradnji poznatih Egipatskih piramida te poznavali numericke relacije
u trokutu.

Grcei su nastavili nadogradivati tada poznatu trigonometriju u 3. st. pr. Kr. Isticu se
Aristarh (3. st. pr. Kr.), njegov ucenik Hiparh (2. st. pr. Kr.), koji je napravio prve tablice
duljina tetiva za razli¢ite sredisnje kutove. Nakon pocetka nove ere istice se Menelaj (oko
70.-150. godine) koji po prvi put prikazuje trigonometriju kao posebnu znanost te u svojoj
knjizi "Sferika" daje nove tablice. Ptolomej (2. st.) se isti¢e sa svojim djelom poznatim po
arapskom nazivu Almagest koji je stolje¢ima bilo temelj za daljenje izucavanje trigonometrije.

Indijci trigonometriju narocito izuc¢avaju u srednjem vijeku. Prve tablice nalik tablicama
funkcije sinus sastavili su Indijci (5. st.) koje sadrze duljine polutetiva kruga za zadani
sredi$nji kut. Jednakost sin? a 4+ cos?a = 1 i formulu za poloviéni kut poznaje Aryabhata.
Bhaskara poznaje adicijske formule za sinus i kosinus dok Brahmagupta (7. st) poznaje
sinusov poucak u obliku a = 2Rsina.

U 8. st. Arapi preuzimaju znanje trigonometrije (sinusa i kosinusa) od Inda te uvode
tangens i kotanges. Poucak o sinusu prvi je dokazao Abu al-Wafa. Trigonometrija je u
Europu dosla preko Arapa, ali ih sustavno obraduje tek Regiomontan (15. st). On je preradio
i nadopunio njihove tablice trigonometrijskih funkcija prevodeéi ih s heksagezimalnog na
dekadski sustav.

Geogebra je program koji je razvio Markus Hohenwarter na sveudilistu u Salzbugru,
a prva verzija programa nastaje 2001. godine kao dio Hohenwarterovog diplomskog rada.
Geogebra je besplatan program preveden na preko pedeset jezika svijeta, a jedan od njih
je i hrvatski jezik. Dostupna je na mnogim uredajima: racunalima, tabletima, pametnim



telefonima. Danas medunarodni tim programera radi na neprekidnom razvoju programa
Geogebra, a programski jezici u kojima je pisan su Java i HTML5.

Iako nastavnici sve vise uvode Geogebru u sve predmete STEM podrucja njeni su poceci
u Skoli bili na satima matematike zbog njenih raznih podrucja poput geometrije, algebre,
statistike, crtanja grafova i analize. Ucitelji diljem svijeta prepoznali su potencijal programa
GeoGebra i jednostavno je mogu preuzeti i instalirati kao samostalnu aplikaciju ili je koristiti
kao mreznu aplikaciju. Sve je vise GeoGebra apleta i GeoGebra e-udzbenika koje su izradili
ucitelji u svrhu lakseg ucenja raznih predmeta. U svoju su nastavu i udzbenike GeoGebra
program integrirale mnoge zemlje svijeta, a vise od desetlje¢a grupa hrvatskih nastavnika
matematike volonterski radi na integraciji programa GeoGebra u hrvatsko obrazovanje.



1. Trigonometrija pravokutnog trokuta

U mnogim primjenama trigonometrije dovoljno je promatrati trigonometrijske funkcije samo
za Siljaste kutove. Svaki siljasti kut je kut nekog pravokutnog trokuta pa ¢emo definirati
te funkcije pomoéu njega. Dan je pravokutni trokut AABC' s pravim kutom pri vrhu C
smjesten u koordinatni sustav kao na slici 1.

o,

O=A 7 | b C x

Slika 1: Prikaz trigonometrijskih funkcija siljastog kuta «

Iz slike vidimo da je 1@ =cOF i pri cemu je B = bz —I—CL] i O oz; — cos ai + sin ozj

izjednacavanjem desnih strana Jednakostl dobit éemo bi+aj j = c¢(cos avi i+sina ]) Izjednacimo
li komponente uz jedini¢ne vekore ¢ i j, dobivamo

b=ccosa, a=csina,

odnosno

CoOst¥ = —

sino =

ole

U ovom poglavlju ¢emo prikazati kako ucenici upoznaju i definiraju osnovne trigonome-
trijske funkcije siljastog kuta pomocéu GeoGebre. Posebno izvode vrijednosti trigonometrij-
skih funkcija kutova od 30°, 45° i 60°, a nakon toga odreduju vrijednosti trigonometrijskih
funkcija siljastih kutova. Dio ove cjeline je i rjeSavanje pravokutnog trokuta pomocu trigo-
nometrijskih funkcija i primjena trigonometrije pravokutnog trokuta u planimetriji. Ujedno
je to jedina cjelina udzbenika za drugi razred srednjih skola koja obraduje trigonometriju,
zato je zovemo "mala trigonometrija'.



1.1 Definicija trigonometrijskih funkcija siljastog kuta

!

-

- b -

Slika 2: Sli¢éni trokuti

Pravokutnom trokutu AABC' s pravim kutom pri vrhu C', oznac¢imo s a,b i ¢ duljine
stranica nasuprot vrhova A, B i C. Povuéemo pravac B'C’ paralelan pravcu BC. Dobiven
trokut AAB'C’, sa stranicam a’, b’ i ¢ je slican trokutu AABC'. Ucenike se pomoéu sli¢nosti
dva pravokutna trokuta (slicni prema poucku K — K — K) ¢iji je jedan zajednicki kut «
podsje¢a da su omjeri duljina odgovarajué¢ih stranica jednaki i da vrijedi:

Zaklju¢ujemo da omjeri ne ovise o duljiinama stranica ve¢, o veli¢ini promatranog «, stoga
su oni funkcije kuta . Sada razlikujemo nasuprotnu katetu a i prileZecu katetu b kuta « te
izricemo definicije ("Cetiri pjesmice o trigonometrijskim funkcijama siljastog kuta"):

a

e omjer 2 nasuprotne katete kutu « i hipotenuze je sinus kuta «:
. a nasuprotna kateta
sina = — = :
c hipotenuza
e omjer % prilezece katete kutu « i hipotenuze je kosinus kuta a:

b prilezeta kateta
cosq = - = :
c hipotenuza




e omjer ¥ nasuprotne i prilezece katete kutu « je tangens kuta a:

e

a  nasuprotna kateta
thé = T = T v )
b prilezec¢a kateta

Q |

e omjer - prilezec¢e i nasuprotne katete kutu « je kotangens kuta a:

b prilezeéa kateta
ctgax = — = .
a  nasuprotna kateta

Sinus, kosinusu, tangens i kotangens nazivamo trigonometrijskim funkcijama.

Za daljnje ucenje trigonometrije potrebno je da ucenici nauce omjere rijeCima poput:
sinus je omjer nasuprotne katete i hipotenuze ili kosinus je omjer prilezec¢e katete i hipote-
nuze. Zato moraju prepoznati pravi kut, siljaste kutove te katete (prilezeéu i nasuprotnu) i
hipotenuzu. Moguce je sprijeciti paméenje omjera (razlomaka) u oznakama a,b i ¢ pomoéu
GeoGebre. Na slici 2 je prikazan trokut AABC sa stranicama s,p i o, naznacenim pravim
kutom i kutom «a. Od ucenika se trazi da pomoc¢u pjesmica o trigonometrijskim funkcijama
siljastog kuta napise omjere u novim oznakama stranica pravokutnog trokuta.

DTrigonometrijski omjeri za d

Sljedeci trokut |

q C
Slika 3: Trigonometrijski omjeri kuta o u drugim oznakama.
Nakon Sto ucenici primjene definicije i napisu omjere u drugim oznakama, klikom na po-

tvrdni okvir "Trigonometrijski omjeri za o " otkrivaju se to¢ni omjeri te ucenici provjeravaju
toc¢nost omjera koje su oni napisali.



Trigonometrijski omjeri za a

Sljedeci trokut

. s
> SN = —

o

q

cosq =
o
o
]

5

tgoa = —

q
ctgo = 4

s

A
q Cc

Slika 4: Trigonometrijski omjeri kuta o u drugim oznakama.

Klikom na gumb "Sljedeci trokut" dobivamo drugi pravokutni trokut s drugim oznakama
stranica. Ucenici nakon toga ne poistovje¢uju hipotenuzu s oznakom c, ni katete s oznakama
a ib, uce kako prepoznavati hipotenuze i kateta (prilezeée te nasuprotne) te ih primijenjuju u
naucene definicije. Upotrebom GeoGebra apleta u ovom slu¢aju smanjuje se vrijeme crtanja
novih pravokutnih trokuta, uspijeva odraditi vise primjera i zainteresirati ucenike.

Sljedeci im je zadatak primijeniti definicije trigonometrijskih funkcija na kut a i kut 3
na zadanom trokutu. Nakon sto ispiSu rjeSenja otvaramo rjesenja i u GeoGebri.

Sliedeéi trokut B Trigonometrijski omjeri za a Trigonometrijski omjeri za B

> . m
sina = ¢ sinf= —
t t
e
cosa = cosfd = n
t
t e
m
e tgf=—
tgo = — e
m
e
m ctgf=—
B ctgo = o m
A'

Slika 5: Trigonometrijski omjeri kuta a i f3.

Pomoc¢u GeoGebre ucenici ¢e vizualno doéi do zakljucka da je:

sina =cosf3, cosa=sinf, tga=ctglh, ctga=tgp

U pravokutnom trokutu Siljasti kutovi a i § su komplementarni, tj vrijedi o« + 8 = 90°.
Tada mozemo gornje jednakosti pretociti u rijeci: sinus kuta jednak je kosinusu kuta koji

mu je komplementaran i obrnuto. Upravo zbog tog odnosa potjece naziv funkcije kosinus.
Analogno vrijedi i za funkcije tangens i kotangens.
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1.2 Primjene trigonometrije na pravokutni trokut

U ovom su poglavlju dana cetiri slucaja kako "rijesiti" pravokutni trokut. Pravokutan trokut
je "rijesen" kada odredimo sve njegove kutove i sve njegove stranice. Navedimo c¢etiri nacina
kako moze biti zadan pravokutan trokut koji treba rijesiti, tj. zadano je:

1. hipotenuza i jedan Siljasti kut,
2. kateta i jedan Siljasti kut,

3. hipotenuza i jedna kateta,

4. dvije katete.

Ucenici znaju definicije trigonometrijskih funkcija te njihovom primjenom na dane ele-
mente u trokutu dolaze do formula za preostale elemente. Pomocéu GeoGebre prikazemo
trokut i istaknemo na njemu elemente koji su zadani. Potvrdni okvir povezemo s tekstom
rjeSenja i nakon sto ucenici dodu do zakljucka, prikazemo rjesenje. Na slici 6. prikazana su
sva Cetiri slucaja i svi tekstovi rjesenja.

B=90° -«
v]a=b-tga
He=_2

CosStx

V] B=90°—a
V] a=c-sina

] b=c-cosax

4

ol

-

b

Slika 6: Cetiri na¢ina zadavanja pravokutnog trokuta osnovnim elementima



Za vjezbanje i utvrdivanje ovog dijela gradiva posluzit ¢e GeoGebra aplet u kojem je
naznacen pravokutan trokut kojemu se moze mijenjati polozaj te time i veli¢ine svih njegovih
elemenata. Naznaceni su potvrdni okviri za svaki element trokuta i ovisno o tome sto je
prikazano, ucenici primjenjuju odredeni slucaj. Slika 7. prikazuje rijeSen pravokutan trokut,
prikazani su svi elementi i njihove veli¢ine te povrsina i zbroj kutova.

4 geogebra-exportggb

File Edit View Options Tools Window Help

=

Pravokutni trokut

C V]stranicaa (/] stranica b

\/ hipotenuza ¢

10.23cm 7.22cm 12.52cm
\\ Ve ~
b \\ 54.79° 35.21°
(B
//C// +/ |Povriina
A P =738lem?

:s/ Zbroj kutova

a+ = 54.79° 4 35.21° = 90°

Input:

Slika 7: Rijesen pravokutan trokut

Nakon utvrdivanja ovog dijela gradiva ucenici ¢e primjenjivati trigonometriju pravokut-
nog trokuta u planimetriji, odnosno na:

jednakokracni trokut,

Cetverokute (paralelogram, pravokutnik, romb, trapez),

kruznicu i krug,

- pravilne mnogokute.

Upravo je zbog ovog dijela gradiva vazno prepoznati hipotenuzu i katete, a ne ih odredivati
po slovima. Na primjer, u jednakokracnom trokutu spustanjem visine iz vrha A nastanu dva
pravokutna trokuta gdje su katete v i § a hipotenuza je b.




2. Trigonometrijske funkcije

2.1 Kut i mjera kuta

Prije definiranja trigonometrijskih funkcija ucenici moraju ponoviti kutove i mjeru kuta
te prosiriti znanje sa orijentiranim kutom, glavnom mjerom kuta i brojevnom kruznicom.
Nakon sto proSire znanje vijezbom, na GeoGebra apletu ¢e savladati potrebno gradivo za
daljnje ucenje trigonometrije.

Definicija 2.1. Kut je ureden par (p,q) dviju zraka koje imaju isti pocetak V. Oznacavamo
ga s <pVq. Tocku V nazivamo vrh, zraku p nazivamo prvi krak (ili pocetni krak) a zraku
q drugi krak (ili zavrsni krak) kuta <pVq

U dosadasnjem su skolovanju ucenici kut definirali kao dio ravnine omeden dvama po-
lupravcima (zrakama ili krakovima) koji se sijeku, tj. imaju zajednicku tocku. Definirali
su i mjeru kuta kao pozitivan broj, izmedu 0° i 360°. Ovisno o mjeri kuta naucili su koji
su kutovi siljasti, pravi, tupi, ispruzeni, izboceni i puni. Ukoliko iz pocetnog kraka p kuta
<pVq dolazimo do zavrsnog kraka ¢ vrtnjom u smjeru suprotnog od kretanja kazaljke na
satu, tada kazemo da se krak vrti u pozitivnom smjeru. Mjera kuta dobivenog vrtnjom
u pozitivnom smjeru je pozitivna. Ako se vrtnja odvija u smjeru kazaljke na satu, tj.
negativnom smjeru, tada uzimamo da je mjera kuta negativna. Na slici 8. prikazane su
mjere kutova s pocetnim krakom p, na lijevoj su slici prikazane pozitivne mjere, a na desnoj
su slici prikazane negativne mjere nekih kutova.

o 90° -270°
135 50°

73300
180° -180° /7;:
\i:Zj P P
330°

-135° -60°

270° -90°

Slika 8: Pozitivne i negativne mjere kutova sa pocetnim krakom p

U mnogim ¢e trigonometrijskih problemima ucenici morati rjesavati probleme u kojima
je kut negativan, ima mjeru vec¢u od 90° pa cak i gdje je mjera kuta veca od 360°. U tom
slucaju moraju nauciti sto je to glavna mjera kuta. Kad se krakovi podudaraju naucili su
da je to kut od 0° ili 360°, ovisno koji dio ravnine oznac¢imo. Kada zavrsni krak "prede"
pocetni nastaju kutovi mjere veée od 360°, ako "prede" jos jednom nastaju kutovi mjere veée
od 720°, itd. Neka nam je o neka mjera kuta <tpVq. Tada istom kutu odgovara i mjera od
a4+ 360° ili o+ 720°, opcenito o+ k - 360° za neki prirodan broj k. Takoder vrijedi da mjere
kuta o — 360°, o — 720° odgovaraju kutu «, opcenito o« — k - 360° za neki prirodan broj k.
Mozemo zapsati da je mjera kuta <tpV'¢q neki broj iz skupa

{a+k-360°k € Z}.

9



Bilo kakvu pocetnu mjeru o odabrali, u ovom ce se skupu naci mjera o za koju vrijedi
0° < o < 360°. Tu mjeru nazivamo glavna mjera kuta <pVq. Formulu za racunanje
glavne mjere kuta iskazat ¢emo u definiciji koristeéi funkciju pod (eng. floor) ili najvece
cijelo. Funkcija, pod, | |: R — Z realnom broju z pridruzuje najvedi cijeli broj koji nije veéi
od x.

Definicija 2.2. Glavna mjera o kuta o odreduje se formulom
o =a—k-360°,
gdje je k = {%J.

Na slici 9. je GeoGebra aplet pomocu kojeg ucenici vjezbaju glavnu mjeru kuta. U
sklopu apleta naznaceni su polozaj kuta «, kut « i njegov negativan kut, a kako naznacen
potvrdni okvir otkriva njihove vrijednosti tako ucenici vjezbaju i taj dio gradiva. Takoder
su implementirani klizac i tekstualno polje koji uc¢enicima daju odabir kako ¢e unijeti zadani
kut. Tekstualno polje i kliza¢ su postavljeni na 8 krugova, 4 pozitivna kruga (do 1440°) i 4
negativna (do —1440°).

7 glavna mjera kuta.ggb SRRl X
File Edit View Options Tools Window Help

X
y

a =765
Mjera kuta a
=765°

-<x >+

765°

a a,
f \ H o je u1 kvadrantu X
Qy P o
: o =45
a H
- 4 a. = —315°

Input:

Slika 9: Glavna mjera kuta

2.2 Radijanska mjera kuta

Osim u stupnjevima mjeru kutova mozemo izrazavati i u radijanima. Opcenito, radijanska
mjera kuta odreduje se kao omjer duljine luka prema polumjeru luka. arad = % Ako
je duljina kruznog luka | jednaka polumjeru r, tada sredisnji kut ima mjeru 1 radijan, tj.
njegova mjera je priblizno 57°. Oznac¢avamo ga o = 1rad ili kratko, a = 1. Ukoliko je mjera

kuta « izrazena u radijanima, tada mozemo izracunati duljinu pripadnog luka [ na kruznici

10



polumjera r formulom [ = o - r. U tom slu¢aju povrsina kruznog isjecka je P = %Tl = %arQ.
Najvaznije je u ovom dijelu gradiva je pretvaranje stupnjeva u radijane i obratno.
Ako je zadana mjera kuta u stupnjevima, tada se mjera u radijanima racuna formulom:

o

arad =

180

.

Ako je zadana mjera kuta u radijanima, tada se mjera u stupnjevima racuna formulom:

oo = 2T ee.

7

Na slici 10. je prosiren Geogebra aplet sa slike 9., kod klizaca je dodano preracunavanje u
radijane.

7 glavna mjera kuta i preracunavanje.ggb.

File Edit View Options Tools Window Help
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.. 319
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(] aq =196"
a. = —164°

m d je u 3 kvadrantu
_Jj :
a

Mijera kuta o
=1276° ili 22.27rad

Input:

Slika 10: Glavna mjera kuta i preracunavanje

2.3 Brojevna kruznica

Neka je kruznica k u pravokutnom (Kartezijevu) sustavu (O;z,y) ¢ije je srediste u ishodi-
stu sustava, a polumjer joj iznosi 1. Tocka A = (1,0) je sjeciste kruznice k i osi apscise.
Prislonimo brojevni pravac uz kruznicu k tako da svojim ishodistem dira kruznicu u tocki
A. Zamislimo da se taj pravac (bez rastezanja i klizanja) namata oko kruznice. Pri tome
polupravac na kojemu su smjesteni pozitivni brojevi namatamo na kruznicu suprotno giba-
nja kazaljke na satu, a polupravac na kojemu su smjesteni negativni brojevi namatamo na
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kruznicu u smjeru gibanja kazaljke na satu. Tada ée se njegov interval [0,27), kao i interval
[—27,0), preslikati na ¢itavu kruznicu. Svaki drugi interval duljine 27 ée se takoder pres-
likati na kruznicu. Kruznicu mozemo zamisliti kao neki kotac¢ koji se vise puta okrec¢e oko
svoje osi 1 u pozitivnom i u negativnom smjeru. Svaki ¢ € R brojevnog pravca preslika se u
jednu tocku E(t) na kruznici k. Namatanje brojevnog pravca na kruznicu definirano presli-
kavanjem F: R — k pridruzuje tocke kruznice realnim brojevima, ¢t — E(t) = T i nazivamo

eksponencijalno preslikavanje. Kruznicu na koju se namata brojevni pravac zovemo brojevna
kruznica.

Definicija 2.3. Svakom brojut brojevnog pravca pridruzena je tocka T na brojevnoj kruznici.
Time je definirano preslikavanje E izmedu realnih brojeva i tocaka brojevne kruznice koje
nazivamo eksponencijalno preslikavanje. Pisemo E(t) =T.

w a

~ oy o

)
Lonla S

(MENPAY

()
ERY

Slika 11: Eksponencijalno preslikavanje

Opseg jedini¢ne kruznice je 2w. Preslikavanje E broju 0 pridruzuje tocku A, broju
tocku A’; broju 2w ponovo tocku A, broju 37 ponovo tocku A’... Pogledamo li negativne
kutove E broju —z pridruzuje tocku A’, broju —27 tocku A ... Opcenito, vrijedi

E(t) = E(t + 2kr),Vk € Z.

Funkcija E: R — k je surjekcija i original svake tocke s kruznice je skup ekvidistantnih
toCaka na pravcu s razmakom 27 medu susjednim tockama. Opéenito, ako je T' € k i
E(t) = T za neki t € R, tada je E~Y(T) = t+ 2kn,k € Z. Drugim rije¢ima, sve tocke
t+2km, k € Z pri eksponencijalnom preslikavanju padaju u istu tocku 7" i jedino one padaju
u tu tocku.

Svakom realnom broju odgovara samo jedna tocka na brojevnoj kruznici, dok jednoj
tocki T' na brojevnoj kruznici odgovara beskonacno mnogo brojeva na pravcu. Na primjer,
svi brojevi iz skupa

{%+2k7r,k:011i2...}
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se preslikavaju u istu tocku na brojevnoj kruznici.

Definicija 2.4. Svakoj tocki T brojevne kruznice odgovara tocno jedan broj « iz intervala

[0,27) na brojevnom pravcu. Taj se broj a naziva glavna mjera kuta <AOT. Skup svih
mjera tog kuta je {a + 2km, k € Z}.

Sljede¢im GeoGebra apletom prikazano je eksponencijalno preslikavanje pravca na kruz-
nicu. Klikom na gumb za pokretanje animacije namata se pravac, u pozitivnom i negativnom
smjeru. Dok se kliza¢ pomice gore i dolje pokazuje duljinu dijela pravca koji smo namotali.

Tim apletom ucenici dobivaju vizualni prikaz namatanja i lakse razumiju skupove poput
{5 +2km, ke Z}.

£ eksponencijeino preslikavanje.ggb
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t=-11.48
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|

B
|

14

Input

Slika 12: Eksponencijalno preslikavanje pravca na kruznicu

2.4 Definicije trigonometrijskih funkcija

Svakom ¢ € R pridruzena je tocka T" = E(t) brojevne kruznice k. Tocki F(t) pridruzen je
uredeni par realnih brojeva (z,y). Primjenom definicija trigonometrijskih funkcija siljastog
kuta u pravokutnom trokutu AOPT dobivamo:

z . . Yy
cost=—=ux ) sint = = = .
1 1

Iz toga zakljucujemo da tocka T' ima koordinate T = (cost,sint), kako je prikazano na slici
13.

Definicija 2.5. Neka je t po volji odabaran realni broj, T = E(t) njemu odgovarajuca tocka
na brojevnoj kruznici. Tada je vrijednost funkcije kosinus apscisa tocke T', a vrijednost
funkcije sinus ordinata tocke T, tj. T = (z,y) = (cost, sint).
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_____________ T =E(T) = (2.y) = (cost, sint)

Y sint

cost

Slika 13: Definicija trigonometrijskih funkcija sinusa i kosinusa

Povuéemo li tangentu p na brojevnu kruznicu u tocki A = (0,1) dobijemo vertikalni
pravac koji dira brojevnu kruznicu u tocki A kao na slici 14 (lijevo). Neka je ¢ po volji
odabran realni broj i 7' = E(t) pripadna tocka na brojevnoj kruznici. Povucimo pravac
OT. Ako je t # 5 + km, taj pravac sijeCe tangentu p u nekoj tocki P s koordinatama
(1,y). Primjenom definicije trigonometrijskih funkcija Siljastog kuta u pravokutnom trokutu
AOAP dobijemo

Yy

tgt===uy.
g 13/

1z toga zakljucujemo da je tgt ordinata tocke P, pa tocka P ima koordinate (1,tgt).

Definicija 2.6. Neka je t po wvolji odabran realan broj, t # 5 + kn, T = E(t) njemu
odgovarajuca tocka na brojevnoj kruznici i P presjek pravea OT s tangentom p. Tada je
P = (1,tgt). Dakle, vrijednost funkcije tangens: tg t je ordinata tocke Pu kojoj pravac OT
sijece tangentu p.

Povucemo li tangentu ¢ na brojevnu kruznicu u tocki C' = (1,0) dobijemo horizontalni
pravac koji dira brojevnu kruznicu u tocki C' kao na slici 13 (desno). Neka je ¢t po volji
odabran realni broj i T'= FE(t) pripadna toc¢ka na brojevnoj kruznici. Povucimo pravac OT,
ako je t # km, taj pravac sijeCe tangentu ¢ u nekoj tocki @ s koordinatama (x, 1). Primjenom
definicije trigonometrijskih funkcija siljastog kuta u pravokutnom trokutu AOCE) dobijemo

tot = ©
C = — = 7T.
8=

Iz toga zakljucujemo da je ctgt ordinata tocke @, pa tocka @) ima koordinate (ctgt, 1).

Definicija 2.7. Neka je t po volji odabran realan broj, t # km, T = E(t) njemu odgovarajuca
tocka na brojevnoj kruznici i Q presjek pravea OT s tangentom q. Tada je @ = (ctgt,1).
Dakle, vrijednost funkcije kotangens je apscisa tocke (Q u kojoj pravac OT sijece tangentu
q.
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y / y
P=(1.tgt) /S

T=E()

= (ctgt, 1
4 c Q (/Q 21)
tgt
T = E(t)
X
O A x
o A

Slika 14: Definicija trigonometrijskih funkcija tangensa i kotangesa

U drugom razredu ucenici su naucili vrijednosti trigonometrijskih funkcija odredenih ku-
tova, a sada ¢e nauciti racunati vrijednost trigonometrijskih kutova svih mjera. U tome nam
pomaze GeoGebra aplet koji racuna vrijednosti svih trigonometrijskih funkcija pozitivnih i
negativnih kutova, gdje ¢e ucenici vidjeti da je vrijednost kuta te njemu pripadnoga nega-
tivnog kuta ista. Nastavnik moze odabrati koju od trigonometrijskih funkcija zeli pokazati,
"otvarati' ih jednu za drugom ili ih moze pokazati sve (kao na slici 15.). Sa strane su tako-
der napisani razlomci i njihove vrijednosti u decimalnom zapisu s tri decimalna mjesta, za
trigonometrijske funkcije kutova koje su naucili u drugom razredu.

7 Trigonometrijska kruznica.ggb

ey
File Edit View Options Tools Window Help
TH~ O+ mv | W
Negativan smier A\/ISWUS A\/‘SWUS
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cotf = 1.762 v‘/‘t'ﬂtrn. cott = —0.994 "/'t e
angens |v/Jtangens
~/ lkotangens ~/ lkotangens
_E(t)
sin .= 0.709
tant = 0.567
V2 = 0066 B V2 = 0066
sin £ = —0.494 7‘
77777 577 tant = —1.006 .~ 0.577
N
Input:

Slika 15: Vrijednosti trigonometrijskih funkcija

Takoder, ovaj aplet omogucava ucenicima da nauce predznake trigonometrijskih funk-
cija. Svaka trigonometrijska funkcija je oznac¢ena drugom bojom te oznaka i vrijednost prati
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rijeSenje. Tada ucenici uocavaju da promjenom svakog ili svakog drugog kvadranta trigono-
metrijske funkcije mijenjaju predznak. Tako saznaju da je sinus pozitivan u prvom i drugom
kvadrantu, a negativan u tre¢em i ¢etvrtom dok je kosinus pozitivan u prvom i ¢etvrtom, a
negativan u drugom i trecem. Tangens i kotangens imaju iste predznake po kvadrantima,
prvi i trec¢i su pozitivni dok su drugi i cetvrti negativni.

sin ¢ + + - -

cos + - - +
tgt + - + -
ctgr || + - + -

Slika 16: Tablica vrijednosti trigonometrijskih funkcija

Vrtimo li tocku E(t) po brojevnoj kruznici uéenici mogu primijetiti da se oznake tangens
i kotangens gube na slici dok su sinus i kosinus uvijek unutar brojevne kruznice. Ovim
apletom ucenici uce otkrivanjem te tako uocavaju da vrijednost sinusa i kosinusa nikada nije
manja od -1 ni veca od 1, dok funkcije tangensa i kotangensa poprimaju vrijednost od —oo
do +o0.

Definicija 2.8. Omedenost sinusa i kosinusa: Za svaki realni broj t vrijedi:
|sint| <1, |cost| < 1.
Kazemo da su funkcije sinus i kosinus omedene.

Funkcije tangens i kotangens vezane su medusobno s funkcijama sinus i kosinus. Na slici
17.(a) vidimo pravokutan trokut AOBT i AOAP. Iz slicnosti trokuta AOBT i AOAP
vidimo da je

|AP|  |BT)|
|OA| — |OB]

i odavde, jer je |OA| =1, |OB| = cost, |BT| = sint, slijedi




Vidimo da vrijedi ctgt = é za sve t za koje su obje funkcije definirane.

T =E(t)

tgt

P/f(l,tg.')

(a) Tangens

Q = (ctgt, 1)
4

T = Et)

(b) Kotangens

Slika 17: Veze trigonometrijskih funkcija
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3. Svojstva trigonometrijskih funkcija

3.1 Domene i kodomene trigonometrijskih funkcija

Funkcije sinus i kosinus definirane su na ¢itavom skupu R pa im je domena D(sin) = D(cos) =
R, trigonometrijske funkcije kutova sinus i kosinus, definirani su za sve kutove (pozitivne,
negativne i nul-kut). S druge strane kod funkcija tangens i kotangens imamo probleme. Za
funkciju tangens podrucje definicije su svi oni ¢t € R za koje vrijedi cost # 0 zbog toga sto
je tangens definiran s tgt = :g;i Zat =7 + km, k € Z vrijednost kosinusa je nula pa slijedi
da je:

D(tg):{tE]R:tyé72T+k7r,kEZ}:R\{;+k7r,k€Z}.

Sli¢no je s funkcijom kotangens, njena domena je skup svih t € R za koje je sint # 0 jer je

kotangens definiran s ctgt = gﬁff Zat = km, k € 7Z vrijednost sinusa je nula pa slijedi da je:

D(ctg) ={teR:t#km ke Z} =R\{kr, k € Z}.

3.2 Parnost i neparnost trigonometrijskih funkcija

Prije nego pokazemo koje su trigonometrijske funkcije parne, a koje neparne, definirati ¢emo
opcenito parnu i neparnu funkciju.

Definicija 3.1. KaZemo da je funkcija f: D — R, parna ako
I.xeD=—xebD,
2. f(—=z) = f(z),VYz € D.

Definicija 3.2. KazZemo da je funkcija f: D — R, neparna ako
1. xeD=—xebD,
2. f(—z) = —f(z),Vz € D.

Primjetimo da je graf I parne funkcije f(z) simetri¢an obzirom na y os dok graf I" neparne
funkcije f(z) prolazi ishodiStem i centralno je simetri¢an s obzirom na ishodiste.

Slijedi propozicija koja govori o tome kakve su trigonometrijske funkcije s obzirom na
parnost i neparnost.

Propozicija 3.1. Funkcija cos je parna, a sin, tg i ctg su neparne funkcije, odnosno

cos(—t) = cost

sin(—t) = —sint
tg(—t) = —tgt
ctg(—t) = —ctgt.



Dokaz: Za broj t € R apscisa tocke E(t) je cost, a ordinata sint.

Slika 18: Parnost i neparnost trigonometrijskih funkcija

Kako je AOBE(t) = AOBE(—t) (S-K-S) (slika 18.) slijedi da su apscisa od E(t) i

E(—t) jednake, tj. cos(—t) = cost, a ordinate su suprotne, tj. sin(—t) =
mozemo pokazati slikom ili dokazati na ovaj nacin:

ta(—t) = sin(—t)  —sint ot
& ~ cos(—t)  cost &
Sli¢no slijedi za kotangens:
cos(—t) cost
tg(—t) = = = —ctgt
cte(~t) sin(—t)  —sint 8

—sint. Za tangens

O

Za lakse razumijevanje parnosti i neparnosti trigonometrijskih funkcija u¢enicima pokazu-
jemo GeoGebra aplet (slika 19.) u kojem se jasno vidi parnost i neparnost trigonometrijskih

funkcija sinus i kosinus, tj. vizualiziran je prethodno iskazan dokaz.
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Slika 19: Parnost i neparnost trigonometrijskih funkcija

3.3 Periodic¢nost trigonometrijskih funkcija

Definicija 3.3. (Periodicnost) KaZemo da je funkcija f: D — R periodicna ako postoji
pozitivan broj T € R, takav da je i x +1 € D te vrijedi

flx+7)=f(x) za svakix € D.

Broj T se zove period funkcije f. Najmanji takav pozitivan broj zove se temeljni period
funkcije f.

Graf periodi¢ne funkcije dobivamo tako da dio grafa nad [0, 7] translatiramo, po x osi, nad
drugi segment [k7, (k+ 1)7],k € Z. Upravo zato pridajemo vaznost periodic¢nosti funkcije te
ju je dovoljno promatrati na segmentu duljine temeljnog perioda. Nakon iskazane definicije
periodicne funkcije slijedi teorem koji govori jesu li trigonometrijske funkcije periodic¢ne i
koji im je temeljni period.

Teorem 3.1. Trigonometrijske funkcije su periodicne funkcije. Temeljni period funkcjia
sinus 1 kosinus je 2, a funkcija tangens i kotangens je .

Dokaz: Znamo da je E(t + 2km) = E(t),Vt € R,Vk € Z. Stoga tocke E(t + 2km) i E(t)
imaju iste koordinate. Dakle, ako ¢ pripada domeni neke trigonometrijske funkcije, onda joj
pripada i ¢t 4+ 2kx i vrijednosti su im u tim to¢kama jednake. Prema tome, 27 (pa stoga i
2km, k € Z) je period svake od trigonometrijskih funkcija.

Dokazimo da je 27 temeljni period za cos i sin. Neka je 7 > 0 temeljni period kosinusa,
tj. cos(t + 7) = cost,Vt € R. Za t = 0 dobivamo cosT = cos0 = 1. Zbog svojstva eks-
ponencijalnog preslikavanja slijedi da 7 € {0,£2,4,4,...}. Najmanji pozitivan broj ovog
skupa je upravo 27, koji je period kosinusa, pa je 7 = 27 i njegov temeljni period. Za sinus
postupamo analogno. sin(t+47) = sint, pa za t = % dobivamo sin(7+ 5) = sin § = 1, odakle
je opet zbog svojstva vlakna 7 = 2km, za neki k € Z. Najmanji pozitivan period je opet
T = 27.
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Sada dokazimo da je 7 temeljn period za tangens. Pretpostavimo da je tg(t + 7) = tgt
za sve dopustive t. Prvo, 7 = 7 je period. Tocke E(t) i E(t + ) su dijametralne, pa pravci
OE(t) i OE(t + m) sijeku os tangensa u istoj tocki P (slika 20.) i stoga su ordinate jednake,
tj tg(t + m) = tgt. Stavimo li u tg(t + m) = tgt,t = 0 dobivamo tg7T = 0 pa duzina AP
degenerira u tocku, odnosno, P se podudara s A. Stoga su jedina dva moguca polozaja tocke
E(7) tocke A1 A’. Ali najmanji pozitvan broj 7 za koji je |[PA| = 0 jest 7 = m. Dokaz za
kotangens je analogan.

y /
P
E(t)
t
+ f
A o A z
E(t+m)

Slika 20: Periodi¢nost trigonometrijske funkcije tangens
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4. Trigonometrijski identiteti

4.1 Osnovni trigonometrijski identiteti

Osnovni trigonometrijski identitet je osnovna veza izmedu trigonometrijskih funkcija sinus i
kosinus koja je dana sljede¢om propozicijom.

Propozicija 4.1. Za svakit € R vrijedi
cos’t 4+ sin’t = 1.

Dokaz: Pogledajmo sliku 13. Kako je tocka E(t) na jedini¢noj kruznici sa koordinatama
(x,y) = (cost,sint) iz Pitagorinog poucka slijedi navedeni identitet.

0

Drugi trigonometrijski identitet je veza izmedu funkcije tangens i kotangens koji slijedi
direktno iz njihovih definicija
tgt-ctgt = 1.

Neke od vaznih trigonometrijskih identiteta mozemo dobiti primjenom Pitagorinog po-
ucka i trigonometrije pravokutnog trokuta. Promatrimo pravokutni trokut na slici 1. Pri-
sjetimo se Pitagorina poucka:

a? +b* =2 (1)

Podijelimo li (1) s ¢2, za koji znamo da je razlic¢it od 0, dobijemo

Trigonometrijske funkcije sinus i kosinus pravokutnog trokuta smo definirali sa sina = ¢ i
cosa = % i tada slijedi jednakost

a
c

sina + cos? o = 1.

Ucenicima pokazemo GeoGebra aplet (slika 21.) pomocu kojega ¢e sami doéi do osnovnog
tigonometrijskog identiteta. Zadamo im zadatak da napisu Pitagorin poucak za prikazan
trokut. Klikom na gumb "Start movie" pokazuju se koraci i prvi korak je upravo Pitagorin
poucak kojeg su ucenici napisali. Klikom na gumb "Pause” mozemo pauzirati prikazivanje
koraka i objasniti da primjenjujemo trigonometriju pravokutnog trokuta na siljasti kut « te
se prisjetimo "pjesmica'. Napomenemo koja je kateta nasuprotna, a koja prilezec¢a, napisemo
kako glase trigonometrijske funkcije u tim oznakama i klikom na gumb "Resume Playing"
nastavimo prikazivati korake. Kada se prikaze korak (£)*+(%)? = 1, zaustavimo prikazivanje
koraka i posjetimo ucenike s ¢ime se mogu zamijeniti razlomci. Nakon sto otkrijemo zadnji
korak i dobiveni rezultat nazovemo osnowvni trigonometrijski identitet.
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Slika 21: Osnovni trigonometrijski identitet
Dijeljenjem (1) sa preostala dva elementa jednakosti, a? i b?, redom dobivamo
by 2 e\ 2 a2 S
1 -] =(=-] i (= 1=(-].
@) =G G -6

Rezultate mozemo zapisati u obliku:

1 1
2 L2 _
1—i-Cthé_sieroz ' tga—l_l_cosza'

(2)

Ucenicima govorimo da probaju podijeliti Pitagorin poucak s preostala dva elementa te
pokreéemo GeoGebra aplete za svakog od njih. Nastaje problem kod razlomka u kojem
je hipotenuza u brojniku, ali ih upozoravamo na dvojne razlomke. Nakon toga ucenici s

lakoéom dolaze do rezultata (2). Slikom 22. prikazan je trigonometrijski identitet funkcije
tangens i kotangens.

ooooo

Eirel

unes| e

Slika 22: Trigonometrijski identitet funkcije tangens i kotangens
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Pomocu trigonometrijskih identitete mozemo odrediti vrijednosti trigonometrijskih funk-
cija nekog kuta ako je zadana vrijednost samo jedne trigonometrijske funkcije tog kuta.
Sljede¢om tablicom prikazane su pretvorbe trigonometrijskih funkcija.

sint cost tgt ctgt
- ~ — 2 tgt 1
sint ++/1 — cos?t :l:\/1+tg2t 4 /1+ctg?t
cost || £V1 —sin’¢ ) i\/14; 2 i\/ltf:%
g g
tot 4 sint 4 V1—cos?t L
g isit cos! i !
\/l—sinzt 5 1 1
ctgt | T + Ao it -

Tablica 1: Pretvorbe trigonometrijskih funkcija

4.2 Formule redukcije

Formule redukcije izrazavaju trigonometrijske formule argumenata —t, +t, 7+, %”it, 2+t
pomocu trigonometrijskih argumenata ¢. Formule redukcije vazno je pokazati geometrijski
kako bi se formule rabile s razumijevanjem i ne bi uéile napamet. Na slici 23. prikazan je
GeoGebra aplet u kojem su pomocu klizaca, korak po korak, objasnjene neke od formula
redukcije.
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€ formuleredukeije_ggb.ggh

Datoteka Uredivanje Pogled Postavke Alali Prozor Pomot

Commentaires = 7

Al B O ) [N 22

Commentaires =10

- *

Prijavijen kao Katarina Valentic

Commentaires =12

. . cos(m—x) = —cos x [[i| sin(m — x) =sinx =— i| si = —sil
cos(—x) = cos x sin(—x) = —sin x ( ) ( ) cos(x+ m) cos x [i| sin(x £+ ) sin x
1]J 1] J
w
sin x " in x| sin x u sin x "
x x X
] cosx |1 cos x i cosx | cosx |y
I
-1 cosx |4 -1 1 1
X = —x
in sin x'
" w
Nl -1 -1
Unos:
@
Datoteka Uredivanje Pogled Postavke Alali Prozor Pomoc Prijavijen kao Katarin Valentic
ER N R RNE
Sl Sl B 7 ) e O [ [N 4
Commentaires =12 Commentaires = 14
cos(xtm) =—cosx [i| sin(x £ ) = —sinx T . . ™ -
( ) ( ) cos(x+ 3) =—sinx |i| sin(x+ 3) =cos x Commentaires = 15
J 1d
v sin ¥ cos(—x) = cos x sin(—x) = —sin x
sin x. M sin x. M
cos(m — x) = —cos x sin(m — x) =sin x
+ x
X X cos(x £ m) =—cosx sin(x £ ) = —sin x
cos x| cosx |1
- 1 A cos X' 1
B . . B
cos(x + 5):—s|nx sin(x + 5):cnsx
sin %'
w
-1 -1

Unos:

Slika 23: Formule redukcije u GeoGebri

U sljedecoj tablici prikazane su sve formule redukcije svih trigonometrijskih funkcija.

T _¢

Z+t

Tm—1

¢

T+t 9

3
4t

2 —t | 2w+t

sin || cost

cost

sint

—sint

—cost | —cost

—sint sint

cos || sint

—sint

—cost

—cost

—sint sint

cost cost

tg ctgt

—ctgt

—tgt

tgt ctgt | —ctgt

—tgt tgt

ctg || tgt

—tgt

—ctgt

ctgt tgt —tgt

—ctgt | ctgt

Tablica 2: Formule redukcije trigonometrijskih funkcija

25



4.3 Adicijske formule

Pokazali smo da trigonometrijske funkcije zadovoljavaju neke zanimljive identitete, a sada
¢emo pokazati da zadovoljavaju i adicijske formule. Formule kojima se izrazavaju vrijednosti
trigonometrijskih funkcija zbroja pomocu vrijednosti tih funkcija na pribrojnicima zvou se
adicijske formule za trigonometrijske funkcije.

GeoGebra apletom izvodimo kosinus zbroja, slika 24. Implementiran je kliza¢ koji prika-
zuje element po element. Nakon $to se prikazu kutovi, tocke i duzine AB i C'D zaustavlja
se animacija i raspravlja sa ucenicima o duljinama duzina. Nakon Sto zakljuce da su duzina
AB i CD jednake duljine ispisuju koordinate to¢aka u terminima trigonometrijskih funkcija.
Ranije upoznati sa formulom za izra¢unavanje medusobne udaljenosti to¢aka ucenici izracu-
navaju udaljenosti tocaka A i B te tocaka C'i D s koordinatama koje su si zapisali. Nakon
sredivanja rezultata i sa zakljuckom da su duzina jednake duljine izjednacavaju dobivene
rezultate. Za kraj im preostaje srediti izraz i dolaze do formule za kosinus zbroja u ¢emu im
pomaze nastavnik.

€2 Kosinus zbroja.ggb - [m] X

Datoteka Uredivanje Pogled Postavke Alati Prozor Pomec Prijavijen kao Katarina Valenti¢

Al B OO Ll 222 <)

Saznaj iduéi korak y
B=E(t+u)

A=(1,0)
B = (cos(t + u),sin(t + u))
C = (cos(—u), sin(—u))= (cosu, — sinu)

D = (cost,sint)

|AB* = [cos(t + u) — 1]* + [sin(t + u)]?

|CD|2 = (cost — cos u)2 + (sint 4 sin u)2

2 — 2cos(t+ u) = 2 — 2costcosu + 2sintsinu

KOSINUS ZBROJA

cos(t + u) = costcosu — sintsinu

Unos:

Slika 24: Kosinus zbroja

Kosinus razlike se izvodi pomoc¢i formule za kosinus zbroja. U formulu kosinus zbroja
¢emo umjesto u staviti —u. Za preostale trigonometrijske funkcije koristimo adicijske formule
za kosinus i formule komplementiranja.

Sljede¢im teoremom iskazane su sve adicijske formule.
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Teorem 4.1. Adicijske formule: Vrijedi

cos(t+u) = costcosu Fsintsinu, za svet,u € R

sin(t £u) = sintcosu £ costsinu, za svet,u € R
tgt L tgu

tg(ttu) = ﬁ, za sve dopustive t 1 u
1Ftgttgu
ctgtctgu ¥ 1

ctg(t +u) = ﬁ, za sve dopustive t i u.
ctgt £ ctgu

Za dio dokaza potrebne su nam formule komplementiranja koje ¢emo sljede¢om propozi-
cijom samo iskazati.

Propozicija 4.2. Za svakit € R vrijedi

m s
cos ( — t) =sint, sin ( — t) = cost.
2 2

Isto tako je

t (W t> tgt, ct <7T t) tgt
g B g, g 9 g

za sve dopustive t.

Mozemo primjetiti da su formule komplementiranja upravo formule redukcije s argumen-
tom § —t.

Dokaz: Teorema 4.1.

Dokazimo prvo adicijsku formulu za kosinus, tj cos(t + u) = cost cosu F sintsinu. Uz-
mimo 0 < ¢,u < 27. Promotrimo tocke A = (cost,sint), B = (cosu,sinu) na trigonome-
trijskoj kruznici. Racunat ¢emo |AB| u sustavu Oxy i zarotiranom sustavu Oz'y’. Slika 24.
pokazuje sustav Ozy i imamo

|AB]* = (cost — cosu)?+ (sint — sinu)?

= 2(1 —costcosu —sintsinu).

A u sustavu Oz'y’ imamo da je A = (cos(t — u),sin(t — u)), B = (1,0) pa je

|AB|> = [cos(t —u) — 1]* + sin®(t — u)
= cos’(t —u) —2cos(t —u) + 1 +sin*(t — u)?
2[1 — cos(t — u)].

Udaljenost se rotacijom ne mijenja, tada izjednacavanjem slijedi

cos(t —u) = costcosu + sin t sin u.
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Slika 25: Prikaz to¢aka A i B u sustavima Oxy i Ox'y/

Ova formula ne vrijedi samo za 0 < t,u < 27, nego Vt,u € R, jer uvijek postoje k,l € Z
takvi da je 2km <t <2mw(k+1), 2lr <wu <27(l4+1),tj. 0 <t—2kmw <27, 0 < u—2lr < 27.

Formula za kosinus zbroja dokazujemo na sljedec¢i nac¢in te u dokazu koristimo parnost i
neparnost funkcija sinus i kosinus.

cos(t +u) = = cos(t—(—u))
= costcos(—u) +sintsin(t — (—u))

= costcosu — sintsin u.
Formulu za sinus zbroja dokazujemo pomocu formule komplementiranja
™
sin(t +u) = = cos {2 —(t+ u)}
s
= cos K —t) —u}
2
T . 7T .
= cos < — t) cos u + sin < — t) sinu
2 2
= sintcosu + costsinu.

Dokaz sinusa razlike provodimo analogno, umjesto u stavimo —u. Dokazat ¢emo formulu za
tangens zbroja.

: : : sintcosu costsinu
bt + ) = sin(t 4 u) _sintcosu+costsinu _ ooon + ooy (8L T B
cos(t +u) costcosu —sintsiny ~ CSLCoSu _ Sinfsmu 3 pof oy

costcosu costcosu

Sli¢no se dokazuje adicijska formula za kotangens zbroja, a formule za tangens i kotangens
razlike se dokazu tako da se u formulu za tangens i kotangens zbroja uvrsti —u umjesto u.

O
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5. Grafovi trigonometrijskih funkcija

Slijede¢a dva teorema govore nam o intervalima monotonosti i neprekidnosti grafova trigono-
metrijskih funkcija. Nakon toga slijediprikaz konstrukcije grafova trigonometrijskih funkcija.

- T

Teorem 5.1. Restrikcija funkcije sinus na segment 5", §] strogo je monotono rastuca funk-
cija, a restrikcija kosinusa na segment [0, 7| strogo je monotono padajuca funkcija. Nada-
lje, tg |<—T7r7%> strogo je monotono rastuca, a ctg |~ je strogo monotono padajuca funkcija.

Stoga su Sin|[%ﬂ7%}: (5, 5] = [=1,1], cos|jn: [0,7] = [-1,1], tg | = £ (5.5) > R

ctg |om: (0,m) = R bijekcije.

Teorem 5.2. Neka je I C R otvoreni interval, a f: I — R monotona funkcija, tako da je
slika I' = f(I) C R takoder otvoreni interval. Tada je f neprekidna funkcija.

Iz prethodnog teorema slijedi da su funkcije sin |<—va%> i cos |(0,xy neprekidne funkcije. A iz

navedenog teorema i formula redukcije lako se da zakljuciti da su sin, cos: R — R neprekidne
funkcije. Kako je kvocijent neprekidnih funkcija opet neprekidna funkcija, zaklju¢ujemo da
su funkcije tangens i kotangens neprekidne na svom podrucju definicije.

Detaljno ¢emo pokazati kako konstruirati graf funkcije sinus, tj. ¢ — sint. Nakon toga
¢emo vidjeti koja je razlika izmedu grafa funkcije sin i cos. Na kraju ¢emo vidjeti kako
izgledaju grafovi preostalih trigonometrijskih funkcija.

Graf funkcije sinus nazivamo sinusoida. Da bi konstruirali sinusoidu (ali i sve ostale
grafove trigonometrijskih funkcija), dovoljno je konstruirati graf na nekom segmentu duljine
temeljnog perioda te ga periodicki produziti. Promotrimo sin ’[o,g]; na tom intervalu vrijed-
nost funkcije sinus raste od 0 do 1. Da bi s$to toc¢nije nacrtali prvu ¢etvrtinu sinusoide, prvu
¢etvrtinu brojevne kruznice (prvi kvadrant) dijelimo na m = 2" n € N dijelova i kroz tocke
1,2,...,m povlacimo paralele s x osi. Takoder segment [0, 7] podijelimo na m jednakih dije-
lova 1,2, ..., miu tim tockama povla¢imo okomice na x os. SjeciSta okomica i paralela daju
tocke grafa, spajanjem tocaka glatkom krivuljom dobivamo sinusoidu na prvom kvadrantu.

Slika 26: Prva c¢etvrtina sinusoide

Iz neparnosti funkcije sinus slijedi da je sinusoida simetri¢na obzirom na ishodiste, pa je

u —* vrijednost —1. Slika 27. pokazuje graf funkcije sinus na [, 7.
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Slika 27: Sinusoida na [5*, 7]

Za drugi kvadrant brojevne kruznice koristimo formulu sin(7w —t) = sint pa je graf sinusa
na [%, 7] simetrican grafu na [0, 7] obzirom na pravac x = 7. Na taj smo nacin opisali
sinusoidu na [—, 7] te ju dalje periodicki produzimo.

Da bi to¢no vidjeli kako sinusoida izgleda na svom temeljnom periodu, [0, 27] i kako je
periodicki produzujemo, posluzit ée nam GeoGebra aplet (slika 28.). U aplet je implementi-
rana animacija te klikom na pokretanje animacije nastaje sinusoida. Razmak na x osi je

da bi ucenici uocili nultocke, maksimalne i minimalne vrijednosti.

€7 sinuscida.ggb - m] 8

Datoteka Uredivanje Pogled Postavke Alati Prozor Pomoc

'nvAvli

Unos:

Slika 28: Sinusoida

Graf funkcije kosinus je kosinusoida. Graf funkcije kosinus mozemo nacrtati koristeci isti
postupak kao i za funkciju sinus, pazeci da za svaki realni broj ¢ vrijedi cos t = sin(t+7). Slika
29. prikazuje Geogebra aplet u kojem je graf funkcije sinus i funkcije kosinus, iz prikazanog
vidimo da je kosinusoida upravo sinusoida translatirana za 7 ulijevo. Sinus je crvene boje a
kosinus plave boje. Ucenici primjec¢uju da su nultocke, minimalne i maksimalne vrijednosti,
kod sinusoide i kosinusoide udaljene za 7.
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¥ Graf sinusa i kosinusa.ggb - m] X

Datoteka Uredivanje Pogled Postavke Alati Prozor Pomoé

Al P QU £ N e 222

T v
6 = 3.56 rad J sine
@ "/‘cusme
(8= gpra
1
R
s
-1
Unos:.

Slika 29: Sinusoida i kosinusoida

Ucenici se u ovom dijelu gradiva najvise bave crtanjem grafa funkcije sinus, tj. crtanjem
sinusoide. Harmonijska funkcija ima najvazniju ulogu u primjeni trigonometrijske funkcije
sinus. Ona je oblika:

f(z) = Asin(wzx + ¢).

U ovom se izrazu pozitivna konstanta A > 0 naziva amplituda, w # 0 se naziva kruzna
frekvencija, a ¢ fazni pomak. Harmonijska funkcija je takoder periodi¢na, njezin temeljni
period je 7 = %r U pomo¢ nam dolazi GeoGeba aplet na kojem po koracima crtamo graf
harmonijske funkcije. Na slici 30. nacrtan je graf harmonijske funkcije u GeoGebra apletu
s amplitudom A = 1.5, kruznom frekvencijom w = 1 i faznim pomakom ¢ = 7. Koraci se
otvaraju jedan po jedan te tako ucenici crtaju svoje grafove na papir na kojem je iscrtan

koordinatni sustav s razmakom § za lakSe crtanje, koji daje nastavnik (slika 31.).

€7 Cranje sinusoide.ggb - a X

Datoteka Uredivanje Pogled Postavke Alati Prozor Pomoc

B Sl N

Ampliuda A=15 1. nacrtati pravee : y=Aiy=—4 (] vora 2. izracunati i nacrtati nultock oy = — £ = 1
Knanareieencia o -l 3-a) odreditt period 7 = 7 (s 1. nacrtati maksimum i minimum c
- — / Y ! \ / \ rn 3\
OO wenwimitoke = r=tn ne 25 Se e (25204) < (fras) e (257 a) - (fe00)
f(z) = L.5sin (1= 4 47\') .".“ Korak
[ korak
5. macrtati brijeg i dol na intervalu [z, z)

smi2

Slika 30: Crtanje sinusoide
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Slika 31: Mreza za crtanje sinusoide

—-T T

Graf funkcije tangens dovoljno je nacrtati na intervalu [5*, 7] jer je njezin period .
Tangens nije definiran u § + km,k € Z pa su pravci v = 7 + kn,Vk € 7Z vertikalne
asimptote. Funkcija kotangens nije definirana u kn,k € Z pa su pravci x = kn,Vk € Z
njene vertikalne asimptote. Na slici 32. mozemo vidjeti kako izgledaju grafovi funkcije
tangens i kotangens.

(a) Graf funkcije tangens (b) Graf funkcije kotangens
Slika 32: Grafovi ostalih trigonometrijskih funkcija
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6. Trigonometrijske jednadzbe i nejednadzbe

Za razliku od algebarskih, kvadratnih i linearnih, trigonometrijske se jednadzbe mogu pojav-
ljivati u nebrojenim razli¢itim oblicima. Zato nije moguce propisati postupak za rjesavanje
svake od njih. Koliko god sloZena trigonometrijska jednadzba bila primjenom trigonometrij-
skih identiteta svodi na ekvivalentnu, jednostavniju jednadzbu i konac¢no na rjesavanje neke
od osnovnih jednadzbi koje su oblika

sinz =a, cosr=0b, tgx =c, ctgr =d.

Pritom su a, b, ¢ i d realni brojevi, dodatno zbog omedenosti funkcija sinus i kosinus, |a| < 1
ib] < 1.

Trigonometrijske nejednadzbe su oblika f(x) <ili f(z) < 0, gdje je f neka od trigonome-
trijskih funkcija. Kod njih se bitno koristi periodi¢nost trigonometrijskih funkcija i rjesavaju
se primjenom trigonometrijskih identiteta i algebarskih postupaka nejednadzbe svodenjem
na osnovni oblik, primjerice sinx > a ili cos < a.

Rjesavanje osnovnih trigonometrijskih jednadzbi i nejednadzbi prikazat ¢emo pomocu
Geogebra apleta, dok se ostale trigonometrijske jednadzbe i nejednadzbe svode na spomenute
algebarske, linearne i kvadratne.

Na slici 33. prikazan je GeoGobra aplet koji pokazuje rjesavanje osnovnih trigonome-
trijskih jednadzbi s funkcijama sinus i kosinus. Ucenici na pocetku rjesavaju jednostavne
primjere, pri ¢emu je vizualizacija vrlo bitna. Na grafickom prikazu se rjesava trigonometrij-
ska jednadzba u kojoj se pojavljuje sinus. Prikazana je trigonometrijska kruznica na kojoj
su naznaceni kutovi izrazeni u radijanima i u stupnjevima. Pored trigonometrijske kruznice
napisana je jednadzba koja se rjesava, a ispod nje su prikazana njena rjesenja. Na grafic-
kom prikazu 2 rjesava se trigonometrijska jednadzba u kojoj se pojavljuje kosinus. Na oba
graficka prikaza kliza¢ je ogranic¢en na [—1, 1] zbog omedenosti tih funkcija.

Na slici 34. prikazan je GeoGebra aplet koji pokazuje rjesenje osnovnih trigonometrijskih
nejednadzbi s funkcijama sinus i kosinus. Razlika je od prethodnog GeoGebra apleta je ta
sto imamo dvije nejednadzbe sinz < a i sinx > a, te naznacena njihova rjesenja. Dodatno
je obojan i jedan kruzni luk kao rjesenje sinx > a i cosz > a.
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€7 Trigonometrijske jednacine _ Trigonometric equations.ggb - O X

Datoteka Uredivanje Pogled Postavke Alati Prozor Pomoc

&l v /% —

» Graficki prikaz X

a=-0T1 S?:'n.'ﬂ — £
ay = 45 = r= il + 2krm
4 i 1
3m
= 1= 135 = i:I-F?.'G'GT. UiEZ)
@.
» Graficki prikaz 2 5l
o L @b=077
cosx = 0.77
Cosx
g = £39.65 = x = tarccos(0.77) + 2kxn, (k€ Z)
-a 3
Slika 33: Rjesavanje trigonometrijske jednadzbe
2 Tiig € nejednacine _ Trig inequalities.ggb — [m] x
Datoteka Uredivanje Pogled Postavke Alati Prozor Pomac Prijaviien kao Katarina Valenti¢
R Al P QNN L)) o] =22 o
¥ Grafiéki prikaz X
- P U .
T P C@a=071 sinz >
4 2
K/ g+2k'rr§ T E%‘FQ’ET{. (ke Z)
stnr < —
2
¢ oamot 5T okr < w < T 4 okx (E
@ m=4F > n=] -T 2%k < v £ S 42w, (ke Z)
» Graficki prikaz 2 X
V2
¢ cosT > ——
2
i Tiokn< e <4 2%m (k
b 71+ «-_.L_Z‘F m, (ke Z)

N

2 -0

= T.' T
b0 Z+2k‘,’r§ x §T+2k'rr, (ke Z)

Slika 34: Rjesavanje trigonometrijske nejednadzbe

Slike 35.-37. su prikazuju rjesenja trigonometrijskih jednadzbi na grafovima trigono-
metrijskih funkcija. Rezultati su dani u stupnjevima medutim mogu se lako pretvoriti u
radijane.
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a=05

e,
sm Dcos Dtan
start = —453

end =810

Solve sinxz = 0.5 for — 450° < x < 810°.

Shuw solutions

[
[—330° [ —210° | 30° | 150°

Slika 35: Rjesenja trigonometrijske jednadzbe na grafu funkcije sinus

a=05

C——>——
Dsm cos Dtan
’a end =810

Solve cosxz = 0.5 for — 450° < « < 810°.

' | Show solutions |

| —420° | —300° [ —60° | 60° |
[

Slika 36: Rjesenja trigonometrijske jednadzbe na grafu funkcije kosinus

a=05

————
Dcos Ian

Solve tanz = 0.5 for — 450° < = < 810°.

Shuw solutions

[ [ i
| —333.43° | —153.43° [ 26.57° | 206.57° |

Slika 37: Rjesenja trigonometrijske jednadzbe na grafu funkcije tangens
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Sazetak

U diplomskom radu obradena je trigonometrija u nastavi matematike srednje skole za-
jedno sa programom GeoGebra koji pomaze u ucenju matematike ali i svih predmeta STEM
podrucja. GeoGebra pomaze vizualizirati matematiku i priblizava matematicke koncepte te
na laksi i brzi nacin pomaze u savladavanju gradiva. Navedeni su GeoGebra apleti koji prate
gradivo udzbenika za 2. i 3. razred srednje skole (gimnazije i tehnickih skola).

Kljuéne rijeci: trigonometrija, trigonometrija pravokutnog trokuta, GeoGebra, GeoGebra
apleti

Trigonometry in the teaching of mathematics and GeoGebra in the
motivation of learning trigonometry

Summary

In this graduate thesis you can read about trignometry in math class of high school along
with program named GeoGebra which can help whit math problems and all of the subject
of STEM field. GeoGebra helps with visualize math and approaching math concepts and
on easier and faster way helps with overcoming textbook materials. GeoGebra applets are
listed which accompany the textbook material for the 2nd and 3rd grade of high schools
(gymnasiums and technical schools).

Keywords: trigonometry, rectangular triangle trigonometry, Geogebra, GeoGebra applets
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