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1 Uvod

Jedna od grana matematike je kombinatorna matematika ¢iji je jedan od glavnih ciljeva pro-
ucavanje specijalnih brojeva kao sto su primjerice Fibonaccijevi brojevi, Mersenneovi brojevi,
Catalanovi brojevi, Bernoullijevi brojevi i slicno. Svi ovi brojevi su detaljno izu¢avani i pos-
toje brojni radovi koji se bave njihovim znacenjem, svojstvima i problematikom. Kroz ovaj
rad ¢emo ukratko analizirati neke vrste specijalnih brojeva a poseban naglasak staviti ¢emo
na proucavanje familije Stirlingovih polinoma.

Navesti ¢emo tri varijante Stirlingovih polinoma. Prvi su konvolucijski polinomi koje je pro-
ucavao Knuth a koji se definiraju kroz Stirlingove polinome prve vrste. Drugi su Stirlingovi
polinomi prve i druge vrste koje je uveo Stanley. Na kraju definiramo Stirlingove polinome
pomocu Shefferovog niza.

Predmet ovog diplomskog rada ¢e se zasnivati na kombinatornoj interpretaciji nekih speci-
jalnih brojeva. Poseban znacaj ovog rada biti ¢e na opisivanju svih komponenti Stirlingovih
brojeva prve i druge vrste kao i njihovih relacija s drugim specijalnim brojevima.

Rad je koncipiran u nekoliko odjeljaka. U prvom odjeljku se upoznajemo sa binomnim
koeficijentima, njihovom interpretacijom, svojstvima i definiranjem Pascalovog trokuta. Ta-
koder se doticemo Fibonaccijevih brojeva i njihove veze s Pascalovim trokutom. U drugom
odjeljku odredujemo funkcije izvodnice i konvolucije. Naglasak u tre¢em odjeljku je stavljen
na osnovne pojmove i identitete nekih specijalnih brojeva, kao i njihovu medusobnu relaciju.
Zadnji odjeljak ovoga rada se bavi ujedno i glavnom temom a to je definiranje Stirlingovih
polinoma i njihovim svojstvima.



2 Binomni koeficijenti

2.1 Binomni koeficijenti i Pascalova rekurzija

Binomni koeficijent oznacavamo s (Z) Interpetiramo ga kao broj nac¢ina na koji mozemo
odabrati k-Clani podskup od n-clanog skupa.

n zovemo gornji indeks, a k£ donji indeks. Iz kombinatorne interpretacije slijedi da su n, k €
Ny. Medutim, binomni koeficijenti imaju veliku uporabu pa zbog toga dozvoljavamo da je
neC,akel. (Z) ¢itamo "n povrh k.

Primjer 2.1. Neka je dan skup {1,2,3,4,5}. Zapisimo sve 2-clane podskupove. To su:
{1,2}, {2,3}, {3,4},
{1,3}, {2,4}, {3,5}i
{1,4}, {2,5}, {4,5}.
{155

Ovih podskupova ima 10, sto odgovara broju nacina na koji moZemo izabrati 2 elementa iz
5-clanog skupa. Dakle, (g) =10 .

Da bismo izrekli formalnu definiciju, prvo uvedimo pojam padajuéih faktorijela.
Definicija 2.1. Padajudi faktorijeli u oznaci (x),, ili 2 definiraju se kao

()p=2=z(x—1)---(z— (n—-1)), 22 =1, Vn € N,.

Primjerice (20)5 = 20> =20-19-18- 17 - 16.
Definicija 2.2. Binomni koeficijent definiramo kao

n(n—1)---(n—k+1 nk
n\ _ [T = ke i,
k 0, keZ .

Primjer 2.2. (_41> nema kombinatornu interpretaciju ali svejedno ga mozZemo izracunati.

(—1) (D) (=2) (=3 (-4)

== 1,
4 4-3-2-1

Prvih nekoliko vrijednosti mozemo promotriti u sljedecoj tablici, odnosno Pascalovom
trokutu nazvanom po francuskom matematicaru Blaisu Pascalu.

" (32 ) G 6 B G 6 G G 6 (8
1 1 1

2 1 2 1

3 1 3 3 1

4 1 4 6 4 1

5 1 5 10 10 5 1

6 1 6 15 20 15 6 1

il 1 i 21 35 35 21 7 1

8 1 8 28 56 70 56 28 8 1

9 1 9 36 84 126 126 84 36 9 1

10 1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1



Tablica 1: Pascalov trokut.

Pascalov trokut je niz brojeva zapisanih u oblik trokuta. Prazne ¢elije su nule prema defini-
ciji.

| 1:0:(—1
Primjerice (3) = W(l) = {il,

Iz trokuta uocavamo da vrijedi:

(g) = <n> = 1, Sto znaci da je prvi i zadnji broj u svakom retku uvijek 1.
n

(T) = n, odnosno drugi broj u svakom retku je broj retka.

2
E < ) = 2" odnosno suma svakog retka iznosi 2", Vn € R.
i=0 \?

Suma elemenata svakog retka jednaka je dvostrukoj sumi prethodnog.

Postoje brojne veze medu brojevima u Pascalovom trokutu. Naprimjer, navedimo hek-
sagonalno svojstvo. Promotrimo sljedecu ilustraciju:

Slika 1: Heksagonalno svojstvo u Pascalovom trokutu.

Brojevi 3,1,1,15,10,6, i 3 ¢ine heksagon. Ovo svojstvo kaze da ako pomnozimo svaki drugi
broj iz heksagona, dobit ¢emo isti rezultat. To bi na nasem primjeru izgledalo:
3-1-10=1-5-6. Svojstvo vrijedi i za svaki drugi formiran heksagon iz Pascalovog trokuta.

2.2 Osnovni identiteti

Navedimo osnovna svojstva binomnih koeficijenata.

n n!
= — k y >k >0.
(k) M e Shas A =0



Dokaz. MnoZenjem brojnika i nazivnika iz Definicije 2.2. s (n — k)! dolazimo do ovog rezul-
tata. U

n n 4
— > k> 0.
(k‘) (n—k)’ neNy, k€eZ, n>k>0

Ovo svojstvo zovemo simetrija. Uocavamo je u Pascalovom trokutu tj, redoslijed brojeva u
retku je isti slijeva nadesno i zdesna nalijevo.

Simetrija kaze ako odaberemo k elemenata od ukupno n, znaci da preostaje n — k koje nismo
odabrali.

Dokaz.

n n!
Q)ZMW—kﬂ

(=% (1) kom0

Ovo svojstvo zovemo apsorpcija.

Dokaz.

n (Def_2.2.)n_k
k R

_ n(n— 1)L
 k(k—1)!
_n(n—1)
Tk (k—1)

- n (n—1
ok \k-1)
Ovo vrijedi za k > 0, a za k < 0 obje strane jednadzbe su 0. O

n n—1 n—1
— > k.

Ovaj rezultat zovemo adicijska formula.
Ova formula kaze da je svaki broj u Pascalovom trokutu zbroj brojeva u prethodnom retku,



jednog iznad i jednog iznad i lijevo. Adicijska formula predstavlja rekurziju brojeva u Pas-
calovom trokutu.

52 (10
:

15

Slika 2: Adicijska formula u Pascalovom trokutu.

Dokaz.

n—1 n—1 (n—l)E (n_l)k;l
( k >+<k—1>: Mo (k=1
(n—l)’“_—l(n—k)+(n—1)k;1-k

Promotrimo uzastopnu primjenu adicijske formule na primjeru.

Primjer 2.3.

(- (>+®

Buduci da je ( ) = 0 mozZemo stati.

Ovo nas vodi do opce formule:

S (=) (e (5= (1), me

Ova formula izrazava binomni koeficijent kao sumu ostalih ¢iji donji i gornji indeksi ostaju
jednako udaljeni. Ovo smo postigli prosirivanjem binomnog koeficijenta s najmanjim donjim
indeksom.

Promotrimo primjer u kojem ¢emo ponavljati prosirivanje binomnog koeficijenta s najve¢im
donjim indeksom.



Primjer 2.4.

=3+ () )

; ’ o\ . - ;
Zanemarimo clan (3) jer iznosi 0.

[N
S
+
Py
[\
e e
+
TN
DN O
~_—
+
[NSITAN
N A
+
Y Y
DN Ot

Opcenito vrijedi:

20+ ()()- (223 moen

Ovo svojstvo zovemo sumiranje gornjeg indeksa. lIdentitet kaze da binomni koeficijent
mozemo prikazati kao sumu ostalih pri ¢emu su njihovi donji indeksi jednaki.

Primjer 2.5. Za slucaj m =1 dobivamo formulu za sumu prvih n brojeva:

0 1 n n+1 n(n+1)
O (s () 0srsne (177 20

2.3 Fibonaccijevi brojevi

Leonardo od Pise, poznat kao Fibonacci u svojoj knjizi Liber Abaci je 1202. predstavio pro-
blem zeceva. Zanima nas koliko ¢e ukupno biti parova zec-zecica nakon odredenog razdoblja,
odnosno n mjeseci. Dane su pretpostavke da zecevi ne umiru i da svaki par zec-zecica stari
barem dva mjeseca dobiju svakog sljede¢eg mlade: zeca i zecCicu.

Oznacimo broj parova zec-zeCica na pocetku n-tog mjeseca s F,, i stavimo da je Fp = 0 i
Fi = 1. Slijedi da je Fy = 1. F3 = 2 jer na pocetku tre¢eg dobivamo i jedan novi par.
Dolazimo do rekurzije F, 9 = F, 11 + F,,, buduéi da na pocetku (n + 2).-og mjeseca imamo
F, 1 starih parova i F;, novih.

n-ti Fibonaccijev broj oznacavamo s F),, a niz brojeva koji zadovoljava rekurziju zove se
Fibonaccijev niz. Nekoliko prvih vrijednosti mozemo promotriti u iducoj tablici:

7 8 9 10
13 21 34 55

n|0 1 2 3 4 5 6
1O 11 2 3 b 8

Tablica 2: Fibonaccijevi brojevi.
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1
10 10 5 1
6 15 20 15 6 1

A

Slika 3: Fibonaccijevi brojevi u Pascalovom trokutu.

Iz slike uocavamo da su sume dijagonala zapravo Fibonaccijevi brojevi. Ovo mozemo
zapisati kao:

,_
l3
i

—k
(n > = Fo41, uz pocetne uvjete F'(0) = F(1) = 1.

k

k=0

F+1 je broj nacina na koje plocicu dimenzije 1 X n mozemo pokriti plo¢icama dimenzije
1 x 2 i plo¢icama dimenzije 1 x 1.

Dokaz. Ako u pokrivanju koristimo k plocica dimenzije 1 x 2, onda nam preostaje n — 2k
ploc¢ica dimenzije 1 x 1. Ukupno smo upotrijebili n — k plocica i to je (";k> nacina na koje

mozemo pokriti plo¢ice. Sumiranjem po svim mogucim k dobivamo identitet. O

Primjer 2.6. Neka je dana plocica dimenzije 1 x 5. Odredimo broj nacina na koje ju mo-
zemo pokriti s plocicama dimenzije 1 x 2 ©1 x 1.

k=0—
o= 17
My
k=27
N

Slika 4: Nacini popunjavanja ploc¢ice dimenzije 1 x 5.
Ukupno imamo 8 nacina za pokrivanje, sto odgovara Fg.



3 Funkcije izvodnice i1 konvolucije

Definicija 3.1. Neka je (ag, a1, asg, . .. ) zadani niz brojeva. Funkcija izvodnica je red poten-
cija
A(z) =ag+ a1z + a2 + -+ = Zakzk.
k>0

Kazemo da je ap k-ti koeficijent uz z* u A(2) i pisemo
ar, = [2"]A(2).

Neka je A(z) funkcija izvodnica za (ag, a1, as, . .. ) i B(2) funkcija izvodnica za (bg, by, b, . . . ).
Tada je umnozak A(z)B(z) red potencija
(a0+alz+a2z2—}—. e )(b0+b12+6222+. «w ) = CLQbo+(a0b1+a1b0)2—|—(a0b2+a1b1+a2b0)22—|—' N
Koeficijent uz z" u ovom umnosku je agb, + a1b,—1 + -+ - + anbo = > p_y arbn—i.-
Ako Zelimo izra¢unati sumu oblika ¢, = >} arb,—i i ako znamo funkcije izvodnice A(z) i
B(z), onda je ¢, = [¢"]A(2)B(z). Ovako definiran niz (¢,) zove se konvolucija nizova (a,)
P
Uocavamo da konvolucija nizova odgovara koeficijentu u umnosku njihovih funkcija izvod-
nica.

Primjer 3.1. Odredimo funkciju izvodnicu za niz Fibonaccijevih brojeva (F,).

F(z):F0+F1z+F2z2+...:ZFnz".

n>0

MnoZenjem ovog reda potencija s z i z* dobivamo:

F(Z):F0+F1z+F222+F323+F4z4+F5Z5+... (1)
zF(z) = Fiz 4 Fiz? + B’ + Bz + Fyz® 4 -0 (2)
Z2F(Z) = F022+F123+F2Z4—|—F3z5+... (3>

Ako od jednadzbe (1) oduzmemo (2) i (3) dobivamo:

F(2) — 2F(2) — 2°F(z) = 2. Dakle, F(z) = ©

1—2z—22
Dosli smo do rjesenja ali zapravo zelimo da funkcija izvodnica ima oblik

A B

T—az  1— Bz AD (az)"+B) (B2)" =) (Aa" + Bp")2". (4)

n>0 n>0 n>0

Trebamo naéi konstante A, B, « i 3 takve da je

A 5 B 2
l—ez 1—8z 1—z—2"

Slijedi:

(1 —a)(l—Bzi=1—z—2
Al = pBz)+ B(l —az) = z.



Izjednacavanjem koeficijenata dobivamo:

1+5
Lt

1-V5
2

o =

B =

Stoga je

nf o 1
F(Z):%<1—¢z_ 1—$z>'

Dodatno, iz (4) mozemo dobiti formulu za koeficijente uz z":

NG
3.1 Konvolucija za binomne koeficijente

Generalni konvolucijski identiteti, za n € Ny:

Z tk+7r\ (tn —tk + s ro
k n—k tk+r

=, A=

::gga B=-

tn+r+s
» \

tk +r tn—tk—l—s r s _(tn+r+s r4+s
n—k tk+r tn—tk+s n tn+r+s

i
n r
tk‘ t —tk .
zk:<k> +r)" - (tn—th+ )" e

r S

tk tn — tk nk -
;<k>( +7)"(in + ) tk+r tn—tk+s

3.2 Fibonaccijeve konvolucije

=(tn+r+s)"

=(tn+71+s)".

r+s
tn+r+s

Izracunajmo > p_o FiF,—k Sto je zapravo konvolucija niza (F,) sa samim sobom. Prema
prethodnom znamo da suma mora biti jednaka koeficijentu uz 2" u F(z)? pri ¢emu je F(z)

funkcija izvodnica za (F},).
Trebat ¢e nam sljedeca rekurzija:

2Fn+1_Fn:¢n+$n
Dokaz. Dokaz slijedi direktno iz (5).

Iz Primjera 3.1. slijedi:

(6)



1 1 ?
Fer - (s )
_1( 1 2 Lo >
5\ (1 —¢2)? <1—¢z><1—a3z> (1—<%z>
e PICRRICEEES WLREETS SRRt
n>0 n>0 n>0
%Z( FO@ 4N~ 2 Y Fus”
n>0 n>0
©® — 2nFny — (n+1)F, n
_nZO 5 .
Stoga,

2nFyp — (n+ DF,

Yy Bl = :
k=0

10



4 Specijalni brojevi

4.1 Stirlingovi brojevi druge vrste
4.1.1 Osnovni pojmovi i identiteti
Da bismo razumjeli ove brojeve podsjetimo se prvo pojma particije skupa.

Definicija 4.1. Particija n-¢lanog skupa je familija nepraznih disjunktnih podskupova ¢ija
je unija taj skup. K-particija n-¢lanog skupa je particija n-¢lanog skupa pri ¢emu je k broj
nepraznih disjunktnih podskupova.

Primjer 4.1. Neka je dan skup {1,2,3,4}. Tada je jedna njegova 3-particija

{1,2} U {3} U {4}.

Definicija 4.2. Za n,k € Ny s {Z} ozna¢imo broj k-particija n-clanog skupa. {Z} ZOvVemo
Stirlingov broj druge vrste i ¢itamo "n podskup k.

Primjer 4.2. Odredimo {3}.
Prema definiciji to je broj troclanih particija skupa {1,2,3,4}. Ispisimo th.

{1} u{2tu{3,4}, {1,2} u{3tu{4},
{1}l w42 41 U431}, {1,4} U {2} U {3}:
{1} u{2,3} U {4}, {1,3} U {2} U {4}.
Dakle, {g} =ib.
Vrijedi:
. {Z} — 11 to je particija {1} U{2} U {3} U---U {n}.

8} = 1 prema dogovoru. Inace, {g} = 0.

z}:Oza0§n<k‘.

{
{

o {Tf} =1zan >11ito je particija {1,...,n}.
{

Primjer 4.3. Neka je dan skup {a,b,c}. Znamo da je broj svih podskupova jednak 2".
Prebrojavanjem svih mogucih podskupova imali bismo i prazan skup, taj skup @ pod-
skupove {a},{b,c}, ... Komplement skupa {a} na {a,b,c} je {b,c} i obratno. Mozemo
zakljucity da bi se tad radilo o istoj 2-particiji. Tako bismo dobili za svaki podskup.
Stoga dijelimo sve s 2. Dakle,
n 2" — 2
HEl

° {nﬁl} = (g) Rastavljanje n elemenata u n — 1 podskupova nuzno znaci da ¢emo

imati jedan skup kardinalnosti 2 i n — 2 skupova kardinalnosti 1. Stoga biramo samo
2 elementa iz n-¢lanog skupa.

Prvih nekoliko vrijednosti mozemo promotriti u sljedecoj tablici.

11



63 301 350 140 21 i
127 966 1701 1030 266 28 1
255 3025 7770 6951 2646 462 36 |
o011 9330 34105 42525 22827 5880 750 45 1

" {q il B & B B & & {5 5 &
1 0

2 0 1

3 0 3 1

4 0 7 6 1

5 0 15 25 10 1

6 0 31 90 65 15 1
7 0

8 0

9 0

10 0

T T VT VT VL G VL G VA G W G W

Tablica 3: Stirlingovi brojevi druge vrste {k}
U praznim celijama se nalaze nule prema gore navedenim svojstvima.

Vece vrijednosti mozemo racunati pomocu sljedece rekurzije.

Identitet 4.1. Za 1 < k < n, k,n € N vrijedi

n|  Jn—1 ) n—1
E[ k-1 E |
Dokaz. Promatramo gdje se nalazi element n.
e Ako je n jedini u svom podskupu odnosno skupu onda preostalih n — 1 elemenata
mozemo razmjestiti u k — 1 podskupova. Broj takvih particija je { }

k—1

e Ako n nije jedini onda prvo razmjestimo elemente 1,...,n—1 u k podskupova. Takvih
particija je {”;1}, a zatim element n mozemo staviti u proizvoljan podskup. Dakle,

postoji k{”;l} particija.
Ukupno imamo {Z:i } + k{";l} k-¢lanih particija. O
Primjer 4.4. Odredimo {g} prethodnom rekurzijom.

Ako je 5 jedini element u podskupu onda elemente 1,2,3 i 4 razmjestamo u 2 preostala
. U .
podskupa. Ukupan broj particija je {2} =7. To su:

{1FuU42; 8 4FU{E}, {18, 4} U2 UW{s},
{12} U {3,4} U {5}, {1,2,4} {3} U{s} 4
{1,3}u{2,4} U {5}, {1,2,3} U {4} U {5}.

{1,4} U {2,3} U {5},

Ako 5 nije jedini onda prvo razmjestimo elemente 1,2,3 i 4 u 3 podskupa. Broj particija
je ;1} = 6 prema Primjeru 4.2.
Primgjerice 5 mozemo smjestiti u podskup {1} U{2} U{3,4} kao
{1,5} U{2} U{3,4} ili
{1}u{2,5}u{3,4} ili
{1y u{2u{3,4,5}
i tih particija je 3 - {g} = 18.
Dakle, 7+18 = 25 = {3}.

12



Ove brojeve mozemo racunati i pomoc¢u binomnih koeficijenata jer vrijedi:

n g, K _ E\ .,
-z ()

Identitet 4.2. Za Vn € N i Vz € R vrijedi

Dokaz. Dokaz provodimo matematickom indukcijom.
1° Provjerimo istinitost tvrdnje zan =0in=1.

e za n = 0 dobivamo z° = {g}xg.
e za n = 1 dobivamo 2! = {(1)}339+ {1}%1
20 Pretpostavimo da tvrdnja Identiteta 4.2 vrijedi za prirodan broj n — 1, tj.
n—1
n—1 n— 1} k
=Y { a8
Pl G

3° Dokazimo da tvrdnja vrijedi za prirodan broj n.

Iz 2L = 2k(z — k) slijedi da je

z- ok =gty kok (7)

(Ident.4.1) = n k
= Z k &

k=0
O
Identitet 4.3. Za sve x dovoljno male vrijedi
| ok
%% {k}m T (1—2)(1—22)(1—32)---(1—ka)
Znamo da izraz ﬁ odgovara sumi geometrijskog reda 1+ jx + j22? + j323 + - za sve

x dovoljno male. Dakle, identitet kaze da je {Z} koeficijent uz "% u umnosku
A4+z+22+23+-- )1 +22+42” + 823 +---) - (1 + kx + K22® + K323 +...).
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Primjer 4.5. Zan=9 1k =3, {g} je koeficijent uz x® u umnosku
A+z+22+23 4+ )1 +22+422 + 823 +-- )1 + 30 + 922 + 272 +---).

{g} je suma koeficijenata uz umnoske poput (1* - x%)(2! - 1) (3 - 21). Zanima nas sto je
proizvoljan umnoZak koeficijenata naprimjer 14 - 2% . 3%,

Znamo da je {g} broj 3-clanih particija skupa {1,2,...,9}. Particije zapisimo kao

{a,a9, ...,y U{by,bo, ..., }U{er,co,...,} gdje su u svakom skupu elementi

rasporedeni od najmanjeg prema najvecem, 1 = a; < by < c1,by =244 =61ic; =3+4+1=
8.

Dakle, uz ove uvjete, broj particija je 1*-2' -3 = 6. Elementi 2,3,4 i 5 moraju biti u prvom
podskupu, 7 moZe biti ili u prvom ili v drugom podskupu, a 9 moze biti ili w prvom i u
drugom ili u trecem podskupu. Zapisimo particije.

{1,2,3,4,5,7,9} U {6} U {8}

{1,2,8,4,5,9}U{6, 7} U{8}

{1,2,3,4,5,7+ U {6,9} U {8}

{1,2,3,4,5} U {6,7,9} U {8}

{1,2,3,4,5, 7t U {6} U{8,9} ¢

{1,2,3,4,5} U {6,7} U {8,9}.

Opéenito, koeficijent uz "% je suma koeficijenata uz umnoske poput 1¢12¢2 - .. k% koji
predstavljaju broj k-clanih particija tako da je e; + ey + - - -+ e = n — k, minimalni elementi
podskupova su a; = 1,by =2+ e1,c; =3+ e +e3,dy =4+ e + e5 + e3 do k-tog skupa ¢iji
je minimalni element k +e; +e2 + -+ ex_1 =n — eg.

Nakon $to su minimalni elementi odredeni, brojevi od 1 do by — 1 moraju i¢i u prvi podskup,
brojevi od b; do ¢; — 1 mogu iéi u prvi ili drugi podskup, brojevi od ¢; do di — 1 mogu i¢i
ili u prvi ili u drugi ili u treéi podskup, ...1i analogno.

4.1.2 Kombinatorna interpretacija

Stirlingov broj druge vrste mozemo opisati kao broj nac¢ina da se n studenata rasporedi u k
jednakih ucionica, pri ¢emu niti jedna ucionica ne smije ostati prazna.

Primjer 4.6. Odredimo na koliko nacina mozZemo 5 studenata rasporediti v 2 jednake uci-
onice.

Dakle, dan je skup od 5 elemenata koje trebamo rasporediti u 2 jednaka dijela, tako da nijedan
ne smije ostati prazan. Zapravo odredujemo broj 2-clanih particija skupa od 5 elemenata.
Rjesenje je Stirlingov broj druge vrste {g}

Dokaz. (Identiteta 4.2) Zanima nas na koliko nacina n studenata mozemo rasporediti u x
razli¢itih ucionica, gdje neke ucionice mogu ostati prazne.
Za 0 < k < n postoji Z} nacCina za rasporedivanje studenata u k nepraznih podskupova i

(z)r nacina da se svaki takav podskup pridruzi ucionici. O

14



4.2 Stirlingovi brojevi prve vrste
4.2.1 Osnovni pojmovi i identiteti

Prvo se podsjetimo pojma permutacije i ciklusa.

Neka je dan skup S. Permutaciju skupa S definiramo kao bijekciju sa S na samog sebe
odnosno funkciju a za koju se svaki element pojavljuje tocno jednom kao element slike.
Radi se o razmjestanju elemenata skupa S u odredeni poredak, pri ¢emu je svaki element
s € S zamijenjen s odgovarajué¢im a(s).

Primjer 4.7. Dan je skup S={a,b,c}. Ispisimo sve njegove permutacije.
(a7 b? c)? (b7 a? C)7 (C7 a’? b) i
(a7 C7 b)’ (b7 C7 a)7 (c7 b’ a)'

Naprimjer permutaciju (c, a,b) mozemo opisati odgovarajucom funkcijom o definiranom kao:

a(a) =c,a(b) =a i al(c) =1b.

Permutaciju mozemo zapisati i u obliku ciklusa. Ovime opisujemo da neprekidno primje-
njujemo permutaciju na elemente ciklusa. Bitan je poredak elemenata odnosno nije bitno
koji je element prvi, koji drugi i tako dalje.

Primjer 4.8. Neka je dan skup {1,2,3}. Zapisimo sve njegove permutacije i razmjestimo
th u ovisnosti o broju ciklusa.

Dakle, postoji jedna permutacija s tri ciklusa a to je (1,2,3) cija je ciklicka notacija [1][2][3].
Postoje tri permutacije s dva ciklusa a to su:

(173?2) = [1][273]a
(27 1’3) = [17
(3727 1) = [17

Definicija 4.3. Stirlingov broj prve vrste je broj permutacija n-¢lanog skupa koji sadrzi k
ciklusa. Oznacavamo ga s [Z , pri ¢emu su n, k € Ny i ¢itamo "n ciklus k".

Primjer 4.9. Neka je dan skup {1,2,3,4}. Ispisimo sve permutacije koje sadrze 2-cikluse.

)

[1]12,3,4], [1]2,4,3], [1,2]3,4],
2111, 3, 4], 2111, 4,3], [1,3][2,4] 1
311, 2, 4], 311, 4,2], [1,4][2,3].
[4][1, 2, 3] [4][1, 3, 2]

Prema definiciji to je Stirlingov broj proe vrste [3] koji iznosi 11.
Vrijedi:
° m = 11 to je permutacija [1][2][3] ... [n].
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o :g} = 1, prema dogovoru. Inace m =1

® _2]20,za0§n<k.

° nﬁJ = (g) buduéi da je permutacija s n — 1 ciklusa odredena s tocno 2 elementa koja
se pojavljuju u istom ciklusu.

. T] = (n—1)!, za n > 1 buduéi da permutacija n-clanog skupa koji ima 1-ciklus mora
biti oblika [1,as,as, ..., a,] gdje su as, as, ..., a, elementi od 2 do n i postoji (n — 1)!

nac¢ina za njihov poredak.

Prvih nekoliko vrijednosti mozemo promotriti iz sljedeée tablice.

nllo > 5 i sl el 7l [s| o
0] 1

1] 0 1

2| 0 1 1

3| 0 2 3 1

4] 0 6 11 6 1

50 0 24 50 35 10 1

6| 0 120 2714 225 8 15 1

7| 0 720 1764 1624 735 175 21 1

8| 0 5040 13068 13132 6769 1960 322 28 1
9| 0 40320 109584 118124 67284 22449 4536 546 36 1

Tablica 4: Stirlingovi brojevi prve vrste m

U praznim ¢elijama se nalaze nule prema gore navedenim svojstvima.
Iz tablice uoc¢avamo da je zbroj elemenata u svakom retku jednak n! jer je to broj svih nacina
na koje mozemo rastaviti n-¢lani skup na cikluse. Ovo mozemo zapisati kao:

Identitet 4.4. Za n > 1 vrijedi
=l
el L
Vece vrijednosti mozemo rac¢unati pomocu sljedece rekurzije.

Identitet 4.5. Za 1 < k < n vrijedi

n m— 1 m— 1
= -1 .
Dokaz. Promatramo gdje se nalazi element n.

e Ako je m jedini u svom ciklusu tada se preostalih n — 1 elemenata moze smjestiti u

k — 1 ciklusa i tih permutacija je [Z:ﬂ

e Ako n nije jedini tada prvo rasporedimo elemente 1,...,n — 1 u k ciklusa i takvih

permutacija je [";1} Zatim element n smjestimo zdesna proizvoljnom elementu. Do-

bivamo (n — 1) [";1} permutacija.
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n—1

Ukupno imamo [ b1

} +(n—1) [";1} permutacija s k ciklusa. O
Primjer 4.10. Odredimo B} pomocu Identiteta 4.5

e Pretpostavimo da je 5 jedint u svom ciklusu. Tada imamo m permutacija. To su:

11,23, 4][5], [1,3,4,2][5],
(1,2, 4, 3][5]; [1;4;2;3][b]2
[1,3,2, 4][5]; [1,4, 3, 2][5].

e Pretpostavimo da 5 nije jedini u ciklusu. Tada prvo odredimo sve permutacije bez tog
elementa. Njih je B] = 11 prema Primjeru 4.9.
U svaku permutaciju 5 mozemo smjestiti na 4 nacina. Naprimjer, 5 mozZemo ubaciti u
permutaciju [1]]2,3,4] kao

[1,5][2,3,4] ili
[1][2,5,3,4] ili
[1][2,3,5,4] ili

[1][2,3, 4, 5.

Ukupno tmamo 6 + 11 - 4 = 50 permutacija, Sto odgovara B}

Identitet 4.6. Za n > 2 vrijedi

n n_k:‘
> [ imor=o

Dokaz. Skup permutacija n-¢lanog skupa ¢emo razdvojiti na dva skupa. Prvi je skup permu-
tacija n-clanog skupa koji ima paran broj ciklusa i zapisimo ga kao - ami k m . Drugi je skup

permutacija n-¢lanog skupa koji ima neparan broj ciklusa i zapisimo ga kao 3 ,cpami k m
Za proizvoljnu permutaciju s barem dva elementa, element 2 se mora pojaviti u prvom cik-
lusu ili kao prvi element drugog ciklusa. U prvom slucaju, permutacija zapocinje
[1,a1,az,...,a5,2,b1,be,...,b][c1,c2,...]..., pri ¢emu su j i k nenegativni. Promjenom te
permutacije u [1, ay,as,...,a;][2,b1,be,...,b][c1,co,...]..., dobivamo permutaciju gdje su
11 2 u razlicitim ciklusima, i time jedan ciklus vise nego u prethodnoj permutaciji.
Analogno, ako su 1 i 2 u razli¢itim ciklusima spajanjem prva dva ciklusa sada su oni u is-
tom, te imamo jedan ciklus manje. Prema tome, svaka permutacija s parnim brojem ciklusa

odgovara jedinstvenoj permutaciji suprotne parnosti te se one medusobno ponistavaju. [

Definicija 4.4. Rastuéi faktorijeli u oznaci (z)" ili 2™ definiraju se kao

(z)*=2"=z(x+1) - (x+ (n—1)), 20 =1, Vn € Ny.

Primjerice (21)* = 217 = 212223 - 24.

Stirlingovi brojevi prve vrste se ¢esto definiraju kao koeficijenti u rastu¢im faktorijelima.
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Identitet 4.7. Vrijedi

= 3 M o,

m=0

Dokaz. Dokaz provodimo matematickom indukcijom.
1° Provjerimo istinitost tvrdnje zan =0in=1.

e za n =0 dobivamo z° = [g} x0.

e za n =1 dobivamo z! = m g? 4 m:yl

20 Pretpostavimo da tvrdnja Identiteta 4.7 vrijedi za prirodan broj n — 1, tj.

— n—1 —
o I = > ln 1]:1;’”.

3° Dokazimo da tvrdnja Identiteta 4.7 vrijedi za prirodan broj n.
Iz Definicije 4.4. slijedi da je

Ll =Sl

m=0 m=0
% fm—1 1 "1 lp—1
= m— -1 m
g1 S e
=z 2" T4 (n-1)-2" T=2" Nz +n—1)
® =n
=
Vrijedi:
n
xﬂ:Z{ ](—1)”"“&:’“.
w0 LR

Sljedec¢a dva identiteta povezuju Stirlingove brojeve prve i druge vrste.

Identitet 4.8. Vrijedi

> (ol kb = 1

k=0 L

gdje je 0, oznaka za Kronecker delta funkciju koju definiramo kao

5 1, ako je m =n,
™" 00, inade.
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Identitet 4.9. Vrijedi

zn: {Z} [k] (_1)k = (_l)n(sm,n-

k=0 e

Stirlingove brojeve prve i druge vrste mozemo prosiriti na skup Z uz dodatne pretpos-
tavke:

[0] 0

= k . - k .
K 0, Vk #0; {k} 0, Vk #0;
g =0, Vn £ 0; {g} =0, Vn # 0;
-TL- n
_k_:O,n<k, {k}:0,n<k.

Tada vrijedi i svojstvo reciproc¢nosti:
n —k
= k Z
ARSI
n —k
= k,n € Z.
)= o) o

Ovako prosireni Stirlingovi brojevi mogu se promotriti u idué¢im tablicama kao i svojstvo
recipro¢nosti.

n| |5 Iy 3 5 k! ol 11l 2l 5] 4] s
-5 1

-4 10 il

-3 25 6 1

-2 15 7 3 1

-1 1 1 1 1 1

0 0 0 0 0 0 1

1 0 0 0 0 0 0 1

2 0 0 0 0 0 0 1 1

3 0 0 0 0 0 0 2 3 1

4 0 0 0 0 0 0 6 11 6 1

5 0 0 0 0 0 0 24 50 35 10 1

Tablica 5: Stirlingovi brojevi prve vrste m, za neke n, k € Z.
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JIRES R EVER €2 £ B 6 0 6 MR G IR U IR M v
-4 10 |

-3 35 6 1

-2 20 11 3 1

-1 24 6 2 1 1

0 0 0 0 0 0 1

1 0 0 0 0 0 0 1

2 0 0 0 0 0 0 i 1

3 0 0 0 0 0 0 1 3 1

4 0 0 0 0 0 0 1 7 6 1

2 0 0 0 0 0 0 1 15 25 10 1

Tablica 6: Stirlingovi brojevi druge vrste {Z}, za neke n, k € Z.

4.2.2 Kombinatorna interpretacija

m mozemo interpretirati kao broj nacina na koji n ljudi moze sjesti za k jednakih okruglih
stolova pri ¢emu nijedan stol ne smije ostati prazan.

Primjer 4.11. Odredimo E‘J kao broj nacina na koji 4 osobe mogu sjesti za 3 jednaka okru-
gla stola. Osobe oznacimo slovima a,b,c i d. Ilustrirajmo mogucnosti.

O OT = wmean T3 O O — om
OO = T O O — wma
OO —wama T O O — wan

Slika 5: Nacini rasporeda sjedenja 4 osobe za 3 jednaka okrugla stola.

Dokaz. (Identiteta 4.4.) Ovaj identitet mozemo interpretirati kao broj nac¢ina na koji n ljudi
moze sjesti za n jednakih okruglih stolova.

Neka osoba 1 sjedne za prvi stol jer smo pretpostavili da su stolovi jednaki. Osoba 2 moze
sjesti pored osobe 1 ili za novi stol. Dakle, ona ima 2 moguc¢nosti. Neovisno o odluci osobe
2, osoba 3 moze sjesti ili pored osobe 1 ili pored osobe 2 ili za novi stol. Dakle, ona ima 3
mogucénosti. Opcenito, za 1 < k < n | osoba k ¢e imati £ moguc¢nosti: moze sjesti ili pored
osobe 11ili 2ili --- ili (k — 1) ili sjesti za novi stol. Ukupno imamo n! moguénosti. O

Primjer 4.12 (Identitet 4.7). Prema algebarskoj definiciji Stirlingov broj B} je koeficijent

uz 3w umnosku x(x + 1)(z + 2)(x + 3)(z + 4). Prema kombinatornoj definiciji [g} je broj
nacina na koje elemente 0,1,2,3 i 4 moZemo rasporediti oko 3 jednaka okrugla stola. Owve
definicije su jednake.

U umnosku z(z + 1)(z + 2)(z + 3)(z + 4), koeficijent uz 2* je suma umnoZaka svaka dva
broja izmedu 1 © 4. Primjerice, 2 - 3 moZemo interpretirati kao broj nacina na koje elementi
0,1,2,3 24 mogu sjesti za 3 jednaka okrugla stola ali uz sljedece uvjete. Neka se brojevi 0,1
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i 4 vec nalaze za razlicitim stolovima. Ostale brojeve moZemo rasporediti za stolove ali samo
s manjim brojevima.

Dakle, broj 2 moZe sjesti ili pored 0 ili pored 1 te tma 2 mogucnosti. Broj 3 moZe sjesti ili
desno od 0 ili desno od 1 ili desno od 2 te ima 3 mogucnosti. Ukupno imamo 6 nacina za
sjedenje sto odgovara 2 - 3.

2 3

[0]

Slika 6: Nacini rasporeda sjedenja 5 osoba za 3 jednaka okrugla stola uz odredene uvjete.

4.3 FEulerovski brojevi

Eulerovski broj u oznaci <::L> je broj permutacija skupa {1,--- ,n} u kojoj je tocno m ele-
menata ve¢ih od prethodnog. Za takvu permutaciju kazemo da ima m sljedbenika.
Primjer 4.13. Neka je dan skup {1,2,3,4}. Zapisimo sve permutacije u kojima je tocno
jedan element veci od prethodnog. To su:

(1.4.3,2), (3, 1,4,2), (4,1,3,2),
(2, 1,4, 3% (3,2,1,4), (4,2,1,3),
(2.4,.3,1), (3,2,4,1), (4,2,3,1)¢

(8,4,2,1), (4,3,1,2)

Ima ih ukupno 11. Dakle, <411> = 11.

Za dani n > 0, m moze primiti vrijednosti od 0 do n — 1. Za fiksni n postoji jedinstvena
permutacija s 0 sljedbenika a to je (n,n — 1,n — 2,...,1). Takoder postoji jedinstvena
permutacija s n — 1 sljedbenika a to je (1,2,3,...,n). Stoga, <8> i <n’_L1> iznose 1 za sve
n > 0.

Nekoliko prvih vrijednosti mozemo promotriti iz tablice koju zovemo Eulerovski trokut.

247 4293 15619 15619 4293 247 1 0
002 14608 88234 156190 88234 14608 502 1 0

g@ g & & O & @& @ ¢ &
1 1 0

2 1 1 0

3 1 4 1 0

4 1 11 11 1 0

5 1 26 66 26 1 0

6 1 57 302 302 57 1 0

7 1 120 1191 2416 1191 120 1 0

8 1

9 1
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Tablica 7: Eulerovski trokut.

Uocavamo da se na dijagonali trokuta nalaze nule, buduéi da je moguce najvise n — 1 sljed-
benika u permutaciji. Dakle, <Z> =0, zan > 0. Vrijedi i da je suma Eulerovskih brojeva
za fiksnu vrijednost n jednaka ukupnom broju permutacija skupa {1,...,n}, odnosno suma
n-tog retka je n!. Ovo jo§ mozemo zapisati kao

n—1 n
Z< >:n!, zan > 1.

—— |
Vece vrijednosti mozemo rac¢unati pomocu rekurzije:

0, ako jem >nili n =0,

<n> =<1, ako je m =0,
" (n— m)<::1__11> + (m + 1)<"n_11>, inace.

Osim Eulerovskih brojeva postoje i Eulerovski brojevi drugog reda. Za pocetak podsjetimo
se pojma multiskupa.

Definicija 4.5. Kona¢ni multiskup A’ na skupu S je ureden par A" = (S,n), gdje je n :
S — Ny funkcija za koju je Y-,cqn(z) konacan broj. n(x) zovemo kratnost od z.

Primjerice S = {a,a,b,b,b, c} je jedan multiskup. Kratnosti njegovih elemenata su:
rle) = 2, b)) = 3 i mle) = L

Eulerovski broj drugog reda u oznaci <<:;L>> je broj permutacija multiskupa {1,1,2,2,...,n,n}
s m sljedbenika koje imaju svojstvo da svi brojevi izmedu dva pojavljivanja k& budu veca od
k,zal <k <n.

Primjer 4.14. Neka je n = 3 i dan je multiskup {1,1,2,2,3,3}. Zapisimo sve permutacije
s 2 sljedbenika i koje zadovoljavaju gornje svojstvo iz definicije. To su:

(1,1,2,2,3,3), (1,2,3,3,2,1),
(1,1,2,8,8,2), (1,3,3,1,2,2)i
(1,291,838 (1,2,8,8,3,1).

Ima th ukupno 6. Dakle, <<§>> =il

Nekoliko prvih vrijednosti mozemo promotriti iz sljedece tablice.

) ) ) ) ) G G ) ()
i i 0

2 1 2 0

3 1 8 6 0

4 I 22 o8 24 0

5) i 92 328 444 120 0

6 1 114 1452 4400 3708 720 0

7 1 240 5610 32120 58140 33984 2040 0

8 1 494 19950 195800 644020 785304 341136 40320 0
9 1 1004 67260 1062500 5765500 12440064 11026296 3733920 362880
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Tablica 8: Eulerovski trokut drugog reda.

Vecée vrijednosti mozemo rac¢unati pomocu rekurzije:

<<n>>_{2n— —D) (i) +men (),

m 0, ako je n = 0.

Veze izmedu Stirlingovih i Eulerovskih brojeva prikazane su sljede¢im relacijama:

L1 B (4] My
(m) = (Yo

|$ - n] B Ek: <<Z>> (x;nk> ;1 € No. (10)
Primjer 4.15.

5af= (o) L5)=)
e R O v A e Y

Stirlingove brojeve smo prvo definirali na skupu Ny. Zatim, uz dodatne pretpostavke
definirali smo ih i na skupu Z. Jednadzbe (9) i (10) omoguéuju da Stirlingove brojeve {

r—n

i [xfn} definiramo i za proizvoljan x € C jer su desne strane tih jednakosti polinomi u x.

4.4 Bernoullijevi brojevi

Sljededi vazan niz brojeva dobio je ime po Jacobu Bernoulliju. Dok je proucavao sumu m-te
potencije

Spn)=0"+1"4+---4+(n—-1)"
n—1
=Yk
k=0

i sume za pojedine m-ove
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2 2
Sa(n) %ng — %nQ - %n
S3(n) = in‘l %n?’ - len?
Sa(n) én5 — %n4 + %n?’ - 3—1071
1 1 ) 1
Ss(n) §n6 — %rﬁ ?n4 112n2 1
Se(n) = ?n7 5716 §n5 6”3 - "
Sz(n) éns — %Tﬁ 1—72716 — %n‘l - 1—12712
Sg(n) = %ng %n8 + §n7 175715 %n3 - %n

uocio je sljedeée: koeficijent uz n™*! u S,,(n) je uvijek m%rl, koeficijent uz n'™ je uvijek —%,
koeficijent uz n™! je 5, koeficijent uz n™=? je uvijek nula, koeficijent uz n™* je uvijek
nula. Slutimo da ée se uzorak ponavljati, s time da je koeficijent uz n™~* uvijek umnozak

konstante i m%. Ovo je Bernoullijevo empirijsko otkrice.

U danasnjoj notaciji Bernoullijevi brojevi By vezani su za sumu:

i 1
m

m+1 1
_ 1 K (m+1 Bk
1=k &k '

Mozemo ih rac¢unati pomocu rekurzije:

n+1 k+1

)1, kad jen =0,
. et <"+1>Bn_k, kad je n € N.

Prvih nekoliko vrijednosti mozemo vidjeti u tablici.

S

0 1
i

S DN

3 B 6 T
0 —55 0 5 0 —355 0 2

Sy
3
N |

Tablica 9: Bernoullijevi brojevi.

Takoder vrijedi

m 1
Z(mf )Bj:o, Vm > 0.
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Bernoullijevi brojevi su koeficijenti uz potencije u razvoju funkcije

1 1 22 1 1 28

2° 76 2 T30 4 T2

cosh z

coth predstavlja kotangens hiperbolni koji se inace definira kao 27=.

Moze se pokazati da vrijedi

2n
(22)
zcothz = Z BQnW
n>0 .
- 2n
— 3 4" By, .

n>0 <27’L) !

Mozemo izraziti trigonometrijske funkcije pomocéu hiperbolnih jer vrijedi

sin z = —isinhz,

cos z = cosh iz.

Odgovarajuci razvoji funkcija u redove potencija u okolini tocke 0 su:

# & 7 w2 7 P
Slnz:ﬂ_§+§_"" smhz:F+§+§+...
0 2 b 0 2 4
cosz:a—a—i—ﬁ—..., COShZ:a+§+Z+""
I/
cos z
cotz = —
sin z
_ coshiz
~ —isinhiz
.coshiz
=
sinh ¢z
=t cothiz
slijedi
(2i2)*"
zcotz = By, ———
nzz:o (2n)!
Z2n
= > (—4)"By, ;
n%% (2n)!
Relacija koja povezuje Stirlingove i Bernoullijeve brojeve glasi
4+ 1] (—1)7 1=k 1 1
" J+ )¢ ') _ L T an
so lJ k i) m+1 k
Dokaz.
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o Ako je k =m+ 1, iz (11) slijedi:
m||im+1 1 B 1 m+1B
m(lm+1lm+1 m+1\m+1) "
o Ako je k =m, iz (11) slijedi:
m m| 1 m||im-+1 1 B 1_ 1 m—+1 B
m—1[|m|m m m |m+1 2 m+1\ m I

e Ako je k < m, zamijenimo {T]"} S {7:11} -+ 1){ m }
Izraz s lijeve strane u (11) postaje:

m+ 1\ [j+ 1] (=1)t1* , m | [j+1](=1)it1*
Z%f+1}lk]_7:T_—§3%+Dt+4}lk]_7?T_

320 Jj=0

B m+ 1) [j + 1] (=1)i+1-* m \[j+1 i1 (12)
N (8 b e I T (e

J20 J=0

=0

Promijenimo imena varijablama. Neka je indeks sumiranja k, m + 1 zamijenimo s n, k
zamijenimo s m. Iz (11) i (12) dobivamo sljedecu jednakost:

n| |k (—1)’“_7”:1(71)
Z ] 75l e

Ovime smo pojednostavili jednadzbu (11) za k < m.
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5 Familije Stirlingovih polinoma
Polinom jedne varijable je funkcija realnog ili kompleksnog argumenta x koju mozemo zapi-
sati u obliku

1

P(z) = apz™ + ap_12" " + -+ + a1z + ao,

gdje je n € Ny, a, # 0 ako je n > 1. Brojeve ag,ay, as, ..., a, zovemo koeficijenti polinoma

P, broj ap slobodni ¢lan, a a,, vodeéi ¢lan. Broj n zovemo stupanj polinoma.

Polinomski niz je niz polinoma p;(x), za i = 0,1,2,... gdje je p;(x) polinom stupnja i, Vi.

5.1 Fibonaccijevi polinomi

Jedno poopcenje Fibonaccijevih brojeva su Fibonaccijevi polinomi. Definiraju se rekurzijom
1, ako jen =0,

Fl@) = 4 x, ako je m=1,
Zfrn1(x) + fa_a(x), ako je n > 2.

Primjer 5.1.

folz) =22 +1

falz) = 2° 4+ 22

falx) =x* + 322 +1

fs(z) =2° + 42% + 3z

Uocimo: vrijednosti polinoma v x =1 su

fQ(l) =2,

f3<1) = 3a

f4<1) = 5a

f5<1) =18,

sto zajedno s pocetnim uvjetima daje niz 1,1,2,3,5,8,... koji upravo predstavlja niz Fibo-

naccijevih brojeva.

fa(z) je polinom n-tog stupnja za kojeg vrijedi:
fn(x) = Z f(n7 k)xkv

k=0

pri ¢emu je f(n,k) broj nacina na koje plocicu dimenzije 1 X n mozemo pokriti s ploc¢icama
dimenzije 1 x 11 1 x 2 tako da je upotrijebljeno to¢no k ploc¢ica dimenzije 1 x 1.

5.2 Stirlingovi konvolucijski polinomi

Podsjetimo se relacija koje povezuju Stirlingove brojeve i Eulerovske brojeve drugog reda.
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n (ar—i—n—l—k

P 5 (9 ) g EELY
I 5 (9 Y G BT

Ve¢ smo imali sluc¢aj n = 1.
Ako je n > 0, polinomi {Ifn} i [xfn] iznose nula za z = 0,1,2,...,n i stoga su djeljivi s
(x = 0)(x —1)---(z — n). Stirlingove konvolucijske polinome definiramo pravilom

Primjer 5.2.

o1 (z) = Lﬂfl} _ (926) _ 1
r(z—1) z(x—-1) 2
o9(z) = [WZ] s @) T 2<%4Ll> 3r—1
z(z —1)(z — 2) z(x—1)(z—2) 24
ol = L:fs} ay z(z—1)
’ z(z —1)(z — 2)(z — 3) 8
B 1523 — 30x2 + 5z + 2
= 5760

Vrijedi sljedeca rekurzija:

(x+ Do, (z+1) = (x —n)o,(z) + xo,_1(x).

Dokaz.
_ e
(x+1op(z+1) = (x+1)(x+1)x(m—1)---(:1c+1—n)
_ L]
z(x—1)---(z+1—n)
(Id.4.5.) chn} & Lv-&-glc—n}
- zz—1)---(z+1-n) +x(m—1)---(w+1—n)
_ r—n . [Jc—n] +x- [m—n-i—l]

z—n z(x—1)---(x+1—n) v z(x—1)---(r—n+1)

[xfn} [x—fL-}-l}
wE— 1) —a) " e —1)--E—mt 1)

=(z—n)-

on(x) on—1(x)

= (z — n)on(x) + 2001 (2).
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Od posebnog su interesa Stirlingove konvolucijske formule.
rs Y op(r +tk)o,_k(s +t(n — k)) = (r + s)on(r + s + tn) (14)
k=0

$ > koy(r +tk)op_i(s +t(n — k) = no,(r + s + tn)
k=0

{”} =yt em) (1)

m (m—1

m (m—1

m - (o (16)

Ovi polinomi takoder zadovoljavaju sljedece identitete:

<€Z — 1) =z ¥ wy{m) "

n>0
1 1 \"

Ako je S;(z) red potencija za koji vrijedi
In(1 — 25;(2)*1) = —2S;(2)"
onda je

Sy(2)* =z ou(x +tn)2™.

n>0

Iz konvolucijskih formula dobivamo i sljedece identitete:

n Jxtk x L
> { s }L_Mk}( i =0,neN (17)

= G
n |ztk i =Tl k
=0 n+1

Dokaz.

a7

n Jztk T | k ) n
5 { z }[?xiﬂ%ﬂ}( )" s 0 ];)(_1)2k+1 - (n+ D! ok(—x) - on_i(z)

k=0 n+1

= (n+ 1)l (D)@t R)@+k—n) Y ou(—2)on_r(z
(x+k)(x+k—n) 1) R 4 )kz:% k(=) on—k(z)

Primjenom (14) na
(=1)(z + k)& +  — 1) S 01(—2)0_4(z) tako da je
k=kn=nt=1r=—-x—k,s=—(r+n)=x+k—n slijedi:
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n |tk x _1\k n
Z [ x }{x—n—i—k}( 1) (15.i16) kz_:(_l)n—kl S - (n + 1)[ ; gk(;y + k;)o'n_k(n —r — k)

ol

o)
2o oo
3 8
T+
—
N

UL oS sl )on_uln — k — )

X k=0
Primjenom (14) na

(—2?) Y on(x + k)op_i(n — k — x) tako da je
k=kn=nt=1r=x= —sslijedi:

O

Da bismo povezali Stirlingove konvolucijske polinome i Bernoullijeve brojeve iskoristit
¢emo vezu Stirlingovih i Bernoulljevih brojeva i konvolucijske formule. Lijeva strana jed-
nadzbe (13) za k < m postaje:

- —1)k-m 15.116. 1—m n!
Z{k}m%( = ﬁiﬁan—k(—k)ak_m(@

* k>0
n! m-—n (
: On—m
(m=1! (=n)-m

(2) (_1)n+1—m O)

Nakon izjednac¢avanja s desnom stranom jednadzbe (13) i zamjenom n — m s x dobivamo:

B, -
P (—1)**z0,(0).

5.3 Stirlingovi polinomi

Ovdje ¢emo koristiti oznake c¢(n, k) i S(n, k) za Stirlingove brojeve prve odnosno druge vrste.

Definicija 5.1. Za k € Ny i n € N Stirlingove polinome prve vrste definiramo kao
gr(n) = c(n,n — k),

a Stirlingove polinome druge vrste kao
fi(n) =Sn+k,n).

Promotrimo nekoliko prvih vrijednosti Stirlingovih polinoma prve i druge vrste u sljedecoj
tablici.
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01 1
1|3(2®—x) 1@+ )
2 | 5;(3z* — 102* + 922 — 2z) a1 (32% + 102% 4 922 + 22)

3| g(af — 72® + 172* — 172% + 62?) 325 + 132° + 11z* + 112° + 5822 + 48z)

1
1 (

Tablica 10: Stirlingovi polinomi prve i druge vrste.

Propozicija 5.1. Za fiksan k € No,n € N, fr(n) i gr(n) su polinomi stupnja 2k s vodeéim
1.3:5-(2k—1)

koeficijentom @k

Dokaz. Dokaz za f(n) provodimo matematickom indukcijom po k.

1° Provjerimo istinitost tvrdnje za k = 0.

fo(n) = 1. Dakle, fo(n) je polinom stupnja 0 s vodeé¢im koeficijentom 1.

20 Pretpostavimo da tvrdnja Propozicije 5.1. vrijedi za prirodan broj k, tj. da je fi(n)

polinom stupnja 2k s vodeéim koeficijentom 71'3'5("2',(356_1)

3% Dokazimo da tvrdnja vrijedi za prirodan broj k + 1.

Iskoristit ¢emo operator diferencije koji se definira kao

Ah(n) = h(n+ 1) — h(n).

Iz Identiteta 4.1. slijedi da je Afi(n) = (n+1)fx_1(n). Analogno vrijedi i da je Afry1(n) =

(n+1)fr(n+1). Sada slijedi da je A fr41(n) polinom stupnja 2k + 1 s vodeéim koeficijentom
1-3.5.-(2k—1)
(k)

Propozicija 5.2. Funkcija h : N — C je polinom stupnja d s vodecim koeficijentom o ako
i samo ako je Ah(n) polinom stupnja d — 1 s vodeéim koeficijentom ad.

Iz prethodne propozicije slijedi da je fry1(n) polinom stupnja 2k + 2 s vodeéim koefici-
1-3-5-(2k+1)

(2k+2)!

Dokaz za gi(n) provodimo analogno matematickom indukcijom po k.
1° Provjerimo istinitost tvrdnje za k = 0.
go(n) = 1. Dakle, go(n) je polinom stupnja 0 s vodeéim koeficijentom 1.
20 Pretpostavimo da tvrdnja Propozicije 5.1. vrijedi za prirodan broj k, tj. da je gi(n)

polinom stupnja 2k s vode¢im koeficijentom ——1'3'5("2',(€§{f_1)

jentom

3° Dokazimo da tvrdnja vrijedi za prirodan broj k + 1.

Iz Identiteta 4.5. slijedi da je Agx(n) = ngr_1(n). Analogno vrijedi da je Agr.1(n) = ngr(n).
Stoga je Agg+1(n) polinom stupnja 2k + 1 s vodeéim koeficijentom %}j,’“—l)

Iz Propozicije 5.2. slijedi da je gr+1(n) polinom stupnja 2k + 2 s vodeéim koeficijentom
1-3-5--(2k+1) [
(2k+2)!

Propozicija 5.3. Za sve k € N i n € Z vrijedi

Fal0) = Ful=1) = =w: = Fol—&) =0

fe(=n) = gk(n).
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Dokaz ove propozicije se moze pronaci u [3]. Posljedice se mogu vidjeti u tablicama 5 i
6.

Postoji jos jedan nac¢in definiranja Stirlingovih polinoma a to je pomoc¢u Shefferovog niza.

Shefferov niz je niz polinoma {s,(z) : n = 0,1,2,3,...} gdje je indeks pojedinog poli-
noma jednak njegovom stupnju.
Najpoznatiji primjeri Shefferovih nizova ukljuc¢uju Bernoullijeve polinome, Booleove poli-
nome, Laguerreove polinome kao i Stirlingove polinome.

Stirlingovi polinomi su zapravo specijalan slucaj Bernoullijevih brojeva viseg reda a po-
vezuje ih relacija

Sk(a;) = ka—H(.Z‘ + 1).

Prvih nekoliko Stirlingovih polinoma dobivenih prethodnom jednadzbom navedeni su u slje-
dec¢oj tablici.

01
1|i(z+1)

2 | (32 + 5z + 2)
3| (2 + 227 + )

4 | 555(15z* + 302® + 52* — 18z — 8)

5| g (32° + 52* — 52% — 132* — 62)

Tablica 11: Stirlingovi polinomi.
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6 Sazetak

U ovom radu obradujemo Stirlingove polinome kao jednu od familija polinoma koja se po-
javljuje u kombinatornoj matematici. Stirlingovi polinomi su usko povezani sa Stirlingovim
brojevima. U radu prvo predstavljamo binomni koeficijent i najbitnija svojstva. Nakon toga
upoznajemo se s pojmom Fibonaccijevi brojevi i njihovom relacijom s Pascalovim troku-
tom. Sljedeca bitna stavka koju smo obradili jesu funkcije izvodnice te navodimo primjer
funkcije izvodnice za Fibbonaccijev niz brojeva. Kao jednu od glavnih tema uvodimo spe-
cijalne brojeve s naglaskom na Stirlingove brojeve prve i druge vrste te njihovom vezom
s nekim specijalnim brojevima. Poseban zadatak je bio definiranje Stirlingovih polinoma,
prvo konvolucijskih, zatim Stirlingovih polinoma koje je definirao R. P. Stanley i na kraju
Stirlingovih polinoma koji su Shefferov niz te predstavljaju specijalan slucaj generaliziranih
Bernoullijevih polinoma.

7 Title and summary

In this paper we analyze Stirling polynomials as one of the polynomial families that appears
in combinatorial mathematics. Stirling polynomials are closely related to Stirling numbers.
In the paper we first present the binomial coefficient and its most important properties.
After that, we get to know the term Fibonacci numbers and their relation to Pascal triangle.
The next important theme we learn about are the generating functions, and we give an
example of the generating function for the Fibbonacci series of numbers. One of the main
themes is introducing special numbers with an emphasis on Stirling numbers of the first and
second kind and their connection with some special numbers. A special task was to define
Stirling polynomials, first convolutional, then Stirling polynomials defined by R. P. Stanley
and at the end Stirling polynomials which are Sheffer sequence and represent a special case
of generalized Bernoulli polynomials.
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