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Uvod

U ovom radu upoznat ¢emo se sa statistickim metodama dizajniranja eksperimenta, ana-
lizom varijance jednofaktorskog modela te slucajnim dizajnom punih blokova. Prije nego
se posvetimo teorijskom i prakticnom pojasnjavanju ovih modela, prouc¢it ¢emo smjernice
za dizajniranje eksperimenata. Metode dizajna eksperimenta primjenjive su u mnogim po-
druc¢jima te su vazan alat za poboljSavanje proizvodnih procesa. Njihova upotreba u pro-
izvodnim procesima moze rezultirati proizvodima koji su jednostavniji za proizvodnju, a koji
poboljsavaju izvedbu i pouzdanost samog proizvoda na terenu. Osim toga krace vrijeme ra-
zvoja proizvoda te smanjenje troskova proizvodnje jos su samo neke od prednosti do kojih
statisticko dizajniranje dovodi.

Za pocetak ¢emo kratko objasniti kako se kroz povijest razvijao statisticki dizajn eksperi-
menta.

Povijest statistickog dizajna eksperimenta

Moderan razvoj statistickog dizajna eksperimenta mozemo podijeliti na cetiri razdoblja.
Prvo razdoblje nazivamo poljoprivrednom erom i zapocelo je radom Ronald A. Fishera u
1920-tim i pocetkom 1930-tih godina. U tom periodu Fisher je radio na poljoprivrednom
institutu (nekad: Rothmasted Agricultural Experimental Station) u Rothamstedu blizu Lon-
dona. Kroz svoje poljoprivredne eksperimnte zapazio je da nacin na koji su podaci prikupljeni
¢esto onemogucuje analizu podataka. U suradnji s mnogim istrazivacima i znanstvenicima
iz raznih podrucja razvio je prve spoznaje koje su dovele do tri osnovne metode dizajna
eksperimenta: randomizacija, replikacija i blokiranje. Fisher je kontinuirano uvodio sta-
tisticke principe u dizajniranje eksperimentalnih istrazivanja, ukljuc¢ujuci faktorijalni dizajn
i analizu varijance. Njegove dvije knjige (vidi [6] 1 [7]) su imale veliki utjecaj na upotrebu
statistike u poljoprivredi i drugim znanostima. Druga ili industrijska era ucvrtila je upo-
trebu statistickog dizajniranja eksperimenata u industriji i znanosti. Obiljezena je razvojem
metodologije odzivne povrsine (eng. response surface methodology, nadalje u tekstu: ”RSM
metodologija”) koju su opisali George E.P. Box i K.B. Wilson. Uoéili su da se mnogi indus-
trijski eksperimenti razlikuju od poljoprivrednih u dvije najbitnije stavke:

1. ovisna varijabla se uglavnom moze odmah primijetiti u industriji

2. u industriji se brzo u malom broju ponavljanja mogu uociti bitne informacije za po-
navljanje sljedeceg eksperimenta.

Box ove dvije karakteristike industijskih eksperimenata naziva neposrednost i posljedi¢nost.
U idu¢ih 30 godina, RSM metodologija i druge slicne metode dizajniranja prosirile su se
na kemijska i industrijska istrazivanja i razvojne procese, no ipak ne znacajno. Razlog
tome je manjak znanja o osnovnim statistickim koncepatima i metodama kod inzinjera i
znanstvenika, kao i nedostatak statistickih softvera koji bi podrzali primjenu dizajniranih
eksperimenata. Krajem 1970-tih pojavljuje se sve vedi interes za boljom kvalitetom proizvoda
¢ime pocinje treca era statistickog dizajna. Rad japanskog inzinjera i statisticara Genichi
Taguchija izazvao je Sirenje interesa za koristenjem dizajniranih eksperimenata. Taguchi se
zalagao za koriStenje dizajniranih eksperimenata kojima bi:

1. proces postao neosjetljiv na uvjete okoline ili bilo koje druge faktore koje je tesko
kontrolirati



2. finalni proizvodi bili neosjetljivi na promjene u komponentama

3. pronasao parametre je ¢ija srednja vrijednost na razini zeljene vrijednosti, a istodobno
smanjenih fluktuacija oko srednje vrijednosti.

Metode koje je Taguchi predlozio (podijeljeni faktorizacijski dizajn i ostale) naiSle su na
mnogo rasprava i neslaganja. Krajem osamdesetih, stru¢nim pregledom zakljuceno je da su
Tuguchijevi inzinjerski ciljevi i koncepti bili osnovani, ali je problem uocen pri eksperimen-
talnom procesu i statistickoj obradi podataka. Iz osporavanja Taguchijeva rada proizaslo
je nekoliko pozitivnih ishoda. Dizajnirani eksperimenti privukli su interes raznih industrija,
pretezito tehnickih, poput automobilske i zrakoplovne proizvodnje te elektronicke industrije.
Time je pocela i cetvrta era dizajniranih eksperimenata. Ovo doba obiljezeno je novim zani-
manjem industrijskog svijeta za statisticki dizajn i razvojem mnogih novih korisnih pristupa
eksperimentalnim problemima. Pronadene su alternative Taguchijevim tehnickim meto-
dama koje omogucéuju da se njegove ideje uc¢inkovito provode u praksi. U posljednje vrijeme
doslo je do znacajnih primjena statisticki dizajniranih eksperimenata u mnogim podrucjima
ukljucujuci usluzni sektor, financije, marketing, ekonomiju, itd.



Poglavlje 1

1 Smjernice za dizajniranje eksperimenata

Upotreba statistickog pristupa dizajniranju eksperimenta zahtijeva da sve osobe ukljucene
u proces eksperimentiranja imaju jasnu ideju sto se totno proucava, o tome na koji nacin se
prikupljaju podaci te da razumiju kako bi se podaci trebali analizirati. U tablici 1.1 dan je
pregled koraka koje je pozeljno slijediti kako bi eksperiment dizajnirali koriste¢i statisticke
pristupe. Koraci 2 i 3 ¢esto se izvode istovremeno ili obrnutim redoslijedom. Svi koraci su
detaljnije opisani u nastavku.

Prepoznavanje i definiranje problema
Odabir ovisne varijable

Izbor varijabli, raspona i granica
Izbor dizajna eksperimenta
Izvodenje eksperimenta

Statisticka obrada podataka
Zakljucak i preporuke

SN Oy e e G0 ho s

Tablica 1.1: Smjernice za dizajniranje eksperimenta

Korak 1. Prepoznavanje i definiranje problema

Uocavanje problema u okolini se mozda ¢ini previse jednostavno, ali u praksi ¢esto nije tako.
Shvatiti da postoji problem nerijetko iziskuje posebnu posvecéenost, a isto tako nekada nije
lako uociti da se rjesenje tog problema moze pronaci eksperimentiraju¢i. Kada se problem
zapazi potrebno je razviti jasne i opéeprihvacene ¢injenice o samom problemu, a zatim raz-
raditi sve ideje o ciljevima eksperimenta. Vrlo je vazno zatraziti informacije od svih strana
ukljucenih u proces kao sto su npr. inzinjeri, testeri kvalitete, proizvodaci, marketing, kupci i
prodajno osoblje. Upravo zato preporucuje se oformiti tim koji ¢e ukljucivati osobe iz svakog
podrué¢ja. Tim zatim priprema popis pitanja i/ili problema koji se trebaju rijesiti eksperi-
mentom. Detaljno opisivanje problema doprinosi razumijevanju fenomena koji proucavamo i
kona¢nom rjesavanju problema. Postaviti prava pitanja imaju¢i na umu ciljeve eksperimenta
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jedan je od glavnih zadataka u predeksperimentalnom radu. U nastavku navodimo neko-
liko primjera kako bi propitivanje procesa trebalo izgledati; npr. ”Je li ovo novi proces?”,
”Nadogradujemo li ovim eksperimentom veé¢ postojeci proces?”, ”Radi li sustav na isti nacin
kao nekada?”, ”Sto ako u sustav ubacimo nove materijale?”, itd.

Vazan dio formuliranja problema je i prepoznavanje da jedan veliki sveobuhvatni eksperi-
ment mozda neé¢e odgovoriti na sva kljucna pitanja. Ako se eksperiment postavi u prevelikom
obujmu, to bi znacilo da tim zaduzen za eksperiment mora mo¢i odgovoriti na mnostvo raz-
nih pitanja, a ukoliko su u krivu rezultat moze biti razocaravajuci. To bi istovremeno znacilo
da su potroseni resursi, materijali i vrijeme, a da nismo dobili zadovoljavajuc¢e odgovore na
istrazivacka pitanja. U ovakvim slucajevima od iznimne je vaznosti raspodijeliti proces na
niz manjih eksperimenata, od kojih je svaki odreden specificnim ciljevima.

Korak 2. Odabir ovisne varijable

Pri odabiru ovisne varijable osoba zaduzena za eksperiment bi doista trebala biti sigurna da
ova varijabla daje korisne informacije o prou¢avanom procesu. Najcesée ¢e najbolji odabir
za ovisnu varijablu biti prosjecno ili standardno odstupanje (ili oboje). Mjerna pogreska i
adekvatnost mjernih instrumenata su isto tako vrlo bitni faktori koji imaju utjecaj na ovisnu
varijablu. Ako su mjerni instrumenti ograniceni i/ili ako mjeritelj nije precizan, eksperime-
netom Ce biti uoceni samo veliki ucinci ili ¢e biti potrebno provesti dodatna mjerenja. U
nekim slucajevima moze se izmjeriti svaku eksperimentalnu jedinicu vise puta te za daljnje
postupanje upotrijebiti prosjek svih mjerenja. Kako bi se smanjio utjecaj na ovisnu varijablu
vazno je identificirati probleme vezane uz podrucje interesa i prouciti na koje se nacine pro-
vode mjerenja prije provodenja eksperimenta. Ponekad se dizajniranje eksperimenata koristi
1 za proucavanje i poboljsavanje mjernih sustava.

Korak 3. Izbor varijabli, raspona i granica

Pri odredivanju varijabli koje imaju utjecaj na proces ili sustav, eksperimentatori su primje-
tili da se te varijable mogu podijeliti u dvije skupine potencijalne varijable dizajna i faktore
smetngi. Potencijalne varijable dizajna su one koje zelimo varirati tijekom eksperimenta.
Kako se tijekom eksperimenta najces¢e pojavi puno potencijalnih varijabli dizajna, dobro je
napraviti i detaljniju podjelu. Jedna od klasifikacija koja je cesto u upotrebi je podjela na
bazne varijable dizajna, fiksirane varijable te na varijable kojima su dopustena odstupanja.
Bazne varijable dizajna su one koje su odabrane za proucavnje u eksperimentu. Fiksirane
varijable su one koje mogu imati utjecaj na rezultat, ali za potrebe ovog eksperimenta nisu
zanimljive pa ¢e se drzati na nekoj konstantnoj razini. Pretpostavljamo da su ucinci fiksira-
nih varijabli i varijabli kojima se dopusta odstupanje relativno mali.

S druge strane, iako nas faktori smetnje ne¢e zanimati u okviru rezultata eksperimenta, oni
mogu imati veliki utjecaj na rezultat pa ih je potrebno uzeti u obzir. Cesto ih klasificiramo
kao kontrolirajuce, nekontrolirajuce i kao faktore suma. Kontrolirajuéi faktori smetnje su
oni ¢iju vrijednost ispitiva¢ moze postaviti i samim time se mogu usporedivati. Za primjer
kontoliraju¢ih faktora smetnje mozemo navesti dan u tjednu kada ¢e eksperiment biti prove-
den. Princip blokova je cesto koristan za suoc¢avanje sa kontroliraju¢im faktorima smetnje,
te je isti detaljnije pojasnjen u Poglavlju [3]. Za procjenu utjecaja nekontorlirajué¢ih faktora
smjetnje koji se mogu izmjeriti koristimo analizu varijance (detaljnije u Poglavlju [2]). Za
primjer nekontrolirajucih faktora smetnje mozemo navesti koli¢inu oborina u nekom mjesecu,
koja se ne moze kontrolirati, ali se moze izmjeriti. Faktorom Suma nazivaju se fakori koji su



po prirodi nekontrolirajuéi i variraju, ali se za potrebe eksperimenta isti mogu kontrolirati.
U ovim slucajevima potrebno je pronaéi postavke kontoliraju¢ih faktora koji umanjuju va-
rijabilnost faktora suma. Takvi procesi, koji su neosjetljivi na Sumove, nazivaju se robusni
procesi (eng. robust desgin problem).

Nakon sto su odabrane varijable dizajna potrebno je odabrati granice u kojima ce se te
varijabe kretati. Takoder, potrebno je razmisliti o na¢inu mjerenja odabranih varijabi. Za
to je potebno poznavati proces i imati adekvatna znanja o procesu koja su najcesée kombi-
nacija prakti¢nih znanja i teorijskog razumijevanja. Vazno je prouciti sve bitne parametre
na koje ne smijemo utjecati s iskustvom iz prethodnih studija, narucito u ranim fazama eks-
perimenta. Kada je cilj eksperimenta provjera ili karakterizacija procesa najbolje je zadrzati
mali broj varijabli. Podrucje interesa je vazan ¢imbenik te bi u pocetku procesa trebalo biti
relativno veliko, odnosno raspon iz kojeg se biraju varijable bi trebao biti sirok. Kako proces
napreduje te kako se prikupljaju informacije o vaznim varijablama tako se simultano podrucje
interesa suzava. Koristan alat za organiranje nekih prikupljenih podataka u predeksprimen-
talnom planiranju moze biti dijagram uzoraka i posljedica, poznat jos kao i dijagram riblje
kosti. Ovisna varijabla se crta duz kraljeznice dijagrama, a potencijalni uzroci ili varijable
dizajna organizirani su u nizu rebara. Na Slici 1.1 prikazan je dijagram uzroka i posljedica
u eksperimentu koji je za rezultat imao prouciti potrosnju goriva automobila.

Trosak goriva

Osoblje Odrzavanje

Slika 1.1: Dijagram uzroka i posljedica

Dijagram uzroka i posljedica koristi tradiocinalne uzroke mjerena, materijale, ljude,
okolis, metode, strojeve i sli¢cno za organiziranje informacija i potencijalnih varijabli dizajna.
Neki ¢e pojedinacni uzroci biti ukljuceni u eksperiment (poput vrste mjenjaca) kao varijable,
neki kao nekontrolirani faktori i/ili sumovi, dok ¢e drugi predstavljati podrucja za posebne
studije. Uobicajno je da se sastavlja nekoliko razlic¢itih dijagrama uzroka i posljedica tijekom
predeksperimentalnog planiranja. Veéina uspjeha ovisi upravo o predeksperimentalnom pla-
niranju koje obuhvaca korake od 1 do 3 te je zbog toga u njih iznimno bitno uloziti poseban
trud.



Korak 4. Izbor dizajna eksperimenta

Ako je predeksperimentalno planiranje izvedeno kvalitetno, ovaj korak bi trebao biti relativno
jednostavan. Prema [5], dizajn eksperimenta je statisticka tehnika usvojena za izvodenje eks-
perimentalnih studija usredotocenih na poboljsanje proizvoda i procesa. Izbor dizajna eks-
perimenta ovisi o ciljevima eksperimenta i broju faktora koji se istrazuju. Prema [12], tipovi
dizajna su navedeni sukladno eksperimentalnom cilju, a koji moze biti usporedba faktora,
detekcija najbitnijih faktora te procjena interakcija i uc¢inaka. Ukoliko imamo jedan ili vise
faktora za koje provodimo istrazivanje, a pri tome je glavni cilj eksperimenta zaklju¢ivanje
o znacajnosti jednog faktora tj. postoji li znacajna promjena u rezultatu ovisno o razli¢itim
razinama tog faktora, koristimo usporedne dizajne. U nastavku rada obradit ¢emo upravo
takva dva modela, jednofaktorski model analize varijance i model slucajnog dizajna punih
blokova. Ukoliko je cilj eksperimenta odabrati nekoliko vaznih glavnih uc¢inaka od ostalih ma-
nje bitnih, koristimo dizajn glavnih efekata. Puni ili djelomicni faktorski modeli su primjer
modela dizajna glavnih efekata. Metoda povrsinske reakcije je dizajn koji nam omogucuje
procjenu interakcija i kvadratnih ucinaka. Za vise o metodi povrsinske reakcije pogledati
[9, str. 417-480]. Postoje i statisticki paketi koji sadrze alate korisne za ovaj korak eks-
perimentalnog dizajna. Eksperimentator unese podatke o broju varijabli, rasponu i razini,
a program ponudi izbor dizajna za upotrebu i razmatranje. Pri odabiru dizajna vazno je
imati na umu ciljeve eksperimenta. U nekim eksperimentima pokazalo se da su razlicite
razine varijabli rezultirale znacajnim razlikama u rezultatu. Sukladno tome, zanima nas
identificiranje ¢imbenika koji uzrokuju ovu razliku i procjena veli¢ine promjene u rezultatu.

Kao sto smo naveli, u nastavku rada obradit ¢emo dvije metode dizajna eksperimenta,
analizu varijance za jednofaktorski model te analizu varijance za sluc¢ajni dizajn punih blo-
kova. U primjeru 3.2 mozemo uociti do kakvih razlika dolazi prilikom upotrebe razlic¢itih
dizajna.

Korak 5. Izvodenje eksperimenta

Prilikom izvodenja eksperimenta bitno je pazljivo nadgledati proces kako bi bili sigurni da
sve tece prema planu. Pogreske u ovom koraku mogu osporiti eksperiment, a da do toga
ne bi doslo bitno je pravovremeno planiranje. U slozenim istrazivanjima ili proizvodnjama
lako se dogodi losa procjena logickih i planskih aspekata izvodenja dizajniranog eksperi-
menta. Coleman i Montgomery [4] preporucuju izvodenje nekoliko probnih ponavljanja prije
pocetka eksperimentiranja. Ova probna ponavljanja nam pruzaju: informacije o kvaliteti
eksperimentalnih materijala, okvirnu ideju o eksperimentalnoj pogresci, moguénost provjere
mjernog sustava te Sansu da preispitamo eksperimentalne tehnike i odluke donesene u pret-
hodnim koracima 1 do 4.

Korak 6. Statisticka obrada podataka

Upotreba statistickih metoda za obradu podataka je kljuéna kako bi zakljucci i rezultati
bili objektivni. Ukoliko je eksperiment pravilno osmisljen te izveden u skladu sa dizajnom,
potrebne statisticke metode nisu slozene. Danas postoji mnostvo softverskih paketa koje
je moguce koristiti u analizi podataka, a mnogi programi koji se koriste za odabir dizajna
pruzaju i direktnu poveznicu sa statistickom analizom. Jednostavni grafovi i slicne graficke
metode imaju vaznu ulogu u statistickoj analizi i interpretaciji podataka. U najve¢em broju
slucajeva vrlo korisno je prikazati rezultate eksperimenta u empirijskom modelu, odnosno u
obliku jednadzbe koja predstavlja vezu izmedu ovisne varijable i varijabli dizajna. Preostali



dio analize i provjera adekvatnosti odabranog modela su takoder bitni dijelovi statisticke
obrade podataka. Objektivnost u donosenju odluke je jedna od glavnih prednosti statistickih
metoda. U kombinaciji sa kvalitetnim inzinjerskim znanjem te znanjem o procesu statisticke
metode dovode do ispravnih i zdravih zakljucaka.

Korak 7. Zakljucak eksperimenta i preporuke

Nakon statisticke obrade podataka, eksperimentator mora donijeti zakljucke o rezultatima
i preporuciti djelovanje u skladu sa rezultatima. Najkorisniji alat za prezentiranje donesnih
zakljucaka ostalim sudionicima te zainteresiranima su graficke metode. Jedna od preporuka
koja se Cesto donosi je provjera zakljucaka eksperimenata u praksi. Time se zakljucci i
potvrduju i sa sigurnijim pristupom se moze i¢i u daljnje procese. Tijekom zakljucivanja i
donosenja nekih odluka vazno je kontinuirano imati na umu da je eksperimentiranje vazan
dio procesa ucenja, u kojemu formuliramo hipoteze o nekom sustavu ili procesu, izvodimo
eksperimente kako bismo istrazili te hipoteze, a zatim na temelju rezultata formuliramo
nove hipoteze, koje je opet potrebno testirati. Zapravo je eksperimentiranje iterativan pro-
ces. Ve¢ smo spomenuli da je pogresno dizajnirati samo jedan veliki proces na pocetku
istrazivacke studije. Uspjesan eksperiment zahtijeva znanje o svim vaznim c¢imbenicima,
rasponima kretanja, odgovaraju¢em broju razina koje se mogu koristiti te odgovaraju¢im
mjernim jedinicama. Na pocetku ne posjedujemo znanje o svemu navedenom, ali o tome,
kao 1 o drugim utjecajima, uc¢imo tijekom cijelog eksperimentalnog programa. Kako eks-
periment napreduje tako odbacujemo neke ulazne varijable, neke ulazne varijable zamije-
njujemo s drugima, mijenjamo razine i raspone kretanja. Upravo iz razloga kontinuranog
ucenja, u prvi eksperimentalni pristup nije preporucljivo uloziti vise od dvadeset i pet posto
raspolozivih novcanih sredstava. Takav pristup omogucit ¢e dovoljnu koli¢inu resursa za
izvodenje potrebnih ponavljanja i novih manjih pokusa te u konacnici dovesti do zeljenog
cilja.



Poglavlje 2

2 Analiza varijance

U ovom poglavlju bavit ¢emo se analizom varijance ili skraéeno ANOVA (od eng. Analysis
of Variance). Razvio ju je R. A. Fisher kao matematicki model i tehniku za usporedivanje
i istrazivanje bioloskih modela. Danas se ANOVA metoda koristi i u mnogim drugim po-
druc¢jima te je izrazito popularna. Za razumijevanje daljnjeg sadrzaja rada potrebno je
odredeno predznanje teorije vjerojatnosti i statistike, vidi [2] i [10]. Mi éemo se u okviru
ovog rada fokusirati na dizajn i objasnjenje jednofaktorskog eksperimenta sa a razina faktora.
Takoder, pretpostavljamo da je eksperiment proveden nasumicno.

2.1 Motivacija

Za lakse razumijevanje problematike promorit ¢emo primjer potrosnje goriva.

Primjer 2.1. Tri tvornice automobila A, B, C proizvode automobile priblizno jednake snage
motora. Korisnik zeli provjeri informaciju o potrosnji goriva, odnosno ovisi li potrosnja go-
riva automobila o tvornici koja ga proizvodi. Kako ¢emo dizajnirati eksperiment?

Jedna od ideja za rjeSavanje ovog problema je promatranje nekoliko vrsti automobila is-
tih specifikacija koje proizvode razli¢ite tvornice. Znamo da potrosnja goriva ovisi i 0 mnogo
drugih ¢imbenika poput vrste ceste, vozaca, vremenskih uvjeta i slicno. Da bi testirali hi-
potezu o utjecaju tvornice na potrosnju goriva potrebno je sve ostale ¢cimbenike eliminirati.
Za tu svrhu isti vozac ¢e voziti sve automobile, na istoj cesti, u istim vremenskim uvjetima
i pod svim ostalim kontroliranim uvjetima.

Pretpostavimo da imamo n = 5 automobila tvornice A, B i C. Rezultati obavljenog ekspe-
rimenta prikazani su u tablici 2.1.



Tvornica Potrosnja goriva Ukupno | Aritmeticka sredina
A e 6,6 6,8 Tyl 7,0 34,7 6,94
B 8,1 Lo 7,0 g 74 37,5 7,50
C 7,3 8,2 7,5 8,0 7,7 38,7 7,74

Tablica 2.1: Rezultati eksperimenta potrosnje goriva automobila

Postavlja se pitanje mozemo li na temelju podataka u tablici 2.1 pretpostaviti da postoje
znacajne razlike u potrosnji goriva razlicitih tvornica. Radi lakseg uocavanja razlika promo-
trimo podatke graficki prikazane na Slici 2.1.

8.0
|

7.5
1

Slika 2.1: Kutijasti dijagram potrosnje goriva automobila iz tvornica A, B, C

Promatrajuéi graf mogli bismo pretpostaviti da automobili tvornice C trose najvise go-
riva, no zelimo objektivnost u analizi pa je potrebno izgraditi model. Zelimo testirati razlike
u ocekivanju za sve tri tvornice. Pravilan pristup ovome problemu je analiza varijance.

2.2 Analiza varijance

Pretpostavimo da imamo a razina (tretmana) ili vrijednosti faktora koje Zelimo usporediti.
Uz to pretpostavimo da za svaku razinu faktora imamo n > 2 mjerenja i da je za ¢-ti faktor,
i=1,...,aniz ¥, ...,y dobiven mjerenjem slucéajne varijable y; !. Podaci su prikazani u
tablici 2.2. Primjetimo da je tablica 2.2 generalizirani zapis tablice 2.1 iz primjera 2.1.
Model kojim mozemo opisati podatke iz tablice glasi

b= 12
yij—ﬂi—i-eij,{j:lQ n (2.1)

gdje je yi; ij-ta opservacija, p; je aritmeticka sredina i-te razine faktora i ¢; je slucajna
greska. Slucajna greska ukljucuje sve druge izvore varijabilnosti u eksperimentu, poput vari-
jabilnosti mjerenja, varijabilnosti koja proizlazi iz nekontroliraju¢ih faktora, razlika izmedu

U ovom radu sluéajne varijable i njihove realizacije ozna¢avamo istom oznakom podrazumijevajuéi da
se iz konteksta prepoznaje radi li se o sluc¢ajnoj varijabli ili realizaciji.



Tretman Rezultati mjerenja Ukupno | Aritmeticka sredina
1 Y11 Y12 - Yin (0 i
2 Yo1 Y22 . Yon Yo Ya
a Yal ya2 s yan Ya ?a

Tablica 2.2: Podaci za jednofaktorski eksperiment

eksperimentalnih jedinica na koje se primjenjuju razine ili tretmani faktora (npr. materijal).
Slucajna greska ukljucuje i opée Sumove u procesu, poput varijabilnosti vremena i utjecaja
varijabli okoline. Pretpostavljat ¢emo da je ocekivanje slu¢ajne greske jednako nuli, odnosno
da vrijedi E(e;;) = 0. Sada vrijedi E(y;;) = p;. Jednadzba (2.1) naziva se model o¢ekivanja.
Da bi zapisali model na drugaciji nac¢in definirat ¢emo

Hi =1+ T

pa sada jednadzba (2.1) postaje

Yij :N+Ti+€ija{ (2.2)
U ovom zapisu modela, p je zajednicki parametar svim razinama (tretmanima) faktora i
naziva se ukupna aritmeticka sredina, dok je parametar 7; jedinstven za svaku razinu (tret-
man) faktora i i naziva se efekt tretmana. Jednadzba 2.2 naziva se modelom efekata.

Oba zapisa modela (2.1) i (2.2) su linerani statisticki modeli, odnosno ovisna varija-
bla y;; je linerna funkcija parametara. Iako su oba modela korisna, model efekata se cesce
koristi u literaturi vezanoj za problematiku dizajniranja eksperimenta. Razlog tome je intu-
itivnost u pristupu kroz konstantu p, a dok 7; posebno predstavlja devijaciju od konstantne
vrijednosti p za svaki tretman 1.

Jednadzba (2.2) (ili (2.1)) proucava razlike u samo jednom faktoru pa je po tome i do-
bila ime jednodimenzionalni ili jednofaktorski model analize varijance (ANOVA).
Nadalje ¢emo pretpostaviti da se eksperiment izvodio slu¢ajnim redoslijedom kako bi eks-
perimentalne jedinice tj. tretmani bili sto ujednaceniji. Eksperimentalni dizajn je potpuno
sluéajan (eng.completely random design). Cilj ANOVE je testirati odgovarajuce hipoteze
o ocekivanjima varijable na tretman. Za potrebe testiranja hipoteza pretpostavljamo da su
slucajne greske modela normalne nezavisne sluc¢ajne varijable sa ocekivanjem nula i varijan-
com o?. Varijanca o2 je konstantna za sve tretmane faktora. Stoga mozemo zapisati

eij ~ N(O, 0'2),
iz cega slijedi da su sve slucajne varijable y;; nezavisne te da vrijedi:

yij NN(/L—FTZ',UQ).

Jednadzba (2.2) opisuje dvije razlicite situacije promatrajuéi tretmane faktora. U prvoj
situaciji eksperimentator je odabrao a tretmana koje zeli testirati. U ovoj situaciji zelimo
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testirati hipoteze o ocekivanjima tretmana te ¢e se nas zakljucak primijeniti samo na tret-
mane koje smo uzeli u obzir u analizi (kao sto je prikazano u primjeru 2.1). Osim zakljucka
i testiranja hipoteza, mozemo procijeniti parametre modela p, 7; i 0. Ovakav sluéaj na-
ziva se modelom fiksih efekata. S druge strane, a tretmana mogu biti izabrana slucajno iz
populacije tretmana. U ovoj situaciji bismo trebali moc¢i prositi zakljucke na sve jedinke
populacije, bez obzira bile one ukljucene u analizu ili ne. Tada su 7; slucajne varijable, a
znanje o svakoj pojedinac¢noj vrijednosti 7; je relativno beskorisno. Umjesto toga, testiramo
hipoteze o varijabilnosti 7; i pokusavamo procijeniti tu varijabilnost. Ovakav model naziva
se model slucajnih efekata ili model komponenti varijance. Za vise o ovom modelu pogledati
[9, str. 486 - 505], dok je u nastavku detaljnije pojasnjen model fiksnih efekata.

2.3 Model fiksih efekata

Podsjetimo da y; predstavlja ukupnu sumu opservacija i-tog tretmana faktora, dok 7, pred-
stavlja aritmeticku sredinu svih opservacija i-tog tretmana. Neka y predstavlja ukupnu sumu
svih n opervacija svih a tretmana, a neka je ¥ aritmeticka sredina svih opservacija.
Zapisimo sada to matematicki,

n

y=2> v T=~

i=1 j=1

n B y; .
yizzyij Yi = — 1=1,2,...,a
3 (2.3)

gdje je N = an ukupan broj svih observacija.
Nas zadatak je testirati jednakost ocekivanja a tretmana, a koje iznosi E(y;) = u+ 7i = p;,
1 =1,2,...,a. Definirajmo hipoteze:

H g — — Wi ow a
0 ‘M1 = H2 H ‘ . (2.4)
Hy iz £ i za neki par (i,k)
gdjesui,k=1,2,...,a. Umodelu efekata, ocekivanje i-tog tretmana p; rastavimo na dvije

komponente p i 7; tj. p; = p+7i. O p obicno razmisljamo kao o ukupnoj aritmetickoj sredini
svih oc¢ekivanja pa slijedi:

Z K

=l

a

5:7} = 0.
i=1

Prema tome, mozemo reéi da se tretmani faktora mogu shvatiti kao devijacije oko ukupnog
ocekivanja. Ekvivalentan nacin zapisa hipoteza 2.4 odnosi se na efekte tretmana 7;:

i

iz cega dobivamo sljedece:

H()ITl:TQ:"':Ta (25)
Hy im 40, za barem jedan i. '

Govorimo o testiranju jednakosti oc¢ekivanja tretmana ili o testiranju nulte vrijednosti efe-
kata tretmana 7;. Analiza varijance je pravi odabir za testiranje ovih hipoteza.
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Ime analiza varijance je nastalo zbog rastava ukupne varijance na njezine komponente.

Ukupna suma kvadrata

a n

SSr =3 (v —

i=1 j=1
se koristi za mjerenje ukupne varijabilnsoti podataka. Ako ukupnu sumu kvadrata SSr
podijelimo s brojem stupnjeva slobode, sto je u ovom sluc¢aju jednako an—1 = N —1, imamo
uzoracku varijancu svih podataka. Primijetimo da ukupnu sumu kvadrata SS7 mozemo
zapisati kao

S i —9)° ZZ + (yig — B (2.6)

i=1 j=1 1=1 j=1

ili
a n

> =7 —nZ —?+ 3> s -7

i=1 j=1

+2 Z Z )(¥i; — 1)

=1 3=1

=

Primijetimo da je unakrasni ¢lan u gornjoj jednakosti jednak nuli. Razlog tome je
> (i —7) = vi — 7 —yz—n(n> =y —y =0
j=1

Sada imamo,
a n

a n a
DD Wi =9 =n> @G- +>_> W — %) (2.7)
i=1 j=1 i=1 i=1 j=1
sto nazivamo fundamentalni zapis analize varijnce. Govori nam da se ukupna varijabilnost
podataka, mjerena ukupnom sumom kvadrata, moze rastaviti na sumu kvadrata razlika pro-
sjeka tretmana i ukupnog prosjeka te na ukupnu sumu kvadrata razlika opservacija tretmana
i prosjeka tretmana. Jednadzbu (2.7) mozemo zapisati i kao

SST = SSTretman + SSE7

gdje je SSrretman suma kvadrata tretmana, a SSg suma kvadrata gresaka. Ukupno imamo
an = N opservacija pa SSr ima N — 1 stupnjeva slobode i imamo a tretmana faktora pa
SSTretman iMma a — 1 stupnjeva slobode. Imamo n ponavljanja svakog tretmana, $to znaci
da n — 1 stupanj slobode procjenjuje eksperimentalnu pogresku. S obzirom da imamo a
tretmana, imamo a(n — 1) = an —a = N — a stupnjeva slobode greske.

Korisno je detaljnije pogledati dva izraza na desnoj strani jednakosti fundamentalnog zapisa
ANOVE (2.7). Promotrimo sumu kvadrata pogresaka,

555 = 33 s -7 =3 | 35|

i=1 j=1 j=

Mozemo primijetiti da ako izraz unutar uglatih zagrada podijelimo sa n — 1, dobijemo
uzoracku varijancu S? i — tog tretmana
Z(yij —7:)?
sge=i= =12
n—1
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Uzoracku varijancu mozemo kombinirati kako bi dobili pojedina¢nu procjenu varijance ukupne
populacije kako slijedi:

5 [ij - ] »

(n—1)5f+(n—1)S§+---+(n—1)55: i=1 | j=1
-D+(-D++m-D a v —a)

> (n—1)

1=1

Pa tako mozemo reéi da je SSg /(N —a) skupna procjena zajednicke varijance unutar svakog
od a tretmana.

Sli¢no, ukoliko ne postoje znacajne razlike izmedu ocekivanja tretmana, mozemo procijeniti
o? pomocu varijacije prosjecnih tretmana od ukupnog prosjeka. Posebno,

L Z@z -7)

SSTretman _ =1
a—1 a—1
je procjena za o2 ukoliko su o¢ekivanja tretmana jednaka.
Izraz "
> @ -9
5=l e o2
—_ rocjenjuje —
@1 procjenjuj -
pa
ny (@ —7)°
= procjenjuje &2,

(a—1)
ukoliko nema razlika u ocekivanjima tretmana. Iz jednadzbe (2.7) smo dobili dvije procjene
za 02, jednu na temelju varijabilnosti unutar tretmana, a drugu na temelju varijabilnosti
izmedu tretmana. Ukoliko ne postoje razlike u oc¢ekivanjima tretmana, ove dvije procjene bi
trebale bit priblizno slicne. Pokazimo to sada formalno. Srednje kvadratno odstupanje
je dano formulama

SS retman
MSETretman:Tit
a—1
: 35
MSp=—E
E™N_a

Pogledajmo sada vrijednosti oc¢ekivanja tih srednje kvadratnih odstupanja.

E(MSg) :E< 5 ) = Nl_aE > —@)2]

N —a =——r
=1 j=1

=B S0 - 2+ )
| i=1 j=1
DY ES% I
| i=1 j=1 i=1 i=1
i [ a n 1 a
_ 1 s zzyzj—gzyf]
| i=1 j=1 i=1
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Uvrstavanjem jednadzbe (2.2) i y; = Zyl] dobivamo

9=1
1 a n 2
E(MS _L |
0150 = 8| 3wt - 135 (S v |
=1 9=1 =1 3=1
Kvadriranjem i primjenjivanjem linearnosti ocekivanja te posljediéno zbog E(e;;) = 0 i

¢injenice da svi dvoclani faktori nastali kvadriranjem sadrze ¢;; slijedi

1 a a
E(MSg) = N . N,u2+n27'f+N02 — Ny —nZTE —n02]

i=1

1 Zavrsno

E(MSg) = o°.

Analogno ovom postupku, dobivamo

Ovime smo dokazali da MSg = SSg/(N — a) procjenjuje * te da, ukoliko nema razlika
u ocekivanjima tretmana (Sto implicira da je 7; = 0), MStretman = SSTretman/(@ — 1)
takoder procjenjuje o2. Primjetimo jos, ukoliko se ocekivanja tretmana razlikuju, oéekivana
vrijednost srednje kvadratnog odstupanja tretmana je veéa od o2.
Jasno je sada da hipoteze o jednakosti o¢ekivanja tretmana mozemo testirati kroz usporedbu
MSTretman 1 MSE

Pogledajmo sada kako mozemo formalno testirati hipoteze o razlicitosti ocekivanja tret-
mana (Hy : py = pg = -++ = pg ili ekvivalentno Hy = 74 = 75 = -+ = 7,). S obzirom
da smo pretpostavili da su greske €;; nezavisne normalno distribuirane s o¢ekivanjem nula i

varijancom o2, observacije y;; su nezavisne normalno distribuirane sa ocekivanjem u + 7; i

varijancom o2. Dakle, SSt je suma kvadrata nezavisnih normalno distribuiranih varijabli,

pa mozemo dokazati da je

SSr
Osim toga, moze se pokazati da ukoliko ne odbacujemo hipotezu Hj : 7; = 0 vrijedi
SSE 5 SSTretman
7NX2(N—CL) 1 TNXQ(G—U-

Teorem 2.1 (Cochranov teorem). Neka su Z; medusobno nezavisne, Z; ~ N(0,1) za i =
1,2, ...,¥ i neka je

ZZ?:Q1+Q2+"'+Q57
i=1

gdje je s < v;, a Q; ima v; stupnjeva slobode. Tada vrijedi da su (QQ1,Qs, ..., Qs su nezavisne
i Qi ~ X*(v;) ako i samo ako je v = vy + vy + -+ + Us.
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Za dokaz i argumentaciju o nezavisnosti suma vidi [11] i [9]. Zbrajajuéi stupnjeve slobode
od SSTretman/0? 1 SSg/o? slijedi (N —a) + (a — 1) = N — 1 $to je broj stupnjeva slobode
od SSr/c?. Prema Teoremu 2.1 slijedi da su SS7yetman/0? i SSg/0? nezavisne chi-kvadrat
distribucije. Ukoliko ne odbacujemo hipotezu o jednakosti ocekivanja tretmana, omjer

F, = SSTT@tman/(a’ - 1) _ MSTTetman
0 SSg/(N —a) MSxg

ima F distribuciju sa a — 1 stupnjeva slobode brojnika i N — a stupnjeva slobode nazivnika.
Jednadzba (2.8) je test statistika za hipotezu o jednakosti ocekivanja tretmana.

(2.8)

Izvor Suma Broj Srednje
varijabilnosti kvadrata stupnjeva slobode kvadratno odstupanje Fy
e MSryet
I d tretmanse SS retman — ;— z —1 ]\/[S retman F:ﬂ
zmedu tretmana Tret n ZZ:;(yl ) a e h M5
Greska SSE = SST — SSTretman N —a MSEg
Ukupno SSr =" (45 -9 N—1

i=1 j=1

Tablica 2.3: Analiza varijance jednofaktorskog modela

Postupak testiranja hipoteze dan je u tablici 2.3 koja se naziva osnovha ANOVA tablica.
Sada kad smo objasnili jednofaktorski model te kad znamo kako bi trebala izgledati osnovna
ANOVA tablica vratimo se na uvodni primjer 2.1 o potrosnji goriva automobila razli¢itih
tvornica. Izracunajmo sume kvadrata kako bi kreirali ANOVA tablicu za ovaj primjer.

SSTretman =n Z(gl - y)Q

1=1

_5[<34,7 110’9)2+ <37,5 110’9)2+ (38,7 110,9)2} Ry
N 5 15 5 15 5 15 S

Analogno, primjenjujuéi izraze iz osnovne ANOVA tablice 2.7 i vrijednosti prikazane u pri-

mjeru 2.1 slijedi:
SSr = > (% —9)* = 3,149
i=1 j=1
SSg = SSr — SSTretman = 1, 464.

U tablici 2.4 dan je prikaz analize varijance jednofaktorskog modela potrosnje goriva.
Ukoliko uzmemo nivo znacajnosti o = 0,05, kriticna vrijednost F testa je [ 212 = 3,89.
S obzirom da je 6,907 < 3,89 zaklju¢ujemo da odbacujemo nul-hipotezu Hj o jednakosti
ocekivanja potrosnje goriva. Isto nam potvrduje i p-vrijednost koju smo dobili koristeci
statisticki alat R i funkciju aov. Shodno tome mozemo odbaciti hipotezu o jednakosti
ocekivanja potrosnje goriva izmedu tvornica i zakljuciti kako automobili razli¢itih tvornica
imaju razli¢itu potrosnju goriva.

2.4 Provjera adekvatnosti modela
Pretpostavili smo da su opservacije dobro opisane modelom

Yij = K+ Ti + €
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Izvor Suma Broj Srednje

varijabilnosti kvadrata stupnjeva slobode kvadratno odstupanje  Fy  P-vrijednost
Izmedu tretmana 1,685 2 0,843 6,907 0,01009
Greska 1,464 12 0,122
Ukupno 3,149 14

Tablica 2.4: Analiza varijance jednofaktorskog modela

te da su greske nezavisne jednako distribuirane normalne slucajne varijable sa oc¢ekivanjem 0
i varijancom 2. Ukoliko su ove pretpostavke zadovoljene, analiza varijance je egzaktni test
za testiranje hipoteza o jednakosti ocekivanja tretmana.

Ipak, ove pretpostavke nije uvijek lako zadovoljiti u praksi pa je sukladno tome uvijek dobro
prvo provjeriti valjanost pretpostavki, a tek zatim se osloniti na analizu varijance. Adekvat-
nost modela, odnosno jesu li su osnovne pretpostavke ispunjene mozemo provjeriti pomocu
reziduala. Rezidual j-te opservacije i-tog tretmana definira se kao:

€ij = Yij — Z?ij, (2-9)
gdje je §;; procjena opservacije y;; dobivena kao:
Gy = A+5 =T+ @ —7) =T (2.10)

Jednadzba (2.10) govori nam da je procjena opservacije y;; jednaka prosjeku i-tog tretmana.
[spitivanje svojstava reziduala bi trebalo biti dio svake analize varijance. Reziduali bi trebali
biti nestrukturirani, odnosno ne bi trebali imati obrazac pronasanja. Analizom reziduala
mogu se otkriti neadekvatnosti modela i moze se uociti neispunjavanje pretpostavki mo-
dela. Sada ¢emo pokazati kako se adekvatnost modela moze relativno jednostavno provjeriti
grafickom analizom reziduala.

3.0
I

25
|

2.0
|

Frekvencija
1.5

1.0

0.5
1

0.0
L

I T T T T T 1
-0.6 -04 -0.2 0.0 0.2 04 0.6

Reziduali

Slika 2.2: Histogram reziduala
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Provjera pretpostavke normalnosti moze se izvrsiti crtanjem histograma reziduala. Ako je
zadovoljena pretpostavka o normalnoj distribuiranosti N(0,0?) i jednakoj distribuiranosti
gresaka modela ¢;;, histogram bi trebao imati oblik kao uzorak iz normalne distribucije
centrirane oko nule. Ukoliko uzorak nije velik, ¢esto se javljaju velike fluktuacije u obliku
histograma pa pojava umjerenog odstupanja histograma od grafa normalne distribucije ne
mora nuzno znaciti krsenje pretpostavki. Svakako svako odstupanje zahtijeva daljnju analizu.

Na slici 2.2 prikazan je histogram iz primjera 2.1, a s obzirom da nas primjer ima ukupno
15 opservacija, fluktuacije u obliku histograma su, kako smo naveli, cesta pojava. Koristan
alat za provjeru normalnosti je Q-Q graf (eng. Q-Q plot). Ukoliko je distribucija gresaka
normalna, ovaj graf ¢e biti skoro pa pravac. Odstupanja reziduala od pravca sa lijeve ili
desne strane grafa ukazuju na moguce postojanje teskih repova. Umjerena odstupanja je
potrebno promotriti s posebnom paznjom u analizi modela fiksnih efekata.

Q-Q graf

0.2 0.4
1

Uzoracki kvantili
0.0
|

Teorijski kvantili

Slika 2.3: Q-Q graf

Na slici 2.3 je prikazan Q-Q graf pa mozemo zakljuc¢iti kako nas primjer ispunjava pret-
postavku o normalnoj distribuiranosti. Nedostatak koji ¢esto ima utjecaj na Q-Q graf je
rezidual koji ima vrijednost koja znatno odstupa od vrijednosti svih ostalih rezidula. Takav
rezidual nazivamo strSeca vrijednost (eng. outlier). Prisutnost jedne ili vise strse¢ih vri-
jednosti moze ozbiljno narusiti analizu varijance. Potrebno je detektirati strsece vrijednosti
te ih pazljivo analizirati. Vrlo ¢esto je pogreska u mjerenju ili greska pri unosu podataka
razlog nastanka strsec¢ih vrijednosti. U tom sluc¢aju ti podaci se mogu korigirati, ukoliko je
to moguce, ili izbaciti iz analize. Ako to nije uzrok nastanka strsece vrijednosti, potrebno je
prouciti eksperimentalne okolnosti ovog podatka. Nekada nam informacije proizasle iz analize
strse¢ih vrijednosti mogu biti veoma znacajne za buduce zakljucke, a u nekim slucajevima ¢e
mozda biti potrebno provesti dvije analize, sa i bez strseé¢ih vrijednosti. Jedan od jednostav-
nijih ”grubih” nacina provjere strse¢ih vrijednosti je ispitivanje standardiziranih reziduala

d

ij-

vVMSEg
Ukoliko su greske e;; normalno distribuirane sa ocekivanjem 0 i varijancom ¢, onda su stan-
dardizirani reziduali takoder normalni sa ocekivanjem nula i homogeniziranom varijancom.
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Ukoliko standardizirani rezidual odstupa vise od cetiri standardne devijacije od nule, pret-
postavljamo da je rije¢ o strsecoj vrijednosti.
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Teorijske vrijednoti greSaka

Slika 2.4: Graf reziduala i teorijskih vrijednosti gresaka

Potrebno je jos provjeriti homoskedasticnost modela, odnosno pretpostavku da su varijance
gresaka konstantne. Moze se dogoditi da varijanca gresaka nije konstantna nego da ovisi
o vrijednostima ulaznih varijabli. Takvo svojstvo varijance greSaka naziva se heteroske-
dasticnost. Ukoliko je prisutna heteroskedati¢nost potrebno je potraziti adekvatniji model
ili primjeniti transformacije kako bi se model sveo na homoskedastican. Za provjeru je ko-
risno nacrtati graf reziduala usporedno sa teorijskim vrijednostima gresaka modela. Ovdje
treba imati na umu da je za jednofaktroski model teorijska vrijednost gresake i-tog tretmana
jednaka aritmetickoj sredini ¢-tog tretmana. Na grafu reziduala usporedno sa teorijskim
vrijednostima gresaka modela ne bi trebao postojati ociti obrazac ponaSanja reziudala, a
ukoliko uoc¢imo nekakav obrzac ponasanja znac¢i da sumnjamo na narusenost pretpostavke.
Na slici 2.4 dan je graf reziduala usporedno sa teorijskim vrijednostima modela za nas primjer
2.1 te ne mozemo uociti nikakav obrazac koji bi ukazivao na krsenje pretpostavke homoske-
dasticnosti. Koristan alat za provjeru je i Shapiro Wilkov test ugareden u statisticki alat R
kojim se testira normalnost distribucije. U slu¢aju p-vrijednosti veée od nivoa znacajnosti
a (najcéescée 0,05 ili 0,01) ne odacujemo hipotezu o normalnosti distribucije. Ukoliko Shapiro
Wilkovim testom ne odbacujemo hipotezu o normalnosti distribucije rezudiala, zaklju¢ujemo
kako reziduli dolaze iz normalne distribucije.
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Poglavlje 3

3 Slucajni dizajn punih blokova

3.1 Motivacija

Varijabilnost koja proizlazi iz faktora smetnji moze utjecati na rezultat. Opcenito, faktor
smetnje definiramo kao faktor dizajna koji ima utjecaj na rezultat, ali nas taj utjecaj ne
zanima, odnosno zelimo ga eliminirati. Ponekad je faktor smetnje skriven i ne mozemo kon-
trolirati sto posljediéno moze dovesti do promjena u rezultatima eksperimenta. Slucajnost je
tehnika dizajniranja koja se koristi za izbjegavanje utjecaja takvog skrivenog slucaja smet-
nje. U drugim slucajevima je faktor smetnje poznat, ali ga takoder ne mozemo kontrolirati.
Ukoliko mozemo barem promatrati vrijednosti koje faktor smetnje postize, njegov utjecaj
mozemo eliminirati iz rezultata eksperimenta koriStenjem analize kovarijance. Za vise o
analizi kovarijance pogledati u [9, str.542 - 577]. Kada je izvor smetnje poznat i kada ga
mozemo kontrolirati, njegov utjecaj mozemo sustavno ukloniti koristeci dizajn slucajnih blo-
kova. Kroz sljede¢i primjer ¢emo ilustrirati opéu ideju dizajna sluc¢ajnih blokova.

Primjer 3.1. Promotrimo eksperiment ispitivanja tvrdo¢e metala. Imamo stroj za ispiti-
vanje tvdoce koji Sipku sa Siljastim vrhom pritisne u metalnu leguru. Mjerenjem dubine
udubljenja uzrokovanog Siljastim vrhom odreduje se tvrdota metala. Pretpostavimo sada
da zelimo utvrditi uzrokuju li Cetiri razli¢ita vrha razlicita mjerenja dobivena strojem za
ispitivanje tvrdoce. Eksperimentator je odlucio svakoj metalnoj leguri dodijeliti jednu od
Cetiri opservacije promatranja tvdoce, koriste¢i Rockwell C skale. Obzirom da postoje cCetiri
tipa siljastog vrha, da bi se postigao potpuni slu¢ajni jednofaktorski dizajn svaki tip vrha je
nasumicno dodjeljen jednoj od 4z4 = 16 eksperimentalnih jedinica, tj. metalnih legura za
koje ¢emo mjeriti rezultat ispitivanje tvrdoce.

Dizajn prikazan u tablici 3.1 naziva se slucajni dizajn punih blokova (eng, randomized
complete block design, dalje u tekstu kao: "RCBD”). Ovaj dizajn modeliran je na nacin
da su svi blokovi popunjeni sa jednakim brojem tretmana. Ovim dizajnom blokovi nam
formiraju homogenu eksperimentalnu jedinicu. U primjeru (3.1) je to uzorak metala. Ovaj
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dizajn omogucava bolju usporedbu vrhova sipke eliminirajuéi varijabilnost izmedu uzoraka
metala. Unutar svakog pojedinog bloka se odreduje redoslijed testiranja cetiri razli¢ita vrha
sipke. Ako je ovaj primjer testiran na samo dva razli¢ita vrha sSipke, onda ga mozemo mo-
delirati t-testom dvije nezavisne varijable (eng. paired t-test). Vise o tome u [9, str. 48 -
50]. Slucajni dizajn punih blokova je generalizacija pairedt — testa.

Metal
1 2 3 4
Vrh 3 Vrh 3 Vrh 2 Vrh 1
Vrh 1 Vrh 4 Vrh 1 Vrh 4
Vrh 4 Vrh 2 Vrh 3 Vrh 2
Vrh 2 Vrh 1 Vrh 4 Vrh 3

Tablica 3.1: Slucajni dizajn punih blokova

RCBD je jedan od najcesce koristenih eksperimenatalnih dizajna. Situacije za koje je RCBD
odgovarajuc¢i odabir su mnogobrojne. Mjerni strojevi i oprema se cesto razlikuju u svojim
karakteristikama pa se pojavljuju i razni faktori smetnje. Sirovine, ljudi i vrijeme su takoder
varijable koje uzrokuju varijabilnost u eksperimentu, a iste se mogu kontrolirati upotrebom
RCBD-a.

3.2 Slucajni dizajn punih blokova

Kao u poglavlju 2 pretpostavimo da imamo a tretmana te dodatno pretpostavimo da imamo
b blokova. Slucajni dizajn punih blokova je prikazan na slici (3.1). U svakom bloku pos-
toji jedna opservacija po svakom tretmanu, a redoslijed kojim se tretmani unutar bloka
rasporeduju je slucajan, tj. nasumican. Bududéi da je jedina sluc¢ajnost postignuta unutar
blokova, kazemo da blokovi predstavljaju restrikciju slucajnosti.

Blok1 Blok 2 Blok b
Y11 Y1z Yib
Ya1 Yaz zb
VEN Y3z Yab
Va1 Yaz Yab

Slika 3.1: Slucajni dizajn punih blokova
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Statisticki model RCBD-a moze se zapisati na vise nacina, ali najces¢i nacin zapisa naziva
se model efekata i dan je jednadzbom kako slijedi:

, 1=1,2,...,a
Yij = b+ 75 + B + 64 {j 192 b (3.4
gdje je p ukupna aritmeticka sredina, 7; efekt i-tog tretmana, a f3; efekt j-tog bloka, dok
je €; normalna slucajna greska s ocekivanjem 0 i varijancom o?. Pretpostavit ¢emo i da su

tretmani i blokovi fiksni faktori te da su efekti tretmana 7; i efektl blokova 3; odstupanja od
ukupne aritmeticke sredine tako da vrijedi:

a b
mr=0 i > p=0.
i= j=

Osim modela efekata mozemo koristiti i model ocekivanja za RCBD koji je dan jednadzbom:
I {i:1527---7a
Yig = Haj T € j=1,2,...,b"
gdje je pij = p+7;+ B;. Ipak u okviru ovog rada zadrzat ¢emo se na modelu efekata. Zelimo
testirati hipoteze o jednakosti ocekivanja tretmana:

Ho:ipp =pa="---= g
Hy, 3 7 s za barem jedan par (i,j)

Kako je

G“l»—t

b
Z/L+Tz+ﬁj /~L+Tia

ekvivalentan zapis ovih hipoteza je:

H()IleTQ:"':Ta:O

Hy o £, za barem jedan i.

Analizu varijance mozemo jednostavno prositi na RCBD.
Neka je y; suma svih opservacija za tretman ¢

b
yi=» y; i=12...,a (3.2)
j=1

te neka je y; suma svih opservacija u bloku j

g=Y B 3=1Fub (3.3)
=1

a y suma svih ukupnih opservacija

a b a b

Y= D Y= ui=) U (34)

i=1 j=1
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Tada je N = ab ukupan broj svih opservacija.
Slicno, y; je prosjek svih opservacija tretmana ¢, y; je prosjek svih opservacija unutar bloka
j, dok je y ukupan prosjek svih N opservacija,

% W

Gi=5 U= @z%- (3.5)
Sada mozemo ukupnu sumu kvadrata zapisati kao:
a b a b
DY @i =02 => D G-+ @ -0+ Wy — -7 + DI (3.6)
i=1 j=1 i=1 j=1
Raspisimo sada desnu stranu jednakosti:
a b a b
DD w9 =b) G- +a) 7 -7’
i=1 j=1 i=1 j=1

+ZZ (i — U — T; +7)°

i=1 j=1

a b
+2) > @ - 97, -9

i=1 j—l
+2ZZ i — U — Y, + )
= 1] 1
"‘QZZ Yi; — 9 —Y; + 7).
=1 j=1

Koristedi formule (3.2), (3.3) i (3.4) te jednostavni algebarski racun moze se pokazati da su
zadnja tri ¢lana jednakosti jednaka nuli. Pa sukladno tome,

a b

a b
S Wi -9 =b)_G-9’+ad (¥ -

i=1 j=1 i=1 J=1

+ZZ Yij — yg"‘?/)

=1 j=1

(3.7)

gornja formula (3.7) predstavlja rastav ukupne sume kvadrata, te je mozemo zapisati i

simboli¢no kao:
SST = SSTTetman + SSBlok + SSE (38)

Jednadzbe (3.7) i (3.8) predstavljaju fundamentalne ANOVA jednadzbe za Slucajni dizajn
punih blokova, tj. RCBD. S obzirom da u modelu imamo N opservacija, SS7 ima N — 1
stupnjeva slobode. Imamo a tretmana i b blokova pa SStretman 1 SSBIor imaju a— 1, odnosno
b — 1 stupnjeva slobode. Suma kvadrata gresaka je suma kvadrata izmedu svih opservacija
minus suma kvadrata tretmana i blokova pa SSg imaab—1—(a—1)—(b—1) = (a—1)(b—1)
stupnjeva slobode. Ukoliko zbrojimo stupnjeve slobode desne strane jednadzbe (3.8), slijedi
(a—1)+(b—-1)+(a—1)(b—1)=ab—1= N — 1 te dodatno, uz pretpostavku normalano
distribuiranih nezavisnih gresaka sa ocekivanjem 0 i varijancom o2, zadovoljene su sve pret-
postavke Teorema 2.1 iz éega slijedi da su SStretman/0?, SSBiok/0% 1 SSE/a? medusobodno
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nezavisne chi-kvadrat distribucije. Svaka od navedenih suma podijeljena sa pripadaju¢im
brojem stupnjeva slobode ¢ini srednje kvadratno odstupanje. Ocekivano srednje kvadratno
odstupanje je prikazano kako slijedi:

a b
bZTiQ @Zﬁ?
j=1

E(M Stretman) = 0> + %, E(MSgiok) = 0% +

. .
5 1 5 E(MSE) o.

Prema [9], za testiranje postavljenih hipoteza o jednakosti oc¢ekivanja koristimo test statis-

tiku:
o MSTretman

Fo="3rs,
koja ima Fj,_1 (a—1)(a—1) distribuciju, ukoliko ne odbacujemo nul hipotezu o jednakosti ocekivanja.
Kriticko podrucje znacajnosti « je desni rep F distribucije, odnosno obacit ¢emo hipotezu Hy
ukoliko vrijedi Fy > F, 4—1,(a—1)(—1). Zanima nas i usporedba srednjih vrijednosti blokova.
Ukoliko se srednje vrijednosti blokova ne razlikuju znacajno, kreiranje blokova u buduéim
eksperimentima mozda nije nuzno potrebno. Promatrajuéi ocekivanja srednje kvadranih
vrijednosti ¢ini se da bi hipotezu Hp : 3; = 0 mogli testirati usporedivanjem statistike
Fo = M Sgiok/MSE sa Fop—1,(a=1)(b+1)- Medutim ve¢ smo prije komentirali kako se slucajnost
primjenjuje samo unutar blokova, tj. da blokovi predstavljaju ogranic¢enje slu¢ajnosti. Po-
jasnimo sada kako ogranicenje slucajnosti moze utjecati na statistiku Fy = M Spip/MSE.
Prema [3] F test moze biti opravdan samo na temelju slucajnosti, bez upotrebe pretpostavke
o normalnosti. Kako je u RCBD modelu prisutna slu¢ajnost samo unutar blokova, ali ne i
izmedu blokova, Box, Hunter i Hunter ([3]) zaklju¢uju da se usporedba jednakosti srednjih
vrijednosti blokova ne moze vrsiti F testom, osim u slucaju kada su greske nezavisne i nor-
malno distribuirane sa o¢ekivanjem 0 i varijancom o2. S druge strane, Anderson i McLean
[1] navode kako ogranicenje slucajnosti sprijecava statistiku Fj da bude ispravan test za
usporedivanje srednjih vrijednosti blokova te da je F statistika zapravo test za jednakost
srednjih vrijednosti i ogranicenje slucajnosti. Pa mozemo reci, da ukoliko je pretpostavka
normalnosti zadovoljena, mozemo koristiti F' test. Bitno je zanti da u praksi to ipak ¢esto
nije tako. Zbog toga, iskljucujemo F test iz tablice analize varijance. Medutim, za priblizan
postupak ocjenjivanja efekta blokova ipak koristimo omjer M St etman/M Sg. Ukoliko je ovaj
omjer velik, podrazumijeva se da faktor blokova ima veliki utjecaj i da su blokovi pomogli
pri smanjivanju utjecaja faktora Suma. Ovaj postupak je prikazan u Tablici (3.2).

(3.9)

Pojasnimo jos sume kvadrata iz tablice (3.2):

a b 2
SSt= "> vi—% (3.10)

i=1 j=1
38 . Z 2 Y (3.11)
Tretman — b < Y N 2
b
1 2 o
== -2 12
SSBlok " ;y] N (3.12)

dok sumu kvadrata gresaka mozemo izracunati iz izraza:

SSE = SST - SSTretman - SSBlok- (313)
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Izvor Suma BI‘Oj Srednje
varijabilnosti kvadrata stupnjeva slobode kvadratno odstupanje £y
M
Izmedu tretmana  SSrretman a—1 S *S(; Tf“ffm Fy— i;rgznan
Unutar blokova SSBiok B—1 Sb SBlik
SSk
sk ~-1)(b-1 — =
Greska SSgk (a—1)( ) CESE
Ukupno S St N -1

Tablica 3.2: Analiza varijance za Slucajni dizajn punih blokova

Primjer 3.2. Proizvada¢ medicinskih proizvoda izraduje vaskularne graftove - umjetne vene.
Ovi graftovi se proizvode u cijevi od politetrafluoretilen (PTFE) smole zajedno sa dodatnim
lubrikantom. Tijekom proizvodnog procesa te cijevi ¢esto sadrze male, tvrde izbocine na
vanjskoj povrsini. Ove nepravilnosti su ¢esto razlog odbacivanja grafta. Proizvoda¢ sumnja
da tlak pri ekstruziji utjece na pojavu izbo¢ina te namjerava provesti eksperiment kako
bi istrazio ovu hipotezu. Smolu proizvodi vanjski dobavljac te je isporucuje u serijama.
Proizvodac¢ sumnja da mogu postojati varijacije izmedu serija. Smola bi trebala biti u skaldu
s parametrima kao Sto su molekularna tezina, srednja velicina cestica i slicno, ali zbog
odstupanja pri izradi i prirodnog odstupanja materijala vjerojatno nisu uvijek u potpunosti
u skladu s parametrima. Sukladno sumnjama proizvodac¢ odlucuje istraziti ucinak cetiri
razli¢ite razine tlaka pri ekstruziji na izbocine u cijevi koristeéi slucajni dizajn punih blokova
(RCBD), a kako je prikazano u tablici 3.3. U dizajnu punih blokova imamo ¢etiri razine
tlaka (tretmani) i Sest serija isporuke smole (blokovi).

Serija isporuke smole

Razina 1 2 3 4 5 6 Tretman
tlaka ukupno
8500 90,3 89,2 98,2 93,9 87,4 97,9 556.,9
8700 92.5 89,5 90,6 94,7 87,0 95,8 550,1
8900 82,5 90,8 89,6 86,2 88,0 93,4 533,5
9100 82,5 89,5 85,6 87,4 78,9 90,7 514.6
Blok 350,8 359.0 364,0 362,2 313 8778 | w=2155,1

ukupno

Tablica 3.3: Slucajni dizajn punih blokova za eksperiment vaskularnih graftova

Sjetimo se da je redoslijed odabira tlaka pri ekstruziji untar bloka slu¢ajan.

Opervacije

predstavljaju postotak cijevi koje u proizvodnom procesu nisu sadrzavale nikakve izbocine.



[zracunajmo sada sume kvadrata koje su nam potrebne za analizu varijance za slucajni
dizajn punih blokova.

a b 2 2
B . v (2.155,1)2
SSr=3"5 "y - = 193.991,31 — == — 480,31

i=1 j=1

1 2.155,1)2
S Stretman = = [(556, 9)2 + (550, 1)2 + (533, 5)% + (514, 6)2} . % — 178,17
1 ) ) 1 (2.155,1)2
SSsiok = 1 [(350,8) +(359,0)2 4+ -+ + (377,8) ] — S 192,95

Tablica 3.4 je tablica analize varijance za RCBD. Ako uzmemo o = 0, 05, kriti¢na vrijednost
F-testa je I, 315 = 3,29, pa zakljucujemo da razina tlaka pri ekstruziji utjece na postotak
broja izboc¢ina u cijevi. Takoder primjetimo da je srednje kvadratno odstupanje blokova ima
relativno visoku vrijednost u odnosu na srednje kvadratno odstupanje gresaka.

Izvor Suma Broj Srednje
varijabilnosti kvadrata stupnjeva slobode kvadratno odstupanje Fy  P-vrijednost
Izmedu tretmana 178,17 3 59,39 8,11 0,0019
Unutar blokova 192,25 5 38,45
Greska 109,89 15 7,33
Ukupno 480,31 23

Tablica 3.4: Analiza varijance za RCBD za eksperiment vaskularnih graftova

Promotrimo sada kako bi izgledali rezultati da nismo koristili slu¢ajni dizajn punih blokova,
vel¢ jednofaktorski model analize varijance. Za jednofaktroski model opservacije ne bi bile
podijeljene u serije. U tom sluc¢aju promatrali bi n = 6 opservacija tretmana a, pri ¢emu
a=1,2,3,4. Koristedi izraz iz talice 2.3 izracunajmo sumu kvadrata tretmana:

SST'retman =n Z(yz - y)Q

i=1
_6[<556,9 2155, 1>2 N <514,6 2155, 1
N 6 24 6 24

)2} — 178,17

Analogno, uvrsavajuéi brojeve iz tablice 3.3 u izraze za ukupnu sumu kvadrata i sumu
kvadrata gresaka dobivamo:

551 =33 sy — ) = 450,31

i=1 j=1

SSg = SSr — SSrretman = 480,31 — 178,17 = 302, 14
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Izvor Suma Broj Srednje
varijabilnosti kvadrata stupnjeva slobode kvadratno odstupanje Fy  P-vrijednost
Izmedu tretmana 178,17 3 99,39 3,95 0,0235
Greska 302,14 20 15,11
Ukupno 480,31 23

Tablica 3.5: Analiza varijance jednofaktorskog modela za eksperiment vaskularnih graftova

U tablici 3.5 dan je prikaz analize varijance jednofaktorskog modela za eksperiment vasku-
larnog grafta. Ukoliko uzmemo da je nivo znacajnosti a = 0,05 takoder é¢emo odbaciti nul
hipotezu o jednakosti oc¢ekivanja tretmana, odnosno mozemo prihvatiti hipotezu da razina
tlaka pri ekstruziji utjece na postotak broja izbocina u cijevi. Medutim, zanimljivo za pro-
motranje jesu razlike izmedu srednje kvadratnih odstupanja gresaka dobivenih primjenom
RCBD-a i jednofaktorskog modela. Uocavamo da je srednje kvadratno odstupanje gresaka
u jednofaktorkom modelu iznosilo 15,11 sto je dvostruko vise od srednje kvadratnog odstu-
panja gresaka u RCBD modelu koje je iznosilo 7,33. Sva varijabilnost, koja je postojala
izmedu blokova u RCBD modelu, je u jednofaktorskom modelu sadrzana unutar varijabil-
nosti gresaka. Iz ove usporedbe ocito je zasto RCBD nazivamo i tehnikom dizajniranja za
smanjivanje faktora suma. RCBD poveéava preciznost kojom usporedujemo tretmane. Ova
usporedba takoder dovodi do zakljucka da ako ne primjenimo dizajn blokova u eksperimen-
tima gdje smo trebali, u¢inak faktora suma moze biti toliko znacajan da posljedi¢no poveca
srednje kvadratno odstupanje eksperimentalnih gresaka do te mjere da se razlike u ocekivanju
tretmana ne mogu utvrditi.

3.3 Provjera adekvatnosti modela

Kao u poglavlju 2, potrebno je provesti provjeru adekvatnosti modela kako bi provjerili pos-
tavljene pretpostavke. Potencijalni problemi pojavljuju se kod pretpostavki o normalnosti,
kod razli¢itosti varijance greske tretmana ili blokova te kod interakcije izmedu blokova i tret-
mana. Jednako kao i kod jednofaktorskog modela analize varijance, reziduali su glavni alat
za provjeru adekvatnosti.
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Slika 3.2: Graf rezidala eksperimenta vaskularnih graftova
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Graf reziduala za eksperiment vaskularnih graftova dan je na slici 3.2 te promatrajuci ga
nemamo razloga sumnjati u krsenje pretpostavke o nezavisnoti reziduala. Q-Q graf rezi-
duala dan je na slici 3.3. Shapiro Wilkov testom, koriste¢i statisticki alat R, je testirana
normalnost reziduala, te dobivena p-vrijednost iznosi 0,3689 pa ne odbacujemo hipotezu o
normalnosti distribucije reziduala. Ne postoje ozbiljni razlozi za sumnju u normalnost dis-
tribucije reziduala niti postoje dokazi da postoje strsec¢e vrijednosti.

U analizi reziduala slucajnog dizajna punih blokova dobro je jos promotriti i odnose re-

Q-Q graf

Uzoracki kvantili
0
1

Teorijski kvantili

Slika 3.3: Q-Q graf rezidala eksperimenta vaskularnih graftova

ziduala i tretmana, te odnos reziduala i blokova. Ako je za odredeni broj tretmana vise
varijabilnosti izmedu reziduala, to bi moglo znaciti da ovaj tretman stvara vise pogresnih
opservacija od ostalih tretmana. Vise varijabilnosti u rezidualima u odnosu na blokove, moze
znacCiti da blok nije homogen. U naSem primjeru sa slike 3.4 ne primjec¢ujemo nejadnokost
varijance reziduala izmedu tretmana, no primje¢ujemo nesto manju varijancu reziduala za
isporuku broj sest u odnosu na sve ostale isporuke. Medutim kako su svi ostali grafovi
zadovoljavajudi, smatrat ¢emo da je model adekvatan.
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Slika 3.4: Graf rezidala u odnosu na tretmane i blokove
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Sazetak

U ovom radu predstavljene su ANOVA procudure i dizajn eksperimenta. Na pocetku rada
dan je kratak osvrt na povijest statistickog dizajna eksperimenta. Nadalje, u prvom poglav-
lju dane su smjernice za dizajniranje eksperimenta kroz sedam koraka. U nastavku rada
bavili smo se ANOVA procedurama. Opisan je jednofaktroski model analize varijance te
je pojasnjen nacin provjere adekvatnosti modela. U slucaju nesto slozenijih dizajna, kada
zelimo otkloniti dodatne utjecaje faktora smetnji, koristimo slucajni dizajn punih blokova
koji je opisan u poglavlju tri. Kroz primjer su pojasnjene razlike izmedu jednofaktorskog
modela analize varijance i modela slucajnog dizajna punih blokova. Za kraj je provedena
provjera adekvatnosti modela slucajnog dizajna punih blokova.

Kljuéne rijeci: Dizajn eksperimenta, ANOVA, jednofaktorski model, slucajni dizajn punih
blokova, provjera adekvatnosti modela
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The design of experiment and ANOVA procedures

Summary

This graduate thesis introduce the design of experiment and ANOVA procedures. A brief
history of statistical design is given at the beginning. Furthermore, the first chapter des-
cribes guidelines for designing experiments trow seven steps. In the next two chapters are
written ANOVA procedures. Chapter two includes analysis of fixed effects model with model
adequacy checking. Random block design, which we use to eliminate the nuisance factor is
explained in chapter three. Differences between ANOVA procedures given in chapter two
and three are explained throw the example. Finally, model adequcy checking for random
block design is given at the end.

Keywords: The design of experiment, ANOVA procedures, Fixed effect model, Random
Block design, Model adequcy checking
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