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Sazetak

Prilikom rjeSavanja sustava linearnih jednadzbi Az = b, pri ¢emu za A € My, (R) i b € My (R)
nastojimo odrediti z € M,,;(R) razlikujemo dva pristupa rjeSavanja sustava. Prvi naé¢in na koji
se moze odrediti trazeni vektor z jesu direktne metode. Direktne se metode koriste uglavnom
za rjesavanje manjih sustava linearnih jednadzbi te se pomocu njih dobiva egzaktno rjesenje
sustava. Direktne metode jesu primjerice Cramerovo pravilo i Gaussove eliminacije. S druge
strane, pristup rjeSavanja sustava koji ¢emo proucavati u ovom radu jesu iterativne metode
koje uvelike olaksavaju rjesavanje sustava velikih dimenzija zahtjevne vremenske i prostorne
slozenosti. Iterativne metode su nizovi matematickih postupaka ¢ijim se uzastopnim ponavlja-
njem dolazi do aproksimacije rjesenja sustava. No, takvim metodama generalno ne dolazimo
do tocnog rjesenja sustava u kona¢no mnogo koraka, nego se svakim korakom odstupanje od
tocnog rjesenja smanjuje. Ukoliko pripadna iterativna metoda konvergira, konstruiramo niz
z®) k€ N za koji vrijedi 2¥) — x, za k — co. U ovom radu prouéit ¢emo neke najéesée
koristene iterativne metode kao Sto su: Jacobijeva metoda, Gauss-Seidelova metoda, metoda
najbrzeg silaska, metoda konjugiranih gradijenata.

Kljuéne rijeci: sustav linearnih jednadzbi, iterativne metode, Jacobijeva metoda, Gauss-
Seidelova metoda, metoda najbrzeg silaska, metoda konjugiranih gradijenata

Abstract

While solving system of linear equations Az = b, where for A € M,,,(R) and b € M,,;(R) we
try to determine x € M,,;(R), we distinguish two approaches. The first approach for finding the
vector x is using direct methods. Direct methods are mostly used for solving simpler systems
of smaller dimensions, giving the exact solution to the system. Such methods are, for example,
Cramer’s rule and Gaussian elimination. On the other hand, the approach for solving systems
of equations we will examine are iterative methods, which greatly simplify the process of solving
linear systems of big dimensions and challenging time and space complexity. Iterative methods
are series of mathematical procedures which, when applied repeatedly, give an approximated
solution of the system. However, in these methods, the exact solution is generally not found,
but rather the deviation from the exact solution decrease with each iteration. Iterative methods
construct the sequence z®), k € N, where *) — x, for K — co. In this paper we will study
some of the most commonly used iterative methods, such as the Jacobi method, Gauss-Seidel
method, steepest descent method, conjugate gradient method.

Key words: system of linear equations, iterative methods, Jacobi method, Gauss-Seidel met-
hod, steepest descent method, method of conjugated gradients



Sadrzaj

1

2

Uvod 1
Iterativhe metode 2
21 Jowoblfevameelids . « oo o 6 @ ie S be s w B s e Ek e s e e & 4
22 Gauss-Seidelovametoda : : s « 5 ¢ « s s a6 s s ma s sam e sam e s ¥s @ a 6
2.3 Metoda najbrzeg silaska . . . . . ... o000 o oo 8
24 Metoda kenjugiranih gradijenata . . . o 2 ¢« 2 s 5 56 s s e 5s s e s 8w s 9
Implementacija iterativnih metoda u MATLAB 12
3.1 Jacobijeva metoda - implementacijau MATLAB . . . . . .. .. ... ... ... 12
3.2  Gauss-Seidelova metoda - implementacija u MATLAB . . . . .. ... ... ... 15
3.3 Metoda najbrzeg silaska - implementacija u MATLAB . . . .. .. ... ... .. 14
3.4 Metoda konjugiranih gradijenata - implementacija u MATLAB . . . . . .. ... 14
3.5 Usperedba iterativmihmetoda . . . . . . « « .« 0 it ce e e e s 15



1 Uvod

Sustavi linearnih jednadzbi jesu jedan od najstarijih matematickih problema cije se rjesavanje
proucava stolje¢ima. Razlikujemo dvije skupine metoda za rjesavanje sustava linearnih jed-
nadzbi: diretkne i iterativne metode. Unutar ovoga rada bit ¢e predstavljen jedan od pristupa
rjeSavanja linearnih sustava - iterativne metode, koje uvelike olakSavaju rjesavanje velikih sus-
tava linearnih jednadzbi zahtjevne vremenske i prostorne slozenosti. Ideja iterativnih metoda
datira iz 19. stoljec¢a kada je njemacki matematicar Carl Friedrich Gauss razvio prvu metodu
koju mozemo smatrati iterativnom. Veliki zamah iterativne metode su dozivjele 1950-ih godina
razvojem racunalne tehnologije.

U ovom radu bit ¢e izlozena ideja nastanka iterativnih metoda, zatim razvitak novih metoda
modificiranjem ranije poznatih.

Detaljnije ¢emo prouciti sljedece cetiri metode:

e Jacobijeva metoda

e Gauss-Seidelova metoda

e metoda najbrzeg silaska

e metoda konjugiranih gradijenata

Osim gore navedenih iterativnih metoda navedimo jos neke koje ne ¢e biti detaljno obradene u
ovome radu. Primjerice: JOR metoda (Jacobi overrelazation), SOR metoda (successive over-
relazation), metoda minimalnog ostatka, metoda dvostrukog konjugiranog gradijenta, metoda
konjugiranih gradijanata na normalnim jednadzbama,... ViSe o spomenutim metodama moze
se pronaéi u [1] i [4].

U posljednjem poglavlju bit ¢ée predstavljene implementacije spomenutih iterativnih metoda
unutar programskog paketa MATLAB. Programski jezik MATLAB je jezik visokih performansi
namijenjen tehnickim proracunima. MATLAB je matri¢no orijentiran jezik, pa je samim tim
koristan za implementaciju, testiranje i vizualizaciju iterativnih metoda.



2 Iterativne metode

Prilikom koristenja direktnih metoda za rjesavanje linearnih sustava mozemo do¢i do problema
jer dolazak do rjesenja sustava zahtjeva velik broj aritmetickih operacija. Upravo zbog toga su
iterativne metode mnogo korisnije, posebice kada je rije¢ o rijetko popunjenim sustavima (engl.
sparse), sustavima velikih redova s puno nul-elemenata.

Neke od iterativnih metoda za rjeSavanje linearnih sustava jesu: Jacobijeva, Gauss-Seidelova,
SOR metoda, JOR metoda, metoda konjugiranih gradijenata, metoda konjugiranih smjerova,
metoda najbrzeg silaska, itd.

Pocénimo s idejom nastanka iterativnih metoda.

Neka je zadana regularna matrica A € M,(R) te neka su M, N € M,(R) takve da matricu

A mozemo zapisati u obliku
A= M+ N,

gdje se inverz matrice M racuna lakSe nego inverz matrice A. Tada pocetni sustav Az = b
postaje sustav (M + N)z = b, odnosno

Mx=b— Nz,

(k=1) " k-tu aproksimaciju rjesenja

gdje je M regularna matrica. Ako je dana aproksimacija x
definiramo s :
Mz® =p— Nzt ke N. (2.1)

Pretpostavimo li da vrijedi klim z®) =z tada vrijedi
—00

Mz = lim Mz® = lim b — Nz =b— Nz.
k—o0 k—o0
Uoc¢imo da vrijedi Az = b. Dakle, u slucaju da niz (2.1) konvergira tada njegov limes predstavlja
rjeSenje sustava linearnih jednadzbi.
Prilikom proucavanja konvergencije iterativne metode, proucavat ¢emo ponasanje k-te pogreske
e® = ) — x pri éemu je r egzaktno rjeenje sustava linearnih jednadzbi. Uz pridrzavanje
dosadasnjih oznaka imamo:

Me® = Mz® — Mz = (b— Nz* V) — (4 - N)z = —Ne* b,
odakle slijedi da je e®) = —M~'Nel*~1). Dakle, promatrana iterativna metoda ¢e konvergirati
ako i samo ako e®) — 0 za k — oo.

Sljedeci teorem je karakterizacija konvergencije iterativne metode pomocu svojstava spektralnog
radijusa matrice

C=-M1!N.

Stoga se ukratko prisjetimo definicije spektralnog radijusa te definicija vektorske, matricne i in-
ducirane norme. Prisjetimo se takoder nekih teorema koji ¢e nam trebati prilikom dokazivanja.



Definicija 2.1. Vektorska norma || - || na M, (C) je preslikavanje || - || : My (C) — R koje
zadovoljava:

i) ||z|| = 0, Vo € Mp1(C) i ||z|| =0 akko x = 0;
i) ||az| = |af ||z||, Va € C, x € M,1(C);
i) o +yll < [lzll + llyll, v,y € Mn(C).
Definicija 2.2. Matri¢cna norma na M, (C) je preslikavange || - || : M,,(C) — R za koje vrijedi:
a) ||Al| >0, VA € M, (C) i ||Al| =0 akko je A nul-matrica;
b) [leAll = laf |A]l, Ve € C, A € Mn(C);
c) [A+ Bl < [|All+ [|BIl, VA, B € M (C);
d) |AB|| < [[All |Bll, VA, B € Mqn(C).
Definicija 2.3. Neka je zadana vektorska norma || - || na My (C). Inducirana norma || - || na

M, (C) definira se sa

A
I|A|| = max | |Ay|l, A€ M,(C).

w20 ||zl|  yli=1
Definicija 2.4. Spektralni radijus matrice A € M,,(C) definiramo sa
p(A) = max{|\| : A svojstvena vrijednost matrice A}.

Teorem 2.5. Matricna norma inducirana vektorskom normom oo racuna se pomocu jednakosti:
n
14]loo = max > " |ay]-

1<i<n 4
J=1

Dokaz se moze vidjeti u [5].
Teorem 2.6. Za bilo koju matricnu normu || ||, bilo koju matricu A € M, (C) i bilo koji k € N
vrijeds
p(A)" < |IAT] < A%
Dokaz se moze vidjeti u [5].

Teorem 2.7. Neka je dana matrica C € M,(C) i vektori e € M,,(C) i e®) = C*e® ¢
M,1(C), Yk € N. Tada e® — 0 za svaki e € M,1(C) ako i samo ako je p(C) < 1.

Prije dokaza Teorema 2.7 uo¢imo da p(C') ovisi samo o matrici A odnosno njenom rastavu, a
ne o vektoru b iz Az = 0.



Dokaz. Neka je p(C) < 1. Mozemo nadi induciranu matriénu normu takvu da je [|C]| < 1 pa
slijedi

le®]] = IC*@ | < [IC]*[le®]] = 0,28 k — 0.
Pokazimo sada obrat. Neka je e®) — 0, kada bi p(C > 1, onda bi postojao barem jedan
e® € M, (C) za koji bi vrijedilo da je Ce® = Xe(®| za )\ € C takav da |\| > 1. Za vektor e©

dobivamo
le® || = [|C*e@ || = |A]*||e?]].

Iz ovoga vidimo da e®) ne konvergira prema 0 za k — oo, §to dovodi do kontradikcije. O

Napomena 2.8. Dowoljno je provjeriti je li ||C|| < 1 za neku matricnu normu jer uzmemo li
u Teoremu 2.6 , k =1 vrijedi p(C) < ||C||.

Ideja iterativnih metoda je brzo rac¢unanje x*+Y iz z(®). Proces se zaustavlja kada je z(*

dovoljno dobra aproksimacija tocnog rjesenja x. Medutim, kako pravo rjesenje x ne znamo,
nailazimo na problem. Stoga, koristimo svojstvo da je konvergentan niz Cauchyjev, tj. da
susjedni ¢lanovi niza moraju postati po volji bliski. Uzima se da su z**+1 i 2*) dovoljno bliski
ako vrijedi:

lz# —2®) <,

gdje je € unaprijed zadana to¢nost, a || - || neka vektorska norma.

Definicija 2.9. Za niz aproksimacija %), k € Ny, reéi éemo da konvergira prema x brzinom
p ako je
lz®+ — 2l < afla™ — 2|, a € RE.

Za p = 1 kaZemo da je brzina kovergencije linerana, a ako je a < 1 brzina je geometrijska s
faktorom a.

Navedene definicije i teoremi preuzeti su iz [5].
U sljedeéim potpoglavljima ¢emo proucavati metode kod kojih su matrice M i N iz (2.1) spe-
cijalno konstruirane.

2.1 Jacobijeva metoda

Neka je dana matrica A € M, (R) te neka su matrice L, D,U € M,(R) zadane kao:

0 0 ... 0 0} FH 0o 0 ... 0] F) G Wz ..o Ui
a1 0 0 0 0 92 0 0 0 0 ado3 . ws Aoy,
I— [as1 asy ... 0 0, p={0 0 as ... 0| U= -: S i s (2.2)
[; S } { e OJ {0 0 0 .
Api Gpa .. Qpp_y1 O 0o 0 0 ... an, o @ 0 .. 0

Uoc¢imo da matricu A mozemo zapisati kao sumu navedenih triju matrica. Iterativhu metodu
dobivenu iz (2.1) ukoliko uzmemo da je M = D, a N = L + U, pri ¢emu su matrice L, D, U
gore definirane matrice nazivamo Jacobijeva metoda. Obzirom na takav izbor matrica M i N,
iterativni postupak poprima sljedeci oblik:

z® = D7Hb — (L + U)z*D)

4



za sve k € N.

Konvergencija iterativne metode ovisi o svojstvima matrice Cjueop; = —M 1N = —D YL+ U).
Bududi je D dijagonalna matrica, inverz matrice racuna se trivijalno. Stoga konstrukcija ma-
trice Cjacobi ne zahtjeva velik broj racunskih operacija.

T
Oznacimo sa z*) = (xgk), il ,x%k)> . tada aproksimaciju z*+1 rjesenja sustava linearnih jed-

nadzbi dobivamo kao rjesenje sustava:

CL‘gIH_l) — Clgl'ék) + Clgwgk) 4+ -4 Clnl' —|— 51
xé’““) = ¢91 acg ) + (:23:1:§k) 44 c%x ) ¢ B

s ) = g a:g ) 4 cnzxék) - dmE=f Cnn—lezk—)l + Ba,

a; b;
pri cemu su ¢;; = a“, i = o

Da bi Jacobijeva metoda konverglrala moraju biti zadovoljeni neki uvjeti. Definirajmo svojstvo
stroge dijagonalne dominantnosti matrice.
Definicija 2.10. Neka je dana matrica A. KaZemo da je:

i) matrica A strogo dijagonalno dominantna po retcima ako vrijeds
n
|aii| > Z |aij|, 4 = 1,. LM
i=1
J#
it) matrica A strogo dijagonalno dominantna po stupcima ako vrijedi
n
|ajj| > Z |aij|, Fi =0 5m.
i=1
i#]
Teorem 2.11. Jacobijeva metoda konvergira za sve matrice A za koje vrijedi:
1.) stroga dijagonalna dominacija po retcima;

2.) stroga dijagonalna dominacija po stupcima.

Dokaz. Pokazimo najprije da Jacobijeva metoda konvergira za sve matrice A koje su strogo
dijagonalno dominantne po retcima. Elementi matrice Cjqeori = —D (L + U) su oblika

_%7 Z7é.7
Cij = O“ n_ @
) t=1

Prema Teoremu 2.5 ||Cacobilloco = max
i=L,n || ag |

Z la;;|. Stroga dijagonalna dominacija po ret-

3752
cima implicira da je ||Cacobi]lcc < 1, §to nadalje implicira da je p(A) < 1. Prema Teoremu 2.7



ova metoda konvergira.
Pokazimo sada da Jacobijeva metoda konvergira za sve matrice A uz uvjet stroge dijagonalne
dominacije po stupcima, tj. ako vrijedi

n
|ajj| > Z |aij|, I =0 10

i—1

7]
Prisjetimo se definicije adjungirane matrice:
Neka je dana matrica A € My, (C). Adjungiranu matricu A* € Mpu,(C) definiramo s A* =
[ @ji |-
Tada je pripadna adjungirana matrica A* matrice A strogo dijagonalno dominantna po retcima,
odnosno vrijedi:

|aii| > Z|aij|7 1= 1,...,71
i=1
J#
i metoda konvergira za matricu A*. Prema Teoremu 2.7 slijedi da je p(—D~*(L* + U*)) < 1.
Za svaku matricu C, matrice C, C*, D~'C*D imaju iste spektre. Iz niza jednakosti:

p(=D" YL+ D)) = p(=D"N(L+ U)D'D) = p(—(L + U)D™) = p(—=D~(L* + U*)) < 1
slijedi konvergencija Jacobijeve metode za matricu A. U
Algoritam 2.12. (Jacobijeva metoda)

forj:=1ton do

n
(k+1) . _ (k)
i=1
i#]
Uoc¢imo da komponente novog vektora z*+1) ovise samo o komponentama starog vektora x(*),
Zato je Jacobijeva metoda idealna za paralelno racunanje, jer pojedine komponente novog vek-
tora racunamo potpuno nezavisno.

2.2 (Gauss-Seidelova metoda

Komponente novog vektora u Jacobijevoj metodi rac¢unaju se sekvencijalno, od prve prema
zadnjoj, stoga se namece ideja modifikacije metode. Poboljsanje Jacobijeve metode jest upravo
Gauss-Seidelova iterativna metoda.

r
Pretpostavimo da je () = (xgk), i~ ,ac%k)) k-ta aproksimacija rjesanja. Tada je (k + 1)-va
aproksimacija rjesenje sustava:
auxﬁ'““) ~+ a12$ék) Jmmd CL1n£C£Lk) =b
agll‘gk—i_l) + (ZQQ.Z'SH_I) + -+ agnxg“) — bg
anll'gk+1) + angxék+1) +---+ annx;k—i_l) = bTL

6



Uoc¢imo da gore navedeni sustav mozemo zapisati u matricnom obliku:
(L4 D)) £ gz® =p,

odnosno
(L + D)z**+) = p — Uyz®, (2.3)

Takoder uoc¢imo da formulu iterativnog postupka dobijemo specijalnim odabirom matrica M i
N u jednakosti (2.1) tako da je M = L+ D, a N = U, gdje su matrice L, D, U definirane u
(2.2). Formula iterativnog postupka je oblika:

R — [, ¢ D — (4 D 0 ®,

Primjetimo da treba odrediti inverz matrice L 4+ D $to je znatno teze nego odrediti inverz
dijagonalne matrice D. Pomnozimo li jednadzbu (2.3) s D!, dobivamo sljedeéi izraz:

(DL + Da®*D = D7y — D~1Uz®,

Odakle je 21 = D=1b— D=1U2® — D=1 Lo+, Tako dolazimo do algoritma kojeg nazivamo
Gauss-Seidelova metoda.
Konvergencija iterativne metode ovisi o svojstvima matrice Cgg = —(L + D)~!U.

Algoritam 2.13. (Gauss-Seidelova metoda)

forj:=1ton do
=

J n
k+1 k+1 k
l‘§»+)2: (bj—ZajixE +)— Z ajl-xl(» )>/ajj

i=1 =741

Kod ra¢unanja j-te komponente (k + 1)-ve iteracije koriste se do tada izracunate komponente
od 21 To omoguéava da komponente od z*+1) prebrigu stare vrijednosti komponenata od
) ¢im se izracunaju te tako ne moramo pamtiti dva vektora, nego samo jedan. Redoslijed
racunanja komponenti iteracije kod Gauss-Seidelove metode je bitan. U algoritmu smo koristili
prirodni slijed, tj. od prve prema zadnjoj komponenti. Ali to nije jedini moguci redoslijed.
Mozemo uzeti bilo koji drugi redoslijed, odnosno bilo koju drugu od n! permutacija jednadzbi.
No, zbog sekvencijalnosti, rezultat ¢e se razlikovati, tj. razlikovat ¢e se iterativnha metoda.
Iskazimo nekoliko teorema o konvergenciji Gauss-Seidelove metode.

Teorem 2.14. Ako je matrica A strogo dijagonalno dominantna po retcima, onda Gauss-
Seidelova metoda konvergira.

Dokaz se moze pogledati u [1].
Uocimo da je prema Napomeni 2.8 dovoljno pokazati da je ||Cggs|| < 1.

Teorem 2.15. Ako je A strogo dijagonalno dominantna matrica po retcima, onda i Jacobijeva
1 Gauss-Seidelova metoda konvergiraju i vrijedi:

||CGSHOO S ”CJacobi”oo <1



Dokaz se moze pogledati u [3].
Prije nego iskazemo sljedeci teorem prisjetimo se definicije hermitske i pozitivnho definitne ma-
trice.

Definicija 2.16. Matrica A € M,(C) je hermitska ako vrijedi A* = A, (za realne matrice
koristimo termin simeticna). Hermitska matrica A € M, (C) je pozitivno definitna ako vrijeds

da je z*Ax >0 , Vo € M,,;(C\ {0}).

Teorem 2.17. Ako je matrica A hermitska i pozitivno definitna, tada Gauss-Seidelova metoda
konvergira za svaku pocetnu iteraciju x(©)

Dokaz teorema se moze naéi u [1].
Proucavajuc¢i navedene rezultate zakljucujemo da je pod nekim uvjetima Gauss-Seidelova me-
toda brza u odnosu na Jacobijevu. No, ne postoji nikakva generalizacija toga. Dakle, Ga-
uss—Seidelova metoda u najgorem slucaju konvergira barem tako brzo kao Jacobijeva metoda u
najgorem slucaju. To ne znaci da ¢e Gauss—Seidelova metoda konvergirati brze nego Jacobijeva
za bilo koji problem Az = b.

2.3 Metoda najbrzeg silaska

Unutar ovoga potpoglavlja detaljnije ¢emo prouciti iterativnhu metodu poznatu pod nazivom
metoda najbrzeg silaska. To je metoda za rjesavanje sustava Ar = b, A € M,(C), b, = €
M,,1(C), pri ¢emu je uvjet da matrica sustava A bude hermitska:

o A* = A;
o y*Ay >0, Yy € M,,;(C), y#0.
Promotrimo iterativnu metodu danu oblikom:
Tpy1 = Tk + ap(b — Azg) = o) + T, (2.4)

Ideja odabira parametra aj u k-toj iteraciji metode dane izrazom 2.4 je ta da se minimizira
neka norma greske e;,; = e; — agrg. Problem je Sto je greska jednako tako nepoznata kao i
samo rjeSenje, pa norma || - |2 nije opcija. Za hermitsku matricu ima smisla definirati A-normu
| - |la kao ||z]la = v/(z,7)a = Vx* Az, pri éemu skalarni produkt (z, )4 nazivamo A-skalarni
produkt. Definirajmo funkciju f : R — R kao

2
flow) = llersalla
= €pr14ert1
= airi Ary — 20475 Aey, + €} Aey,
= oz,%r,’;Ark — 20y, + € Aey,
Trazenje minimuma funkcije f(ay) je ekvivalentno trazenju minimuma ||eg,1]|4. Kako je f(ax)

kvadratna funkcija po varijabli a; i parametar uz o2 je rjAry > 0, to implicira da funkcija
poprima minimum u tjemenu, koje je jedina nultocka derivacije funkcije f.

0 = F(ag) = 2epr; Ary — 2850,
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odakle slijedi da se minimalna A-norma greske ey, ; postize za

PrPi
N — ———.
T ATy

Posljedica ovakvog odabira parametra ay je okomitost 711 i 7, tj.vrijedi:

T
TETkt1 = TpTk — QTR ATE = T3k — *k—r,’;Ark =0.
T ATy,

Zbog okomitosti rgyq 1 7y slijedi da je:
lexld = i1 Aery1 + 204 Ay + T Arg
= llexalla + ollrella > llexs |l

Odavde se vidi da se A-norma greske smanjuje svakim korakom. Ovu metodu, prema nacinu
odabira parametra, nazivamo metodom najbrzeqg silaska. Analizom konvergencije metode najbrzeg
silaska moze se pokazati da vrijedi sljede¢a ocjena:

K(A) — 1\*
& - 2.5
lealla < (5 g) ol (2.5)
. . Amaz . . e . [ S .
gdje je K(A) = " uvjetovanost matrice A. Iz 2.5 mozemo zakljuciti da za lose uvjetovane

K(A) =1

matrice mozemo imati sporu konvergenciju jer ——— &
p geneyt k(A)+1

Algoritam 2.18. Metoda najbrzeg silaska (A, b, x)

o = b— A.TO
fork =1.2,...
do z = Ary_,
T aTk—1
A1 = "
i 1%

Tp = Tp—1 + Qp_1Tk—1

Ty =Tk—1 — Q1%

2.4 Metoda konjugiranih gradijenata

Kako bismo izbjegli sporu konvergenciju metode najbrzeg silaska, unaprijed biramo skup A-
ortogonalnih vektora, odnosno smjerove traganja dy, dy, . .., d,_1 tako da su vektori

dy, :rk+6kdk_1,k:0,...,n
budu medusobno ortogonalni u A-skalarnom produktu. Dakle, za dva vektora dj i di_; vrijedi

0= (di,dk-1)a = diAdg—1 = ryAdk_1 + Brdy_1 Adji_1,



odakle slijedi da je
’I"ZAdk_l

di |Adp_1
Svakim korakom iteracije biramo aproksimaciju rjesenja xp,1 = ¥ + agdi s minimalnom A-

normom greske.
Definirajmo funkciju g : R — R kao g(ax) = [lex+1]|% = €}, Aeri1. Primjetimo da vrijedi

B = -

Bl = & — Thel = Bk — O

Tht1 = Aep +1 =1, — o Ady.
Izjednacimo i derivaciju funkcije g(ay) s 0 dobit éemo izraz:

g (o) = apdiAdy, — djAe, = 0

dZAek
dr Ady’

iz kojeg slijedi oy, = a kako je 1, = Aey dobivamo:

dZTk _ (’I"k,dk)
diAdy  (Adg,dy)

A =

(2.6)

Ovako dobivenu metodu nazivamo metoda konjigiranih smjerova. U ovom radu metodu konjugi-
ranih smjerova ne¢emo dublje proucavati, nego ¢emu ju samo iskoristiti za metodu konjugiranih
gradijenata. Iskazimo teorem o svojstvima metode konjugiranih smjerova koji ¢emo kasnije
iskoristiti.

Teorem 2.19. Za metodu konjugiranih smjerova vrijede sljedeca svojstva:

(Ad;,d;) =0, zaz;«é], 2,
(rs, d;) = (Ae;,d;) =0, 2@ j <5 (2.8)
(g, ds) = (7“1, ) = o w= ) 2

Skalar oy mozZemo zapisati kao

_ (T07dk)
ap = —— .
(Ady, dy)
Skup A-ortogonalnih vektora {dy,...,d,_ 1} mozemo dobiti primjenom Gram-Schmidtove me-
tode A-ortogonalizacije na skup linearno nezavisnih vektora {uq, ..., u,_1} sa skalarnim pro-

duktom (+,-) 4. A-ortogonalne vektore mozemo dobiti u obliku

k—1
d = uy, + Zﬁkidi, gdje su koeficijenti oblika: By, = —
i=0

d* Ad;

Metoda konjugiranih gradijenata jest zapravo metoda konjugiranih smjerova kod koje se smje-
rovi traganja konstruiraju primjenom Gram-Schmidtove metode A-ortogonalnosti na reziduale,
odnosno uzima se je u; = r;. Kako su vektori r; dobiveni metodom konjugiranih smjerova oni
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su linearno nezavisni §to se moze provjeriti pomocu teorema 2.19.
Vrijedi da je
{do, .- de1}] = [{ro, -, o1}

Buduéi je 7 ortogonalan na prethodne smjerove traganja vrijedi:
rir; =0, zav g
Promotrimo sljedeci skalarni produkt:
Ti Tk = T;Tk — oyd; ATy
Odakle vrijedi

1
* * *
d; Ary = E(ri T — Ti+17‘k)
(A

Za i < k — 1 lijeva strana jednadzbe 2.10 je jednaka 0, pa su fy; =0zai=0,1,2,...

za [, = By r—1 zbog izraza za oj_1 i 2.6 i 2.8 vrijedi:

di_,Ary B TiTk TRk TRTk

Br =

dz_lAdk—l ak—ldz_lAdk—l dz_lrk—l T]:_ITk_l
Takoder, mozemo i oy, zapisati u malo drugacijem obliku:

TLTk

T diAdy,

ay

(2.10)

—2 a

Uocimo da, ukoliko nismo nasli egzaktno rjesenje u k-tom koraku, a4, je pozitivan. Iskazat ¢emo
u obliku teorema ocjenu pogreske metode konjugiranih gradijenata ¢iji se dokaz moze naéi u [1].

Teorem 2.20. Za metodu konjugiranih gradijanata vrijedi ocjena:

MYH%HA,

lewlla < ( 5

max

gdje je k(A) = uvjetovanost matrice A.

Amin

Algoritam 2.21. Metoda konjugiranih gradijenata (A, b, z)
do =g = b— Axo

fark=12,...,

do z = Ady_,

g1 = Rl
di 1%

Tk = Tp—1 + ap_1dg_1

Tk = Tk—1 — Og—1%

B ="
Tk 1Tk—1

di = 1% + Brdr—1

File

11

(2.11)



3 Implementacija iterativnih metoda u MATLAB

Unutar ovoga poglavlja bit ¢e pretstavljene impelemntacije prethodno promatranih iterativnih
metoda unutar programskog paketa MATLAB. MATLAB (Matix Laboratory) jest programski
jezik visokih performansi namjenjen za racunanje, vizualizaciju i programiranje u lako upo-
rabljivoj okolini u kojoj su i problem i rjesenje definirani poznatom matematickom notacijom.
MATLAB se koristi za razvoje algoritama, analizu i obradu podataka, izgradnju grafickog ko-
risnickog sucelja.

3.1 Jacobijeva metoda - implementacija u MATLAB

Rijesimo sustav Az = b Jacobijevom metodom, odnosno odredimo aproksimaciju z*) tako da
|| - || reziduala u odnosu na tocno rjesenje bude manja od zadane tolerancije.

Neka je zadana matrica A € M, (R), pocetna aproksimacija xy € M,1(R), vektor b € M,;(R),
te tolerancija tol.

function[br_koraka,spec_rad]=jacobi(A,x0,b,tol)

D=diag(diag(A));
N=A-D;

for ii=1:n

for jj=1:n
C(id, j)=DGEa, ) N1, ) ;
end
end
e=eig(C);
spec_rad=max (abs(e));
br_koraka=0;
while norm(A*x-b,’inf’)>=tol
for kk=1:n
x1=(D(kk,kk) )\ (b-N*x0) ) ;
end
x=x1;
br_koraka=br_koraka+i;
greska(broj_koraka)=norm(A*x0-b,’inf’);
end

disp(sprintf (’Broj iteracija Jacobijeve metode: %d’,br_koraka))

Na pocetku implementacije definirali smo rastav matrice A na odgovaraju¢e matrice D i N
Uocimo da je matrica C' matrica konvergencije Jacobijeve metode. Jedan od nacina da pro-
vjerimo konvergira li Jacobijeva metoda je taj da je spektralni radijus matrice C' manji od 1.
To je jedan od uvjeta koji jamci konvergenciju metode. U implementaciji smo koristili while
petlju koja provjerava je li || - || reziduala veca ili jednaka unaprijed zadanoj toleranciji tol.
While petlja ¢e se izvrSavati sve dok je ona veca ili jednaka vrijednosti tol. Unutar while petlje
koristili smo for petlju kojom smo racunali sljede¢u aproksimaciju. Prilikom napustanja for
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petlje, vrijednost prethodne aproksimacije brisemo sadasnjom aproksimacijom i broj koraka in-
krementiramo za 1. Nakon Sto napustimo while petlju, dobivamo aproksimaciju obzirom na
zadanu toleranciju, te ispisujemo potreban broj koraka Jacobijeve metode.

3.2 Gauss-Seidelova metoda - implementacija u MATLAB

Rijesimo sustav Ax = b Gauss-Seidelovom iterativnom metodom, odnosno odredimo aproksima-
ciju #®) tako da || - ||s reziduala u odnosu na tocno rjesenje bude manja od zadane tolerancije.
Neka je zadana matrica A € M, (R), pocetna aproksimacija o € M,1(R), vektor b € M,1(R),
te tolerancija tol.

function[br_koraka,spec_rad]=gaussseidel(A,x0,b,tol)
M=tril(A);
N=A-M;

C=zeros(n);

for ii=1:n

for jj=1:n
C(ii,jj) = -M(ii,jj)\N(ii,jj);
end
end
e=eig(C);
spec_rad=max (abs(e));
br_koraka=0;
x1=x;
while norm(A*x0-b,’inf’)>=tol
for kk=1:n
x1=(D (kk,kk) )\ (b-N*x0) ;
end
x=x1
br_koraka=br_koraka + 1;
greska(br_koraka) = norm(A*x0-b,’inf’);
end

disp(sprintf (’Broj iteracija Gauss-Seidelove metode: %d’,br_koraka))

Takoder, kao i kod implementacije Jacobijeve metode najprije smo definirali rastav matrice
A na donjetrokutastu M i strogo gornjetrokutastu matricu N. Nakon sto pomocu dvaju for
petlji racunamo matricu konvergencije C' Gauss-Seidelove metode racunamo spektralni radijus
spomenute matrice koji nam jamci konvergenciju metode ukoliko je manji od 1. While petlja
¢e se ponavljati sve dok || - || reziduala bude veca ili jednaka zadanoj toleranciji tol. For
petljom racunamo vrijednost sljedece aproksimacije te nakon zavrsetka for petlje vrijednost
prosle aprsimacije postaje nova aproksimacija te inkrementiramo broj koraka za 1. Nakon while
petlje dobivamo aproksimaciju uvjetovan unaprijed zadanom tolerancijom tol, te ispisujemo
broj koraka potrebnih prilikom postupka Gauss-Seidelove metode.
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3.3 Metoda najbrzeg silaska - implementacija u MATLAB

Rijesimo sustav Az = b metodom najbrzeg silaska, odnosno odredimo aproksimaciju #* tako
da || - ||eo reziduala u odnosu na to¢no rjesenje bude manja od zadane tolerancije

Neka je zadana matrica A € M, (R), pocetna aproksimacija xg € M,1(R), vektor b € M,;(R),
te tolerancija tol.

function[br_koraka,spec_rad]=metodanajbrzegsilaska(A,x0,b,tol)

rO= b-A*x0;
br_koraka=0;

while norm(A*x0-b,’inf’) >= tol
z=A*rQ;
alpha0=(r0’*r0)/(r0’*z);
x1=x0+alphaO*r0;
ri=rO-alphaOx*z;
br_koraka=br_koraka + 1;
greska(br_koraka)=norm(A*x0-b, ’inf’);
rO=ri;
x0=x1;

end

disp(sprintf (’Broj iteracija metode najbrZzeg silaska: %d’,br_koraka))

Prilikom implementacije metode najbrzeg silaska najprije smo definirali rezidual u obliku razlike
vektora b i Axg te broj koraka inicijalizirali na 0. Zatim, unutar while petlje smo koristili ranije
proucavane rezultatne koje smo sistematizirali unutar Algoritma 2.18. Nakon napustanja while
petlje ispisujemo broj potrebnih koraka iteracije

3.4 Metoda konjugiranih gradijenata - implementacija u MATLAB

Rijesimo sustav Ax = b metodom konjugiranih gradijenata, odnosno odredimo aproksimaciju
2 tako da || - ||« reziduala u odnosu na toéno rjesenje bude manja od zadane tolerancije.
Neka je zadana matrica A € M, (R), pocetna aproksimacija xg € My (R), vektor b € M,,1(R),
te tolerancija tol.

function[br_koraka,spec_rad]=metodakonjugiranihgradijenata(A,x0,b,tol)

rO0=b-A*x0;
d0=r0;
br_koraka=0;

while norm(A*x0-b,’inf’)>=tol
z=A*d0;
alpha0=(r0’*r0)/(d0’*z);
x1=x0+alphaOx*d0;
ri=rO-alphaOx*z;
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betal=(r1’*r1)/(xr0’*r0);
dl=rl+betal*d0;
br_koraka=br_koraka+i;
rO=ri;
x0=x1;
d0=d1;
end
disp(sprintf (’Broj iteracija metode konjugiranih gradijenata : %d’,br_koraka))

U implementaciji smo najprije definirali rezidual kao razliku vektora b i Azg, gdje je z¢ zadana
pocetna aproksimacija. Pocetni korak traganja dy je jednak spomenutom rezidualnu, a broj
koraka smo inicijalizirali na 0. Nakon toga, while petlja se izvrsava dok je || - ||« veéa ili jednaka
toleranciji tol. Unutar while petlje koristimo ranije dobivene rezultate objedinjene u Algoritmu
2.21. Potom se ispisuje potreban broj koraka iteracije.

3.5 Usporedba iterativnih metoda

Nakon sto smo u prethodnim potpoglavljima ovog poglavlja analizirali implementacije iterativ-
nih metoda unutar programskog paketa MATLAB, usporedimo sada brzinu svake od metoda,
prilikom rjesavanja sljedecega primjera.

5200 1
Primjer 3.1. Neka je dana matrica: A = & 3 2 te vektor b = 0
2 5 2|7 1
@ 2B 0

0)

Za pocetni vektor 9 uzmimo nul-vektor te neka norma reziduala u odnosu na rjesenje bude

manja od tolerancije 107°.

Uocimo da je matrica A strogo dijagonalno dominantna sto nam jaméi konvergenciju Jacobijeve
i Gauss-Seidelove metode. Nadalje, matrica A je takoder simetricna te pozitivno definitna sto
je uvjet za metodu najbrzeg silaska.

Nakon implementacije unutar programskog paketa MATLAB, u tablici mozete vidjeti odnos
brzina, odnosno broja koraka potrebnih pojedinoj metodi za rjesavanje sustava istog Az = b iz
primjera 3.1.

| || Jacobijeva matoda ‘ Gauss-Seidelova metoda ‘ metoda najbrzeg silaska ‘ metoda konjugiranih gradijenata ‘
broj koraka 26 14 27 4
spektralni radijus 0.6427 0.4189 - -

Uoc¢imo da je broj iteracija potrebnih metodi konjugiranih gradijenata za postizanje aproksima-
cije rjeSenja uz uvijet da norma reziduala bude manja od zadane tolerancije najmanji u odnosu
na ostale metode te iznosi 4. Koristimo li Gauss-Seidelovu metodu za rjesavanje istog sustava
bit ¢e potrebno 14 iteracija, primjenom Jacobijeve metode 26, te metode najbrzeg silaska 27
iteracija.

Brzina konvergencije metode je veca sto je spektralni radijus manji te je u nasem primjeru
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vrijednost spektralnog radijusa manja ukoliko koristimo Gauss-Seidelovu metodu u odnosu na
Jacobijevu te ¢emo aproksimaciju rjesanja pomoc¢u Gauss-Seidelove metode dobiti brze, odnosno
potreban je manji broj iteracija.
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