Vjerojatnosne i funkcionalne varijante Szemerédijeve
leme o regularnosti

Bosnié, Filip

Master's thesis / Diplomski rad

2016

Degree Grantor / Ustanova koja je dodijelila akademski / strucni stupanj: University of
Zagreb, Faculty of Science / SveuciliSte u Zagrebu, Prirodoslovno-matematicki fakultet

Permanent link / Trajna poveznica: https://um.nsk.hr/urn:nbn:hr:217:810935

Rights / Prava: In copyright /Zasti¢eno autorskim pravom.

Download date / Datum preuzimanja: 2024-04-23

§TE U 2
\Bt\\_,'\s é,q G

»
< £,
& %
o % . .
& % Repository / Repozitorij:
7% ET: Repository of the Faculty of Science - University of
2 ey Zagreb
% T
< SN
(@) o8

L
Ay \
0. MATEMP:‘

DIGITALNI AKADEMSKI ARHIVI I REPOZITORLIL

zir.nsk.hr


https://urn.nsk.hr/urn:nbn:hr:217:810935
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
https://repozitorij.pmf.unizg.hr
https://repozitorij.pmf.unizg.hr
https://zir.nsk.hr/islandora/object/pmf:1488
https://repozitorij.unizg.hr/islandora/object/pmf:1488
https://dabar.srce.hr/islandora/object/pmf:1488

SVEUCILISTE U ZAGREBU
PRIRODOSLOVNO-MATEMATICKI FAKULTET
MATEMATICKI ODSJEK

Filip Bosni¢

VJEROJATNOSNE | FUNKCIONALNE
VARIJANTE SZEMEREDIJEVE LEME
O REGULARNOSTI

Diplomski rad

Voditelj rada:
Doc. dr. sc. Vjekoslav Kovac

Zagreb, rujan 2016.



Ovaj diplomski rad obranjen je dana

pred ispitnim povjerenstvom

u sastavu:

, predsjednik

, Clan

, Clan

Povjerenstvo je rad ocijenilo ocjenom

Potpisi ¢lanova povjerenstva:







Sadrzaj

Uvod
T Preliminar Tomiiat

(1.1 ~ Konveksni skupovi 1 normef . . .

(1.2 Hahn-Banachov teorem o separacijt| . . . . ... ... ... ... ....

(1.3 Fourierova analiza na konaCnim grupamal . . .. ... .. ... ... ..

2 Lema o regularnosti u funkcionalnoj analizi|

[2.1  Primjer dekompozicije| . . . . .
[2.2  Norme za pseudoslucajnost| . . .

[2.3  Varjjante Hahn-Banachovog teorema| . . . . . . . .. ... ... ... ..

2.4 Lema o regularnost]) . . . . . ..

3 Vjerojatnosni pristup|

[3.1 Uvjetno ocekivanje na konaCnim o-algebrama . . . . . . . ... ... ..

B.2 Box-pnormal ...........

[3.3  Lema oregularnostif . . . . . ..

[3.4  Vjerojatnosna lema o uklanjaju trokuta . . . . . . ... ... ... .. ..

4 Primjene u kombinatorici
4.1 Dokaz Rothovog teorema . . . .
4.2 Dokaz leme o uklanjanju trokutal

v

iv

— 00 W W

16
17
19
23
27

32
32
37
41
46

53
54
57

59



Uvod

Dokazat ¢emo dvije varijante poznate Szemerédijeve leme o regularnosti [4, 5]. Jedna
varijanta je funkcionalno analiticka i za njenu formulaciju je prvenstveno zasluzan W. T.
Gowers [1]], a druga je vjerojatnosna 1 nju je razradio T. Tao u svojim radovima [6, 8 9].
Dokaz funkcionalne varijante bazira se na Hahn-Banachovom teoremu o separaciji, dok su
nam za dokaz vjerojatnosne varijante dovoljni samo osnovni pojmovi i rezultati iz teorije
vjerojatnosti. Nakon §to proucimo obje varijante, pokazat ¢emo kako se vjerojatnosna
varijanta moze iskoristiti da bi se dokazao Rothov teorem o aritmetickim progresijama za
kojeg je zasluzan K. F. Roth [2].

Prvo poglavlje sadrzi osnovne pojmove 1 rezultate koji su nam potrebni da bismo doka-
zali funkcionalnu varijantu leme o regularnosti. Poglavlje je podijeljeno u tri medusobno
nezavisna dijela. U prvom dijelu uvest ¢emo pojmove konveksnog skupa i norme te doka-
zati nekoliko jednostavnih ali tehnickih propozicija koje ¢e nam kasnije trebati. U drugom
dijelu dokazat ¢emo Hahn-Banachov teorem o separaciji na normiranim prostorima. Na
kraju, u tre¢em dijelu dat ¢emo kratak uvod u Fourierovu analizu na kona¢nim Abelovim
grupama. Pokazat ¢emo da je dualna grupa izomorfna polaznoj grupi i da vrijede poznate
formule iz Fourierove analize, poput formule inverzije, Plancherelovog identiteta 1 Fouri-
erove transformacije konvolucije.

U drugom poglavlju dokazat ¢emo funkcionalnu varijantu leme o regularnosti. Zapocet
¢emo s kratkom motivacijom oko proucavanja dekompozicija objekata na strukturirani i
pseudoslucajni dio. Vidjet ¢emo da su leme o regularnosti posebne vrste ovakvih dekom-
pozicija. Nakon toga ¢emo dati jedan primjer takve dekompozicije koriste¢i Fourierovu
analizu na kona¢nim grupama. Definirat cemo Gowersovu normu uniformnosti za funkcije
na konacnoj Abelovoj grupi i pokazati da ona zadovoljava sva svojstva norme. Tu normu
¢emo generalizirati do Gowersove norme uniformnosti za grafove, a zatim 1 do box-norme
koja je definirana za funkcije na vjerojatnosnim prostorima. Slijedi glavni rezultat ovog po-
glavlja tj. funkcionalna varijanta leme o regularnosti. Prije nego Sto dokazemo ovu lemu,
radi usporedbe ¢emo iznijeti i pojednostavljenu verziju iste leme. Za kraj ¢emo kratko
komentirati ponaSanje ocjena koje se javljaju u iskazima tih dviju verzija.

Trece poglavlje zapocet ¢emo proucavanjem konacnih o-algebri na vjerojatnosnim
prostorima. Dokazat ¢emo da se svaka konaCna o-algebra moZe atomizirati i pomocu



SADRZAJ 2

atomizacije definirati uvjetno ocekivanje na kona¢nim o-algebrama. Nakon toga dokazat
¢emo neka jednostavna svojstva uvjetnog ocekivanja koja ¢emo Cesto koristiti. Vratit ¢emo
se na proucavanje prije spomenute box-norme i pokazati da ona zadovoljava sva svojstva
norme. Takoder, dat ¢emo i dvije vaZzne nejednakosti vezane za tu normu. Zatim ¢emo
dokazati vjerojatnosnu varijantu leme o regularnosti i usporediti ju s funkcionalnom va-
rijantom iz prethodnog poglavlja. Koristeci vjerojatnosnu lemu regularnosti, preciznije
njenu malo modificiranu verziju, dokazat éemo vjerojatnosnu lemu o uklanjanju trokuta.
Ona je osnova za dokaz Rothovog teorema, kojim ¢emo se baviti u sljedeCem poglavlju.

U zavrSnom, ¢etvrtom poglavlju bavimo se dokazom Rothovog teorema o aritmeti¢kim
progresijama. Navest cemo nekoliko vezanih rezultata medu kojima su Szemerédijev 1
Green-Tao teorem, uz vrlo kratak povijesni pregled. Dat ¢emo alternativnu formulaciju
Rothovog teorema na kona¢nim ciklickim grupama i pokazati da je ona ekvivalentna ori-
ginalnoj formulaciji. Dokazat ¢emo kombinatornu verziju leme o uklanjanju trokuta na
grafovima koristeci vjerojatnosnu verziju iz proslog poglavlja i pokazati kako tu kombina-
tornu verziju mozemo iskoristi za dokaz ciklicke verzije Rothovog teorema.



Poglavlje 1

Preliminarni rezultati

Kako bismo dokazali funkcionalnu varijantu leme o regularnosti potrebni su nam odredeni
pripremni rezultati i njima ¢emo se baviti u ovom poglavlju. Dat ¢emo kratak uvod u
konveksne skupove i norme, dokazati Hahn-Banachov teorem o separaciji i malo se de-
taljnije pozabaviti Fourierovom analizom na kona¢nim Abelovim grupama. Citatelj moZe,
ako zeli, preskociti ovo poglavlje i vratiti se na rezultate koji su ovdje dokazani kada se oni
pojave u poglavljima koja slijede.

Napomena 1.0.1. Radit ¢emo samo s realnim i kompleksnim vektorskim prostorima. Dakle,
pod pojmom vektorski ili normiran prostor implicitno podrazumijevamo da je pripadno po-
ljeili R ili C.

1.1 Konveksni skupovi i norme

Definicija 1.1.1. Za podskup K vektorskog prostora V kazZemo da je konveksan ako je
duZina Xy sadrZana u K za svaki par tocaka x i y iz K. Preciznije, K je konveksan ako za
svaki par tocaka x i y iz K vrijedi

(1-Hx+tyekK za svaki t € [0, 1].

Definicija 1.1.2. Neka su S 1,S,,...S,, podskupovi od V. Suma skupova S ,S,,...S,, je
skup

{s1+sz+...+sm : sieSizaizl,Z...,m}
i oznacavamo ga sa S1+ S, + ...+ S, ili 3L, S,

Propozicija 1.1.3. Neka su Ky, K>, ..., K,, konveksni podskupovi od V. Suma tih skupova
>, K; je takoder konveksan skup.
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Dokaz. Neka su x, y dva elementa iz )i, K;. Tada je

x:in za neke x; € K; 1 y:Zy,- zaneke y; € K;.

m
=1 i=1

1

Zelimo pokazati da je segment (1 — £)x + ty za t iz [0, 1] u skupu >imy Ki. Kako je svaki od
skupova K, K, ..., K,, konveksan, za svaki ¢ iz [0, 1] je

(1—t)x,-+ty,-€K,- zai=1,2,...,m.

Zbrajanjem ovih izraza vidimo da je
(I=0x+ty=(=0> xi+1 ) yi=>((1=0x+1y)
i=1 i=1 i=1

iz Cega je jasno da je (1 — 7)x + ty element skupa ", K. O

Definicija 1.1.4. Neka su K\, K,,..., K, konveksni podskupovi vektorskog prostora V.
Najmanji konveksan skup koji sadrZi sve ove skupove naziva se konveksna ljuska tih sku-
pova.

Propozicija 1.1.5. Neka su K, K, ..., K,, konveksni skupovi. Konveksna ljuska tih sku-
pova jednaka je skupu

{imxi cx; € Ky a; €10,1], iai = 1}_
i=1

i=1
Dokaz. Oznalimo skup iz gornje formule sa S, 1 primijetimo da je taj skup konveksan.
Zaista, uzmimo dvije to¢ke xiyiz §,,. Tada je

X = Z;a,-x,- zaneke x; e K;i; €[0,1] (i =1,2,...,m) takve da je Z;ai =1,

y= Zﬁiy,» zanekey, € K;iB; €[0,1]1 (= 1,2,...,m) takve da je Zﬁi = 1.
i=1 i=1

Bez smanjenja opcéenitosti moZzemo pretpostaviti da ne postoji indeks i takav da je @; =
Bi = 0. U suprotnom bi se x 1 y nalazili u nekom skupu §,,, za m" < m i ta pretpostavka bi
vrijedila. Izaberimo 7 iz [0, 1]. Uz malo raCuna dobivamo da je
(I=tx+ty=(=0 am+1) Byi= Y (I -0 +By)
i=1 i=1 i=1

N (I -Da; 1Bi
= 1-—1¢ i + 1b; i+ il

2=+ ) T

1

(1.1)
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Kako je
(1 -0, N 1B B
(1-Da;+18: (1 -Da; +18;

1 zai=1,2,...m,
vidimo da je

(1 -Da; 1Bi

Zi = X; + inKi Zai:1,2,...,m.
(1 - Da; + 16; (1 -ta; +18;

Ako se sada vratimo u jednakost (L.I)) slijedi da je
(I=tx+1y= > ((1 =i+ 1)z €S,
i=1

zato Sto je
YA-nai+Bi=0-0) ai+1y fi=(1-n+t=1
i=1 i=1 i=1

Prema tome, S, je konveksan skup pa sadrzi konveksnu ljusku skupova K, K>, . . ., K.

S druge strane, indukcijom po broju skupova m pokazat éemo da konveksna ljuska
skupova Ky, K>, ... K, sadrzi §,,. Baza je trivijalna jer je §; = K;. Pretpostavimo da
smo pokazali da za neki prirodan broj n konveksna ljuska skupova K, K5, ... K, sadrzi

S,. Neka je x neki element iz S ,,; 1 neka je x = Z;’:*]l a;x; za neke x; € K;, a; € [0,1]

(i=1,2,...,n+1). Akoje @,;; = 1, onda je x = x,,; pa se x nalazi u konveksnoj ljusci
skupova Ky, K, ..., K,.1. U suprotnom je a,,; # 1 pa moZemo zapisati
X = (= @) ) T i e i (12)

i=1

1z pretpostavke indukcije znamo da je vektor

n
2T

Xi
=1 1- At

u konveksnoj ljusci skupova Ky, K», ..., K, (jer je >, @; = 1 — a@,41). Vratimo se u jed-
nakost iz koje vidimo da se x nalazi u konveksnoj ljusci skupova K, K>, ..., K.
Tvrdnja sada slijedi primjenom principa matematicke indukcije.

Dakle, zaklju€ujemo da je S, konveksan skup koji je sadrzan u konveksnoj ljusci sku-
pova K, K>, ..., K,,. Zbog definicije konveksne ljuske kao najmanjeg konveksnog skupa
koji sadrzi Ky, K>, . . ., K,, ta dva skupa su jednaka. |

Sada smo obradili sve rezultate o konveksnim skupovima koji e nam trebati. Nastavit
¢emo s proucavanjem tvrdnji vezanih uz norme na konaénodimenzionalnim prostorima.
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Definicija 1.1.6. Norma na vektorskom prostoru V je svaka funkcija || - ||: V — R* koja
zadovoljava sljedeca Cetiri svojstva:

e (Pozitivnost) |V|| = 0 za svaki v iz V.

o (Apsolutna homogenost) ||av|| = |a|||v|| za svaki v iz V i svaki a iz R odnosno C.
e (Nejednakost trokuta) ||v + w|| < ||[V|| + [[w|| za sve viw iz V.

e (Definitnost) ||v|| = 0 samo ako je v = 0.

Propozicija 1.1.77. Neka je V vektorski prostor, || - || norma na V 1 C > 0 neka konstanta.
Praslika skupa [0, C] po normi || - ||, tj. skup

S=1-1710,ChH={veV: Il <C}

je konveksan (koristimo oznaku < za prasliku). Ako je uz to V i konacnodimenzionalan
onda je S dodatno i1 kompaktan skup u topologiji koju generira bilo koja norma na V.

Dokaz. Ako suviwiz S, primjenjujuci apsolutnu homogenost i nejednakost trokuta do-
bivamo

A=tw+mw|| <A =0V +Hw]| <A -0)C+tC=C za svaki t € [0, 1].

Prema tome, (1 —f)v+twjeu S zasvakit € [0, 1] paje S konveksan skup. Pretpostavimo
sada da je V konacnodimenzionalan vektorski prostor. Sve norme na kona¢nodimenzional-
nom vektorskom prostoru su ekvivalentne pa svaka norma generira istu topologiju na V.
Zato je S ograniCen 1 zatvoren. No u sluCaju kona¢nodimenzionalnog prostora zatvoreni 1

ogranicCeni skupovi su kompaktni pa je S kompaktan skup. O
Definicija 1.1.8. Neka je (H,<:,-)) konacnodimenzionalan Hilbertov prostor i || - || neka
norma na H. Dualnu normu norme || - || oznacavamo s || - ||* i definiramo s

llgll* = supl(v,¢)|  za¢ € H.

[vli<1

Napomena 1.1.9. Kona¢nadimenzionalnost nam osigurava da je gornji supremum konacan,
jer je u slu€aju konacnodimenzionalnog prostora jedini¢na kugla norme || - || kompaktna.

Propozicija 1.1.10. Neka je (H, -, -)) kona¢nodimenzionalan Hilbertov prostor i ||-|| norma
na H. Dualna norma || - || je takoder norma na H.

Dokaz. Treba samo provjeriti da su zadovoljena svojstva norme.

e Pozitivnost vrijedi jer uzimamo supremum po nenegativhom skupu.
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e Apsolutna homogenost lako slijedi iz linearnosti skalarnog produkta.

e Da bismo dokazali nejednakost trokuta, primijetimo da za vektore ¢ i ¢ iz H vrijedi

¢ + ¢lI" = supKv, ¥ + ¢)| < sup(v, ¥l + sup (v, §)| = [IgII" + ll1I".

lvil<1 lvil<1 lvil<1

e Ako je ||gl|" = 0, onda za svaki v € H vrijedi (v, ¢) = 0 Sto implicira daje ¢ = 0 i
dokazuje definitnost. O
Sljede¢a nejednakost slicna je Cauchy-Schwarzovoj nejednakosti.

Propozicija 1.1.11. Neka je (H,(-,-)) kona¢nodimenzionalan Hilbertov prostor. Za bilo
koju normu || - || na H vrijedi

(v, o) < VIl - [loll" zasvevigiz H.

Dokaz. Zav = 0 je tvrdnja oCigledna, dok za v # 0 imamo:

v " C,
v, o) = [IvIl - |<m,¢>l < [vll sup Kw, @)l = [Vl - [lgll zasvevigiz H. O
Iwli<1
Propozicija 1.1.12. Neka je (H, (-, -)) kona¢nodimenzionalan Hilbertov prostor i || - || bilo
koja normana H. Tada je dva puta dualna norma od polazne norme jednaka polaznoj normi

g =1l

Dokaz. Neka je v # 0 vektor iz H (tvrdnja ||[v|[** = ||v|]| oCigledno vrijedi ako je v = 0).
Pokazali smo da za bilo koji drugi vektor ¢ iz H vrijedi

v, &) < IVl gl
1z toga slijedi da je
IVII™™ = sup (¢, v)| < sup |Vl = [Ivll.
llpll*<1 llpll*<1

Ostaje nam joS pokazati obratnu nejednakost. Oznacimo s K polje (R ili C) u pozadini
vektorskog prostora H. Neka je V jednodimenzionalan potprostor generiran vektorom v t.

V:{av: aEK}.

Definirajmo linearan funkcional f: V — K tako da je f(v) = ||v||. Koriste¢i Hahn-
Banachov teorem o proSirenju funkcionala moZemo naci linearan funkcional f” na H koji
proSiruje f takav da vrijedi f’'(w) < ||w|| za svaki vektor w iz H. Po Rieszovom teoremu
o reprezentaciji funkcionalu f” pridruZen je vektor ¢ takav da je f(w) = (w, @) za svaki
w € Hizakojije

Kw, §)| < |wl| za svakiwiz H,
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Sto pokazuje da je dualna norma od ¢ najvise 1. No jednakost

|<L,¢>| _ oy

[IvIl [Vl

pokazuje da je ta norma upravo jednaka 1 tj. ||¢||* = 1. Zbog toga sada imamo

VI = sup K¢, v)l = Ko, )| = IVl

[l <1

1 dokazali smo propoziciju. O

1.2 Hahn-Banachov teorem o separaciji

Dokazat ¢emo Hahn-Banachov teorem o separaciji. Formulacija koju dajemo ekvivalentna
je analitickoj formulaciji Hahn-Banachovog teorema koja se puno ¢eS¢e spominje. Zainte-
resiranom Citatelju preporucujemo knjigu [3] iz koje je preuzeta vecina teorema i dokaza
koji slijede.

Definicija 1.2.1. Neka je V vektorski prostor. Skup M C V zovemo linearna mnogostrukost
u 'V ako postoj potprostor W od V i vektor x iz V takvi da je M = x + W. Pri tome je
potprostor W jedinstveno odreden.

Definicija 1.2.2. Neka je V normiran prostor i H linearna mnogostrukost u V s pripadnim
potprostorom W. Za H kaZemo da je hiperravnina u 'V ako kvocijentni prostor V/W postoji
i ako mu je dimenzija jednaka 1.

Lema 1.2.3. Neka je V realan normiran prostor dimenzije barem 2 i K otvoren konveksan
skup u 'V koji ne sadrzi 0. Tada postoji netrivijalan potprostor M od V koji ne sijece K.

Dokaz. Neka je L proizvoljan dvodimenzionalan potprostor od V. Onda je L izomorfan
s R%. Ako L ne sije¢e K, nasli smo potprostor od V koji ne sije¢e K i dokaz je gotov.
Pretpostavimo stoga da L sije¢e K. Tada je K; = K N L otvoren u L i konveksan kao
presjek konveksnih skupova. Identificirajmo L s R? i preslikajmo skup K, na jedini¢nu
kruznicu S! c R? koriste¢i neprekidnu funkciju f: R? \ {0} — S! danu formulom

f(x,y) = ()—;, %) za (x,y) iz R? \ {0}, pri emu je r = /x2 + 2.

Ovdje je bitno da K| ne sadrzi O tj. daje KN L C L\ {0}.
Slika od K| je otvoren skup u relativnoj topologiji na S !. Da to provjerimo, dovoljno je
primijetiti da je slika svake otvorene kugle po funkciji f otvoren skup u relativnoj topologiji
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na S'. K| je unija otvorenih kugli pa tvrdnja jednostavno slijedi. Preciznije

ro=1 ) B= |J r®

BCK, BCK,
B je otv. kugla B je otv. kugla
Sto pokazuje da je f(K;) otvoren kao unija otvorenih skupova.

Skup f(K;) ne moZe sadrzavati dijametralno suprotne tocke. Kada bi ih sadrzavao,
postojao bi pravac kroz 0 na kojem bi postojale dvije toCke iz K; s razliitih strana tocke
0 pa bi K; zbog konveksnosti sadrzavao toc¢ku 0, Sto je u kontradikciji s pretpostavkom.
Primijetimo da je svaki konveksan skup povezan putevima pa je posebno K; povezan.
Buducdi da je skup f(K;) povezan (kao slika povezanog skupa po neprekidnoj funkciji), to
znaci da on ne moze pokrivati kruzni luk kuta veéeg od 7 tj. on mora biti sadrZan u nekoj
otvorenoj polukruZnici. Stoga moZemo naéi dvije dijametralno suprotne tocke na S! koje
nisu u f(K;). Pravac koji prolazi kroz te dvije tocke je potprostor od L koji ne sijeCe K; pa
ne sijeCe ni polazni skup K. Dakle, taj pravac je potprostor koji traZimo. O

Teorem 1.2.4. Neka je V normiran prostor, M linearna mnogostrukost u 'V i K neprazan
otvoren i konveksan skup u 'V koji ne sijece M. Tada postoji hiperravnina H koja sadrZi M
i ne sijece K.

Dokaz. Pretpostavimo prvo da je V realan vektorski prostor. Translacijom moZemo postici
da je M potprostor od V (pa sadrzi 0) i da K ne sadrzi 0. Pogledajmo familiju svih zatvo-
renih potprostora od V koji ne sijeku K,

?”:{ESV: EjezatvoreniEﬂK:(Z)}.

Najveci takav potprostor nac¢i ¢emo primjenom Zornove leme. Uredimo familiju # opera-

cijom C. Neka je £ bilo koji lanac u ¥. Tvrdimo da je zatvara¢ skupa | J E gornja meda
Eel

lanca L. Zaista, taj skup je u ¥ jer je potprostor koji ne sijeCe K (K je otvoren skup) i jer
je nadskup svakog od elemenata iz £, budu¢i da je nadskup od unije svih tih elemenata.
Prema tome, moZemo primijeniti Zornovu lemu i na¢i maksimalan zatvoren potprostor H
od V koji ne sijeCe K. Kako je H zatvoren, dobro je definiran kvocijentni vektorski prostor
V/H. Poanta je da taj kvocijentni prostor ne moze imati dimenziju vecu od 1. Kada bi on
imao dimenziju barem 2 onda bismo koriste¢i prethodnu lemu mogli naéi potprostor W od
V/H koji ne sijece sliku od K po kvocijentnom preslikavanju. To bi znacilo da je praslika
potprostora W po kvocijentnom preslikavanju zatvoren potprostor od V koji sadrzi M i ne
sijeCe K. No, ovo je kontradikcija s maksimalno$¢u skupa H. Prema tome, V/H mora biti
jednodimenzionalan potprostor $to znaci da je H hiperravnina. Ona sadrzi M i ne sijeCe K
pa je to upravo hiperravnina koju trazimo.

Neka je sada V kompleksan vektorski prostor. Na V mozemo gledati kao na realan vek-
torski prostor i naci hiperravninu H kao u proSlom odjeljku. M je kompleksan potprostor
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od V paje M =iM. Stoga je H N iH zatvorena hiperravnina u L koja sadrzi M i ne sijeCe
K. O

Lema 1.2.5. Neka je V normiran prostor nad poljem K = R ili K = C i H hiperravnina u
V koja ne sadrZi 0. Tada postoji neprekidan linearan funkcional f na V takav da je f = 1
na H i taj funkcional je jedinstven.

Dokaz. Neka je W potprostor paralelan s hiperravninom H. Kvocijentni prostor V/W je
jednodimenzionalan, a slika hiperravnine H po kvocijentnom preslikavanju jednaka je vek-
toru razli¢itom od 0. Oznacimo taj vektor s & € V/W. Kako je h razlicit od 0, vrijedi

V/W:{ah : aeK}.

Neka je : V/W — K neprekidan linearan funkcional koji svakom vektoru v iz V/W pri-
druZuje jedinstveni skalar a takav da je v = ah. Definirajmo linearan funkcional f: V — K
formulom

f)={L(n(v)) zasvakivizV,

pri ¢emu smo s w: V. — V/W oznacili kvocijentno preslikavanje s V na V/W, koje je
neprekidno. Na ovaj nacin dobili smo neprekidan linearan funkcional takav da je f(h') = 1
za svaki b’ iz H.

Pretpostavimo da postoji jo§ jedan linearan funkcional g s istim svojstvom. Buduéi da
je g = 1 na cijeloj hiperravnini H, potprostor W je u jezgri funkcionala g pa faktorizacijom
kroz W dobivamo linearan funkcional & na V/W takav da je g = £ o 1. Znamo da vrijedi
&(h) = {(h) = 1 1z Cega slijedi da se £ 1 ¢ podudaraju na V/W (jer je V/W jednodimenzi-
onalan). Onda se 1 g 1 f moraju podudarati na V, Sto pokazuje da je traZzeni funkcional f
jedinstven. O

Nastavljamo s formulacijom Hahn-Banachovog teorema na koju ¢emo se poslije refe-
rencirati.

Teorem 1.2.6 (Hahn-Banachov teorem o separaciji). Neka je (H,<:,-)) realan Hilbertov
prostor, v vektor iz H i K C H otvoren konveksan skup koji ne sadrZi v. Tada postoje
konstanta B € R i ne nul vektor ¢ iz H takvi da je

v,y =B 1 (w,¢) <pB zasvakiwiz K.

Dokaz. Primjenom teorema[I.2.4|moZemo nadi hiperravninu P koja sadrZi v i ne sijece K.
Translacijom hiperravnine P, ako je potrebno, moZemo dobiti novu hiperravninu P’ koja
ne sadrzi 0. Lema([l.2.5/nam daje neprekidan linearan funkcional f koji je jednak 1 na P’.
Polazna hiperravnina P je onda jednaka skupu

xeH: f(x)=fO)}.
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Zbog povezanosti slike f(K) i ¢injenice da ona ne sadrZi f(v) moZemo uzeti S = f(v) tako
da onda vrijedi jedan od ova dva slucaja:

o f(v)=B< f(w)zasvakiwiz K.
o f(w)<pB=f(v)zasvakiwiz K.

Zbog zamjene f s —f 1 8 s — bez smanjenja opéenitosti moZemo pretpostaviti da vrijedi
drugi slucaj. Preostaje jo§ primijeniti Rieszov teorem o reprezentaciji da funkcionalu f
pridruzimo vektor ¢ koji zadovoljava nejednakosti iz teorema. O

1.3 Fourierova analiza na konaCnim grupama

Ciklicke grupe Z/NZ prirodno se javljaju pri proucavanju aritmetickih nizova u Z. Fouri-
erova analiza koristan je alat za proucavanju ovih grupa i ponekad omoguduje elegantnije
dokaze raznih tvrdnji. Dat ¢emo malo detaljniji pregled ove teorije jer ona nije toliko stan-
dardna. Naravno, vrijede analogni rezultati kao u realnoj Fourierovoj analizi, ali dokazi su
jednostavniji zato $to radimo s kona¢nim objektima.

Karakteri

Definicija 1.3.1. Neka je (G, +) Abelova grupa. Karakter na grupi G je svaki homomorfi-
zam s grupe (G, +) u grupu (C*, -).

Propozicija 1.3.2. Neka je G konacna Abelova grupa. Svaki karakter na G poprima vrijed-

nosti na jedini¢noj kruznici S!' = {z € C: |z = 1} c C.

Dokaz. Kako je G konacna grupa, za bilo koji karakter  na G 1 proizvoljan g iz G imamo

(@I = 1)l = (Gl - @) = [p(0)] = 1.

Prema tome |y/(g)| = 1, tj. karakter ¥ poprima vrijednosti na jedini¢noj kruznici. O

Na direktnim sumama ciklickih grupa, tj. na grupama oblika Z/mZ ® Z/mZ & ... ®
Z|n,Z za neke ny, ny, . ..,n, € N mozemo eksplicitno odrediti sve karaktere.

Propozicija 1.3.3. Nekaje G = Z/m\Z® Z/nZ & ... ® Z/n,Z za neke ny, ny, ..., n, € N.
Svi karakteri na G dani su formulama

m

Ui(81, 82, s Gn) = ]_[ ki gak = (ki kyy ... k) iz ZIMZ®ZIMZ® ... 7L n,7Z.
i=1
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Dokaz. Funkcije dane gornjim formulama su stvarno karakteri jer za g = (g1,82,---,8m) 1
h=(h,hy,..., h,) iz G imamo

Yi(@i(h) = 1—[ e2rsiki/ni

m
i=1 i=1

m
p2rhikifni l_[ osrthki/ni _ Uilg + h).
i=1

1

Preostaje josS pokazati da su to svi karakteri. Stoga, neka je ¢ neki karakter na G. Oznacimo
e; =(0,0,...,0,1,0,...,0) € Z/mZOZ/mZ&...®Z/n,Z. Zasvakiiod 1 dom jene; =0
i elemenata

paje y(e;))" = 1, iz Cega vidimo da je y(e;) n;-ti korijen iz 1. Prema tome, ¥(e;) = e
za neki k; iz Z/n;Z. Ako brojeve k; slozimo u vektor, dobivamo k = (k,kz,...,k,) €
Lz ®Z)nz®...02Z[,z Tvrdimo da je ¢y = Y, gdje je Y, karakter dan formulom
iz iskaza. Zaista, za g = (g1,82,---,8m) € Z/MZ ® Z/mZ & ... ® Z/n,Z jednostavnim
racunom dobivamo

27rk,-/nl-

m m m
=1

() =y( ) e) = ﬁ wlent = [ [ ()" = T [ e = yuco). 0

i i=1 i=1 i=1

Dualna grupa

Propozicija 1.3.4. Neka je G Abelova grupa. Skup svih karaktera na G s operacijom
mnoZenja po tockama je Abelova grupa.

Dokaz. Dovoljno je provjeriti da su zadovoljeni svi aksiomi grupe.

e UmnoZzak dva karaktera i i y je ponovno karakter jer je

W -x)g+h)=y(g+hx(g+h) =y@x(@y(hx(h)
=W-x)@Q@W-x)h) zasvegihizG.

e Karakter y: G — C* dan s ¥/(g) = 1 za svaki g € G je neutralni element.

e Asocijativnost i komutativnost operacije mnoZenja po tockama slijede iz asocijativ-
nosti i komutativnosti mnoZenja u C.

e ZaXkarakter y, inverzni karakter ¢y~ : G — C* dan je formulom ¢~ '(g) = (¥(g))"! za
svaki g € G. Daje ¢! zaista karakter vidimo iz jednakosti

Y g+h) =g+ h) " =w@wh) ! =y 9y '(h) zasvegihizG. O

Ovo nas dovodi do definicije dualne grupe.
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Definicija 1.3.5. Neka je G konacna Abelova grupa. Grupu svih karaktera na G zajedno s
operacijom mnoZenja po tockama zovemo dualna grupa grupe G i oznacavamo s G.

Napomena 1.3.6. Nekaje G = Z/mZ & Z/nZ & ... ® Z/n,Z. Propozicija[l.3.3] pokazuje
da je G izomorfna s G. Posebno, |G| = |G].

Na kona¢nim grupama koristimo sljedece dvije mjere.
Definicija 1.3.7. Neka je G konacna Abelova grupa.
e Uniformna mjera na G je vjerojatnosna mjera p: P(G) — [0, 1] dana formulom

1(A) = % €[0,1]  zaAeP@G).

Kada integriramo funkciju f po mjeri y, koristimo oznaku E,ec f(g) ili krace B, f(g)
ako je jasno po kojoj grupi se integrira.

e Brojeca mjera na G je konacna mjera v: P(G) — [0, |G|] dana formulom
v(A) = |A| za A € P(G).
Integriranje po mjeri v jednostavno oznacavamo sumom.

Na polaznoj grupi G gledamo uniformnu, a na dualnoj grupi broje¢u mjeru. Uz ovako
odabrane mjere vrijede uobicajeni rezultati iz Fourierove analize ¢ije potpune dokaze da-
jemo u nastavku.

Napomena 1.3.8. Na grupama G 1 G imamo L? norme (1 £ p < o) za svaku od ove dvije
mjere. Da ne bi doSlo do zabune, za L” norme u odnosu na mjeru u nastavit ¢emo koristiti
oznaku L” dok ¢emo za iste norme u odnosu na mjeru v koristiti oznake /7 jer se kod brojece
mjere radi o zbrajanju. Dodatno, ponekad oznacavamo i grupu na kojoj promatramo L” ili
[? normu oznakom L”(G) odnosno IP(G).

Napomena 1.3.9. Na skupu svih funkcijas GuCis G u C imamo skalarne produkte koji
induciraju L*(G) odnosno (G) normu. Oni su dani s

(f,8)6 = B.f(x)g(x) zafunkcije f,g: G — C,
(f.8)c = Zf(lﬁ)@ za funkcije f,g: G — C.

veG

Treba imati na umu da se skalarni produkti na G i G razlikuju za multiplikativnu konstantu
IG|.
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Propozicija 1.3.10. Skup svih karaktera na konacnoj Abelovoj grupi G je ortonormirana
baza vektorskog prostora svih funkcija s G u C.

Dokaz. Neka je ¢ bilo koji karakter na G. Tada jednakost

_ o - L LI A
W) = By = 1 ) Wl =12 ) 1=1

xeG xeG

pokazuje da je ¢ normiran. B B
Neka je £ #  neki drugi karakter na G. Tada je / = /7! pa je W takoder karakter,
oznac¢imo ga s €. Imamo

1

W, ) =E(x0) = — ().

00 =BE0 = 17 ) ¢
Kako su ¢ i £ razliciti, £ ne moze biti jednak 1 pa postoji g iz G za koji je £(g) # 1. Onda
je

‘f(g)ExeGé:(x) = Exer(x + g) = Ex+geG§(x + g) = ExeGé:(x)'
Zbog &£(g) # 1 moramo imati
W, ) =Ex(x) = 0.

Prema tome, skup svih karaktera na G je ortonormiran skup. Vektorski prostor svih funk-
cija s G u C izomorfan je s C'°! pa mu je dimenzija jednaka |G|. No pokazali smo da postoji
|G| razliCitih karaktera na G iz Cega slijedi da je skup svih karaktera na G ortonormirana
baza tog vektorskog prostora. O

Fourierova pretvorba

Definicija 1.3.11. Neka je G konacna Abelova grupa, G njoj dualna grupa i f: G — C
proizvoljna funkcija na G. Fourierova pretvorba od f, koju oznacavamo s f: G — C, je
funkcija na G definirana formulom

fW) = (£, )6 = B f(@W(e)  zayizG.

Dokazimo za kraj joS tri poznate formule iz Fourierove analize.

Propozicija 1.3.12 (Formula inverzije). Neka je G konacna Abelova grupa, f: G — C
funkcijai f: G — C njezina Fourierova pretvorba. Tada je

f=> faw.
yeG

Dokaz. Tvrdnja slijedi iz Cinjenice da je skup svih karaktera na G ortonormirana baza
kona¢nodimenzionalnog vektorskog prostora svih funkcija s G u C. m|
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Propozicija 1.3.13 (Plancherelova formula). Neka je G konacna Abelova grupa i G njoj
dualna grupa. Za svaku funkciju f: G — C vrijedi

Il = 11l (1.3)

Dokaz. Ovo je jos jedna jednostavna posljedica Cinjenice da je skup svih karaktera orto-
normirana baza. Za bilo koju funkciju f koriste¢i formulu inverzije [1.3.12{dobivamo

ey = oD = (Y. Fw. > F@E) . = > funfexw. .
yeG &G v.£€G
Iz ortonormiranosti skupa svih karaktera slijedi
Iy = >, FNF@W. 66 = Y 1f W)W w)e = Y IF@F =17 &
z,//,feé wea wea
pa tvrdnju dobivamo uzimanjem drugog korijena. O

Definicija 1.3.14. Neka je G konacna Abelova grupa i neka su f, g: G — C dvije funkcije
na G. Konvolucija funkcija f i g je funkcija na G koju oznacavamo s f * g, a dana je
formulom

(f * &)(x) = Eyea f(NG(x = y).

Propozicija 1.3.15. Neka je G konacna Abelova grupai f, g: G — C dvije funkcije na G.
Tada Fourierova pretvorba prevodi konvoluciju funkcija f i g u produkt njihovih Fouriero-
vih transformacija f i1 . Drugim rije¢ima, vrijedi formula

frg=7f& (1.4)

Dokaz. Uzmimo neki karakter ¢ iz G. Vrijedi

1 — 1
G Z Jx - y)g(y)] v = en Z SO = (x = y)gY ()

yeG x,yeG

— 1
(W) = ),

xeG

pa zamjenom varijabli z = x — y dobivamo

1

_— 1 -
(F*2)W) = [ ;f@w@) G

161 4

Zg(y)WJ = (/- 2W). 0

yeG



Poglavlje 2

Lema o regularnosti u funkcionalnoj
analizi

Szemerédijeva lema o regularnosti rezultat je koji je Endre Szemerédi iskoristio u dokazu
svog poznatog teorema o aritmetickim progresijama [4]. Ta lema je po prirodi kombina-
torna, ali njezinu ideju moguce je prenijeti 1 na druga podru¢ja u matematici. Rezultate
koji se baziraju na toj ideji zovemo leme o regularnosti. U ovom poglavlju dokazat ¢emo
jednu lemu o regularnosti u funkcionalnoj analizi, a u sljede¢em jednu vjerojatnosnu lemu
o regularnosti.

Na vrlo apstraktnoj razini, ideja svih lema o regularnosti je dekomponirati matematicki
objekt, ozna¢imo ga s %, u strukturiran i pseudoslucajan dio. Interpretacija izraza “struktu-
riran” 1 ”pseudoslucajan” ovisi o konkretnom problemu na kojem radimo, ali postoje neke
generalne karakteristike koje im pridruZujemo. Strukturiran dio trebao bismo sadrZzavati
ona svojstva objekta % koja su nam iz nekog razloga zanimljiva. Da bi od njega imali
koristi, moramo ga razumjeti bolje nego polazni objekt % . S druge strane, pseudoslucajan
dio ne bi smio imati veliku korelaciju sa zanimljivim dijelom objekta Y. O njemu moZemo
razmiSljati kao o nekoj vrsti Suma koji nam smeta pri proucavanju svojstava koja nas za-
nimaju. Ipak, treba napomenuti da pseudoslucajan objekt nije slucajan u pravom smislu te
rijeci jer je, jednom kada provedemo dekompoziciju, taj dio potpuno odreden. On samo
ima karakteristike koje podsjecaju na slucajne objekte i zbog toga nosi prefiks “pseudo”.

PokuSajmo ovo malo razjasniti na primjeru. Recimo da imamo neki podskup A u
ciklickoj grupi Z/NZ i da Zelimo prebrojati koliko je trojki oblika

x,x+d, x+2d za proizvoljne xi1d u Z/NZ 2.1)
sadrzano u skupu A. Primijetimo da se u skupu svih takvih trojki nalaze svi aritmeticki

nizovi duljine 3 koji su sadrzani u skupu A, ali i trivijalni aritmeticki nizovi kod kojih je
d = 01 degenerirani aritmeticki nizovi za koje je 2d = N (ako je N paran). Aritmetickim

16
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nizovima ¢emo se viSe baviti kasnije. Zasad pretpostavimo samo da su nam trojke oblika
(2.1)) iz nekog razloga zanimljive. Za brojanje tih trojki mozemo iskoristiti izraz

N? By gezinz 140 14(x + d) 14(x + 2d). (2.2)

Sada mozemo pokuSati nac¢i lemu o regularnosti koja ¢e nam omoguciti da dekomponiramo
funkciju 14 u sumu funkcija f1 g (14 = f + g) tako da izraz

Evaez/vz f(O)f(x + d) f(x + 2d) (2.3)

bude otprilike jednak izrazu (2.2). To znali da bismo Zeljeli re¢i da je funkcija (u ovom
slucaju g) pseudoslucajna ako ima “mali” utjecaj na vrijednost izraza odnosno (2.3).
S druge strane, htjeli bismo da za strukturirane funkcije moZemo izraCunati vrijednost iz-
raza (2.3). Ako znamo vrijednost izraza i veli¢inu greske koju uzrokuje pseudoslu-
¢ajna funkcija g, mozemo pribliZno odrediti broj aritmetic¢kih progresija duljine tri u skupu
A. Na primjer, za skup A takav da se 1, dekomponirau 1, = 6 + g, pri Cemu je 6 > 0
konstanta, a g pseudoslucajna funkcija, vrijedi da je

N? By aezpmz 1 a(0)14(x + d)14(x + 2d) = N* - By gez)nz8(X)8(x + d)S(x + 2d) ~ 6> N*

pa u takvim skupovima moZemo naci puno trojki s pocetka (ako je N dovoljno velik u
odnosu na ¢). Medutim, ovo nam nije korisno dok ne nademo nacin kako bismo precizno
odredili koliko je pojedina funkcija pseudoslucajna, ¢cime ¢emo se uskoro pozabaviti.

Ostavimo sada ovaj primjer (njime ¢emo se puno vise baviti u poglavlju 4) 1 vratimo
se joS malo na apstraktnu razinu. Pokazuje se da su leme o regularnosti puno primjenji-
vije ukoliko prilikom dekompozicije dozvolimo postojanje “male” greSke. Preciznije, ako
dopustimo rastavljanje

% = Strukturirani dio + Kvazislu¢ajni dio + Greska.

Napomenimo zasad jo§ samo da pod lemama o regularnosti podrazumijevamo dekompozi-
cije koji imaju taj dodatni ¢lan, dok dekompozicije kod kojih tog ¢lana nema Cesto zovemo
naivnim lemama o regularnosti.

Sljedeci primjer trebao bi malo razjasniti sve Sto smo do sada rekli.

2.1 Primjer dekompozicije

Dekomponirat éemo kompleksnu funkciju na proizvoljnoj kona¢noj Abelovoj grupi. Ako
za grupu izaberemo Z/NZ, ovu dekompoziciju mogli bismo iskoristi za dekomponiranje
karakteristicne funkcije 14 o kojoj smo govorili u pro§lom odjeljku. NaZalost, ona nam
jos uvijek nece dati rezultate koje bi mogli iskoristiti za dokaze poznatih kombinatornih
teorema o aritmetickim progresijama, ali je svakako zanimljiva.
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Teorem 2.1.1. Izaberimo konstantu & > 0 i bilo koju funkciju ® : N — N. Neka je G
konacna Abelova grupa i neka je (m;)ien C N bilo koji rastuci niz prirodnih brojeva koji
zadovoljava m; > ®(m;_,)? za svaki indeks i € N. Tada za proizvoljnu funkciju f : G — C
s L? normom manjom od 1 (tj. ||fl;2 < 1) postoji prirodan broj n < [&72] tako da imamo
dekompoziciju

f=h+hLh+th

i pri tome vrijedi:
e (fi je strukturirana) fi je linearna kombinacija m, karaktera,
o (f> je pseudoslucajna) ||f2||lw@ < 1/®(m,),
* (f3je greska) || f3ll2 < &

Dokaz. G Je konacna grupa pa moZemo poredati karaktere ¢y, ¥, ..., ¥ g iz G tako da su
apsolutne vrijednosti pripadnih Fourierovih koeficijenta od f u padaju¢em poretku. Zbog
formule inverzije|1.3.12] za svaki indeks i € N mozemo rastaviti

Mix | IGl
f= Zf<wk)wk+ > fwow+ D fwow
k=m;+1 k=mj1+1

Pri tome na gornji izraz treba gledati kao na particiju skupa svih karaktera tj. sve sume idu
najvise do G| ili ih uopce nema ako se dogodi da je u sumi pocetni indeks vecéi od zavr§nog.
Plancherelov identitet pokazuje da je ||f] e = Wfllize) < 1 pa zakljuCujemo da
postoji najvise | ®(m;)?| Fourierovih koeficijenata od f koji su veéi od 1/®(m;). Ozna&imo
. |a A
fr= Z S Wy

k=mj

Niz m,,m,, ms, ... smo izabrali tako da uvijek vrijedi m;,; > ®(m,)?, zbog Cega je

”};HIW(G) 1/®(m;) za svaki indeks i € N,

tj. svi Fourierovi koeficijenti funkcije f; su manji od 1/®(m).
Primijetimo da su ;! fwowe i=1,2,...) disjunktni dijelovi sume Z'G' Fos.

k=m;+1
Takoder, kvadrati njihovih L? normi tj. sume )

M+

ki1 Ff@W)? su disjunktni dijelovi sume

'G' i f(¥)? koja je jednaka kvadratu L2 norme funkcije f pa je po pretpostavci manja od
1. Prlmjenom Dirichletovog principa zaklju¢ujemo da postoji n < [¢72] takav da

Mp+1

| > Fwow

k my,+1

L2 (G)
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Za ovaj n dobivamo dekompoziciju koju trazimo. Treba samo uzeti

G M1

f1=Z]?(¢k)'ﬁk, = Z fwow, i fi= Z Fwous. i
k=1 k=my41+1 k=my,+1

Napomena 2.1.2. Primijetimo da ograda na broj karaktera prvog ¢lana u prethodnoj de-
kompoziciji ne ovisi o grupi G niti o funkeiji f koju dekomponiramo. Bez toga tvrdnja ne
bi imala smisla jer za m = |G| trivijalno moZemo rastaviti

IG]

f= fow+0+o,
k=1

¢ime nismo nisSta postigli.

Uzimajuéi u obzir prethodnu napomenu, f; smatramo strukturiranim dijelom jer je
suma ograni¢enog broja karaktera, f, interpretiramo kao pseudoslucajan dio, a f; kao
gresku. Razlog zbog kojega smo f> mijerili || - || =G hormom bit ¢e jasniji nakon sljedeceg
podpoglavlja u kojem ¢emo se malo detaljnije pozabaviti normama kojima mozemo mje-
riti pseudoslucajnost (vidi napomenu [2.2.4). Za kraj, primijetimo da su ocjene na struk-
turirani 1 pseudosluc¢ajni dio obrnuto proporcionalne pa ako Zelimo jaku ocjenu za pse-
udosluc¢ajnost, onda moramo podnijeti slabu ocjenu za strukturiranost.

Dvije leme o regularnosti koje éemo dokazati vrlo su sliéne ovom primjeru i njihovi
dokazi imaju dosta sli¢nosti s dokazom kojeg smo upravo dali.

2.2 Norme za pseudoslucajnost

Ve¢ smo spomenuli da postoji norma kojom mozemo izmjeriti pseudoslucajnost ukoliko
zelimo da pseudoslucajne funkcije ne mijenjaju znacajno izraz (2.2). Radi se o drugoj
Gowersovoj normi uniformnosti. Rije¢ uniformnost koristimo kao sinonim za pseudoslu-
Cajnost 1 za pseudoslucajne objekte cesto kazemo da su uniformni. U ovom odjeljku bavit
¢emo se tom normom i dati dvije malo opCenitije formulacije koje se zasnivaju na istoj
ideji.

Definicija 2.2.1. Neka je G konacna Abelova grupa i f: G — C funkcija na G. Formulom

1f1l2 = By e SO f(x + @) f(x + D) f(x + a+b)

dana je norma na skupu svih funkcija s G u C koju nazivamo druga Gowersova norma
uniformnosti ili U?-norma.
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Da bismo pokazali kako je U2-norma zaista norma potrebna nam je sljedeca kratka
lema.

Lema 2.2.2. Neka je G konacna Abelova grupa i f: G — C funkcija na G. Tada je

Exap FOf(x + @) f(x + D) f(x + a + D) = By, v, x5 +x0a=mpe S (XD F(02) f(x3) f (x4). - (2.4)

Dokaz. Dovoljno je vidjeti da i na lijevoj i na desnoj strani imamo oc¢ekivanje po istom
skupu tj. da vrijedi sljedeca jednakost medu skupovima uredenih Cetvorki

{(x,x+a,x+ b,x+a+b)e G*: x,a,be G} = {(Xl,XZ,X3,)C4) eG: x| +xs=x + X3}.
Za svaku Cetvorku xi, x,, x3, x4 elemenata iz G takvu da je x; + x4 = x, + x3 imamo

Xy =x1 + (X2 — x1), x3 = x1 +(x3 — x1),

X4 = X2+ x3—x1 = X1+ (X2 —x1) + (X3 — x1)
pa substitucijom
X=X, a=x—-x1 1 b=x3—-x

dobivamo oblik Cetvorke iz lijevog skupa.
Obrnuto, pretpostavimo da imamo cetvorku (x, x + a,x + b, x + a + b) zaneke x, ai b
iz G. Jednostavnom substitucijom

X1=X, Xx=x+a, x3=x+b 1 xy=x+a+b
vidimo da vrijedi x; + x4 = x; + x3 pa se polazna Cetvorka nalazi u desnom skupu. |

Propozicija 2.2.3. U*-norma na kona¢noj Abelovoj grupi G je zaista norma na vektorskom
prostoru svih funkcija s G u C. Dodatno, za f: G — C vrijedi ||f]|2 = ||f||,4(5).

Dokaz. Posluzit cemo se Fourierovom analizom iz podpoglavlja Nekaje f: G —» C
bilo koja funkcija. Koristeéi jednakost (2.4) dobivamo

”f”?/z = EX],XQ,X3,X4;X1+X4:)62+X3 f(x)f(x2)f(-x3)f(x4)
= Ereg|Ba, f(x) f(r = x1) B, fO) f(r = )| = By (f % OIS * ))
=(f*fif ).

Primjenom Plancherelovog identiteta[I.3.13]i formule za Fourierovu transformaciju konvo-

lucije slijedi
e = F = fof =y =T 1. =D = = 1l




POGLAVLIJE 2. LEMA O REGULARNOSTI U FUNKCIONALNOJ ANALIZI 21

pa uzimanjem Cetvrtog korijena vidimo da se U?(G)-norma funkcije i I*(G) norma njene
Fourierove pretvorbe podudaraju. Ovo implicira da U?-norma zadovoljava sve aksiome
norme. Da pojasnimo, zbog formule inverzije Fourierova transformacija je linearna injek-
cija paje |IfIl = IIf]l 1@ Stvarno norma na prostoru svih kompleksnih funkcija na G. O

MozZe se pokazati da funkcije koje su male u U?-normi ne utjeCu na izraz i da
je U?-norma prava norma za mjerenje pseudoslucajnosti o kojoj smo prije pric¢ali. Mi to
ovdje neCemo pokazati, ali sli¢na stvar je pokazana u sljedeCem poglavlju za normu koja
generalizira U2-normu (vidi teorem i definiciju koja mu prethodi).

Napomena 2.2.4. U primjeru|2.1.1|iz prethodnog poglavlja smo za mjerenje pseudoslucaj-
nosti umjesto U2-norme iskoristili || - IIZOO@ normu. Zapravo, za funkcije f: G — C s L?
normom manjom od 1 vrijedi

2 2112 £ 7 £
”f“UZ(G) = ”f“l“(@) < ||f||1w(§)||f||[2(§) < ||f||1w(§)-

Zbog toga je U?-norma pseudoslucajnog dijela (tj. funkcije £, iz teorema manja od
(m,) V2.

Oznaka U? sugerira da postoje i druge Gowersove norme uniformnosti. To je zaista
tako; osim U2-norme postoje i Gowersove norme uniformnosti viseg reda kojima moZemo,
na slican nacin, mjeriti pseudoslu¢ajnost funkcija kada nas zanimaju aritmetic¢ki nizovi
duljine vece od tri. Ovdje ¢emo ih samo navesti.

Definicija 2.2.5. Neka je G konacna Abelova grupa i f: G — C funkcija na G. Za svaki
prirodan broj k vec¢i od 2, formulom

k
2k
A1 = Brararaea ] | | CfG+ ) e
i=1

£€{0,1}¢

dana je norma koju nazivamo k-ta Gowersova norma uniformnosti ili U*-norma. (Pri tome
smo s C oznacili operator kompleksnog konjugiranja).

Pokazuje se da za ideju koja stoji iza ovih normi struktura grupe tj. operacija zbrajanja
nije potrebna. Generalizacija ove ideje dana je sljedeCom definicijom.

Definicija 2.2.6. Neka je S konacan skup i f: S XS — C kompleksna funkcija. Tada je
Jormulom

g = D, FENFEIFEDIE,Y)
x,x',y,y €S

dana norma na vektorskom prostoru kompleksnih funkcija na S XS koju zovemo Gowersova
norma uniformnosti za grafove ili GU?-norma.
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Napomena 2.2.7. Lako je pokazati da je GU?-norma opcenitija od U?-norme. Pretpos-
tavimo da imamo kona¢nu Abelovu grupu G i neku funkciju f: G — C na toj grupi.
Jednostavno definiramo funkciju g: G X G — C formulom g(x,y) = f(x + y) pa dobivamo

Igll2 = By yyec SX+DFx+ ) + ) f(X+Y)
= EX(EX’,y,y’EG f(x + y)f(x + y,)f(.x/ + y)f(X, + y’))

Substitucijom x; = x+y, x, = x+), x3 = X' +y, x4 = X' + " u unutarnjem ocekivanju
dobivamo

1812 = Baco (Bxy ayoesaisresmsnrss SO0 FORFOR)f (1))
= B If1Es = 1.

Pri tome smo u predzadnjoj nejednakosti iskoristili formulu (2.4). Uzimanjem Cetvrtog
korijena obiju strana vidimo da je U?-norma poseban slu¢aj GU?-norme.

Kao $to ime sugerira, pomoéu GU?-norme moZemo mijeriti pseudoslucajnost grafova.
Pretpostavimo da imamo neki graf G sa skupom vrhova V i skupom bridovima E. Graf
G mozemo interpretirati kao funkciju g: V X V. — C koja paru vrhova pridruzuje 1 ako
postoji brid izmedu ta dva vrha, a 0 ako ne postoji. Na takvu funkciju g onda moZemo
primijeniti GU?-normu i dobiti ocjenu pseudoslucajnosti grafa G. Ideja u pozadini GU?-
norme je sada malo jasnija nego $to je bila kod U?-norme. Ako imamo graf G kojemu
pridruzujemo funkciju g kao maloprije, onda izraz

D 8680y, M, y)
xx',y,y eV

broji “Cetverokute” u grafu G. Zaista, nasa funkcija g je simetri¢na i nenegativna pa je

8(x,y)g(x,y)g(x', »g(x’,y") = g(x,y)g(y, x)g(x’, y)g(y', x). (2.5)

Odavde vidimo da je izraz[2.5|jednak 1 za vrhove x, y, x’, y" iz V ako i samo ako u grafu G
postoje bridovi Xy, yx’, X'y’ i y’x koji ¢ine “Cetverokut” u G.

Na sli¢an na¢in mogudée je generalizirati i U*-norme i dobiti pripadne GU*-norme, ali
njih u ovom radu neemo obraditi.

GU?-normu ponovno moZemo generalizirati tako da smanjimo zahtjeve na domenu
funkcija koje mjerimo.

Definicija 2.2.8. Neka su (X, X, P,) i (Y, Y, Py) vjerojatnosni prostori. Tada je formulom

s = [ [ [ [ P i 5 a6 WP Py )P )
(2.6)
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definirana norma na vektorskom prostoru svih ogranicenih izmjerivih funkcija s X X Y u
R. Tu normu zovemo druga box-norma i oznacavamo s || - ||o2xxy) ili krace s || - ||o2 ako su
prostori X i Y jasni iz konteksta.

Ovime smo proSirili domenu funkcija s konacnih skupova na proizvoljne vjerojatnosne
prostore. Zbog toga se javljaju tehnicki zahtjevi za ograni¢enoS¢u i izmjerivoscu tih funk-
cija bez kojih integral iz izraza (2.6) ne bi imao smisla.

Pazljiviji Citatelj ¢e primijetiti da smo kodomenu funkcija ogranicili s C na R. Kom-
pleksnim konjugiranjem drugog i treCeg faktora sli¢no kao kod dvije prethodne norme
mogli bismo normu definirati za kompleksne funkcije. Malo smo pojednostavili stvari jer
su nam zapravo zanimljive samo realne funkcije Sto ¢e se ubrzo vidjeti. Naime malo prije
smo vidjeli da funkcije grafova poprimaju vrijednosti ¢ak u intervalu [0, 1]. Kompleksnu
verziju prirodno je dati kada radimo s Fourierovom pretvorbom, koja je prirodno vezana
uz kompleksne funkcije.

Box normom ¢emo se viSe baviti u treCem poglavlju, gdje ¢emo iskljucivo nju Koristiti
za mjerenje pseudoslucajnosti. Na pocetku tog poglavlja pokazat ¢emo i da je box-norma
definirana formulom stvarno norma. PokaZimo za kraj jo§ samo da je druga box-
norma uistinu generalizacija GU?-norme, barem §to se ti¢e realnih funkcija. Isti ratun
pokazao bi i kompleksan slucaj da smo box-normu definirali za kompleksne funkcije.

Napomena 2.2.9. Bilo koji konacan skup S s broje¢om mjerom iz definicije na o-
algebri P(S) je vjerojatnosni prostor (S, P(S),v). Za proizvoljnu funkciju f: § X § - R
(koja je automatski izmjeriva 1 ogranicena jer je S konacan skup) imamo

4
I lesxs)

fs fs fs L FENFf ) dv(x)dv(y)dv(x)dv(y)
S FEDFEIE DY) = s

x,x'.y,y' €S

Zato uzimanjem &etvrtog korijena vidimo da je GU? samo poseban slu¢aj 0?-norme.

Prema tome, jednom kad dokazemo da je druga box-norma zaista norma (ovo je do-
kazano u propoziciji ) slijedit ¢e da je i GU?-norma takoder norma (barem u slu¢aju
realnih funkcija).

2.3 Varijante Hahn-Banachovog teorema

Spremamo se iskazati funkcionalnu varijantu leme o regularnosti na R”. Sli¢na lema imala
bi smisla i na proizvoljnom Hilbertovom prostoru, ali pojavile bi se odredene tehnicke
poteskoce. Za dokaz koji ¢emo ovdje dati bitno je osigurati zatvorenost konveksne lju-
ske 1 sume nivo-skupova raznih normi. Te dvije Cinjenice ¢emo u R" dokazati koristeci
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kompaktnost koja nam generalno nije dostupna u Hilbertovom prostoru. Ova dekompozi-
cija Ce lijepo ilustrirati nacin na koji se Hahn-Banachov teorem moZze iskoristiti za dokaz
leme o regularnosti. S druge strane, vjerojatnosna lema o regularnosti koju ¢emo iskazati
u sljedecem poglavlju je nesto snaznija i primjenjivija.

Propozicija 2.3.1. Neka su K, K>, ..., K, kompaktni podskupovi od R". Njihova suma
>imy Ki je zatvoren skup.

Dokaz. Neka je v neki vektor iz R" i (v;);ey niz u )72, K; koji konvergira k v. Za svaki
indeks i imamo

Vi=x +xi+-+x" za x €K,x€Ky,...,x" €K, (2.7)

Zbog kompaktnosti skupova K, K, ..., K,, mozemo naéi rastucu funkciju p: N — N
takvu da su svi podnizovi (x’;(i))ieN za 1 < k < m konvergentni. Naime, tih nizova ima

kona¢no mnogo. Oznacimo limese ovih podnizova s x* € K; za 1 < k < m. Prelaskom na
limes tim podnizovima p u jednakosti (2.7) slijedi da je

v=xl+ 2+ X",

Sto pokazuje dajevu )77, K. O

Propozicija 2.3.2. Neka su K, K5, ..., K,, kompaktni i konveksni podskupovi od R". Ko-
nveksna ljuska skupova K, K, . . ., K,, je zatvoren skup.

Dokaz. Neka je v neki vektor iz R" i (v;);cy niz u konveksnoj ljusci skupova K, K, .. ., K,
koji konvergira k v. Za svaki indeks i imamo (vidi propoziciju[I.1.5)

1
k=1 k=1

vi= ) b zanckexf e Kiiof € [0,1](k=1,2,....,m) takvedaje > ap=1.

(2.8)
Zbog kompaktnosti skupova K, K, ..., K, 1[0, 1] moZemo na¢i rastucu funkciju p: N —
N takvu da su svi podnizovi (x’;(i)),-eN 1 (o/;(l.)),-eN za 1 < k < m konvergentni. Naime,
tih nizova ponovno ima kona¢no mnogo. Oznacimo limese ovih podnizova s x* € K i
a* € [0,1]za 1 < k < m. Zbog jednakosti Y}, aﬁ.‘ koja vrijedi za svaki indeks i prelaskom
na limes po podnizu p vidimo da je Y-, a* = 1. Jo§ jednim prelaskom na limes po
odgovaraju¢im podnizovima u jednakosti (2.8)) slijedi da je

m

m
V= Zo/‘xk pri Cemu je Za/k =1,
k=1

k=1

Sto pokazuje da je v u konveksnoj ljusci skupova Ky, K>, . .., K,,. O
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Propozicija 2.3.3. Neka je || - || bilo koja norma na R" i C > 0 konstanta. Tada je nivo skup
S=1-1710,CH ={ve V:Ivl<C}

kompaktan i konveksan. (Koristimo oznaku  za prasliku)

Dokaz. Ovo smo ve¢ dokazali u propoziciji Dovoljno je primijetiti da je R" kona-
¢nodimenzionalan vektorski prostor. O

Sada smo osigurali da su sume i konveksne ljuske nivo skupova normi zatvoreni i ko-
nveksni skupovi (za konveksnost sume vidi propoziciju [I.1.3)). Potrebne su nam jos dvije
formulacije Hahn-Banachovog teorema (teorem (1.2.6) nakon kojih prelazimo na dokaz
leme o regularnosti. Dokazi ovih formulacija su vrlo sli¢ni pa je zajednicki dio izdvojen u
posebnu lemu.

Lema 2.3.4. Neka je K konveksan i zatvoren skup u R" koji sadrZi 0 i neka je v € R" vektor
koji nije u K. Tada postoji vektor ¢ € R" takav da je (v,¢) > 1 i da je (w,p) < 1 za svaki
wiz K.

Dokaz. Dovoljno je prilagoditi tvrdnju Hahn-Banachovog teorema o separaciji
(teorema[I.2.6)). Kada bi K bio otvoren mogli bismo naci konstantu 8 € R i ne nul vektor
¢ € R" takav da je

v, 0y =B 1 (w,¢)<B zasvakiw € K.

Moramo modificirati tri stvari:
e Zelimo omoguditi da je K zatvoren skup.
e Zelimo dobiti strogu nejednakost (v, ¢) > B.
e Zelimo posti¢idaje 8 = 1.

S tim ciljem ¢emo skup K malo povecati da dobijemo otvoreni skup a vektor v éemo malo
smanyjiti da postignemo strogu nejednakost iz druge tocke.

Da bismo ovo mogli izvesti, kljucno je da je K zatvoren skup, zbog Cega je udaljenost
vektora v od skupa K veca od 0. Zato mozemo na¢i 0 < € < 116 > 0 takve da ev ¢
K+B(0, 6). Primijetimo da je K+ B(0, 6) otvoren 1 konveksan skup koji sadrzi 0. Primjenom
teorema [I.2.6] na vektor ev i K + B(0, 6) slijedi da postoje konstanta 8 € R i ne nul vektor
¢ takvi da vrijedi

(ev,p)y =B 1 (w,¢) <pB zasvakiw € K + B(0,0).
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1z Cinjenice € < 1 slijedi stroga nejednakost (v, ¢) > B. Odabirom w = 6%}5” € K + B(0,0)
(ovdje je || - || euklidska norma) dobivamo da je

Ol = (4,5-2—
0 < 30l = {905, 20) <.

Dakle, vrijedi 8 > 0O pa skaliranjem ¢ = % mozZemo postici
v, @'y > 1 (w,¢’y <1 zasvakiw € K,
kao Sto smo Zeljeli. O
Slijede dvije formulacije o kojima smo govorili.

Korolar 2.3.5. Neka su K|, K,,...,K, C R" kompaktni konveksni skupovi koji sadrZe O i
1, €2 - .., ¢ > 0 pozitivne konstante. Neka je v € R" vektor takav da v ¢ Y1, ¢;K;. Tada
postoji vektor ¢ takav da vrijedi (v, ) > 1 i {w;, ¢) < ci_1 za svakiw; € K; (i =1,2,...,m).

Dokaz. U prethodnoj lemi dovoljno je uzeti skup K = Y, ¢;K;, za kojeg znamo da je
konveksan (lema|I.1.3) i zatvoren (propozicija|2.3.1)), i naci vektor ¢ € R” takav da je

W,d)y>1 1 (w,¢) <1 zasvakiwe K.
Kako su svi ¢;K; sadrzani u K, vidimo da je
(cwi, ¢y <1 zasvakiw; € K;
1z Cega slijedi da je (w;, ¢) < ci_1 zasvakiw; € K; (i =1,2,...,m). O

Korolar 2.3.6. Neka su K, K>, ..., K, zatvoreni konveksni skupovi koji sadrze 0. Neka je
v € R" vektor koji se ne moZe prikazati kao konveksna kombinacija elemenata tih skupova
tj. ne postoje konstante cy, c,, . ..c, € [0, 1] takve da vrijedi
v=> cw pricemuje > ¢;=1iwek (i=12..m).
i=1 i=1
Tada postoji ¢ € R" takav da je (v,¢) > 1 i {w;,¢) < 1 za svakiw; € K;, i =1,2,...,m.

Dokaz. Ponovno ¢emo iskoristiti istu lemu, samo §to ¢e ovaj put K biti konveksna ljuska
skupova K, K>, . .. K,,, za koju znamo da je zatvorena (lema[2.3.2), a po definiciji je kon-
veksna. Pretpostavka je upravo v ¢ K (vidi propoziciju [I.1.5)) pa postoji vektor ¢ € R”
takav da je

W, dy>1 1 (w,¢) <1 zasvakiwe K.

K, K>,...,K, supodskupovi od K paje (w;,¢) < 1zasvakiw; € K;,i=1,2,...,m. O

Korolari[2.3.5]i[2.3.6| glavni su alati koje ¢emo koristiti za dokaz leme o regularnosti.
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2.4 Lema o regularnosti

Zapoc¢nimo s jednostavnijom verzijom leme o regularnosti. Podsjetimo da dekompozicije
ovog oblika (za objasnjenje vidi uvodni dio ovog poglavlja) zovemo “naivnim” dekompo-
zicijama.

Propozicija 2.4.1 (Naivna dekompozicija). Neka je || - || bilo koja norma na R" i C > 0
proizvoljna konstanta. Oznacimo s || - || njoj dualnu normu, a s || - ||, standardnu euklidsku
normu na R”. Tada se svaki vektor v iz R" s euklidskom normom najvise 1 (tj. [[v|], < 1)
moZze dekomponirati kao v = vy + v,, pri ¢emu vrijedi

ill<C 1 Ivall* < C7'.
Dokaz. Oznacimo jedini¢ne kugle normi || - || 1| - || oznakama
K={weR" wl]|<1} i K, ={weR": |w| <1}

Pretpostavimo da tvrdnja ne vrijedi, tj. v ¢ CK + C™'K,. Primjenom korolara na
skupove K; = K, K, = K. 1 konstante ¢; = C ~1'i ¢, = C moZemo naéi vektor ¢ € R" takav
da vrijedi

v, ¢y > 1, w,¢) <C zasvakiw e K 1 w, ) < C™' zasvakiw € K..

Iz ovoga slijedi da je ||g]I* < C i ||¢|I"* < C'. To zna&i da bismo morali imati (vidi

propoziciju[I.1.T1)
13 < llgl*llgl™ < C-C™' = 1.

S druge strane, ||[v|[z||¢ll, = (v,¢) > 11||v|l, < 1 pokazuju da je ||¢|l, > 1 Sto dovodi do

kontradikcije. O

Leme o regularnosti iz teorema[2.1.1]i teorema[2.4.T|koje smo do sada dokazali daju de-
kompozicije samo za objekte koji imaju odredenu > normu manju ili jednaku 1. Ove pret-
postavke se moZemo lako rijesiti ako u ocjene ugradimo ovisnost o toj L? normi. PokaZzimo
ovo na dekompoziciji koju smo upravo dokazali. Neka je v iz R” bilo koji ne-nul vektor i
oznacimo 7 = ||v||>. Tada * ima euklidsku normu jednaku 1 pa na njega moZemo primijeniti
prethodnu dekompoziciju (za konstantu C > 0) 1 dobiti vektore v; 1 v, takve da je

. ' -1
il <C 1 Iwll"<C.
Sada vidimo da smo dobili dekompoziciju v = 7v; + 7v;, pri Cemu je

. -1
lrvill < Clvll 1 [levall® < C7 V2.
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Rezultat je, naravno, intuitivno jasan. Ako za vektor imamo napravljenu dekompoziciju
1 odluc¢imo taj vektor skalirati za faktor @ > 0 onda o¢ekujemo da Ce se svi dijelovi de-
kompozicije skalirati za isti taj faktor . Mi ¢emo leme o regularnosti radi jednostavnosti
nastaviti iskazivati kao do sad, tj. samo za objekte koji su ograni¢eni s 1 (u odredenoj L?
normi).

Primijetimo da su, za razliku od leme o regularnosti iz teorema|2.1.1] ovdje ¢lanovi v; 1
v, potpuno ravnopravni jer su norme ||| i ||-||* medusobno dualne (vidi[I.1.12). Posljedica
je da se u iskazu leme o regularnosti ne spominje strukturiranost niti pseudoslucajnost
¢lanova dekompozicije. Interpretacija ¢lanova ovisi isklju¢ivo o normi koju izaberemo. Na
primjer, ako za normu izaberemo jednu od normi koja mjeri pseudoslucajnost iz proslog
poglavlja, onda ¢lan koji je ogranicen u toj normi smatramo pseudoslu¢ajnim. Zanimljivo
je da kada za polaznu normu izaberemo normu koja mjeri pseudoslucajnost, onda njoj
dualna norma daje nekakvu mjeru strukturiranosti objekta, ali neCcemo detaljnije precizirati
tu tvrdnju.

DokaZzimo sada jaku varijantu ove leme o regularnosti koju je formulirao Gowers [1]].

Teorem 2.4.2 (Funkcionalna varijanta leme o regularnosti). Oznacimo s || - ||, euklidsku
normu na R". Neka je || - || bilo koja norma na R" i || - ||* njoj dualna norma. Izaberimo
konstantu & > 0 i proizvoljnu padajucu funkciju n: Rt — R* te oznacimo r = [2&7%]. De-
finirajmo induktivno niz pozitivnih konstanti (C;);cn formulom C; = max {Cl-_ 1,2n(C;i_ 1)‘1}
za svaki i > 2 i pocetnim elementom C, koji smijemo izabrati po volji (npr. moZemo uzeti
Ci=1)

Tada za proizvoljan vektor v € R" s euklidskom normom najvise 1 (tj. ||v|, < 1) postoji
prirodan broj k manji ili jednak r takav da v ima dekompoziciju

V=v+Vvy+Vv3,
pri Cemu vrijedi
-1 -1 -1
Ci Ivill + n(Co ™ Ivall” + &7 lvsll < 1.
Posebno, moZemo ocijeniti ¢lanove u dekompoziciji s

vill < G, M2l < 0(Cp),  Ivsll < &

Prvi korak dokaza je prevesti tvrdnju koju Zelimo dokazati u oblik koji je pogodan za
primjenu korolara[2.3.6] Ova reinterpretacija izdvojena je u zasebnu lemu.

Lema 2.4.3. Neka su || - ||, || - s -- -, - |l» norme na R* i Cy,C,,...,C, > 0 konstante.
Sljedece je ekvivalentno:

1. v € R" se moZe zapisati kaov = v + vy + ... + v, pri Cemu je

m

-1
Do vl < 1.
i=1
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2. v se nalazi u konveksnoj ljusci kugala S; ={w e R" : |w|; < C}zai=1,2,...,m.

Dokaz. Pretpostavimo prvo da v ima dekompoziciju iz tvrdnje 1. Oznacimo
m
A= Clvilli < 1
i=1

Onda moZemo pisati

m
b= Z [villi  ACivi
I AC;  ill;

Sto pokazuje da je v u konveksnoj ljusci skupova S, S,,...,S,,. Zaista, fl‘lf’”v'
StojeA<1(=1,2,...,m), akoeficijent A smo upravo izabrali tako vrijedi % >
1.

Obratno, neka se v nalazi u konveksnoj ljusci skupova S, S»,...,S,. Tada je

je iz §; zato
m - |ill:

i=l ¢

m

V= Za,-vl- zanekev; € S;,a; €[0,11(i=1,2,...,m) takvedajeZa,- =1.
i=1

i=1

To je dekompozicija koju trazimo. Imamo Cl.‘lllvilli < lpaje

m m m

-1 _1
§ Ci lla;villi = § Q’[C,- [[vill; < E a; = 1. O
i=1 i=1 i=1

Sada se vracamo na dokaz leme regularnosti (teorem [2.4.2)).

Dokaz. Interpretaciju tvrdnje obavili smo u upravo dokazanoj lemi. Za svaki indeks i
uvedimo skupove

Ki=fweR":Iwl<C), Ky={weR':|wl"<nC)}, Ki={weR":|wl<e)

Pretpostavimo da traZena dekompozicija ne postoji niti za jedan i manji od r. Tada se, po
prethodnoj lemi v ne bi nalazio u konveksnoj ljusci skupova K|, K} i K5 niti za jedan indeks
i od 1 do r. To bi znacilo, primjenom korolara [2.3.6] da za svaki indeks i postoji vektor
¢i € R" takav da je llgill" < C;', llgill™ < n(C)™", llgill, < &' i (v, ¢;) > 1. Primijetimo da
(v, ¢;) > 11]v][ £ 1 primjenom Cauchy-Schwarzove nejednakosti pokazuju da je

lpr + o + ...+ @llo = (VI + @2 + ... + &l
> 1+ ¢y t...+ )= Z(v,¢,-> > 7.
i=1
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S druge strane,

gy +da+ ...+ BB =(Br+da+ . Brdr+dat... 40D = D (Gud)+2 > (o).
i=1 1<i<j<r
Konstrukcija niza (C,,),ey osigurava da za i < j vrijedi (vidi(l1.1.11))
(b0 < il “llplI* < n(C™'C; < m(CH7'CL < 1/2.

Uz to, znamo da je {(¢;, ¢;) = ||¢ill> < &2 pa dobivamo

-1
1 + o + ...+ ¢ I3 < &7%r + r(r2 ),
Kada to sve skupimo slijedi
-1
P<llor+do+ ...+l <er+ r(r2 ),

Ako je r dovoljno velik, 7% postaje vece od re™2 + "2 §to dovodi do kontradikcije. Mi

smo r upravo izabrali tako da se to dogodi pa je teorem dokazan. Zaista, lako se provjeri

da je dovoljno izabrati r > 5. O
2¢e

Usporedimo ovu jaku varijantu leme o regularnosti koju smo upravo dokazali s naiv-
nom verzijom koja joj je prethodila. Razlika je u tome Sto jaka verzija dopusta dodatni
Clan greSke. Dodavanje ove greske omogucéuje nam da bolje kontroliramo vezu izmedu
ocjena na v; 1 v, u dekompoziciji. Tu kontrolu postiZzemo preko funkcije 7 koja ne postoji
u naivnoj verziji. Izborom te funkcije moZemo na primjer posti¢i da produkt ocjena na v,
i v, bude proizvoljno malen. Ovo ne moZemo postiéi koriste¢i naivhu dekompoziciju jer
je, bez obzira kako izaberemo konstantu C, produkt ocjena na v; i v, kod te dekompozicije
uvijek 1. Ali 1 puno viSe od toga, funkcija 7 dopusta nam da taj produkt u¢inimo malim i u
odnosu na ocjenu greske tj. u odnosu na konstantu €. Tako je npr. dopusteno izabrati

2
£

e>0 1 npx)=—,
X

¢ime nalazimo konstantu C > 0 (u dekompoziciji je ova konstanta oznacena s Cy) takvu da
vrijede ocjene

82
Imll<C 1 vl < —=.
C
. v . 2 . . .
Ovime postizemo da je produkt C - % = £? zanemariv kada ga usporedujemo s ocjenom

greske (za dovoljno mali €). Dobar primjer koriStenja slobode koju nam funkcija i dozvo-
ljava moZe se naci u dokazu teorema[3.4.3]
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S druge strane, u jakoj verziji izgubili smo kontrolu nad konstantom C. Za razliku od
naivne dekompozicije, gdje smo tu konstantu mogli eksplicitno odrediti, ovdje moZemo
samo dati ocjene na njezinu veli€inu. Jos je veci problem $to su te ocjene u stvari jako loSe,
pogotovo ako imamo velike zahtjeve od funkcije 7. Ilustrirajmo malo kako se ocjena na C
ponasa za dva primjera izbora funkcije 7.

Primjer 2.4.4. 1zaberimo u lemi o regularnosti (teorem bilo koji € > 0 1 neka je
n(x) = %{ Ovime ¢emo posti¢i da je produkt o kojemu smo govorili manji od 1/2 §to je
malo bolje od naivne leme o regularnosti kod koje je taj produkt jednak 1. Jaka verzija
leme o regularnosti tvrdi da moZemo naéi indeks k koji je najvise r = [2&7%] tako da su za
C = C} ocjene zadovoljene. Pretpostavimo recimo da smo izabrali C; = 1. Iz rekurzivne
formule za niz Cy vidimo da je

Ci=——=4C =...=4C =4 <4

2Ck-1

iz ¢ega vidimo da smo dobili eksponencijalnu ocjenu za C ovisno o €.
Ako izaberemo n = xiz (¢ime postizemo da je produkt manji od 1/C) dobivamo (opet
Za Cl = 1)

2 -1 i ¢ r
Ci= 2220, = 2Ch, = . =2y = P <

2
k

a

Sto ve¢ jako brzo raste. Prvih par ¢lanova niza 2% je
4,16,256,65536,4294967296, . ..

Biranjem funkcija koje padaju brze od 1/x? poput e™* dobivam jo§ puno gore ocjene.

Jednako loSe ocjene na konstante dobivamo i u ostalim lemama o regularnosti, ali prava
snaga lema o regularnosti je u tome Sto one ipak daju nekakve ocjene i to u vrlo opéenitim
situacijama.



Poglavlje 3

Vjerojatnosni pristup

Na redu je vjerojatnosna varijanta leme o regularnosti. Zapo¢nimo s pripremnim rezulta-
tima.

3.1 Uyvjetno ocekivanje na kona¢nim o-algebrama

U ovoj varijanti dekompozicije strukturirani dio ¢emo graditi koriste¢i jednostavne iz-
mjerive funkcije na odredenom vjerojatnosnom prostoru. Vidjet ¢emo da je basS uvjetno
ocekivanje alat koji nam za to treba. Zato sada uvodimo pojmove konacne o-algebre i
uvjetnog ocekivanja na kona¢noj o-algebri i dokazujemo neka jednostavna svojstva vezana
uz njih. Uvjetno ocekivanje se moZe definirati i za proizvoljnu o-algebru, no to je tehnicki
nesto zahtjevnije. Za naSe potrebe ¢e uvjetno oCekivanje na konacnim o-algebrama biti
sasvim dovoljno.

Definicija 3.1.1. Neka je (X, X, P) vjerojatnosni prostor. Za konacnu o-algebru B kaZemo
da je konacan faktor od X ako je B podalgebra od X. Ponekad ¢emo naziv konacan faktor
skratiti samo na faktor (jer ¢e u ovom radu svi Ce faktori biti konacni).

Napomena 3.1.2. Primijetimo da kada govorimo o kona¢nom faktoru moramo imati neku
o-algebru u pozadini tog faktora. 1z konteksta je obi¢no jasno koja je to o-algebra.

Definicija 3.1.3. Neka je (X, X, P) vjerojatnosni prostor, B konacan faktor na X i m priro-
dan broj. KaZemo da B ima sloZenost najvise m ako se B moZe generirati (kao o-algebra)
s najvise m skupova. Ako se faktor B moZe generirati s praznim skupom, tj. ako je faktor B
jednak o-algebri {0, X}, onda za B kaZemo da je faktor sloZenosti 0.

Propozicija 3.1.4. Neka je B konacna o-algebra skupova. Tada postoji prirodan broj m € N
i medusobno disjunktni neprazni skupovi Ay, A,, ..., A,, iz B koji generiraju B. Ti skupovi
su jedinstveni do na poredak.

32
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Dokaz. Neka su S1,S5,,...,5y svi skupovi iz B (Sto implicira M = |B|). Za svaki { €
{0, 1} definirajmo skupove A; s

M
Ac=(C4SH =Gl €10, 1Y,
k=1

Pri tome smo s C¥(S) oznadili operaciju uzimanja komplementa skupa S k-puta. Da po-
jasnimo, to znadi da je C°(S) = S i daje C'(S) = S°. Bududéi da je B o-algebra, svi ovi
skupovi su u 8. Izaberimo bilo koja dva razliita skupa A;, A za { # £. Tada postoji
pozicija k izmedu 1 1 M na kojoj se { i € razlikuju. Stoga je presjek skupova A, 1 A, prazan
jer je jedan on njih podskup od S a drugi od S¢. Prema tome, skupovi A; za ¢ € {0, 1} su
medusobno disjunktni.

Pokazimo da oni generiraju 8. Neka je S bilo koji neprazan skup iz B i x neka tocka
iz §. Za svaki k izmedu 1 1 M se x nalazi to¢no u jednom od skupova §; 1 §;. Lako se
provjeri da ako stavimo ¢, = 1 kada se x nalazi u Sy, a {; = 0 kada se ne nalazi, dobivamo
£ € {0, 1}™ takav da skup A, sadrZi x. Jasno je da je A, podskup od S jer smo u prethodnom
postupku, kada smo birali izmedu S 1 S, morali odabrati S. Zakljucak je da za svaki S iz
Bisvaki x iz § postoji skup A, koji sadrZzi x i podskup je od §. To onda znaci da skupovi

A za £ € {0, 1}M generiraju B jer za bilo koji skup S iz 8imamo S = |J A;. Pri tome je
ACS

ta unija u 8 jer je konac¢na. Dovoljno je uzeti sve neprazne skupove A, i nasli smo skupove
koje smo trazili.

Za jedinstvenost, pretpostavimo da su By, B, ..., B, takoder disjunktni neprazni sku-
povi koji generiraju 8. Izaberimo bilo koji skup A;. Tada je A, = B; UB;,U...UB;, zaneki

prirodan broj / i neke indekse iy, i, . .., ;. Skup B;, je generiran skupovima A}, A, ..., A,
i sadrZan je u skupu A; pa mora biti jednak skupu A;. Odavde lako slijedi da je m = nida
su familije A, Ay, ..., A, 1 By, By, ..., B, jednake do na poredak Clanova. O
Definicija 3.1.5. Skupovi Ay, A,, ..., A, iz prijasnje propozicije nazivaju se atomi o-algebre
B.

Propozicija 3.1.6. Neka je B o-algebra s m atoma. Tada B sadrZi to¢no 2" skupova.
Posebno, svaka kona¢na o-algebra sadrzi to¢no 2™ skupova za neki prirodan broj m.

Dokaz. Unija svake kombinacije atoma algebre 8 odgovara toc¢no jednom skupu iz B jer
su atomi od B disjunktni 1 generiraju B. Prema tome, kardinalitet skupa 8 jednak je kardi-
nalitetu partitivnog skupa familije svih atoma algebre B, dakle jednak je 2™.

Prethodna propozicija pokazuje da se svaka konacna o-algebra moZe atomizirati pa
stoga mora imati 2" elemenata pri ¢emu je m broj atoma te o-algebre. O

Dokazi iz ovog poglavlja zahtijevat ¢e da radimo na produktima vjerojatnosnih pros-
tora. Sljedeca definicija daje jedan nacin kako od konacnih faktora na vjerojatnosnim
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prostorima (X, X, Px) i (Y, Y, Py) mozemo dobiti konacan faktor na produktnom prostoru
(XxY,Xx Y, Px X Py).

Definicija 3.1.7. Neka su (X, X, Px) i (Y,Y, Py) vjerojatnosni prostori. Pretpostavimo da
imamo konacne faktore By na X i By na Y. Neka su atomi od By oznaceni s A}, Ai, e A"X”‘ ,
a atomi od By s A} ,A%,, .. ,A';". Produkt faktora By i By, u oznaci By X By, je konacan
faktor na produktnom prostoru (X X Y, X X Y, Px X Py) generiran atomima

Ay x Ay, zal <i<my1<j<my.

Napomena 3.1.8. Ako je By faktor sloZenosti najviSe my, a By faktor sloZenosti najvise
my onda je By X By faktor sloZenosti najvise mymy.

Cinjenica da se konac¢ni faktori mogu atomizirati omogucuje nam da uvjetno ocekivanje
definiramo na sljedeéi nacin.

Definicija 3.1.9. Neka je (X, X, P) vjerojatnosni prostor i B konacan faktor na X. Tada je
uvjetno ocekivanje integrabilne funkcije f: X — R u odnosu na konacan faktor B integra-
bilna funkcija E(f|B): X — R definirana formulom

n [, f)dP(x)
B(fIB) = ) LPT

k=1

Ap>

pri cemu su Ay, A, ..., A, svi medusobno razliciti atomi faktora B vjerojatnosti vece od 0.
Ovime smo uvjetno ocekivanje E(f|B) definirali gotovo svuda. Radi odredenosti, moZemo
na ostatku prostora X uvjetno ocekivanje prosiriti s 0.

Napomena 3.1.10. Uskoro ¢emo vidjeti da nam je potreban i skalarni produkt medu funk-
cijama na X. Zbog toga se moramo ograniciti na L*>(X) prostor funkcija. Medutim, vidjet
¢emo takoder da su nam ve¢ i ogranicene izmjerive funkcije sasvim dovoljne pa ¢emo se
od sada baviti samo njima. OgraniCene izmjerive funkcije na vjerojatnosnom prostoru su u
svim L? prostorima (p € [1, co]) pa su na takvim funkcijama dobro definirane sve || - [|1r(x)
norme (p € [1, co]).

Dakle, ako ne kaZzemo drugacije, sve funkcije ¢e od sada nadalje biti ogranicene i iz-
mjerive.

VaZno svojstvo uvjetnog ocekivanja je da ono usrednjuje funkciju f. Preciznije, treba
imati na umu da vrijede sljedeée dvije propozicije.

Propozicija 3.1.11. Neka je (X, X, P) vjerojatnosni prostor, f: X — [a, b] funkcija koja
poprima vrijednosti u segmentu [a, b] i B konacan faktor na X. Tada uvjetno ocekivanje
funkcije f u odnosu na faktor B takoder poprima vrijednosti u segmentu [a, b] gotovo
sigurno.
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Dokaz. Kako atomi od B Cine particiju od X 1 kako je E(f|8) definirano do na skup mjere
0, tvrdnju je dovoljno provjeriti za svaki atom od B koji ima vjerojatnost ve€u od 0. Neka
je A neki takav atom. Uvjetno ocekivanje E(f|8) na skupu A jednako je konstanti

[, f@) dP(x)
P(A)
za koju lako vidimo da je u intervalu [a, b]. O

Propozicija 3.1.12. Neka je (X, X, P) vjerojatnosni prostor, f: X — R ograniCena izmje-
riva funkcija na X i 8 konacan faktor na X. Tada za svaki skup B iz B vrijedi

f F)dP(x) = f E(AIB)(x) dP().
B B

Dokaz. Neka su A, A,,...,A, atomi faktora 8B pozitivne vjerojatnosti koji u uniju daju
skup B. Dio integrala funkcije f po atomima vjerojatnosti O unutar skupa B je zanemariv
pa moZemo racunati

m

fB f@dpP) = [, f@dPw =), | fdP()

YA k=1
G S0P o fAk Jrwdre) -
Z A fB () dP(x) = fB 27K A) () dP()
:f]E(fIB)(x)dP(x). |
B

Jos jedno korisno svojstvo uvjetnog ocekivanja je njegova ortogonalnost.

Propozicija 3.1.13. Neka je (X, X, P) vjerojatnosni prostor i 8 konacan faktor na X. Tada je
operator uzimanja uvjetnog ocekivanja E(-|B) ortogonalni projektor na prostor svih funk-
cija koje su ogranicene i izmjerive u odnosu na faktor 8. Drugim rijeCima, vrijedi

fx E(f18)(@)(f(x) — E(f1B)(x) dP(x) = 0

Dokaz. Nekasu Ay, A,,..., A, sviatomi faktora B pozitivne vjerojatnosti. Rastavljanjem
integrala na dijelove dobivamo

f E(f18)(0)(f(@) - E(f1B)@) dP(x) = Y ¢ f F() ~ E(f18))) dP(x), (3.1)

k=1
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pri ¢emu smo s ¢ oznacili konstantu

Sy f0)dP@)
“TTTPA

U propoziciji|3.1.12| pokazali smo daza k = 1,2, ..., m imamo

f FOdPy(x) = f E(fIB)(0)dPx(x).

Ay Ay

Uvrstavanjem prethodne jednakosti u jednakost (3.1]) lako slijedi tvrdnja. O

Navedimo neke jednostavne posljedice Cinjenice da je uvjetno ocekivanje ortogonalan
projektor.
Propozicija 3.1.14. Neka je (X, X, P) vjerojatnosni prostor, f: X — R ograni¢ena izmje-
riva funkcija i neka su 8B 1 B’ konacni faktori od X takvi da je B podalgebra od B’. Tada
vrijedi

1. E(f18) = EE(f18)8),

2. E(f18) = E(E(f18)18).

Dokaz. UoCimo da je prostor svih funkcija koje su izmjerive u odnosu na faktor 8 pot-
prostor prostora funkcija koje su izmjerive u odnosu na faktor 8’. Prva tvrdnja slijedi iz
¢injenice da je E(-|8’) ortogonalan projektor i da je funkcije E(f|8) izmjeriva u odnosu na
faktor $’. Da bismo dokazali drugu tvrdnju izaberimo bilo koji atom A faktora 8 pozitivne
vjerojatnosti. Na skupu A vrijedi sljedeca jednakost (vidi propoziciju[3.1.12)

JLE(18)dPx(x) [, f(x)dPx(x)
P(A) - PA)

EE(/f18)8) = = E(f18)

i ona dokazuje drugu tvrdnju. O

Kombiniranjem prethodne dvije propozicije vidimo da funkciju f moZemo na neki
nacin ortogonalno rastaviti ako imamo rastuci niz konacnih faktora. Nejednakost koja
slijedi podsje¢a na Besselovu nejednakost.

Propozicija 3.1.15. Neka je (X, X, P) vjerojatnosni prostor i f ograni¢ena i izmjeriva funk-
cija na X. Pretpostavimo da imamo rastuéi niz 8| € 8, € B; C ... konacnih faktora na X.
Tada za svaki prirodan broj m vrijedi

m—1
1Ry = I1f = EABDIE, + Y IEFIBrr) = BABOI: ) + IEABDI o (3:2)
k=1
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Posebno,

D IE1Bir) = EFIBOIE 0 < 11 (3.3)
k=1

Dokaz. Zbog ortogonalnosti iz propozicije [3.1.13| primjenom Pitagorinog teorema za bilo
koji prirodan broj m slijedi

g, = 1 = BBz g + BB -

Iteriranjem ovog postupka, uzimajuéi u obzir da vrijedi
E(f18) = E(E(f18)I8)

kada god je B podalgebra od 8, lako dobivamo jednakost (3.2)). |

3.2 Box-norma

Box-normu smo spomenuli u odjeljku 2.2] Ovdje ¢emo se detaljnije pozabaviti tom nor-
mom. Definiciju druge box-norme, || - |52, smo ve¢ dali u definiciji[2.2.8] Ostali smo duZni
pokazati da je || - ||52 stvarno norma.

Definicija 3.2.1. Ponoviti cemo formulu kojom je definirana druga box-norma, samo ovaj
put u malo drugacijoj notaciji. Neka su (X,X, Px) i (Y,Y, Py) vjerojatnosni prostori.
Druga box-norma || - ||o2xxy) definirana je formulom

12 xyy = Brwvexpyer FO6 YV, ) F ().

Pri tome je f proizvoljna izmjeriva i ogranicena funkcija na X X Y.

Napomena 3.2.2. Da bismo skratili zapis racuna koji slijede, uvest cemo pokratu
£(f.8.h. 1) = f JCe,)8(x, Y)h(xX', X', y') dPx(x)dPx(x")dPy(y)dPy(y').
XXXXYXY

Sljedeca nejednakost podsjeca na klasi¢nu Cauchy-Schwarzovu nejednakost.

Propozicija 3.2.3. Nekasu (X, X, Px)i (Y, Y, Py) vjerojatnosni prostori i neka su fu, for, fio
1 fi1: X XY — R ograniCene izmjerive funkcije. Tada vrijedi

£(foos Jors fro, fi1) < Ilfoollz2ll forllz2ll frollo2ll fillge.
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Dokaz. Prvo, primijetimo da vrijedi

I€(foos fors fi0, J1DI <
f | foo(x, W1 for Ce, YO fro(x s WINfin (27, ¥ dPx (x)dPy(y)dPx(x")dPy(y")
XXXXYXY

pa bez smanjenja opcenitosti moZemo pretpostaviti da su sve pocetne funkcije nenegativne
da izbjegnemo stalno pisanje apsolutnih vrijednosti. Oznacimo jos izraz od kojega krecemo

s ® 1. © = &(foo, for, fi0, f11). RaCunamo
e’ = ‘f(fOO’fOI’flO’fll)z
2
= [f (f JooCx, ) fio(X', y) dPY(Y)) (f f01(XaY')fn(xl,y')dpy()")) dPX(X)dPX(X')]
X Y Y

xX

2
Sf (f Joo(x1, ) fro(x2, ) dPY()’)) dPx(x1)dPx(xy)
xxx \Jy

2
: f (f fOl(x,py,)fll(xé’y,)dPY(y,)) dPx(x})dPx(x3).
xxx \Jy

Pri tome smo primijenili Cauchy-Schwarzovu nejednakost na X x X. Ako ovaj izraz malo
preslozimo (primjena Fubinijevog teorema je opravdana jer su sve funkcije nenegativne)
dobivamo

e’ < f Joo(x1, y1) foo(x1, y2) fro(x2, y1) fio(x2, y2) dPy(y1)dPy(y2) dPx(x1)dPx(x>)
XXX JYXY

fx G (X ir (e Y (55,5) APY AP () Py ()P ()
= &(foo, foos f10s F10)E(fors fors fi1s fi1)-

Dakle,
g(.ﬁ)O» fOl’fIO, fll)2 < f(‘ﬁJO’ f009 flO’ flO)é:(fOl’fODfll’ fll)

pa joS jednom iteracijom ovog postupka dobivamo

©* = &(foo, for, fro, fi)"
< E(fo0, oo, foos Joo)E(Sfor, fors fors for)
&(f10 f105 f10, J10)E(f11s fis fins fi1)-

Sada je dovoljno primijetiti da je po definiciji

f(f’f’f’f) = ”f”éz
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pa vrijedi
4 4 4 4 4
0" < [l foollge 1 forllZa L froll 52 LAl

iz Cega tvrdnja slijedi uzimanjem cetvrtog korijena. O

Propozicija 3.2.4. Neka su (X, X, Px) i (Y, Y, Py) vjerojatnosni prostori. Druga box-norma
II - llo2xxy) j€ stvarno norma, tj. ona zadovoljava sva svojstva norme.

Dokaz. Provjerimo svojstva norme.

e Pozitivnost slijedi iz
fX o Yf e YN0 (X, ¥) dPx(x)dPx(x')dPy(y)dPy(y")

= f ( f f(x,y)f(X’,y)dPy(y)) ( f FO (X, y)dPy(Y') | dPx(x)dPx(x)
XxX Y Y

2
= f ( f fxy)f (X',y)dPy(y)) dPx(x)dPx(x") > 0.
Y

XxX

e Apsolutna homogenost se jednostavno provjeri.

e Za nejednakost trokuta potrebna nam je nejednakost iz propozicije Neka su f
1g: X XY — R ograniCene 1 izmjerive funkcije. 1z

If+gllt, =&(f+8.f+8f+8f+8
:g(f’f’f’f)+§(f’f’f’g)+§:(f’f’g’f)+"'+
+&(8.8. 1,8 +6(g,8.8 1) +6(8.888

< IS + 4R Ngloe + Ol AN, + 4l1f ez llgl. + gl
= (Iflle> + llglle)*

nejednakost trokuta slijedi uzimanjem cetvrtog korijena.

e Pretpostavimo da je || f]|o: = 0. Za proizvoljne ogranicene izmjerive funkcije g: X —
R1ih: Y — R koriStenjem propozicije dobivamo da je

JF(x,y)8(0)(y) dPx(x)dPy(y) = &(f, g, h, 1) < || fllz2llgllzellAllo ||z

XxY

Pretpostavka || f||5> = 0 implicira da je

f ( f £ () dPy())3(x) dPx(x) = 0.
X Y
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Bududi da je g proizvoljna ograni¢ena izmjeriva funkcija, moZzemo zakljuciti da za
gotovo svaki x € X vrijedi

fyf(x’ Wh(y) dPy(y) = 0.

Za svaki x za koji prethodna jednakost vrijedi isti argument pokazuje da je f(x,y) =0
za gotovo svaki y € Y. 1z ovoga zakljuCujemo da je f = 0 gotovo svuda na X X Y Sto
dokazuje definitnost. O

Sada ¢emo definirati jednu linearnu formu na produktu vjerojatnosnih prostora. Zasto
smo izabrali bas ovakvu formu i ¢emu nam ona sluZi postat ¢e jasno u poglavlju |4| kada
¢emo dokazivati Rothov teorem. Natuknimo samo da na vjerojatnosnom prostoru kojeg
dobijemo gledajuci brojec¢u mjeru na grafu ova forma broji trokute.

Definicija 3.2.5. Neka su (X, X, Pyx), (Y, M, Py)i(Z, Z, Pz) vjerojatnosni prostori. Oznacimo
s B(X X Y) skup svih ogranicenih izmjerivih funkcija na X X Y (analogno za B(Y X Z) i
B(Z x X)). Definirajmo linearnu formu A: B(XXY)X B(Y XZ) X B(Z X X) — R formulom

A(f, 8. h) = fX fy fz J(x, )81, 2(z, x) dPz(2)dPy(y)dPx(x).

VaZno svojstvo forme A je da ju moZemo kontrolirati drugom box-normom bilo kojeg
Clana.

Teorem 3.2.6. Neka su (X,X, Pyx), (Y,¥,Py) i (Z,Z, Pz) vjerojatnosni prostori. Pret-
postavimo da imamo izmjerive funkcije f: X X Y — [-1,1], g: Y X Z — [-1,1] i
h: Zx X — [-1,1]. Tada vrijedi nejednakost

IACF, g )| < min {lIfllazcocn, gz vz llorzn |-
Dokaz.

AE. g, 1)) = f f f G )g(0s 2z, )| dPA2)dPy (»)dPy(%)
X

YJZ
< f f FCe )l f dP(2) dPy()dPx ()
X JY VA

Sffff|f(x,y)|1(x,y’)l(x’,y)l(x’,y’)dPY(y’)dPX(x’)dPy(y)dPX(x)
x Jy Jx Jy
< N2l Mle2 I Tle2 = I Tazasxr)-

U predzadnjoj nejednakosti iskoristili smo nejednakost iz propozicije [3.2.3] a u zadnjoj
¢injenicu da je ||1||52 = 1. Isti raCun moZemo provesti i za funkcije g 1 4 pa kombiniranjem
tri tako dobivene nejednakosti dobivamo nejednakost iz iskaza teorema. |
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3.3 Lema o regularnosti

Prelazimo na dokaz vjerojatnosne varijante leme o regularnosti.

Teorem 3.3.1 (Vjerojatnosna varijanta leme o regularnosti). Neka su (X, X, Px)i(Y,Y, Py)
vjerojatnosni prostori i f: X X Y — [0, 1] izmjeriva funkcija. Izaberimo € > 0 i rastucu
Sfunkciju F: N — N. Definirajmo induktivno niz prirodnih brojeva My, My, M, . . . formu-
lom My, = M; + 16F(M;)® s pocetnim uvjetom My = 1. Tada postoji nenegativan cijeli
broj k najvise jednak | %] i konacni faktori By i By sloZenosti najvise My takvi da f ima
dekompoziciju f = fi + f, + f3, pri cemu vrijedi:

o (fi je strukturirana) fi = E(f|Bx x By),

o (2 je pseudostuéajna) || fillszcon, < 1/F(My)

o (fs je mala greska) || fillzoom < &

e f1i fi + f5 poprimaju vrijednosti u intervalu [0, 1].

Pripremni dio dokaza provest ¢emo kroz tri leme. PokaZimo prvo da box-norma daje
dobru mjeru pseudoslucajnosti. Preciznije, pokazat ¢emo da ako imamo funkciju koja nije
dovoljno uniformna (mjere¢i pomocéu druge box-norme) onda u toj funkciji mozemo naci
odredenu strukturiranost.

Lema 3.3.2. Neka su (X, X, Py) i (Y,Y, Py) vjerojatnosni prostori i f: X XY — [-1,1]
izmjeriva funkcija. Pretpostavimo da postoji konstanta n > 0 takva da je

I flo2xxyy = 7.

Tada postoje izmjerivi skupovi A € X i B € Y takvi da vrijedi

4
f L1500 f(x,y) dPy 0Py = .
XxXY 4

Dokaz. Pretpostavka je da vrijedi

By SO 0OV LY) = 1 ey = 11

Primjenom Dirichletovog principa mozemo naci x’ € X 1y" € Y takve da vrijedi

F& Y )Eey f(x, ) f, V) (X, ) = 7.

Ocijenimo [f(x",y")| < 1 pa dobivamo

OV 9)f(x,Y) dPx(x)dPy(y) | = 1",

XxY
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Primjenom Fubinijevog teorema slijedi

1l
[ f f f sgn(s)sgn(1)14,(x)15,(0)f(x, y) dPx(x)dPy(y)dsdt| > 1,
-1 J-1 Jxxy

pri ¢emu smo oznacili

A - {xe X: f(x,y) > s} akoje s € [0, 1],
" HxeX: f(x,y) < s} akoje s € [-1,0),

a skup B, je definiran analogno, pomocu vrijednosti od f(x’,y). Primijenimo jo§ jednom
Dirichletov princip da nademo skupove A € X i B € Y takve da je

4

f LA 150)f(x, ) dPy(DAPy ()| = 7.
XxY

Tvrdnja sada slijedi dijeljenjem s 4. O

Ideja vjerojatnosne leme o regularnosti je izdvojiti strukturirani dio funkcije f u jednu
jednostavnu izmjerivu funkciju f. Htjeli bismo strukturu funkcije f toliko dobro aproksi-
mirati funkcijom £ da ostatak bude jako uniforman, tj. da bude mali u drugoj box-normi.
Do f éemo doéi koristeéi kona¢ne faktore i uvjetno olekivanje. Sljedeéa lema nam je
vazna jer pokazuje da aproksimaciju koja nije dovoljno dobra moZemo poboljsati.

Lema 3.3.3. Neka su (X, X, Py) i (Y,Y, Py) vjerojatnosni prostori i f: X XY — [-1,1]
proizvoljna funkcija. Pretpostavimo da postoje prirodan broj m € N, konstantan > 0 i
konacni faktori By na X i By na Y sloZenosti najvise m takvi da je

>7],

O2(XxY)

| £ — B(f18x x By)|

Tada moZemo naci konacne faktore B, na X i 8, na Y sloZenosti najvise m+1 koji proSiruju
faktore By odnosno By (1j. Bx C B, i By C B)) takve da je

2 2

|EC18; % 8)) +1°/16.

> ||B(f18x x By)

L2(XXY) L2(XXY)

Dokaz. Primijenimo prethodnu lemu na funkciju f — E(f|8x X By): X XY — [0,1] 1
nadimo skupove A € X'i B € Y za koje je

4
>1
4

[ 10100 - BBy x By PPy )
XXY
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Neka je konacan faktor 8} jednak o-algebri generiranoj skupovima iz By i skupom A, tj.
B = 0(Bx U{A}) i neka je konacan faktor B}, jednak o"(8y U {B}). Jasno je da su B} 1 B},
sloZenosti najvise m + 1. Racunamo

fm LA L0 ) — B(IBx X By)(x. ) dP(x)dPy(y)
= fxxy E(lAlg(f — E(f1Bx X By))IB % ny)(x, ) dPx(x)dPy(y)
_ fx ) L) LB 1B) X By)(x, ) - E(f1Bx X By)(x, ) dPy(x)dPy().
Pri tome smo u prvoj jednakosti iskoristili propoziciju(3.1.12} a u drugoj propoziciju|3.1.14

i Cinjenicu da su A i B izmjerivi u odnosu na faktor 8} odnosno 8. Primjenom Cauchy-
Schwarzove nejednakosti dobivamo

1l sllzoon [ EGIBY X B) ~ BIBy x B .. 2 %4
Ocjenjivanjem |[141p]l;2(xxy) < 1 zakljuCujemo da je
.
[E18; % 8~ 1B x B0, 2 T

pa kako je E(f|8x X By) okomito na E(f|8} X B}) —E(f|8x X By) (vidi propoziciju[3.1.13)
iz Pitagorinog teorema slijedi

8
2 2 n
+ —. O
2xxy) 16

[E(1By x 7))

> | E(fIBx x By)

L2(XxY)

Iteriranjem prethodne leme vidimo da strukturu funkcije f moZemo proizvoljno dobro
aproksimirati jednostavnim izmjerivim funkcijama. Naravno, ako Zelimo bolju aproksima-
ciju, aproksimirajuca funkcija bit e kompliciranija tj. imat ¢e veéu sloZenost. Ovo ¢emo
dokazati u sljedecoj lemi.

Lema 3.3.4. Neka su (X, X, Py) i (Y,Y, Py) vjerojatnosni prostori i f: X XY — [-1,1]
proizvoljna funkcija. Neka su joS By € X i By C Y konacni faktori na X odnosno Y
sloZenosti najvise m i n > 0 proizvoljna konstanta. Tada moZemo prosiriti faktore By i By
do faktora B i B, sloZenosti najvise m + 16/ n® tako da je

| £ - (18, x B))

<n.
02(XxY) 77

Dokaz. Konstruirajmo niz parova kona¢nih faktora (8%, 8Y), (By, 8}), (8%, B), ... tako
da faktori 8, i 8, imaju sloZenost najvise m + i, za svaki indeks i > 0.
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Neka je 8% = By i B) = By. Pretpostavili smo da je sloZenost tih faktora najvise m.
Ostatak niza konstruiramo induktivno koristeci prethodno dokazanu lemu Pretpos-
tavimo da smo ve¢ definirali faktore B, i B}, sloZenosti najvise m + i.

: _ i @i

Ako je |F—EC leXxBy)| S

B, = B, 18, = B, dobivamo da vrijedi:

< 1, onda stajemo s konstrukcijom niza i izabiranjem

e B 1B su sloZenosti najvise m + i,

o |/ -E(18y xB)) <.

O2(XxY)
Ovo dokazuje teorem ako je i manji ili jednak od 16/n8.

U suprotnom je || f — E(f1B% X B.)llo2xxy) = 17 pa primjenom leme moZemo naéi
faktore B! 1 BiH! sloZenosti najvise m + i + 1 takve da vrijedi
e

||E( fIBi! x Birh coon 16

> || B(/1B x B))

L2(XXY)

Ponavljamo ovaj postupak, drugi slu¢aj moze se dogoditi najvise 16/7® puta. Zaista,
uvjetno ocekivanje funkcije f nad bilo kojim faktorom uvijek poprima vrijednosti u inter-
valu [-1, 1] pa je ||E( 1B, x B) P, 1 za svaki indeks i. Ako se dogodi drugi slucaj,
iz leme znamo da se L?-norma mora povecati za n°/16. Prema tome, to se moze
dogoditi najvise 16/n® puta, inade bi L>-norma premasila 1 (vidi nejednakost. |

Koriste¢i ovu tehniku aproksimacije lako ¢emo dobiti naivnu varijantu leme o regular-
nosti.

Teorem 3.3.5 (Naivna lema o regularnosti). Neka su (X, X, Px) i (Y, M, Py) vjerojatnosni
prostori, n > 0 konstanta i f: X X Y — [0, 1] proizvoljna funkcija. Tada postoje konacni
faktori By na X i By na Y sloZenosti najvise 16/n® takvi da f ima dekompoziciju f = fi+ fa,
pri Cemu vrijedi:

o (fi1 je strukturirana) fi = E(f|Bx X By),

* (f2je pseudoslucajna) || follo2xxy) < 1.

Dokaz. Neka je B% o--algebra generirana samo skupom X i 89 o--algebra generirana samo
skupom Y. Ti faktori su sloZenosti 0. Primijenimo prethodnu lemu na ovako izabrane
faktore B‘))( 1 B(} 1 konstantu 7 iz iskaza teorema. Nalazimo faktore By i By sloZenosti
najvise % za koje je

|f ~BUABx X BN Ly, <7

Dakle, dovoljno je uzeti fi = E(f|Bx X By) i o = f — E(f|Bx X By) i dokazali smo
tvrdnju. m|
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Napomena 3.3.6. Strukturiranost uvjetnog ocekivanja mjerimo sloZenosc¢u faktora nad ko-
jim je to uvjetno ocekivanje definirano. Konacan faktor sloZenosti najvise m ima najvise 2"
atoma, zbog Cega je uvjetno ocekivanje nad tim faktorom jednostavna izmjeriva funkcija
koja poprima najvise 2" razliitih vrijednosti.

Prethodna dekompozicija je, naravno, jako slicna naivnoj dekompoziciji iz proslog po-
glavlja (teorem [2.4.1)), ali primijetimo da smo za razliku od proslog poglavlja u ovoj de-
kompoziciji puno konkretniji. To¢no smo odredili da strukturiranost mjerimo sloZenoscu
faktora, a pseudoslucajnost drugom box-normom. Poanta proslog poglavlja bila je poka-
zati kako je ideja u pozadini lema o regularnosti dovoljno opcenita da slicne dekompozicije
mozZemo dobiti bez obzira koju normu za pseudoslucajnost izaberemo.

Sada se vratamo na zavr$ni dio dokaza leme o regularnosti, tj. teorema|3.3.1

Dokaz. Konstruirat éemo niz parova kona¢nih faktora (8., 8%) zai = 0, 1,2, ... sloZenosti
najvise M; koristeci lemu 3.3.4]

Stavimo B = o({0, X}) i B) = o({0, Y}). To su faktori sloZenosti 0, §to je manje od
M; = 1. Pretpostavimo da smo definirali kona¢ne faktore B i 8!, sloZenosti najvise M; za
neki i > 0. Iskoristimo lemu sn = F(M;)"" da nademo faktore 85! i Bi! sloZenosti
najviSe M; + 16F(M;)? (5to je po konstrukciji niza jednako M, ) tako da vrijedi
1

< —_-

|/ =28 % B o, < T

Za svaki indeks i imamo dekompoziciju
f = E(fI1By x B)) + [E(f1BY' x By") — E(f18} x B)| + [ - E(18Y" x 8.
U propoziciji [3.3] dokazali smo da je
2

1> ) |[BUIBY! x 87H - E(1B) x B))

i=1

L2(XXY)

pa primjenom Dirichletovog principa vidimo da najvise £~2 pribrojnika oblika
E(f1By" x By") - E(fIB X BY)

moZe u L? normi biti veée od &. Dakle postoji indeks 0 < k < |&72] takav da je

[ECIB5 X Bi™) - B(f18) x B)

L2(XxY) e
Sada je dovoljno uzeti

fi = B(fI8} x B}),

£ =f-E(fI8¢ x 8§,

[y = E(f18Y" x By'") — E(f18y X B))

1 dobivamo dekompoziciju koju smo Zeljeli. m|
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Uocimo da smo ovaj koncept dokaza zapravo ve¢ vidjeli u dokazima primjera leme
o regularnosti (teorem [2.1.1)) i u dokazu funkcionalne varijante leme o regularnosti (te-
orem [2.4.2). Stvar je u tome da smo u sva tri slu¢aja nasli puno dekompozicija kod kojih
smo zadovoljni ocjenama na strukturirani i pseudoslucajni dio. Takvih dekompozicija je
bilo dovoljno da bismo primijenili Dirichletov princip 1 nasli dekompoziciju kod koje je
1 ocjena na greSku zadovoljavaju¢a. Dokaz funkcionalne varijante ipak se donekle razli-
kuje jer smo tamo, umjesto da iskoristimo Dirichletov teorem, pretpostavili da nam niti
jedna dekompozicija ne odgovara i pokazali da tih dekompozicija onda ima previse. Ko-
liko nam dekompozicija stvarno treba ovisi o greski koju dozvoljavamo. Ako dozvolimo
vecu gresSku, dovoljno nam je manje dekompozicija i obratno. Primijetimo da smo u sva tri
dokaza dobili istu ocjenu |£~2| na maksimalan broj dekompozicija koje su moguée bez da
postoji dekompozicija koju trazimo.

S druge strane, razlozi zbog kojih ne moze postojati puno dekompozicija su razliciti
(Cesto je bitna odredena L?> norma). Takoder se razlikuju i tehnike kojima konstruiramo
dekompozicije kod kojih smo zadovoljni s ocjenama na strukturirani i pseudoslucajni dio.

Za kraj, primijetimo da smo u upravo dokazanoj lemi o regularnosti, za razliku od funk-
cionalno analitiCke varijante dodatno dobili i da su fi i f; + f5 sadrZane u segmentu
[0, 1]. Kasnije ¢e se ovo pokazati vazno za kombinatorne primjene.

3.4 Vjerojatnosna lema o uklanjaju trokuta

Napomena 3.4.1. Da bismo si olaksali baratanje s konstantama iskoristit cemo O notaciju.
Neka je x € R neka varijablai F': R — R proizvoljna funkcija. Oznaka O(F(x)) u formuli
zamjenjuje izraz G(x) takav da vrijedi |G(x)| < CF(x) za neku konstantu C > 0 koja
ne ovisi o x. Cesto postoji viSe konstanti za koje tvrdnja vrijedi, pogotovo kada radimo s
nejednakostima. Poanta je u tome da nam nije bitno kolika je tocno vrijednost te konstante,
nego samo Zelimo znati da takva konstanta postoji. Istu oznaku koristimo i ako imamo vise
od jedne varijable, samo §to u tom slucaju podrazumijevamo da konstanta ne ovisi niti o
jednoj od tih varijabli.

Ukoliko pak Zelimo oznaciti da konstanta ovisi o nekoj varijabli, tu varijablu ¢emo
pisati u indeksu. Na primjer, ako su x i y varijable i F' funkcija, onda oznaka O,(F(x,y))
zamjenjuje izraz G(x,y) takav da vrijedi |G(x,y)| < CF(x,y) za neku funkciju C: R — R,
koja nas ponovno ne zanima precizno, nego nam je samo bitno da ona postoji.

Da bismo vjerojatnosnu varijantu leme o regularnosti mogli iskoristiti za dokaz Rotho-
vog teorema, potrebna nam je malo generalnija formulacija koja istodobno dekomponira
tri funkcije.

Teorem 3.4.2 (Simultana lema o regularnosti). Neka su (X, X, P,), (Y, ¥, Py) i (Z,Z,P;)
vjerojatnosni prostori i neka su f: X XY — [0,1],g: YXZ - [0,1]ih: Zx X — [0,1]
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izmjerive funkcije. Izaberimo konstantu & > 0 i rastucu funkciju F: N — N. Tada postoji
prirodan broj M = OF (1) te konacni faktori By, By i B slozenosti najvise M takvi da se
sve tri funkcije f, g i h mogu istovremeno dekomponiratikao f = fi+f+f;, g = g1+82+83
i h = hy+ hy + hs tako da vrijedi:

e (f1, g1 1 hy su strukturirane)

fi =E(fIBx X By), g1 =E@Byx8By), h =EhB;X Bx),

® (f2 g i hy su pseudoslucajne) || f>|lo2xxy)» 182llo2(rxz)s [1h2llo2zxx) < ﬁ

® (f3, 831 h3 sumale) ||f3||L2(X><Y)a ||83||L2(sz), ||h3||L2(Z><X) <eg

o funkcije fi, fi + f3, g1, &1 + &3, h1 i hy + hs poprimaju vrijednosti u segmentu [0, 1].
Dokaz je slican dokazu prethodnog teorema.

Dokaz. Definirajmo induktivno niz prirodnih brojeva (M;):2, formulom
My = M; +2- 16F(M,)®
1 poCetnim uvjetom M, = 1. Konstruirat ¢emo i niz trojki konacnih faktora

(Bx (D), By (i), Bz(1))

sloZenosti najvisSe M;, zai = 0, 1, 2, .. .. PoCetna trojka faktora dana je s Bx(0) = o ({0, X}),
By(0) =0({0,Y}) 1 82(0) = 0({0, Z}). SloZenost svakog od tih faktora je, naravno, 0.
Pretpostavimo da smo ve¢ konstruirali faktore Bx(i), By(i) i Bz(i) sloZzenosti najvise
M; za neki indeks i. Primijenimo lemu na funkciju f i konstantu = F(M;)™! te
povecajmo konacne faktore By (i) 1 By (i) do faktora Bx (i)’ 1 By (i)’ takvih da vrijedi

£ = EGA1Bx (Y x By(iY)

< —.
Oxxxy) — F(M;)

Slozenosti faktora By(i)’ i Bx(i)’ su onda najvise M; + 16F(M;)3. Primijenimo ponovno
lemu |3.3.4|na funkciju g i poveéajmo konacne faktore By (i)’ 1 Bz(i) do faktora By(i + 1) i
B,(i) takvih da je

1
<

H g —E(@By(i + 1) x B,(i)) 2oxz = FOM)

Pri tome je sloZenost faktora By(i + 1) najvise M, +2 - 16 F(M;)3, a sloZenost faktora B,(i)’
najvise M; + 16F(M;)3.
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Mali problem predstavlja to Sto za faktore Bx(i)' 1 By(i + 1) viSe ne moZemo tvrditi da
vrijedi

NV} ; 1
||f —E(f18x()) x By(i + 1))‘ 02(XxY) = m

Primijenimo lemu jo$ i na funkciju & 1 pove¢ajmo faktore B(i) 1 8/,(i) do faktora
Bx(i+ 1)1 Bz(i + 1) tako da vrijedi

L
O2xxy) = F(M;)
Nakon toga je sloZenost obaju faktora Bx(i+1) i B,(i+ 1) najvise M;+2-16F(M;)3. Ovime
smo gotovi s konstrukcijom niza. Bitni su i medufaktori Bx(i)’, By(i)’ 1 B(i)’, iako oni
formalno ne spadaju u niz kojeg smo upravo konstruirali.
Za svaki indeks i napravimo dekompoziciju

o fi = E(fIBx() X By(D), f; = f — E(fIBx(i)’ X By(i)), f; = E(fIBx(i)’ X By(i)) -
E(f1Bx(i) X By (1))

o g\ = E@IBy()XB(0), & = g—E(gIBy(i+ 1) X B(i)), g5 = B(glBy(i+1)x B,(i)) -
E(glBy (i) x B2(i))

o 1 = B(hB(i) x Bx(i)), y = h — E(h|B(i + 1) x Bx(i + 1)), ki = E(hB,(i + 1) x
By (i + 1)) — E(f18z(i) x Bx(i))

Primijetimo da se iz gornjih formula vidi da za svaki indeks i funkcije koje su navedene
u Cetvrtoj tocki iskaza poprimaju vrijednosti u segmentu [0, 1].

Kako su f, g i hu L* normi omedeni s 1 a f, g% i h} disjunktni dijelovi odgovarajucih
suma (vidi jednakost (3.3))), dobivamo da je

| = BBy (i + 1) x By(i + 1) |

[Se]
2 m m
D (I gy + 185 iy + WS ) < 3
P
Vidimo da najvise 372 ¢lanova ovog reda moZze, u L? normi, biti veée od £2. To znaci
da moZemo na¢i indeks k izmedu 01 | 372 takav da je

k k k
W53 llexxr < & lgllegxzs <& IImsllegxx < .

Za taj k dobivamo dekompoziciju koju trebamo. Primijetimo joS da konstrukcija niza
(M;):2, pokazuje da najveca vrijednost konstante M = M ovisi samo o Fi €. O

Sada ¢emo demonstrirati primjenu leme o regularnosti da bismo dokazali vjerojatnosnu
verziju leme o uklanjanju trokutd, koja je pak klju¢na komponenta u dokazu Rothovog
teorema. Smisao izraza “uklanjanje trokuta” razjasnit ¢emo u sljede¢em poglavlju, gdje Ce
se stvarno pojaviti trokuti.

Prije toga, prisjetimo se forme A s pocetka ovog poglavlja (definicija[3.2.5).
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Teorem 3.4.3 (Vjerojatnosna lema o uklanjanju trokutd). Neka su (X, X, Px), (Y,Y, Py)
i (Z,Z, Pz) vjerojatnosni prostori. Neka su f: X XY — [0,1], g: Y XZ — [0,1] i
h: Zx X — [0,1] izmjerive funkcije takve da je A(f,g,h) < 6 za neki 6 > 0. Tada
postoje faktori Bx, By i By slozenosti Os(1) i skupovi Exy € Bx X By, Eyz € By X Bz i
Ezx € Bz X By takvi da vrijedi:

o lg, Mg, (0, 2)1Eg,(z,x) =0zasvexe X, yeYizeZ,

o Jiy, fOo0)APx()APY(Y), [, 80,2 dPy()AP), [, h(z,x) dPA2)dPx(x) < €(0).

Pri tome c(6) teZi k nuli kada 6 teZi k nuli tj. c(9) 630 0.

Napomena 3.4.4. U gornjem teoremu kljucna je Cinjenica da c(d) = 0 jer za bilo koji 6
tvrdnja vrijedi ako uzmemo c(6) = 11 Exy = Eyz; = Ezx = 0.

Dokaz. Neka su € 1 F oznake za konstantu odnosno funkciju koje u simultanoj lemi o
regularnosti (teorem smijemo po volji izabrati. Specificirat ¢emo ih na kraju. Is-
koristimo simultanu lemu o regularnosti za dekompoziciju funkcija f, g i . Dobivamo
konstantu M = Op.(1)irastave f = fi+ o+ f3, 8 = g1 + &+ g3 1 h = hy + hy + h3. Ograde
za pojedine ¢lanove raspisane su u iskazu te leme (teorem[3.4.2)). Istaknimo samo ¢injenicu
da fi, fi + f3. 81,81 + &3, h1, hy + hs poprimaju vrijednosti u [0, 1] koju ¢emo Cesto koris-
titi. Utjecaj pseudoslu¢ajnih dijelova na formu A moZemo ocijeniti pomocu teorema|3.2.6
Koristenjem trilinearnosti forme A rastavimo lijevu stranu na 8 dijelova te ocjenjivanjem
njih 7 lako dobijemo sljedecu ocjenu:

A(fi + f3. 81 + g3, + h3) < A(f, g, h) + O(1/F(M)). (3.4)
Definirajmo skupove ES ,,, EY, i E}), s
Exy = |fi 2 & E(f1Bx x By) < ] € By x By,
Eg,z = {gl 2 81/10,E(§§|BY X By) < 8} € By X Bz,
Ejy ={m 2 &/, BB, x By) < £] € B, x By.

Pokazimo da je f “mala” izvan Eg’y. (Za prvu jednakost vidi propoziciju 3.1.12])

£ y) dPy(APY(y) = f £i(5,3) dPx(X)dPy()
Exy

Sf ,fldPXdPY"_f ldpxdpy
{fi<e!/10} {E(f}|BxxBy)>e)

1
< 81/10f 1 dPxdPy + _f E(f;|1Bx x By) dPxdPy
XxY € Jxxy

c
EX Y

1
<&+ il ey, = OE) (3.5)
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Pri tome zadnja ocjena vrijedi kad je £ dovoljno malen (tj. € < 1).
Potpuno analogno dobivamo ocjene

I

Izaberimo bilo koja tri atoma A, B i C u By, By odnosno B tako daje A X B C Eg’(,y,
BxC€eE) ,iCxXAC E%X. Izraz

A((fi + f3)1axs, (81 + &3)1pxc, (M1 + h3)1exa)

8(y, 2dPy(y)dPz(z) = O("") i f h(z, x)dP7(z)dPx(x) = O(c""%).
o

c
Yz ZX

mozemo razdvojiti na zbroj glavnog ¢lana

A (f1laxs, 811sxc, hilexa)

i ostalih ¢lanova. O sumi svih ¢lanova osim glavnog razmisljamo kao o greski i oznacavat
¢emo jus Err. Funkcije fi, fi+f3, &1, - - ., 1 +h3 poprimaju vrijednosti u [0, 1] pa apsolutnu
vrijednost greSke Err moZemo ocijeniti s

A(f311axs 1xcs Lexa) + AL axs, 18311 8xcs 1exa) + Alaxp, 1axe, [hsl1exa).

Zbog definicije skupova EY ,,,

donju ogradu na glavni Clan,

/\(fileB,glleC,h11CxA) > 83“0[\(1AxBaleC,1CXA)- (3~6)

EY_ i EY, nanjimaredom vrijedi fi, g1, h; > &'/'° pa imamo

1z iste definicije imamo E( f32|BX XBy) < & paprimjenom Cauchy-Schwarzove nejednakosti
1 propozicije [3.1.12|dobivamo gornju ogradu

A(f311axss 1xcs Lexa) = f | /3(x, )| dPx(x)dPy(y)dPz(z)

AXBxC

) 1/2
< ( f B(f21Bx X By) dPy()dPy ()P (2))
AXBxC
i f 1dPX(x)dPY(y)dPZ(z))”2
AXBxC

<ol f 1 dPy(0)APy()dP(2)
AXBxC
= 81/2A(1Ax3, Igxcs Lexa) (3.7)

1 slicnu ogradu za g; 1 h;. Nejednakosti i (3.7) pokazuju da je greska Err usporediva
s glavnim ¢lanom. Preciznije,

|Err| < 382 Al axa, 1axcs Lexa) < 381/5A(f11A><B»gllB><C,h11C><A)-
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Ako je £ dovoljno malen, iz ovoga dobivamo “lokalnu” ocjenu

A (filaxs, 811xcs hilexa) < 2A((f1 + f3)1axs, (81 + 83)1xc, (M + h3)1C><A)-

Zbrajanjem po svim takvim atomima A, B i C uzimajuéi u obzir nejednakost (3.4) dobi-
vamo da vrijedi
A (f1 lEgyy, g1 15(}1’ h IES,X) <0@©) +O(1/F(M)).
paje
A(lgg, ey, gy, ) < OE18) + OO F(M)). (3.8)

Definirajmo sada Exy kao podskup od E?(,Y koji je jednak uniji svih atoma A X B iz
Exy takvih da je Px(A), Py(B) > &/2". Ostatak skupa EY , je malen. Zaista, unija svih
atoma iz By vjerojatnosti manje od £/2M ima vjerojatnost najvise & jer By sadrzi najvise
2M skupova. Prema tome

(Px X Py)(Eyy \ Exy) = O(e).

Uzimajuéi u obzir nejednakost (3.5 vidimo da je

SO g (6, )dPx(x)dPy(y) = O(e'"?). (3.9)

XxY

Sli¢no dobivamo i ocjene

f 80, D)1g;, dPy(y)dP2(2) = O(e'"%), (3.10)
Yxz

f h(z, X)1 g dP7(2)dPx(x) = O(e""). (3.11)
ZxX ’

Pretpostavimo sada da funkcija (x,y,z) = 1g,,(x,)1g,, (v, 2)1E,,(z, X) nije identicki
jednaka 0. Tada postoje atomi A € By, B € By i C € B, takvi da je

Leg, (6 )1, (v, D)1E,, (2, x) = 1 zasvex€ A,ye B,zeC.
S jedne strane, iz slijedi
A(Laxg, 1pxcs Lexx) = O(7196) + O™ | F (M),
dok s druge strane dobivamo

A(Laxs, Ipxe, lexx) = Px(A)Py(B)Pz(C) > (g/2M)’.
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Jo§ uvijek nismo odredili konstantu € i funkciju F. Uzmimo F(x) = [2%*&¢™*]. Ideja je
sada naci ovisnost varijable € o ¢ tako da gornje dvije ocjene za dovoljno mali 6 dodu u
kontradikciju.

Kako gornja granica na M ovisi samo o varijabli &, mozemo naci rastuéu bijekciju
y: R* — R* takvu da je y(e) < £*/23" i da y(e) 2 0. Onda za inverz y~! takoder vrijedi
Y (%) “20. Stavimo & = y~1(8), ¢ime postizemo da je & < £*/23*. Ako pustimo da § teZi
u 0 onda i & tezi u nula pa za dovoljno mali 6 gornje ocjene prelaze u

ALaxp, 1gxe, lexx) < 1°0((e/2M)%),
A1 axp, 1xcs lexx) = (8/2M)3-

Pustanjem 6 — 0 odnosno & — 0 dobivamo kontradikciju jer £”/1° tezi u 0. To pokazuje
da se za dovoljno malen ¢ funkcija 1g, ,(x, y)1g,,(y, 2)1£,,(z, X) poniStava identi¢ki. Drugi
dio tvrdnje slijedi iz ocjena (3.9), i (3.11). Buduéi da e — 0 kada § — 0, vidimo da
se tako mora ponasati i c¢(9). |



Poglavlje 4

Primjene u kombinatorici

Na primjeru éemo demonstrirati kako rezultate iz prethodnog poglavlja moZemo iskoristiti
u kombinatorici. Preciznije, dokazat ¢emo Rothov teorem o aritmeti¢kim progresijama.
Zapoc¢nimo s iskazom Szemerédijevog teorema.

Teorem 4.0.1 (Szemerédijev teorem [4]). Neka je A podskup od Z s pozitivnom gornjom
gustocom. Drugim rijeCima,
|JAN[-N,N]|

lim sup e Mg
SN+ L

Tada A sadrZi po volji dugacke konacne aritmeticke nizove.

Napomena 4.0.2. Kada govorimo o duljini aritmetickog niza mislimo na broj ¢lanova u
tom nizu.

Tvrdnju prethodnog teorema naslutili su 1936. godine Erdds 1 Tufan a dokazao ju je
Endre Szemerédi 1975. godine. Szemerédijevom teoremu prethodio je sli¢an, ali mnogo
jednostavniji, Van der Waerdenov teorem. Dokazan je dosta ranije, jo§ 1927 godine, a
njegov iskaz dan je sljede¢im teoremom.

Teorem 4.0.3 (Van der Waerdenov teorem). Pretpostavimo da je skup cijelih brojeva Z
particioniran u konacno mnogo klasa. Tada jedna od klasa sadrZi po volji dugacke konacne
aritmeticke nizove.

Lako se vidi da Van der Weardenov teorem slijedi iz Szemerédijevog jer jedna od klasa
mora imati pozitivou gornju gustocu pa stoga mora sadrzavati aritmeticki niz proizvoljno
velike duljine.

Izmedu dokaza ova dva teorema proteklo je skoro 50 godina i u meduvremenu su do-
kazani posebni slucajevi Szemerédijevog teorema koji garantiraju postojanje aritmetickih

53



POGLAVLIJE 4. PRIMJENE U KOMBINATORICI 54

nizova duljine 3 1 4 u skupovima pozitivne gornje gustoce. Prvi netrivijalni sluc¢aj Sze-
merédijevog teorema, tj. verzija koja garantira postojanje aritmetickog niza duljine 3 poz-
nat je pod nazivom Rothov teorem i ve¢ smo ga viSe puta spomenuli.

Teorem 4.0.4 (Rothov teorem). Neka je A poskup od Z s pozitivnom gornjom gustocom.

Drugim rijecima,

lims |A N[N, N]| >0
1 up—m—m—mm@m@8M8@8M ™ .
N+ 1

Tada A sadrZi aritmeticki niz duljine tri.

Prethodni teorem dokazao je 1953. godine Klaus Roth [2] 1 ovdje ¢emo dati jedan do-
kaz tog teorema. Cinjenica da je za dokaz ovog slu¢aja trebalo Gekati vise od 20 godina
daje naslutiti da ni ovaj prvi netrivijalan slucaj nije jednostavan. Potpuni Szemerédijev te-
orem ipak je prekompliciran da bismo ga ovdje dokazali. Napomenimo samo da je tehnike
koje ¢emo koristiti za dokaz Rothovog teorema moguce proSiriti 1 iskoristiti za traZzenje
aritmetickih nizova vecih duljina.

Navedimo joS i1 da su 2004. godine Ben Green 1 Terence Tao dokazali Green-Tao te-
orem, koji se tematski nastavlja na do sada spomenute rezultate.

Teorem 4.0.5 (Green-Tao). Neka n(N) oznacava broj prostih brojeva manjih ili jednakih
N. Ako je A podskup skupa prostih brojeva takav da je
JAN{1,2,...,N}|

lim su > 0,
Vel (V)

onda za svaki prirodan broj k, skup A sadrZi beskonacno mnogo aritmetickih nizova duljine
k. Posebno, skup prostih brojeva sadrZi aritmeticke nizove po volji velike duljine.

Napomenimo kao zanimljivost da je sasvim drugi problem na¢i konkretne vrlo duge
aritmeticke nizove u skupu prostih brojeva. Trenutni rekord (iz 2015. godine) drzi Bryan
Little s aritmetickim nizom duljine 26.

4.1 Dokaz Rothovog teorema

Pokazimo prvo da sljedeci teorem implicira Rothov teorem (teorem 4.0.4)).

Teorem 4.1.1 (Ciklicka verzija Rothovog teorema). Neka je N € N prirodan broj i neka je
A neki podskup od Z/NZ. Ako postoji 6 > 0 takav da je |A| > 0N, onda A sadrZi barem
c(6)N? aritmetickih progresija duljine 3 (Govorimo o aritmeti¢kim nizovima u odnosu na
operaciju zbrajanja mod N). Pri tome je c(6) > 0 i ne ovisi o N ni o skupu A.

Propozicija 4.1.2. Ciklicka formulacija@.1.]implicira Rothov teorem (teorem [4.0.4)).
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Dokaz. Neka je A poskup od Z koji ima pozitivnu gornju gustocu. To znaci da postoji
konstanta 6 > 0 (moZda malo manja od samog limesa superiora) tako da moZemo naci
proizvoljno velik prirodan broj N za kojeg je |A N [-N, N]| > (2N + 1)d. Iskoristimo to da
nademo dovoljno velik N za koji je ¢(6/3)N> > 1. Tada vrijedi barem jedna od sljedece
dvije tvrdnje

e AN{0,1,...,N}| > No
e AN{-N,-N+1,...,-1,0}| > No

Zrcaljenjem skupa A (tj. operacijom A — —A), ako je potrebno, moZemo postici da vrijedi
prva tvrdnja. Pritom smo iskoristili da su aritmeticki nizovi u skupu —A upravo zrcaljeni
aritmeticki nizovi iz A. Dakle, bez smanjenja opCenitosti mozemo pretpostaviti da vrijedi

|AN{O,1,...,N}| > No. 4.1)

Ulozimo sad skup A N {0, 1, ..., N} u ciklicku grupu Z/3NZ. 1z jednakosti (4.1)) slijedi
1)
[ANn{0,1,...,N}| > (3N)§

pa primjenom ciklicke verzije Rothovog teorema vidimo da u skupu AN{0, 1, ..., N} postoji
barem ¢(6/3)(3N)? > 1 aritmeti¢kih nizova duljine 3. Ovdje treba malo pripaziti jer su to
aritmeticki nizovi u odnosu na operaciju zbrajanja u grupi Z/3NZ. Oni openito ne moraju
biti aritmeticki nizovi u Z (moguce je da dode do “prelijevanja”), ali u ovom konkretnom
slu¢aju to jesu aritmeticki nizovi i s obzirom na operaciju zbrajanja u Z.

Zaista, neka je x, x + d i x + 2d neki aritmeti¢ki nizu A N {0, 1,..., N} s obzirom na
operaciju zbrajanja modulo 3N. Znamo da su x i x + d u intervalu [0, N] pa se d moze
nalaziti ili u intervalu [0, N] ili u intervalu [2N + 1,3N — 1]. Ako se d nalazi u intervalu
[2N +1,3N — 1] onda na aritmeticki niz x, x+d, x +2d moZemo gledati kao na niz (x +2d),
(x+2d)—d, (x+2d)—2d pri ¢emu je —d sad u intervalu [0, N]. Prema tome, bez smanjenja
opcenitosti mozemo pretpostaviti da je d u intervalu [0, N]. No, onda su zbrojevi x + d i
x+2d (gledano s operacijom zbrajanja u Z) manji od 3N pa je niz x, x+d, x+2d aritmeticki
niziuZ. O

Na redu je dokaz teorema Za prirodan broj N Zelimo u svim dovoljno velikim
podskupovima od Z/NZ naci “mnogo” aritmetickih nizova duljine 3. Pod mnogo arit-
meti¢kih nizova mislimo na broj koji raste proporcionalno s kvadratom od N tj. broj reda
veli¢ine O(N?). Nizove koji imaju sve ¢lanove jednake obi¢no ne smatramo aritmeti¢kim
nizovima, medutim, za ovaj dokaz klju¢no je uzeti u obzir i takve nizove. Dakle pod arit-
metickim nizom u ovom dokazu podrazumijevamo bilo koji trojku brojeva

x,x+d,x+2d zabilokojiizbor x,d € Z/NZ.
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Primijetimo da se medu ovim trojkama, osim trivijalnih nizova, mogu pojaviti i deformi-
rani nizovi x, x +d, x ako je d = N/2. Ipak, trivijalnih nizova ima to¢no N a degeneriranih
najvise N (ako je N paran) pa je broj ovih “nezanimljivih” nizova reda O(N). Stvar je u
tome da ako dokaZemo da je broj aritmetickih nizova, zajedno s ovim nezanimljivim nizo-
vima, reda O(N?) onda mozemo zakljuciti i da je broj pravih aritmeti¢kih nizova takoder
reda O(N?). Drugim rije¢ima, za dovoljno velik N, nezanimljivih nizova je premalo da bi
utjecali na rezultat kojeg Zelimo dokazati.
Neka je A neki skup u Z/NZ. RjeSenja sustava

n €A,
n +d €A, 4.2)
n +2d €A,

su upravo aritmetic¢ki nizovi duljine tri u A. Znaci, dovoljno je na¢i mnogo rjeSenja ovog
sustava. Uvedimo dodatnu varijablu zamjenom n = —x, — 2x3, d = x; + X, + x3, ¢ime

dobivamo sustav
—Xx, —2x3 €A,

X1 —Xx3 €A, 4.3)
2)C1 +X €A.

Zbog neodredenosti sustav (4.3)) ima tono N puta viSe rjeSenja nego sustav (4.2). Prednost
sustava {4.3] u odnosu na sustav [4.2]je u tome $to ga moZemo modelirati grafom, §to cemo
sad pokazati. Konstruirajmo graf G tako da se skup vrhova sastoji od tri kopije grupe
Z/NZ; oznacimo ove kopije redom s V;, V, 1 V3. Bridove ¢emo zadati relacijama iz (4.3):

e [zmedu vrhova v, € V, i v3 € V3 postoji brid ako je —v, — 2v; € A,
e izmedu vrhova v, € V1 v; € V; postoji brid ako je vi — v; € A,
e izmedu vrhova v; € V; 1 v, € V, postoji brid ako je 2v; + v, € A.

Problem koji Zelimo rijeSiti ovime smo sveli na pronalaZzenje dovoljno mnogo trokuta u

grafu G. Zaista, ako varijable x;, x, i x3 zadovoljavaju sustav (4.3)) onda je x; € Vi, x, € V;

1 x3 € V trokut u G. Obrnuto, ako je a, b 1 ¢ trokut u G, nemoguce je da su neka dva od ta

tri vrha u istoj kopiji Vi, V; ili V3 jer u G ne postoje bridovi unutar jedne kopije. Zato te
vrhove moZemo oznaciti s v; € Vi, v, € V, 1 v3 € V3 1 oni zadovoljavaju relacije iz (4.3).

Dakle, dovoljno je na¢i mnogo trokutd u grafu G. Primijetimo da u ovom grafu vec

znamo neke trokute; to su trokuti koji odgovaraju trivijalnim aritmeti¢kim nizovima. Dru-

gim rije¢ima, znamo N|A| > SN rjeSenja za koja je d = x| + x» + x3 = 0, tj. to su rjeSenja

sustava

—X3 —2X3 € A,

X1 —-x3 €A,

2X1 +X €A,

Xy +x +x3 =0.

(4.4)



POGLAVLIJE 4. PRIMJENE U KOMBINATORICI 57

Posluzit ¢emo se jednom zanimljivom lemom, Ciju generalizaciju smo ve¢ vidjeli (vidi

teorem [3.4.3).

Teorem 4.1.3 (Lema o uklanjanju trokutd). Neka je G graf s N vrhova koji sadrZi najvise
ON? trokutd za neki 6 > 0. Tada postoji konstanta c(0) takva da moZemo ukloniti najvise
c(6)N? bridova iz G i dobiti graf koji ne sadrZi niti jedan trokut. Konstanta c() ne ovisi o

N ivrijedi c(6) 6—_>0> 0.
Zanimljivija nam je kontrapozicija ove leme.

Teorem 4.1.4. Neka je G graf sa N vrhova koji sadrZi barem 6N* trokutd koji nemaju
zajednickih bridova. Tada G mora sadrZavati barem c¢(6)N° trokutd za neku konstantu
c(0) > 0 koja ovisi samo o0 9.

Napomena 4.1.5. Dvije konstante koje smo u prethodna dva iskaza oznacili s ¢(d) nemaju
veze jedna s drugom.

Primijetimo da N|A| > 6N? trokutd koji odgovaraju trivijalnim nizovima nemaju za-
jednickih bridova. Zaista, neka su Aabc 1 Aabd takvi trokuti u G koji imaju zajednicki brid
ab. Pretpostavimo recimo da je a u Vi, a b u V; (ostali slu¢ajevi su sli¢ni). Oba trokuta
zadovoljavaju sustav 4.4]iz kojega se lako dobije da vrijedi

c=—-a-b=d

pa su trokuti Aabc i Aabd jednaki. To znaci da dva razli¢ita trokuta koji dolaze od trivi-
jalnih aritmetickih nizova ne mogu imati zajednicki brid. Primjenom kontrapozicije leme
o uklanjaju trokuta (teorem slijedi da moZemo naéi c(6)N? rjeSenja sustava No
svakom aritmetickom nizu odgovara to¢no N takvih rjeSenja pa smo zapravo nasli c¢(5)N>
aritmeti¢kih nizova u A. Ovdje su ukljuceni trivijalni i degenerirani aritmeticki nizovi,
ali njih je premalo da bi utjecali na tvrdnju, Sto smo ve¢ komentirali. Time je dokazan

teorem {.1.1] a posljedi¢no i teorem [4.0.4]

4.2 Dokaz leme o uklanjanju trokuta

Ostalo je joS dokazati lemu o uklanjanju trokuta. TeZi dio posla smo zapravo ve¢ obavili u
teoremu [3.4.3] Pokazat ¢emo da je taj teorem generalizacija ove leme (teorema[4.1.3).

Propozicija 4.2.1. Vjerojatnosna lema o uklanjanju trokuta (teorem [3.4.3)) implicira lemu
o uklanjanju trokuta (teorem @4.1.3).
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Dokaz. Neka je G graf s N vrhova koji sadrzi najviSe 6N° trokutd. Ozna¢imo s ¢ funkciju
bridova grafa G i stavimo uniformnu mjeru u na skup vrhova V grafa G. Ako primijenimo
formu A (vidi definiciju [3.2.5)) na funkciju £, dobivamo

1
A6 = f {02 0) duQApO)AUE) = 15 ) L L0 LG ).
VxXVxV

x,y,z6V

iz ¢ega vidimo da u ovom slucaju forma A broji trokute u grafu G. Zbog toga iz pret-
postavke slijedi da je A(¢,¢,¢) < 6. Primijenimo lemu [3.4.3]iz proslog poglavlja tako da
izaberemo

e (X, X,Px) =Y, Y,Py)=(Z,Z,P7) = (V,P(V), ),
o f=g=h={:VXxV—>]01]

Nalazimo skupove Eyy, Eyz 1 Ezx (ovo ne moraju biti isti skupovi makar su u nasem
konkretnom slucaju X, Y i Z jednaki) takve da vrijedi

() du(x) < e(8) i pri tome ¢(8) > 0

c
EX,Y

(sli¢na tvrdnja vrijedi za skupove Eyz i Ezx) i da je funkcija 1z, ,(x, )1, (v, 2D)1£,,(2, X)
identicki jednaka 0. Neka je E = Exy N Eyz N Ezx. Na taj skup treba gledati kao na skup
bridova koje ¢emo zadrzati. Odmah se vidi da je

fé(x,y)duxusf gduxwrf
E Eyy E

Takoder, 1z(x, y)1£(y,2)1£(z, x) je jednako O za sve x,y i z iz G. Stoga, ako iz grafa iz-
bacimo sve bridove koji nisu u E, izbacit éemo samo 3c(§)N? bridova i dobit éemo graf
koji uopcCe ne sadrzi trokute. Pri tome vrijedi da 3¢(6) — 0 kada 6 — 0 pa smo dokazali
teorem. O

ldu ><,u+f Jdu X u < 3c¢(9).
EC

c
Yz ZX
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Sazetak

Ovaj rad daje dokaze funkcionalno analitickih i vjerojatnosnih varijanti Szemerédijeve
leme o regularnosti i medusobno ih usporeduje. Dokaz funkcionalne varijante bazira se na
Hahn-Banachovom teoremu o separaciji, dok je dokaz vjerojatnosne varijante elementaran
1 koristi samo osnove teorije vjerojatnosti. Kroz cijeli rad motivaciju pruza Szemerédijev
teorem o aritmetickim nizovima. Posebni slucaj ovog teorema, Rothov teorem, dokazan je
koriStenjem vjerojatnosne varijante leme o regularnosti.



Summary

This paper gives proofs of functional analytic and probabilistic variants of the Szemerédi
regularity lemma and compares them with each other. The proof of the functional variant is
based on the Hahn-Banach separation theorem, while the proof of the probabilistic variant
is completely elementary and uses only basic probability theory. Throughout the thesis,
Szemerédi’s theorem on arithmetic progressions provides the main source of the motiva-
tion. A special case of this theorem, Roth’s theorem, is proved using the probabilistic
variant of regularity lemma.
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