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Uvod

Vjerojatnost je jedna od vaZnijih tema u matematici. Osim matemati¢arima, ona je bliska
i svakom drugom covjeku posto smo svakodnevno okruZeni informacijama iz okoline koje
su vezane uz pojam vjerojatnosti. Tako i uCenici nesvjesno koriste pojmove iz teorije vje-
rojatnosti tijekom cijelog Zivota. Stoga je korisno usvojiti osnovne pojmove vjerojatnosti
tijekom obrazovanja.

Medutim, vjerojatnost je trenutno u nasim Skolama zastupljena u maloj mjeri, a ako i
jest, naglasak je na rjeSavanju problema koriste¢i dane formule i definicije bez razumije-
vanja. Cilj moderne nastave matematike je ucenike tijekom nastavnog procesa voditi kroz
otkrivanje i istrazivanje, gdje je fokus na konceptualnom razumijevanju i razvoju kritickog
miSljenja. Ucenicima se vjerojatnost moze predstaviti na zanimljiv i njima razumljiv nacin.
Jedan od nacina je vizualizacija vjerojatnosnih problema. Moderne tehnike vizualizacije
omogucuju ucenicima sistemati¢no rjeSavanje problema, uz naglasak na vizualnom pos-
tavljanju zadataka, a zatim ocitavanje rezultata koje prati i prigodna interpretacija. U ovom
radu predstavljeni su primjeri takvih vizualizacija.

U prvom poglavlju navedeni su osnovni pojmovi iz teorije vjerojatnosti koji se koriste
u tehnikama vizualizacije opisanima u ovom radu. Osim toga, istaknut je koncept vjero-
jatnosti unutar matematickog podrucja kurikuluma s opisanim ishodima ucenja te uloga
vizualizacije.

Prvu tehniku vizualizacije, koju opisujemo u drugom poglavlju, su Vennovi dijagrami,
gdje se dogadaje tretira kao skupove. Korisni su pri vizualizaciji medusobno iskljucivih
dogadaja, algebri dogadaja, ali i pri raCunanju uvjetnih vjerojatnosti. Opisani su primjeri u
kojima trebamo predstaviti dogadaje skupovima, promatrati njihove odnose te ocitavanjem
do¢i do vjerojatnosti pojedinog ishoda. Vennovi dijagrami pomazu ucenicima vizualizirati
situaciju u kojoj su bitni klasifikacija 1 pripadanje grupi.

Nadalje, dvosmjerne tablice iz tre€eg poglavlja prikladne su za prikaz dviju nezavisnih
kategorija tj. prikaz para nezavisnih dogadaja s njihovim komplementima, gdje presjekom
redaka i stupaca oCitavamo vjerojatnosti. Ucenici mogu raunati vjerojatnosti tako da sve
podatke zapiSu u tablicu te potom samo ocitavaju podatke koji su im potrebni i interpreti-
raju vjerojatnosti u kontekstu danog problema.

Najkorisniji trik vizualizacije, koji je ve¢ uvrSten u plan i program nekih Skola, je sta-
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blo odlucivanja. To je dijagram u obliku stabla kojeg obradujemo u cetvrtom poglavlju.
Korisno je kod sloZenijih zadataka s uvjetnim vjerojatnostima, ali i zadataka s hipotezama
koji se inace rjeSavaju primjenom Bayesovog teorema. Na zanimljivim primjerima moZe se
vidjeti kako se crta stablasti dijagram, zasto se koristi pravilo umnoska te kako se ocitavaju
vjerojatnosti pojedinih ishoda iz navedenog dijagrama.

Na kraju, kao tema petog poglavlja, geometrijska vjerojatnost je standardni trik pri rje-
Savanju zanimljivih problema svodenjem na racunanje povrsine likova u kojima vjerojat-
nosni prostor mora biti neprebrojiv. Opisani su primjeri aktivnosti otkrivanja geometrijske
vjerojatnosti, te drugi uenicima zanimljivi primjeri za vjezbu.



Poglavlje 1

Vjerojatnost u skoli

1.1 Teorija vjerojatnosti

Vjerojatnost je grana matematike koja ima Siroku primjenu u svijetu oko nas. Intuitivno
je pojam vjerojatnosti jasan svakome bez posebnog definiranja. No u matematici je for-
maliziran u okviru teorije vjerojatnosti. Stoga se teorija vjerojatnosti bavi proucavanjem
slucajnih dogadaja te pronalazi zakonitosti i formule za odredivanje moguénosti realiza-
cije dogadaja. U nastavku su opisani osnovni pojmovi iz teorije vjerojatnosti koji ¢e biti
spomenuti u opisu razlicitih tehnika vizualizacije.

U teoriji vjerojatnosti osnovni pojmovi koji se definiraju su pokus (eksperiment) i
ishod (elementarni dogadaj). Za pocetak je vazno definirati prostor elementarnih do-
gadaja. To je skup svih mogucih ishoda slucajnog pokusa, koji se oznacava s Q. Ukoliko je
prostor elementarnih dogadaja jednoclan skup, onda pokus ima samo jedan moguéi ishod.
Prostor elementarnih dogadaja koji ima viSe elemenata koristimo kada postoji viSe mogu-
¢ih ishoda nekog pokusa. Takav pokus nazivamo slu¢ajan pokus. Nadalje, svaki podskup
A C Q naziva se slu¢ajnim dogadajem ili krace dogadajem. Dogadaj A je nastupio ako je
u pokusu realiziran bilo koji od ishoda (elementarnih dogadaja) iz skupa A. Jednostavnije
receno, slucajan dogadaj je dogadaj koji se moZe, ali i ne mora realizirati. Ukratko, svaki
element w € Q naziva se elementarnim dogadajem, a Q2 skupom elementarnih dogadaja.
(vidi knjigu [13]])

Kako se definira vjerojatnost? U knjizi Teorija vjerojatnosti [13] autor intuitivno opi-
suje osnovu vjerojatnosnih metoda: Teorija vjerojatnosti omogucava da se odredi stupanj
mogucnosti (vjerojatnost) pojavljivanja slucajnih dogadaja, te da se dogadaji usporeduju
prema njihovim vjerojatnostima. Intuitivno pod vjerojatnosc¢u dogadaja smatramo broj pri-
druZen tom dogadaju koji je mjera tj. ocjena moguénosti pojavljivanja tog dogadaja pri
jednom izvodenju tog pokusa. Ako pretpostavimo da je prostor elementarnih dogadaja
konacan 1 poznat te da su svi elementarni ishodi slu¢ajnog pokusa jednako moguci, mo-
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Zemo reci da vjerojatnost moZemo odrediti bez iskustva tj. a priori. Prema tome, klasi¢nim
pristupom vjerojatnost definiramo kao omjer broja povoljnih ishoda i broja svih mogucih
ishoda nekog dogadaja.

Definicija 1.1.1. Vjerojatnost P nekog dogadaja A jednaka je:

broj povoljnih ishoda ~ k(A)
broj svih moguih ishoda — k(Q)’

P(A) = (1.1)

Opcenitija definicija je sljedeca (prema knjizi [13]).

Definicija 1.1.2. Neka je Q konacan i neprazan skup. Funkcija P : P(Q) — R je vjerojat-
nost na L ako ona zadovoljava sljedea tri aksioma:

P 1. P je nenegativna funkcija tj.

P(A) > 0, za svakiAinP(Q). (1.2)

P 2. P je aditivna funkcija tj. za bilo koja dva disjunktna podskupa A i B skupa Q vrijedi

P(AU B) = P(A) + P(B). (1.3)

P 3. P je normirana funkcija tj.
PQ)=1. (1.4)

Iz prethodnih definicija slijedi definicija vjerojatnosnog prostora.

Definicija 1.1.3. Uredena trojka (QQ, P(Q), P), gdje je Q konacan skup, P(Q) je partitivni
skup od Q i P je vjerojatnost na € zove se vjerojatnosni prostor.

Pojednostavljeno, moZemo reci da je vjerojatnost mjera mogucnosti da se ostvari neki
dogadaj, koju izrazavamo realnim brojem iz intervala [0,1].

Nadalje, vazni za razumijevanje osnovnih vjerojatnosnih koncepata su i sljedeci poj-
movi:

e Ako smo sigurni da se dogadaj nece zbiti, kazemo da ima vjerojatnost 0 i zovemo ga
nemoguc dogadayj.

e Vjerojatnost 1 pridruZujemo dogadaju koji ce se sigurno zbiti. Takav dogadaj zo-
vemo siguran dogadaj.
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1.2 Vjerojatnost u nastavi

Primjena vjerojatnosti je Siroka. To su razna predvidanja i testiranja dogadaja. Vjerojat-
nosni principi primjenjuju se pri izracunima vremenske prognoze, usporedbi DNK nizova,
proucavanju igara na srecu, raznim testiranjima, a graficke prikaze i procjene vjerojatnosti
susreCemo 1 u reklamiranju te procjeni zdrastvenog rizika. Upravo zbog toga, osnove vje-
rojatnosti dio su gradiva matematike, koje se poucava u odredenoj mjeri, u osnovnim i
srednjim Skolama. Ucenje na realnim problemima i jednostavna istraZzivanja omogucuju
ucenicima shvacanje osnovnih principa vjerojatnosti buduceg dogadaja. No u modernoj
nastavi cilj nam je maknuti se od suhoparnih definicija i formula te u€enike potaknuti na
samostalno razmisljanje i zakljucivanje. Naglasak pri ucenju bi trebao biti na smislenom i
sustavnom organiziranju podataka koje ucenike potice na valjane zakljucke, a ne iskljuivo
na ucenju definicija i pravila [9].

Veza vjerojatnosti s drugim matematickim podrucjima

Vjerojatnost spada u jednu od pet domena matematickog podrucja kurikuluma, naziva Po-
daci, statistika i vjerojatnost. Osnovni ishodi koji se postiZu tom domenom su prikupljanje
1 organiziranje podataka te prikazivanje na razlicite nac¢ine. Osim navedene domene ku-
rikuluma, obrada vjerojatnosti je usko vezana i s domenom Brojevi i mjerenja jer ucenici
procjenjuju i raéunaju vjerojatnosti koriste¢i se osnovnim racunskim operacijama. Vjero-
jatnost povezujemo s:

e razlomcima i postotcima (ucenici ih mogu koristiti pri odredivanju vjerojatnosti ne-
kog dogadaja),

e omjerima (ucenici usporedujuéi vjerojatnosti dvaju dogadaja odreduju njihove om-
jere).

Povezana je 1 s domenom Algebra i funkcije jer uCenici analiziraju dane podatke, tj. vje-
rojatnosti slu¢ajnih dogadaja, a posebno je vazna domena Oblik i prostor jer prikazuju
vjerojatnosne probleme graficki. Treba istaknuti i najvazniju vezu, a to je veza vjerojat-
nosti i statistike, posto je svrha vjerojatnosti odgovoriti na pitanja vezana sa statistikom jer
na temelju tih podataka odredujemo vjerojatnosti dogadaja. Osim Sto vjerojatnost pove-
zuje viSe domena matematickog kurikuluma, ona povezuje i matematiku s ostalim podru-
¢jima kurikuluma jer ima vaznu primjenu u drugim znanostima, posebno u prirodoslovnim
1 drustveno-humanistickim podrucjima.

Ucenici se s osnovnim pojmovima vjerojatnosti prvi puta susreéu u osnovnoj skoli.
Nastavni plan i program predvida ucenje vjerojatnosti u sedmom razredu osnovne $kole.
Klju¢ni pojmovi s kojima se u€enici tada upoznaju su: slucajni dogadaj, relativna frekven-
cija te vjerojatnost slucajnog dogadaja. Od u€enika se o¢ekuje da mogu navesti elemen-
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tarne dogadaje i odrediti koji su povoljni za zadani dogadaj te da znaju odrediti vjerojat-
nost slucajnog dogadaja. Vjerojatnost se obraduje i u Cetvrtim razredima prirodoslovno-
matematickih gimnazija te tehnickih skola koje imaju Cetiri sata matematike tjedno. Uce-
nici ponavljaju nauceno u osnovnoj Skoli, ali i definiraju osnovna svojstva vjerojatnosti,
proucavaju nacine zadavanja vjerojatnosti te se bave uvjetnom vjerojatno$¢u dogadaja
(neke od ovih ideja su prilagodena verzija Nacionalnog okvirnog kurikuluma [4]]).

Uclenicima se vjerojatnost moZe predstaviti na njima zanimljiv i razumljiv nacin, no
trenutno u planu i programu matematike u hrvatskom obrazovnom sustavu koncept vjero-
jatnosti zauzima jako mali dio. U sedmom razredu je veci naglasak na statistici i samom
prikupljanju podataka, dok se u srednjoj Skoli obraduje u Cetvrtom razredu samo nekih
Skola, a i tada je naglasak na definicijima i formulama.

Nasuprot tome, konceptu vjerojatnosti se u obrazovnim sustavima drugih drzava daje
velika vaznost i okrece se interaktivnoj nastavi, gdje je poseban naglasak na jednostavni-
jem razumijevanju osnovnih pojmova teorije vjerojatnosti, a najvise se oslanjaju upravo na
vizualizaciju [17].

S obzirom na to, nastavnici matematike trebali bi motivirati u€enike za rad 1 u njima
pobuditi Zelju za stjecanjem novih znanja. OsmiSljavanje zanimljivih aktivnosti i primjera
cesto je zahtjevan posao jer je potrebno paziti na aktualnost i prilagodenost teme. No svaki
bi nastavnik trebao proucavati i pronalaziti zanimljive nacine kojima bi zainteresirao uce-
nike. Stoga ¢emo u ovom radu navesti neke primjere takvih aktivnosti otkrivanja odredenih
vjerojatnosnih koncepata te njihovu primjenu.

1.3 Vizualizacija vjerojatnosti

Zasto vizualizirati vjerojatnost? Vjerojatnost je svugdje oko nas, ali ju je ponekad tesko
razumijeti. Moderne tehnike vizualizacije omogucuju pojednostavljivanje odredenih for-
mula iz teorije vjerojatnosti, ¢cime se ucenike oslobada formalizma i ucenja formula bez
razumijevanja. Vizualizacijom problema ucenici mogu saZeti podatke, oCitati vjerojatnosti
koje su pri prvom pogledu "skrivene", ali najbitinije je Sto se vizualizacijom mogu pojed-
nostavniti 1 sloZeniji problemi u vjerojatnosti.

Cesto povezujemo vizualizaciju u matematici s crtanjem slika ili dijagrama kao nacin
rjeSavanja problema. Ali ona ima mnogo vecu ulogu u rjeSavanju koja ukljucuje razvoj
ideja 1 diskusiju o rezultatima te razumijevanje. Tri su svrhe vizualizacije (prema [8]):
"uzivljavanje" u problem, modeliranje i daljnje planiranje . Vizualizacija daje uCenicima
prostora da udu dublje u situaciju te razjasne i potvrde svoje ideje prije bilo kakve gene-
ralizacije. Prikazivanjem vjerojatnosnih problema ucenicima se osigurava ocitavanje po-
dataka, zatim analiza danih podataka i dobivenih ishoda na nacin da otkrivaju veze medu
danim podacima te donose zakljucke, odnosno predvidanja.
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Bitno je istaknuti da u susretu sa stvarnim neizvjesnim dogadajima ne trebamo zabo-
raviti da matematicki modeli samo pokuSavaju modelirati tu neizvjesnost. Ve¢ina modela
koriStenih u znanosti ukljucuje tzv. vjerojatnosne komponente, no oni su u pravilu samo
priblizni. Tako priblizni, oni su dovoljno precizni za razne znanstvene i prakticne svrhe, po-
sebno za predvidanje rezultata pokusa. Korisnost modela u predikciji jedan je od glavnih
pokazatelja njihove vrijednosti (vidi [8]).



Poglavlje 2

Vennovi dijagrami

2.1 Vjerojatnost pomocu prebrojavanja skupova

Prvi nacin vizualizacije vjerojatnosnih problema su Vennovi dijagrami. Vennovi dijagrami
su vrsta prikazivanja algebre skupova te operacija s njima. Ucenici se s njima susrecu veé
u niZzim razredima osnovne Skole, gdje rade sa skupovima. Cilj je da ucenici predstave
dogadaje skupovima, promatraju njihove odnose te oCitavanjem dolaze do ishoda nekog
dogadaja, tj. vjerojatnosti pojedinog ishoda. Naime, ukoliko imamo kontekst zadatka koji
mozemo prikazati pomocu skupovnih relacija i operacija, najlakSe ¢emo ih predstaviti Ven-
novim dijagramima.

Vennovi dijagrami su graficki prikaz u kojem se pomocu krugova koji se preklapaju
(ili ne) prikazuju sli¢nosti, razlike i odnosi medu kategorijama ili grupama. Slicnosti medu
grupama predstavljaju se preklapaju¢im dijelovima krugova, a razlike dijelovima krugova
koji se ne preklapaju. Vennovi dijagrami pomaZu ucenicima vizualizirati situaciju u kojoj
su bitni klasifikacija i pripadanje grupi (prilagodeno s [8]]).

Prije primjera zadataka, utemeljimo teorijski skupovne relacije i operacije koje su nam
potrebne za razumijevanje metode rjeSavanja zadataka.

Algebra skupova

Skup je zatvorena cjelina koju Cine njegovi elementi. Svakom pokusu je pridruZen prostor
elementarnih dogadaja € koji predstavlja sve moguce ishode tog pokusa. Dogadaji vezani
uz taj slucajni pokus su podskupovi od Q.

Uvedimo neke definicije [16].

Definicija 2.1.1. Unija dvaju dogadaja A i B, koju oznacavamo A U B, je skup elemenata
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iz Q koji pripadaju barem jednom od tih dogadaja. Prema tome vrijedi:

AUB={weQ|weAiliwe B}.

U vjerojatnosnoj interpretaciji imamo: dogadaj A U B se dogodi ako i samo ako se
dogodi barem jedan od dogadaja A ili B.

Definicija 2.1.2. Presjek dvaju dogadaja A i B, kojeg oznacavamo AN B, je skup elemenata
iz Q koji pripadaju i u A i u B. Prema tome vrijedi:

ANB={weQ|weAiweE B}.

Interpretiramo: Dogadaj A N B se dogodi ako i samo ako se dogode i dogadaj A i
dogadaj B.

Ako je AN B = 0, kaZzemo da se dogadaji medusobno iskljucuju tj. ne mogu se dogoditi
istodobno. Za takve skupove kazemo da su disjunktni. Jednostavno reCeno, disjunktni
skupovi nemaju zajednickih elemenata.

Skupovima je Cesto korisno odrediti i suprotan dogadaj ili komplement.

Definicija 2.1.3. Neka je (Q,P(Q), P) dani vjerojatnosni prostor i A € P(Q) dogadaj.
Suprotni dogadaj dogadaju A je njegov komplement, tj. dogadaj A¢. Vrijedi:

P(A9) = 1 — P(A). 2.1)

Sada moZemo definirati i operaciju razlike:

Definicija 2.1.4. Razlika dvaju dogadaja A i B, koju oznacavamo A \ B, je skup elemenata
iz Q koji pripadaju A, ali ne pripadaju B. Prema tome vrijedi:

A\B=ANB ={weQ|lwecAiw¢B}. (2.2)

Interpretacija glasi: dogadaj A \ B se dogodi ako i samo ako se dogodi dogadaj A i
dogadaj B se ne dogodi.
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Uvjetna vjerojatnost

Osim odredivanja vjerojatnosti nekog dogadaja obzirom na pripadajuéi skup elementarnih
dogadaja, naici ¢emo i na situacije u kojima ¢emo vezano uz neki dogadaj poznavati da se
dogodio i neki drugi dogadaj. Intuitivno je jasno da ée ta dodatna informacija promijeniti
vjerojatnost dogadaja vezanih za njega te cemo tako dobiti novi matematicki model.

Npr. trebamo odrediti vjerojatnost dogadaja A uz poznati dogadaj B. Ulogu prostora
elementarnih dogadaja tj. svih moguéih elementarnih ishoda pokusa preuzima skup B. Ka-
Zemo da dogadaj A ovisi o dogadaju B te nam je cilj odrediti vjerojatnost dogadaja A uz
uvjet da se dogodio dogadaj B te definiramo uvjetnu vjerojatnost (vidi [13]).

Definicija 2.1.5. Neka je (Q,P(Q), P) vjerojatnosni prostor i neka su A i B proizvoljni
dogadaji iz Q takvi da je P(B) > 0. Upvjetna vjerojatnost dogadaja A uz uvjet da se
dogodio dogadaj B jest broj koji oznacavamo sa P(A | B), a definira se sa:

P(ANB)

Broj P(A|B) Cesto krace zovemo uvjetna vjerojatnost od A uz uvjet B.

Iz formule (2.3)) proizlazi pravilo vazno za odredivanje presjeka dvaju dogadaja:
P(A N B) = P(AIB)P(B). (2.4)

Kada neki dogadaj B nema utjecaja na dogadaj A, kazemo da su dogadaji nezavisni, tj.
nezavisni dogadaji su oni u kojima rezultat jednog dogadaja ne utjeCe na rezultat drugog
dogadaja u eksperimentu.

Definicija 2.1.6. Neka je (Q, P(QQ), P) vjerojatnosni prostori A, B C Qtj. Ai B su dogadaji.
KaZemo da dogadaj A ne zavisi od dogadaja B ili da su dogadaji A i B nezavisni, ako
vrijedi:

P(A | B) = P(A). (2.5)

Osim prethodno navedenog pravila, veza uvjetne vjerojatnosti i nezavisnih dogadaja je
sljedeca:
Ako dogadaj A ne zavisi od dogadaja B, tada vrijedi:

P(AN B) = P(A)P(B). (2.6)
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2.2 Primjeri zadataka

Nakon $to smo uveli potrebnu terminologiju, navest ¢emo neke primjere u kojima se vje-
rojatnosti mogu racunati ocitavanjem podataka iz Vennovog dijagrama. Ucenici e razvr-
stavati elemente u skupove s odgovarajucim svojstvima, graficki prikazivati odnose medu
skupovima te o€itavati traZene ishode nekog dogadaja. Ishodi ucenja koji bi se postigli
su racunanje vjerojatnosti dogadaja koristeci vjerojatnost unije, komplementa, presjeka,
definiciju nezavisnosti i uvjetne vjerojatnosti.

U prvom zadatku Ce se prvo baviti gotovim skupovima, gdje ¢e oCitavanjem podataka
iz danog Vennovog dijagrama doci do rjeSenja, a zatim s obzirom na ta rjeSenja ¢e se uvesti
osnovne skupovne relacije 1 operacije te tako otkriti algebra skupova. U drugom zadatku
¢e istraZivati vjerojatnosti na dvije kategorije tj. dva skupa dogadaja, a u treCem zadatku na
tri, u kojem Ce racunati i uvjetnu vjerojatnost pomocu Vennovog dijagrama. Vidjet ¢emo
da i uvjetnu vjerojatnost mozemo odrediti pomocu dijagrama, a osnova je da zapravo skup
svih elementarnih dogadaja postaje skup dogadaja koji oznaCava informaciju koju znamo
te tako u€enici mogu razumijeti $to znaci uvjetna vjerojatnost te je potom nastavnik defini-
rati. Na taj nacin ucenici prvo otkrivaju smisao uvjetne vjerojatnosti, a zatim sami otkrivaju
formulu.

Zadatak 1. (prilagoden iz knjige [17])
Vennov diagram na slici prikazuje broj ljudi u sportskom klubu koji treniraju tenis (T) i
hokej (H).

Slika 2.1: Vennov dijagram 1

Odredi broj ljudi:
a) u tom sportskom klubu,

b) koji treniraju hokej,
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¢) koji treniraju oba sporta,
d) koji treniraju barem jedan od dva sporta,
e) koji ne treniraju nijedan sport.

Rjesenje:
Ocitavanjem vrijednosti iz slike dobijemo:

a) Broj ljudi u sportskom klubu = 15 + 27 + 26 + 7 = 75.

b) Broj ljudi koji treniraju hokej = 27 + 26 = 53.

¢) Broj ljudi koji treniraju oba sporta = 27.

d) Broj ljudi koji treniraju barem jedan od dva sporta = 15 + 27 + 26 = 68.
e) Broj ljudi koji ne treniraju nijedan od ta dva sporta = 7.

Nakon o€itavanja rjeSenja, dobro je s u€enicima provesti diskusiju te zapisati prethodna
rjeSenja pomocu skupovnih relacija te na taj nain uvesti algebru skupova.

a) Ovdje smo odredili veli¢inu skupa svih elemenata.
b) Odredili smo veli¢inu skupa H.

¢) Veli¢ina ovog skupa je zapravo je presjek skupa 7" i skupa H te se na temelju toga
moZe uvesti definicija presjeka skupova (vidi Definiciju [2.1.2).

d) Ovdje se moZe uvesti unija skupova npr. H U T (vidi Definiciju[2.1.1).

e) Naovom primjeru se moZe uvesti komplement skupa, npr. (7' N H) i razlika skupova
npr. S \ (T'U H) (vidi Definiciju|2.1.3|1 Definiciju [2.1.4).

Zadatak 2. (preuzet s [16)])

U studentskoj grupi su 24 studenta. Engleski govori 20 studenata, a njemacki 10. Kolika
je vjerojatnost da slucajno odabran ucenik govori oba jezika, ako dvojica ne govore ni
njemacki ni engleski?

Rjesenje.
Imamo dvije kategorije, a to su {engleski} i {njemacki}.
Prikazimo ih pomo¢u skupova (vidi sliku
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Slika 2.2: Vennov dijagram 2

Pravokutnik predstavlja skup svih mogucih elementarnih dogadaja (€2). Prvo nam je
lako zapisati da dvoje ucenika ne uci nijedan jezik (to je van oba skupa). Algebarski, taj
skup bismo zapisali (A U B)€.

Nadalje, ako ih je joS preostalo 22 te od tih 22 oduzmemo broj ucenika koji uce nje-
macki, dobijemo skup {Eng} \ {Njem} t;.

22 -10 = 12.

Ako ih 20 udi engleski, lako otkrivamo da je u presjeku skupova 8 ucenika. Dakle, vjero-
jatnost da ucenik uci oba jezika je:

P({Eng} N {Njem}) = 2% ~ 0.33.

Zadatak 3. (prilagoden iz knjige [17])
Provelo se ispitivanje grupe od 100 ljudi. Trebali su kusati tri vrste soka te su zabiljeZeni
sljedeci podaci:

e 86 ispitanika se svidio sok A,

89 se svidio sok B,

90 se svidio sok C,

83 se svidio sok A i sok B,

85 se svidio sok B i sok C,

81 se svidio sok A i sok C,
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e 80 se svidjelo sva tri soka.
Kolika je vjerojatnost da:
a) se ispitaniku nije svidio nijedan sok
b) se ispitaniku svidio sok A, ali ne sok B
c) su se ispitaniku svidjeli svi sokovi osim soka C
d) su se ispitaniku svidjela tocno dva od tri soka?

Ako znamo da se ispitaniku svidio sok A, kolika je vjerojatnost da mu se svidio i sok C?
Rjesenje.
Nacrtajmo Vennov dijagram (vidi sliku 2.3).

=
4
1 o
a0
2 2 3 L B

Slika 2.3: Vennov dijagram 3

Imamo tri soka, tj. tri skupa, pa nacrtamo tri kruga koji se medusobno sijeku. UpiSemo
dane podatke u odgovarajuca podrucja, tako da poénemo od presjeka sva tri skupa, a to je

80. Dalje upisujemo na odredena podrucja presjeke dvaju skupova, a zatim popunjavamo
ostala podrucja s obzirom na dane podatke.

a) Broj ispitanika kojima se nije svidio nijedan sok je 4 pa je vjerojatnost jednaka:

4
P(AUBUC)) = 705 = 0.04.
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b) Broj ispitanika kojima se svidio sok A, ali ne sok B oc¢itamo tako da samo gledamo
skupove A i B tj. podrucje (A \ B), atoje 2 + 1 = 3 pa je vjerojatnost jednaka:
3

¢) Broj ispitanika kojima su se svidjeli svi sokovi osim soka Cje2 +3 + 1 = 6 pa je

vjerojatnost:
P((AUB)\ C) =0.06.

d) Da bismo otkrili broj ispitanika kojima su se svidjela to¢no dva soka od tri, gledamo
podrucja presjeka dvaju skupova te tako ocitavamo vrijednosti: 1 +5 + 3 = 9 pa je
vjerojatnost jednaka 0.09.

Ako znamo da se ispitaniku svidio sok A, kolika je vjerojatnost da mu se svidio i sok C?

Ovdje se radi o uvjetnoj vjerojatnosti jer znamo da se ispitaniku svidio sok A. Budu¢i da
imamo tu informaciju, skup svih elementarnih dogadaja sada predstavlja skup A. Trebamo
odrediti koliko ispitanika se svidio 1 sok A 1 sok C (tj. broj elemenata od (A N C)), a to je
81 pa je traZena vjerojatnost po formuli 2.3]jednaka:

P(CNA) 081 _
P(A) 086

P(C|A) = 0.95.



Poglavlje 3

Dvosmjerne tablice

3.1 Koristenje dvosmjernih tablica

Vjerojatnosni problemi se mogu rjeSavati i pomocu tablica, takozvanih dvosmjernih tablica
(eng. two-way tables). Ucenici mogu racunati vjerojatnosti tako da sve podatke zapiSu u
tablicu te potom samo ocitavaju podatke koji su im potrebni i interpretiraju vjerojatnosti u
kontekstu danog problema. Naglasak je na razvoju razumijevanja nezavisnosti dogadaja te
uvjetne vjerojatnosti, posebno razlike izmedu P(A N B) i P(A | B) te da P(A | B) nije isto
Stoi P(B | A). Osim toga, vazno je uociti Sto je u pojedinoj situaciji skup svih elementar-
nih dogadaja, odnosno da se skup svih elementarnih dogadaja smanjuje kada je u pitanju
uvjetna vjerojatnost.

Kasnije éemo objasniti kako se tablica crta, no prije toga ¢emo navesti neke definicije
koje su nam potrebne za razumijevanje raCunanja vjerojatnosti pomocu tablice.

Formula potpune vjerojatnosti

KoriStenje uvjetnih vjerojatnosti moZe olakSati raCunanje vjerojatnosti u sloZenijim sluca-
jevima. Jedna od metoda raCunanja vjerojatnosti je formula potpune vjerojatnosti. Primje-
njuje se kada su dani dogadaji Hy, H, ..., H, koji se medusobno iskljucuju i ¢ija je unija
cijeli Q, dakle siguran dogadaj.

Elemente potpunog sustava dogadaja u teoriji vjerojatnosti nazivamo hipotezama.
Napomena: Hipoteze se medusobno iskljucuju i tocno jedna od njih mora se dogoditi.

Teorem 3.1.1. Neka je (Q, F, P) vjerojatnosni prostor i neka skupovi Hy, H,, ..., H, Cine
potpun sustav dogadaja. Tada za proizvoljan dogadaj A vrijedi:

P(A) = " P(H)P(AH))
i=1

16
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(vidi dokaz u [13]).

Formula potpune vjerojatnosti nam je vazna kada raCunamo vjerojatnosti s medusobno

isklju¢ivim dogadajima, Ciji je zbroj vjerojatnosti 1, te kada istrazujemo vjerojatnosti do-
gadaja uz poznavanje neke hipoteze koja utjeCe na ishod promatranog dogadaja.

Bayesov teorem

Ponekad je korisno razmisljati o raCunanju vjerojatnosti da je postavljena hipoteza istinita
ako utvrdimo da se realizirao neki dogadaj. Za izraCunavanje vjerojatnosti tog oblika moze
se koristiti rezultat poznat pod nazivom Bayesova formula. Jedan od najvaznijih teorema u
teoriji vjerojatnosti je Bayesov teorem.

Pretpostavimo da nam je zadan potpun sustav dogadaja H,, H», ..., H, te da su nam
poznate vjerojatnosti svih hipoteza H;,i = 1,2, ...,n. Nadalje, pretpostavimo da je pokus
izveden 1 da se kao njegov ishod pojavio dogadaj A. Uvjetne vjerojatnosti dogadaja A uz
svaku od hipoteza H;, dakle vjerojatnosti P(A | H;), takoder su nam bile poznate prije
izvodenja pokusa [13]].

Sada je prirodno postaviti pitanje o iznosu vjerojatnosti hipoteza H;,i = 1,2, ..., n nakon
izvodenja pokusa, tj. uz poznatu ¢injenicu da se realizirao dogadaj A. Dakle, zanimaju nas
uvjetne vjerojatnosti P(H; | A),i = 1,2,...,n.

Teorem 3.1.2. Neka je H,, H,, ..., H, potpun sustav dogadaja na vjerojatnosnom prostoru
(Q,P(Q), P) i neka je A € P(Q) takav da je P(A) > 0. Tada za svaki i € {1, 2, ...,n} vrijedi

P(H)P(A | H)
2.1 P(H)P(A| H))

P(H|A) = (3.1)

(vidi dokaz u [l13]]).

Spoznaja da se dogodio dogadaj A mijenja nasSe uvjerenje o mogucénosti pojavljiva-
nja hipoteza H,, H,, ..., H,. Upotrebom Bayesove formule izvr§ili smo ponovnu procjenu
vjerojatnosti hipoteza.

Mnogi vjerojatnosni problemi mogu se rijeSiti pomocu Bayesove formule, no ona je za
ucenike dosta komplicirana te u¢e formulu napamet. Medutim, postoje jednostavniji nacini
rjeSavanja takvih problema, tako da se podaci organiziraju pomoc¢u posebnih prikaza te se
potom lako o€itaju trazene vjerojatnosti.
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3.2 Struktura dvosmjerne tablice

Dvosmjerna tablica je vrsta vizualizacije frekvencija i relativnih frekvencija za dvije kate-
gorije dogadaja. Jedna kategorija prikazana je recima, a druga stupcima. Pomocu tablice
mozemo odrediti i jesu li dogadaji nezavisni te raCunati uvjetne vjerojatnosti.

Karakteristike tablice su:

e kategorije su smjeStene u lijevom stupcu i gornjem retku,

e podaci su smjeSteni u srediStu tablice,

e zbrojeve piSemo na kraju svakog retka i svakog stupca,

e ukupan zbroj svih podataka je u desnom donjem kutu tablice.

(Gornje obrazloZenje prilagodeno je prema [8]].)

Na sljede¢em primjeru ucenici mogu otkriti kreiranje dvosmjerne tablice te odrediva-
nje vjerojatnosti dogadaja oCitavajuéi podatke iz tablice. Vazno je uCenicima osvijestiti da
jednu kategoriju ¢ine medusobno iskljucivi dogadaji, a same kategorije su medusobno ne-
zavisne, §to cemo bolje razumijeti u sljedeCem primjeru. Osnovno je da presjek dogadaja
oCitavaju kao presjek retka i stupca koji predstavljaju odredene dogadaje razlicite katego-
rije. Takoder treba provesti diskusiju Sto predstavlja skup svih mogucih ishoda kada je u
pitanju uvjetna vjerojatnost, tj. da se veli¢ina skupa Q smanjuje ukoliko znamo neku infor-
maciju, a time se mijenja trazena vjerojatnost dogadaja uz dani uvjet.

Zadatak 4. (preuzet s [2]]) Neki test na mononukleozu ima 99% sSanse za tocnu dijagnozu
pacijenta oboljelog od mononukleoze i 5% Sanse za krivu dijagnozu pacijenta koji nema
infekciju. Pretpostavimo da se testirala grupa ljudi od kojih 1% ima mononukleozu. Ako je
slu¢ajno odabran nalaz pozitivan, koja je vjerojatnost da taj pacijent ima mononukleozu?

Rjesenje.
Pretpostavimo da je testirano 10 000 ljudi, a 1% ih ima mononukleozu. Onda 100 ljudi ima
19900 ljudi nema. Za 100 ljudi koji imaju bolest, 99% je ishod pozitivan i 1% negativan.
0Od 9900 ljudi koji nemaju, 5% Ce test biti pozitivan i 95% negativan. Izracunajmo koliko
je to ljudi:
5% - 9900 = 495
9900 — 495 = 9405

tj. 495 ih ima infekciju i nalaz je pozitivan, a 9405 je nalaz negativan.
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Konstruirajmo tablicu koja prikazuje prethodno navedene podatke (vidi sliku 3.1).

Vidimo da su 99 + 495 = 594 nalaza pozitivna, ali samo 99 su stvarno istinita.

Test je pozitivan

Test je negativan

Ukupan broj ljudi

Ima mono a9 1 100
Nema mono 405 9 405 9 900
Ukupan broj ljudi 504 9 406 10 000

Slika 3.1: Mononukleoza

19

u lijevi stupac stavimo {pacijent ima mononukleozu} i {pacijent nema mononukle-

ozu},

u gornji redak stavimo {nalaz je pozitivan} i1 {nalaz je negativan},

popunimo tablicu odgovarau¢im podacima koje imamo zadane,

upiSimo u zadnji redak i posljednji stupac {ukupan broj ljudi}.

Trebamo odrediti vjerojatnost da pacijent ima mononukleozu ako mu je nalaz poziti-
van. Prvo iz tablice o¢itamo broj ljudi koji imaju mononukleozu i test je pozitivan, tako
da nademo presjek retka {ima mono} i stupca {test je pozitivan}. Matematicki smo nasli
presjek dvaju dogadaja.

Da nam je lakSe zapisati, oznacimo sljedee dogadaje:

e M={pacijent ima mononukleozu }

e NM={pacijent nema mononukleozu }

e (4)={test je pozitivan}

e (-)={test je negativan}
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Ako gledamo vjerojatnost dogadaja P({ima mono} i {test je pozitivan}), imamo sljedece:

99
P(MN+)= 10000 ~ 0.0099.

No mi znamo informaciju da je test pozitivan, pa zapravo gledamo vjerojatnost da
pacijent ima infekciju ako je nalaz pozitivan. U teoriji vjerojatnosti, skup svih elementarnih
dogadaja sada nije ukupan broj ljudi, ve¢ broj pacijenata koji imaju pozitivan nalaz, a to je
594.

Konacno, imamo da je vjerojatnost jednaka:

_PMN+) 99
 P(+) 594

Stoga oko 0.167 od ukupnog broja pacijenata ¢iji su nalazi pozitivni stvarno imaju mono-
nukleozu.

P(M | +) ~ 0.167.

Slijedi diskusija o realnosti. Nije ba$ realno da se istrazuje grupa od 10 000 ljudi, no
dani postotci su istiniti. Naime, ako se broj testiranih smanji ili poveca, vrijednosti Ce se
smanyjiti/povecati, ali njihovi omjeri ostaju isti. Prema tome, veli¢ina uzorka ne utjeCe na
vjerojatnosti.

Komentar: Promotrimo malo prethodno rijeSeni zadatak. Naime, trazili smo vjerojat-
nost da pacijent ima mononukleozu ako mu je test pozitivan. No ishod {pozitivan} proiz-
lazi iz ishoda da pacijent ima mononukleozu odnosno dogadaj {test je pozitivan} ovisi o
dogadaju {ima mono}. Ako gledamo dogadaje {ima mono} i {nema mono} kao iskljucive
dogadaje Ciji je zbroj vjerojatnosti 1, imamo zapravo hipoteze iz kojih proizlaze dogadaji
{test je pozitivan} 1 {test je negativan}. Stoga pri odredivanju vjerojatnosti da se dogodio
dogadaj {ima mono} ako znamo da je ishod {test je pozitivan} zapravo odredujemo po
Bayesovoj formuli. Zakljucak je da neke zadatke moZemo rijesiti i bez primjene Bayesove
formule ukoliko ispravno nacrtamo i struktuiramo dvosmjernu tablicu, a zatim ispravno
oc¢itamo potrebne podatke.

Nakon uvodenja dvosmjerne tablice, slijedi primjer u kojem bi ucenici oCitavali te in-
terpretitali vjerojatnosti iz dane tablice s podacima. Uocit ¢e da tablica moZe imati viSe od
dviju mogucnosti po kategoriji te ¢e na ovakvom primjeru bolje razumijeti kako racunati
uvjetne vjerojatnosti pomocu tablice.
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Zadatak 5. Titanik (preuzeto s [15]). Svi smo culi za veliku nesrecu 1912. godine kad se

brod Titanik sudario s ledenjakom. Podaci o preZivjelima i umrlima nalaze se u sljedecoj
tablici:

Prezivjeli | Nisu prezivjeli Ukupno
1. klasa 201 123 324
2. klasa 118 166 234
3. klasa 181 528 709
Ukupan broj putnika 500 817 1317

Slika 3.2: Podaci o broju putnika

a) Ako je putnik slucajno odabran, koja je vjerojatnost da je putnik bio u 1. klasi?

b) Ako je putnik slucajno odabran, koja je vjerojatnost da je taj putnik preZivio?

c) Ako je putnik slucajno odabran, koja je vjerojatnost da je putnik bio u 1. klasi i da je
preZivio?

d) Ako znamo da je putnik bio u 1. klasi, koja je vjerojatnost da je putnik preZivio?

e) Ako znamo da je putnik preZivio, koja je vjerojatnost da je putnik bio u 1. klasi?

f) Ako znamo da je putnik preZivio, koja je vjerojatnost da je putnik bio u 3. klasi?

Rjesenje.

a) Vjerojatnost da je putnik bio u 1. klasi je broj svih putnika 1. klase podijeljeno s

ukupnim brojem svih putnika, to je:

324
P kjeul. ) = —— =~ 0.246.
(putnik je u 1. klasi) 317 0.246
b) Vjerojatnost da je putnik prezivio je broj svih preZivjelih podijeljeno s ukupnim bro-
jem svih putnika, a to je:
500

P(putnik je preZivio) = 17 ~ 0.380.
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c)

d)

Trebamo odrediti vjerojatnost da je putnik bio u 1. klasi 1 da je preZivio. Matema-
ticki gledano trebamo odrediti presjek dogadaja {putnik je u 1. klasi} i {putnik je
prezivio}. Broj putnika ocitavamo iz tablice, a to je presjek retka /. klasa i stupca
preZivjeli tj. 201. TraZena vjerojatnost je omjer svih putnika koji su u 1. klasi i
prezivjeli 1 ukupnog broja putnika:

201

P(putnik je bio u 1. klasi i preZivio) = BT 0.153.

Ovdje se radi o uvjetnoj vjerojatnosti. Da bi nasli vjerojatnost da je putnik prezivio
ako znamo da je putnik u 1. klasi, raCunamo omjer prezivjelih putnika od svih putnika
u 1. klasi tj.:

201
P(putnik je preZivio | putnik je bio u 1. klasi) = 4 ~ 0.620.

Sada znamo da je putnik preZivio, a trebamo odrediti vjerojatnost da je bio u 1. klasi
ako je prezivio. Iz tablice oCitavamo broj putnika koji su prezivjeli i bili u 1. klasi, a
to je 201 te broj preZzivjelih, a to je 500 pa imamo:

201
P(putnik je bio u 1. klasi | putnik je preZivio) = 300 ~ 0.402.

Analogno kao u prijaSnjem podzadatku, oCitavamo presjek dogadaja {prezivjeli} i
{3. klasa}, a to je 181. Racunamo udio presjeka u ukupnom broju prezivjelih pa
vrijedi:

181
P(putnik je bio u 3. klasi | putnik je preZivio) = 300~ 0.362.

Nakon rjeSavanja prethodnih zadataka, ucenici usporeduju rjeSenja, posebice zadnja tri
podzadatka, te interpretiraju dobivene vjerojatnosti u kontekstu zadatka.

Nadalje, za vjezbu prepoznavanja nezavisnih dogadaja te uvjetne vjerojatnosti, mogu
se postaviti pitanja:

1.
2.

3.

Jesu li dogadaji putnik je preZivio 1 putnik je bio u 1. klasi nezavisni?
Jesu li dogadaji putnik je preZivio i putnik je bio u 3. klasi nezavisni?

Jesu li svi putnici Titanika imali jednaku vjerojatnost prezivljavanja?



POGLAVLIJE 3. DVOSMJERNE TABLICE 23

(Uc€enici odgovore trebaju potkijepiti raCunom.)

Rjesenje.
1. Kazemo da su dva dogadaja A i B nezavisna ako je P(A | B) = P(A) (2.5)). Stoga ¢emo
usporediti uvjetnu vjerojatnost P(preZivio | 1. klasa) sa P(preZivio).

P(preZivio | 1. klasa) ~ 0.620,
P(preZivio) =~ 0.380.

Vidimo da vjerojatnosti nisu iste pa su dogadaji zavisni.
2. Analogno provjeravamo kao u prethodnom podzadatku:

P(preZivio | 3. klasa) = 0.255,
P(preZivio) ~ 0.380.

Dogadaji su zavisni. Usput mozemo vidjeti da je putnik u 3. klasi imao manje Sanse biti
spasen od putnika u 1. klasi.

3. Jedan od nacina za odgovoriti na ovo pitanje je usporedba vjerojatnosti preZivljava-
nja za putnika iz prve, druge odnosno treée klase. Racunamo sljedece uvjetne vjerojatnosti:

P(preZivio | 1. klasa) = 0.620,
P(preZivio | 2. klasa) ~ 0.415,
P(preZivio | 3. klasa) = 0.255.

Usporedujuci ove vjerojatnosti mozemo reéi da nisu svi putnici Titanika imali istu
Sansu prezivljavanja. Preciznije, vjerojatnost prezivljavanja ovisila je o klasi na brodu,
tj. o bogatstvu, tako da su putnici iz 1. klase imali najvecu, a iz 3. klase najmanju Sansu
biti spaSeni.

Slijedi zadatak za vjeZzbu u kojem ucenici odreduju vjerojatnosti pomocu tablice, ali su
im dani podaci kao udjeli ispitane populacije u postocima.

Zadatak 6. (prilagoden iz materijala Metodike nastave matematike 1)

Nakon provedene reklamne kampanje povodom stavljanja na trZiste nove paste za zube,
proizvodac je proveo istraZivanje o njezinoj uspjesnosti. Slucajno izabrani ispitanici od-
govarali su na pitanja jesu li vidjeli reklamu za ovaj novi proizvod te jesu li ga probali.
Rezultati pokazuju da je reklamu vidjelo 35% ispitanika. Pritom % ispitanika koji su vidjeli
reklamu nisu probali novu pastu za zube, a % ispitanika koji nisu vidjeli reklamu probalo
Jje novu pastu za zube. Odredite vjerojatnost da slucajno odabrani ispitanik:
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a) nije vidio reklamu za novu pastu za zube,

b) jest vidio reklamu za novu pastu za zube i probao taj proizvod,

c) za kojeg znamo da je vidio reklamu, jest probao novu pastu za zube,

d) za kojeg znamo da je probao novu pastu za zube, jest vidio reklamu za taj proizvod.
Rjesenje:

Da bismo nacrtali i ispunili tablicu, trebamo prvo odrediti nepoznate podatke:

> 35% = 25%,
7

1 65% = 5%
13 0 = 0.

Sada nacrtajmo tablicu te ju ispunimo podacima (vidi sliku 3.3)

PROBALI NOVU PASTU ZA ZUBE

DA NE
VIDJELI REKLAMU DA 10% 25%
ZA NOVU PASTU
] v}
7A ZUBE NE 5% 60%

Slika 3.3: Reklama

a) Ako je vjerojatnost da je vidio reklamu 35%, onda je vjerojatnost da nije vidio:

100% — 35% = 65%.

b) Trebamo ocitati iz tablice gdje se sijeku dogadaj {vidio je reklamu} i {probao novu
pastu za zube}. Vjerojatnost da je ispitanik vidio reklamu i probao novu pastu za
zube je 10%.
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¢) Vjerojatnost da je ispitanik vidio reklamu je 0.35, a da je vidio reklamu 1 probao
novu pastu je 0.1 pa je konacna vjerojatnost:

0.1
—— = (.286.
0.35 0286

d) Vjerojatnost da je ispitanik probao novu pastu za zube je 0.15, a vidio reklamu i
probao novu pastu je 0.1 pa je rjeSenje:
0.1

— ~ 0.67.
0.15



Poglavlje 4

Stabla odlucivanja

4.1 Struktura stabla vjerojatnosti

Kako bismo kreirali prostor elementarnih dogadaja dvaju nezavisnih dogadaja dobro je
koristiti dijagrame koji dogadaje razdvajaju i prikazuju sve moguée kombinacije njihovih
ishoda. Stablasti dijagram je dobra metoda prikazivanja prostora elementarnih dogadaja za
bilo koji broj dogadaja jer razdvaja i prikazuje sve moguce kombinacije ishoda (vidi sliku
@.1). Prikazom stabla vjerojatnosti modeliramo probleme u teoriji vjerojatnosti (vidi [7]]).

korijen stabla VA

|
\

p

(
/ -.\.__ i
\ évorovi

stabla —— 7N

/ \

'\ _/ \, ,f

Slika 4.1: Struktura stabla

26
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U izgradnji stabla polazimo od jedinstvene pocetne toCke koja se zove glavni ili kori-
Jenski ¢vor te predstavlja cijeli skup podataka na vrhu stabla. Zatim se iz te tocke Sire grane
stabla koje zavrSavaju elementarnim ishodima tog pokusa, koji su medusobno iskljucivi te
zbroj njihovih vjerojatnosti iznosi 1. Trazena vjerojatnost je rezultat niza dogadaja koji se
trebaju dogoditi, a rezultat svakog dogadaja ovisi o rezultatima iz prethodnog niza doga-
daja. Vjerojatnosti iz pojedinog niza su umnoSci vjerojatnosti ispisanih na granama koje
ulaze i izlaze iz istog ¢vora. Kada znamo vjerojatnosti elementarnih ishoda, lako izraCuna-
vamo sve ostale vjerojatnosti ([[7]]).

4.2 Obrada stabla vjerojatnosti u nastavi

Stablo vjerojatnosti bi bilo pimjereno obradivati u nastavi u srednjoj $koli, te se ve¢ sada
obraduje u Cetvrtim razredima nekih Skola. Ishodi koji bi se postigli u¢enjem navedenog
sadrzaja su (prema [9]) :

e odrediti vjerojatnost dogadaja koristeci vjerojatnosno stablo
e racunati vjerojatnost dogadaja koristeci definiciju nezavisnosti i uvjetne vjerojatnosti

e odabrati vjerojatnosno stablo, formulu potpune vjerojatnosti ili Bayesovu formulu za
odredivanje vjerojatnosti u problemima koji sadrze hipoteze

e primijeniti vjerojatnost u rjeSavanju problema iz matematike, ostalih odgojno-obrazovnih
podrucja i stvarnoga Zivota interpretirajuéi dobivena rjeSenja u zadanom kontekstu

U primjeni ga najcesc¢e koristimo kada za svaki podatak znamo kojoj klasi pripada.
Slijedi primjer koji predstavlja jedan od nacina uvodenja stabla vjerojatnosti kao vrste di-
jagrama vjerojatnosnih problema. Cilj je da uCenicima bude bar intuitivno jasnije zasto
pri racunanju ishoda vjerojatnosnog problema prikazanog stablom vjerojatnosti koristimo
pravilo mnoZenja, u $to ¢e se uvjeriti kasnije, kada otkriju Bayesovu formulu.

Ucenici ¢e prvo gledati dogadaje i rezultate kao cijele brojeve, a zatim do¢i do omjera
prirodnih frekvencija tj. do razlomaka te u tom trenutku otkriti vjerojatnosti. Stoga razli-
kujemo dijagram stabla s cijelim brojevima (brojevi su u kutijama na krajevima grana) i
stablo vjerojatnosti, gdje su ishodi na kraju grana. Ucenicima se treba objasniti zaSto je
vjerojatnost svake cjelovite grane dobivena mnozenjem vjerojatnosti odredenih dijelova te
grane. Za te primjere odabrane su veli¢ine uzorka koje osiguravaju jednostavno racunanje i
svi ishodi testa su uzet u obzir. Najbitnije, prikaz prati prica koja opisuje kako interpretirati
dobivene rezultate ([6]]).
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Skandal u sportskom svijetu

Svi znaju za trenutno najuspje$nijeg hrvatskog tenisata Marina Cili¢a! Njegovi uspjesi su
se nizali godinama sve do 2013. godine, kada su sav njegov trud, uspjeh i snovi u jednom
trenutku naizgled propali. Naime, na testiranju se pokazalo da Cili¢ u krvi ima nedozvo-
ljene tvari tj.imao je pozitivan nalaz na dopinskoj kontroli, zbog Cega je pauzirao Cetiri
mjeseca, a prijetili su mu i kaznom od dvije godine zabrane igranja tenisa. A nakon neko-
liko mjeseci saznajemo da nije bio dopingiran.

Kako funkcionira doping testiranje? Igrac koji ¢e biti podvrgnut doping-testu tj. analizi
urina na zabranjene supstance, bude nasumi¢no odabran. Ukoliko mu se u krvi nadu nedo-
zvoljene tvari, kaZe se da je ,,doping pozitivan®, odnosno ako u krvi nije pronadeno nista
nedozvoljeno, kaZe se da je ,,doping negativan®. Kako je moguée da sportasi poput Cilica
budu krivo optuZeni, a $to im ozbiljno moZe utjecati na karijere?

Proucit ¢emo detaljnije jednu od provedenih istraga.

Zadatak 7. U jednoj istrazi godinu dana se pratio 21 sportas, analizirajuci mjesecne pre-
trage krvi. Od njih 21:

e nedopustene lijekove je uzimalo njih 11,
e od tih 11 na testu su oznaceni kao sumnjivi s 99% valjanosti testa njih 8,
e samo je 1 sportas koji nije uzimao zabranjene lijekove bio lazno pozitivan.

Za koji postotak sportaSa koji su varali tj. uzimali zabranjene lijekove je doping test poka-
zao istinu tj. pozitivno?

Rjesenje.
PrikaZzimo preglednije podatke koje imamo. To moZemo koristeci stablasti dijagram kao
na slicif.2] Crtamo prvo vrh gdje je broj testiranih. Zatim se stablo po¢inje granati prema
dole tj. razdvaja se u dvije grane koje zavrSavaju s kvadratima (plodovima stabla): na lijevo
Doping $to oznacava broj sportasa koji su uzimali nedopustene lijekove i na desno Ne
Doping, broj sportasa koji nisu niSta uzimali. Nadalje, iz tih kvadrata se razdvajaju ponovo
na one koje su pozitivne i negativne. Vidimo da je 8 od njih 11 bilo doping pozitivno.
Medutim, o¢ekujemo da % sportasa prevari testiranje. MoZemo reci da je to vjerojatnost
da netko tko je uzimao nedozvoljene lijekove prevari test i ishod bude negativan (laZan).

No ne zelimo uvijek istrazivati brojku od 21 sportasa. Treba nam opcenitija metoda
koja ¢e nam dati odgovore za bilo koji broj sportasa. Zato se trebamo usredotoditi na raz-
lomke, a ne na brojeve. Kako bismo iskoristili stablo za raCunanje udjela %, pocevsi od 21
sportasa?



POGLAVLIJE 4. STABLA ODLUCIVANJA 29

21
/A\\
/N
My
N
Duping/ M Ne Doping
/ b
-\\.
| 11 ‘ 10
7\
Pozitivno f,.«"/ *\ Negativno Pozitiviio \Mggativno
\,
/ ,
.-"K LY \

Slika 4.2: Stablo 1a)

Preoblikujmo staro stablo (vidi sliku 4.3). Sada grane imaju vrijednosti vjerojatnosti, a
dogadaji su na krajevima grana.
11

Broj sportasa koji su varali je 11 od 21 tj. 57 i to je prva grana. Od tih 11 trojica
3

su negativna tj. postoji 3; Sanse da Ce imati negativan test (grana Negativno u drugom
redu). Te grane ¢ine ukupni udio 5-. Ono §to smo ucinili je pronasli koliko je £ od 4.
To odgovara operaciji mnoZenja. Provjerimo metodu traze¢i odgovor o vjerojatnosti da
sporta$ koji nije uzimao zabranjene lijekove na testu bude doping pozitivan. Prvo gledamo
granu % koja prikazuje udio ,,poStenih* sportasa. Jedan od njih je bio pozitivan na testu
1 to pokazuje grana 11—0. Dakle, trazena vjerojatnost (laZno pozitivni u oznaci P(ND N +))
jednak je: 0 1 |
P(NDN+) = 21 1021 =4.8.%

Razlozi ovakvih greSaka su razliciti, ali sigurno je da su potrebne detaljnije znanstvene
studije testova koji se koriste za uvidjeti koriste li sportaSi zabranjene lijekove.



POGLAVLIJE 4. STABLA ODLUCIVANJA 30

21

=
| =

Pozitivno Negativno Pozitivno Negativno
ISHODI D+ D- ND + ND -
N 11 8 11 3 10 1 10 9
Vijerojatnost —-— —-— — = =
S 21 11 21 11 21 10 21 10

Slika 4.3: Stablo 1b)

Zadatak 8. Ako je na nekom turniru 36 sportasa, pretpostavimo da je trec¢ina uzimalo za-

branjene lijekove, a to je % = % a zatim je 1 od 12 laZno pozitivan tj. 1—12

a) Izracunajte vjerojatnost da test bude ,, lazno*“ pozitivan. (Cilié je optuZen na turniru
u Munchenu na kojem je sudjelovalo 36 tenisaca.)

b) Kolika je vjerojatnost da sportas uspije prevariti testiranje tj. vjerojatnost da je
sportas uzimao zabranjene tvari, a na testu je bio doping negativan (D-)?

Rjesenje. Prikazimo stablom vjerojatnosti (vidi sliku 4.4).
a) Gledamo granu Ne Doping i1 u drugom retku granu Pozitivno. Tada je vjerojatnost
lazno pozitivnog ishoda testiranja (ND +) jednaka:

2 1
P(NDN+) = 39 0.02777... = 2.77%.
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Slika 4.4: Stablo 2

Uocavamo da je vjerojatnost da se sportasa optuzi krivo jednaka 2.77%.

b) Gledamo granu Doping 1 u drugom retku granu Negativno. Tada je traZena vjerojat-
nost prevare jednaka:

1
PIND N +) = 3+ 55 = 0.02777... ~ 2.77%.

W] —

4.3 Primjeri zadataka sa stablom

U nastavku su neki zanimljivi primjeri prikaza zavisnih dogadaja stablastim dijagramom.
Zavisne dogadaje imamo kada dogadaj drugog niza dogadaja ovisi o prvom dogadaju. U
dijagramu grane pokazuju kako je drugi ishod vezan s prvim, dok su ishodi prvog niza
vezani granom koja proizlazi iz jedne tocke odnosno korijena stabla. Vjerojatnosti da se
dogadaj dogodio ili nije su zapisane na granama.
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Zadatak 9. (preuzet s [1l])

U nekom gradu na aerodrom vozi 50% taksija Zute boje, 30% taksija plave boje i 20%
taksija zelene boje. Oni putnike na aerodrom dovedu prekasno na let s vjerojatnostima 0.3,
0.1, 0.2. Jednog dana, Zureci na aerodrom, neki putnik je zaustavio taksi na ulici i rekao
vozacu da vozi na aerodrom.

a) Izracunajte vjerojatnost da putnik nije zakasnio.

b) Ako znamo da putnik nije zakasnio, izracunajte vjerojatnost da se putnik vozio u
Zutom taksiju.

c¢) Izracunajte vjerojatnost da putnik koji se vozio plavim taksijem nije zakasnio.

Rjesenje.

PrikaZimo situaciju vjerojatnosnim stablom (vidi sliku {.5). 1z osnovnog ¢vora se gra-
naju tri nezavisna dogadaja tj. tri boje taksija. Stoga na prvi niz grana stavljamo vjerojat-
nosti izbora taksija pojedine boje. Nadalje, za svaki taksi su dva moguéa dogadaja, da taj
taksi kasni ili ne kasni. Stoga iz svakog ¢vora koji predstavlja odredeni taksi proizlaze po
dvije grane (jer su dva nezavisna dogadaja u pitanju).

TAXI

kasni ne kasni kasni ne kasni kasni ne kasni

ISHODI 0.15 0.35 0.03 0.27 0.02 0.16

Slika 4.5: Taxi



POGLAVLIJE 4. STABLA ODLUCIVANJA 33

Oznaéimo s:
K ={taksi je kasnio}
NK ={taksi nije kasnio}.

Krajnji ishodi su umnosci pojedinih grana koje imaju zajednicki ¢vor. Zato iz dijagrama
ocitavamo rjesenja:

a) Vjerojatnost da putnik nije zakasnio dobijemo tako da zbrojimo vjerojatnosti ishoda
u kojima svaki od taksija stigne na vrijeme:

P(NK) =0.35+0.27+0.16 = 0.78 = 78%.

b) Zanima nas vjerojatnost da se putnik vozio Zutim taksijem uz uvjet da nije zakasnio.

Niz dogadaja {kasni} i {ne kasni} je niz dogadaja ispod niza dogadaja boje taksija.
Iz stabla moZemo ocitati vjerojatnost da se vozio Zutim taksijem i nije zakasnio, a to
je 0.35. Kako bi to matematicki zapisali? Matematicki bismo to zapisali kao presjek
dogadaja ne kasni i Zuti taksi pa je to zapravo vjerojatnost P(NK N Zuti).

No zahvaljujuéi informaciji da taksi nije kasnio, skup elementarnih dogadaja se mi-
jenja tj. smanjuje na skup dogadaja {nije kasnio}. Ako se pozovemo na formulu
uvjetne vjerojatnosti (2.3)), imamo sljedece:

P(7uti N NK) _ 0.35

- ~ 0.45 = 45%.
P(NK) 078 ?

P(Zuti|NK) =

c) Treba izraCunati P(K|plavi) tj. vjerojatnost da putnik nije kasnio ako znamo da se
vozio plavim taksijem.

P(NK N plavi) _ 027

= = 0.9 = 90%.
P(plavi) 0.3 ’

P(NK|plavi) =

MoZemo i na drugi nacin. Znamo da je vjerojatnost da je plavi taksi zakasnio 0.1 pa
je dogadaj da plavi taksi nije zakasnio jednak

P(NK|plavi) = 1 — (K|plavi) = 1-0.1 = 0.9.

Komentar:
Nakon rjeSavanja ovog zadatka treba provesti diskusiju o podzadatku ). Naime na teme-
lju tog primjera ucenici mogu otkriti formulu potpune vjerojatnosti i Bayesovu formulu
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buduci da se zapravo u ovom zadatku tj. u stablu vjerojatnosti te formule skrivaju. Defini-
ramo dogadaje boje taksija kao hipoteze koje se medusobno iskljucuju. To je u stablastom
dijagramu prvi niz dogadaja. Drugi niz dogadaja su ishodi koji proizlaze iz tih hipoteza.
Medutim, kada se trazi vjerojatnost dogadaja iz prvog niza tj. hipoteze uz uvjet da se dogo-
dio dogadaj iz drugog niza (koji ovise o hipotezama) koristi se Bayesova formula. Presjek
dvaju dogadaja iz razli€itog niza se racuna kao presjek, ali zapravo je taj presjek dobiven
formulom potpune vjerojatnosti npr. za P(NK N zuti) umnoZzak prve grane koja predstavlja
vjerojatnost P(zuti) i druge grane koja zapravo predstavlja P(NK | zuti), Sto jest formula
potpune vjerojatnosti. Kada taj presjek podijelimo s vjerojatnosti skupa svih mogudih is-
hoda, a taj skup je u naSem primjeru P(NK) (jer znamo da nije kasnio), dobijemo Bayesovu
formulu. Vidimo da stablo vjerojatnosti uvelike olakSava raCunanje sloZenijih problema,
samo trebamo znati ispravno nacrtati stablo vjerojatnosti i ocitati podatke.

U nastavku je joS nekoliko primjera u koima se odreduju vjerojatnosti bez koriStenja
Bayesove formule.

Zadatak 10. (preuzeto s [12)]) Izbila je epidemija nove bolesti koja zahvaca 1% stanov-
nistva. Odlucili ste se testirati, iako nemate simptome. Test je 90% pouzdan (za 90%
zaraZenih rezultat testa je pozitivan, za 90% nezaraZenih rezultat testa je negativan). Vas
test je pozitivan. Trebate li se zabrinuti?

Rjesenje.
Nacrtajmo odgovarajuce stablo vjerojatnosti (slika [4.6))

Trebamo odrediti vjerojatnost da je pacijent zarazen ako je test pozitivan tj. uz uvjet
da je test pozitivan. Pratimo granu zaraZen te iz nje granu pozitivno. Kad pomnozimo
vrijednosti tih grana, dobijemo vjerojatnost da pacijent ima pozitivan nalaz 1 zaraZen je, Sto
matematicki moZzemo zapisati kao presjek tj.

P(ZN+)=0.01-0.9 = 0.009.

No budu¢i da znamo informaciju da je nalaz pozitivan, skup elementarnih ishoda je vjero-
jatnost da je nalaz pozitivan, neovisno o tome je li zarazen ili ne, a to je:

P(+) = 0.099 + 0.009 = 0.108.

Konacno, vjerojatnost da je pacijent zaraZzen ako je test pozitivan tj. uz uvjet da je test
pozitivan iznosi:
P(Zn+) 0.009

P = =505~ = 0108

~ 0.083 = 8.3%.
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EPIDEMIJA

zaraZen

Pozitivno Negativno ~ Pozitivno

ISHODI 0.099 0.891 0.009 0.001

Slika 4.6: Epidemija

Sljedeci zadatak pokazuje da u opisanoj igri nema tranzitivnosti relacije ,,pobjeduje‘ pa
se spomenuti fenomen zove netranzitivne kocke. Ovaj zadatak je zanimljiv jer na pocetku
bi nekim ucenicima bilo intuitivno da je veca vjerojatnost da na kockici A padne broj
veci od broja koji bi pao na kockici C. No provjerom vjerojatnosti uocavaju da je relacija
netranzitivna.

Zadatak 11. (preuzet s [5]) Na tri kockice napisani su redom brojevi:
e kockicaA: 2, 2,4,4,9,9,
e kockicaB: 1, 1,6, 6,8, 8,
e kockica C:3,3,5, 5,7, 7.

Triigraca A, B, C koriste te kockice u igri gdje svaka dvojica bacaju svoju kocku i pobjeduje
onaj s vecim brojem. PokaZite da igrac A cesce pobjeduje igraca B (nego obratno), igrac
B cesce pobjeduje igraca C, dok igrac C cesce pobjeduje igraca A.
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Rjesenje.

PrikaZimo bacanje kockica stablastim dijagramom (vidi sliku 4.7)).

1 1
3 3 3
kockica A l,/F 2_> D‘ 6\
\ 4 ) 2/
1 1
371 |1 Yoin1oo1 NN g
3 3
@@0 @@o @@0
ISHODI - - - - =
g g g 9 g

Slika 4.7: Bacanje kockica A i B

Moguc¢i ishodi bacanja kockice A su brojevi 2,4 1 9 te je vjerojatnost da padne neki od
tih brojeva jednaka % Nadalje, iz svakoga od tih ishoda proizlaze po tri grane jer su tri
moguca ishoda bacanja kockice, a to su brojevi na kockici B: 1,61 8. Takoder, vjerojatnost
da padne bilo koji od ta tri broja je ocito % Za otkriti vjerojatnost s kojom kockica A
¢e okrenuti veci broj od kockice B oitavamo samo ishode koji zadovoljavaju dani uvjet.
RjeSenje je:

1 1. 1 1 5

1
P(A>B)—§+9+9+§ §_§

1z toga proizlazi da je vjerojatnost da ¢e pasti manji broj na kockici A jednaka:

5 4
PA<B)=1-PA>B)=1-5=.

Nadalje, prikazimo analogno za kockicu B i C (vidi sliku[4.§). Ocitavamo da je

P(B>C)= 9
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1 1
3 3 3
kockicaB /’—_
ONORO
N _ _,
1 " 1
A EE S R
3 3 3 3 3 3| 3
wee OO OO OO
1 1 1 1 1
ISHODI - = - - -
9 9 9 9 9

Slika 4.8: Bacanje kockica B i C

PrikaZimo tada za C i A (vidi sliku[4.9). Uocavamo da je takoder:

P(C>A)= %

Konacno prikazimo sve rezultate na jednom mjestu i uvjerimo se da smo pokazali isti-
nitost tvrdnje:

P(A>B):P(B>C):P(C>A):§

Pokazali smo da tvrdnja vrijedi.
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1
3 3 3
kockicaC |'/—_:-:> (;\\I G\
LD & 'l
371 |1 Vo1 NN 3
3 3 3 |3 3 3| 3
wor DO OOE QOO
1 1 1 1 1
ISHODI - - - - -
9 9 9 9 9

Slika 4.9: Bacanje kockica Ci A

Monty Hall problem

Prije formalnog izracuna vjerojatnosti nekog dogadaja svi imamo neku intuiciju o rezul-
tatima koja mozZe biti vrlo korisna. Medutim, nekad se pokaZe da nam je intuicija Cesto
manjkava 1 da neke odgovore mozemo naci tek koriste¢i matematicke argumente. Jedna
poznata dilema koja testira naSu intuiciju je opisana sljede¢im primjerom.

U SAD-u je bio popularan jedan kviz u kojem se popularizirala vjerojatnost te zaintri-
girala umove cijelog svijeta. Kviz je funkcionirao na sljedeci nacin (prilagodeno iz [10]).

Natjecatelj ste u kvizu. Birate izmedu troja vrata. Iza dvoja vrata nalaze se koze, a iza
Jednih automobil. Voditelj bi zamolio natjecatelja da izabere jedna vrata. Nakon sto bi na-
tjecatelj izabrao, voditelj otvara jedna od vrata iza kojih se nalazi koza i pita natjecatelja
Zeli li promijeniti vrata koja je izabrao. Postavlja se pitanje treba li natjecatelj promijeniti
prijasnji izbor, ostati pri njemu, ili to nije vazno?

Pronadimo odgovor na konkretnom primjeru:

Odlucili ste se za vrata broj 1. Voditelj kviza otvara jedna od preostala dvoja vrata iza
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kojih je koza (voditelj zna gdje je automobil pa ta vrata ne otvara). Pita vas ,,Hocete li

promijeniti svoj izbor?* Hocete 1i?

PrikaZimo situaciju stablom vjerojatnosti (vidi sliku 4.10).

2. vrata

1=~ -
: 1 1 —:
— [ |
21 1z
voditelj voditel] voditel] voditelj
otvara otvara
vrata 2 wratn 2 otvara otvara
vrata 2 vrata 3
1 1
ISHODI - - 0 3
6 6 3

Slika 4.10: Kviz

Oznacimo dogadaje s:
A;={auto je iza prvih vrata},
A,={auto je iza drugih vrata},
As={auto je iza trecih vrata},
V,={voditelj je otvorio druga vrata},
V3={voditelj je otvorio treca vrata}.

==
| |
L il I: '_i
voditelj voditelj
otvara otvara
vrata 2 vrata 3
1
= 0
3
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Igrac odabire prva vrata. Neka je voditelj otvorio druga vrata. Ako igracC ostane pri

odabiru vrata broj 1, vjerojatnost da je automobil iza njih je:

No ako igra¢ promijeni odabir vrata na vrata broj 3, vjerojatnost da je automobil iza njih

je:

Uvjerimo se i na opéenitijem prikazu pomocu stabla vjerojatnosti svih mogucih ishoda

P(A{|V,) =

P(A3|V,) =

(slika preuzeta s [10]):

PANVy)
P(Vy)

P(A;NVy)
PV,

Uocavamo da je veca vjerojatnost osvajanja automobila ako se promijeni odabir vrata.

DI=| o=

W= [wl—

Morate cdabrati vrata

AN

1
3

2
>

(Odabrali ste

vrata iza kojih

Odabrali ste

vrata iza kojih

Crdabrali ste

vrata iza kojih

ie koza je koza je automobil
Ohstajete Mijenjate Ostajete Mijenjate Distajete Mijenjate
pri odluci oclluzku pri odluci odluku pri ocdluci odluku
LJabili ste Dobili ste Dobili ste Dobili ste Dobili ste Dralxli ste
kiozu antomobil ko autamobil automaobil ke

Uocavamo da, ako promijenimo prvi izbor vrata, u 2 od 3 slucaja osvajamo automobil,
a ako ostanemo pri prvom izboru, osvajamo automobil samo u jednom od tri slucaja.

Slika 4.11: Kviz, prikaz svih ishoda




Poglavlje 5

Geometrijska vjerojatnost

5.1 Geometrija u vjerojatnosti

Geometrijska vjerojatnost jedna je vrsta vizualizacije vjerojatnosnih problema koja ima
prirodnu geometrijsku interpretaciju, a koja nam pomaze da jednostavno rijeSimo mnoge
zanimljive probleme u vjerojatnosti.

Geometrijsku vjerojatnost definiramo na sljedeci nacin (vidi [[13]).

Zapocet ¢emo s jednodimenzionalnim modelom. Neka je [a, b] ograniceni segment u
R. Neka je pokus slucajni odabir tocke w unutar segmenta [a, b]. Ako je [c,d] C [a,b],
mozemo se pitati kolika je vjerojatnost da slucajno izabrana tocka w iz segmenta [a, b]
padne u segment [c, d]. (vidi sliku[5.1] slika preuzeta s [[L1])

Slika 5.1: Mjerau R

Sljedece pretpostavke ¢e nam pomodi:
a) Slucajno bacena tocka moze pasti u bilo koju tocku segmenta [a, b].

b) Vjerojatnost da tocka padne u bilo koji segment [c, d], gdje je [c,d] C [a, b] propor-
cionalna je duljini d — ¢ tog segmenta i ne ovisi 0 njegovom polozZaju.

Prema tome, ako je A dogadaj da tocka padne u [c, d], tada je:

P(A) = k(d - o),

41
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gdje je k konstanta koju zovemo koeficijent proporcionalnosti.
Buduc¢i da tocka moZe pasti jedino u segment [a, b], dogadaj Q = {tocka je pala u
segment|a, b]} siguran je dogadaj. Zato slijedi:

1= P(Q) = k(b — a),

a odavde slijedi

1
k=
b-a
Prema tome, vrijedi
d—c
PA) = .
(A) -

Ako duljinu segmenta interpretiramo kao njegovu mjeru i oznacimo je s m, tada prethodna
relacija prelazi u:

m([c,d])
Pw € [c,d]) = ———. (5.1)
m([a, b])
Sto nam to zna¢i u R2? U R? ulogu mjere ima povrsina, tako da skupove koje proma-
tramo imaju svoju povrsinu. Neka je Q ogranic¢en skup u R?. To znadi da je njegova mjera
tj. povrSina konac¢na, odnosno m(Q2) < co. MoZemo pretpostaviti:

a) Slucajno bacena tocka moze pasti u bilo koju to¢ku skupa Q.

b) Vjerojatnost da tocka w padne u neki podskup A od Q proporcionalna je povrSini
m(A) tog podskupa i zavisi samo o povrsini, a ne 1 o obliku skupa A 1 njegovu polo-
Zaju (slika 5.2 preuzeta je s [[L1]]).

Slika 5.2: Mjera u R?
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Prema tome, vrijedi:
P(A) = P(w € A) = km(A),

gdje je k koeficijent proporcionalnosti. Buduéi da to¢ka moze pasti samo u skup Q vrijedi:

1 = P(Q) = P(w € Q) = km(Q)

pa je
1
k=——.
m(€2)
Konacno dobijemo:
A
PA) = Pweay =" aco. (5.2)
m(Q)

Nadalje, u R? mjera je obujam. Ako je pokus slu¢ajno biranje tocke w unutar skupa Q,
tada analogno dobijemo:

mA) 4o, (5.3)

}MD:HwGM:;ﬁi C

gdje ulogu mjere m sada preuzima obujam.

Funkciju P definiranu sa (5.1)), (5.2) odnosno (5.3) nazivamo geometrijska vjerojat-
nost. Dakle, ako je prostor elementarnih dogadaja 2 neki podskup skupa realnih brojeva
ili opCenitije podskup skupa R”, koji nije diskretan, govorimo o geometrijskoj vjerojatnosti.

Mi znamo da opcenito nije moguce izraCunati mjeru ba$ svakog podskupa od Q pa
moramo precizirati kakve skupove A jedino gledamo. Tzv. Borelova o-algebra na R je
najmanja familija podskupova od R” koja sadrZi intervale (tj. Kartezijeve produkte jed-
nodimenzionalnih intervala) i zatvorena je na prebrojive skupovne operacije (tj. skupovne
razlike, unije 1 presjeke). Podskupove iz te kolekcije nekad kratko nazivamo Borelovim.
Na njima je dobro definirana tzv. Lebesgueova mjera, kao prebrojivo aditivna skupovna
funkcija koja kao gore poopéuje duljinu, povrSinu, odnosno volumen. Njezina konstrukcija
nadilazi moguc¢nosti srednjoskolskog gradiva (vidjeti [14]) i uenik jedino treba vjerovati
da su duljina/povrsina/volumen dobro definirani za sve podskupove koji mu se pojavljuju
u zadatku, s ¢ime obi¢no nema problema, jer se radi o elementarno definiranim likovima
ili tijelima.

Definicija 5.1.1. Neka se slucajni pokus sastoji u slucajnom izboru tocke u Borelovom
skupu Q C R" za kojeg vrijedi A(€2) > 0, gdje je A geometrijska mjera (Lebesgueova mjera)
(za n=1 duljina, n=2 povrsina, n=3 volumen). Neka je dogadaj A C Q izbor tocke iz skupa
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A (pri ¢emu je A Borelov skup). Geometrijska vjerojatnost dogadaja A (vjerojatnost da je
izabrana tocka iz skupa A) je broj

_

P(A) = o

5.4)

5.2 Uvodenje geometrijske vjerojatnosti u nastavu
matematike

U nastavku ¢emo pokazati jedan primjer uvodenja geometrijske vjerojatnosti u nastavnom
procesu. Cilj je da ucenici vizualno uoce Sto znaci odredivati vjerojatnost dogadaja me-
todom odredivanja povrSina. Ova aktivnost je primjerena za rad u grupama, gdje ucenici
sami istraZivaju te dolaze do zakljucaka. Nakon $to bi sami racunali povrSine te pokuSavali
otkriti vjerojatnost pomocu dobivenih podataka, precizno bi se uveo pojam geometrijske
vjerojatnosti.

Pikado

Naredni primjer je preuzet iz prirucnika [12|]

Na primjeru igre pikado ucenici bi procjenjivali odgovore na postavljena pitanja koja uklju-
cuju odredivanje vjerojatnosti pogotka nekog polja. Prvo bi zajednicki ponovili igru i §to
je cilj u igri. Zatim bi izmjerili potrebne dimenzije, izracunali povrSine pa i vjerojatnosti.
Pitanja koja se mogu postaviti za razmiSljanje ili radove ucenika su:

e Za koje polje je najveca vjerojatnost za pogodak, a za koje najmanja?

e Kolika je vjerojatnost pogotka u polje koje nosi najvise bodova? Kolika je vjerojat-
nost pogotka u polje koje nosi najmanje bodova?

e MoZete li na osnovu izracunatih vjerojatnosti i rasporeda polja osmisliti taktiku za
loSeg igraca pikada?

Zadatak 12. Upoznajmo bolje igru pikado. Meta ima promjer 340 mm i podijeljena je na
20 isjecaka. Centar (Bull’s eye) ima dijametar 12.7 mm i nosi 50 bodova, a prsten oko
njega (Bull) nosi 25 bodova i ima promjer 31.8 mm. Vanjski prsten (Double) Sirine je 8
mm i on udvostrucava broj bodova tog isjecka. Sredisnji prsten (Triple) ima takoder Sirinu
8 mm, njegov vanjski rub je 107 mm udaljen od centra, a pogodimo li ovaj dio bodovi se
utrostruce. Ako igramo pikado nasumicno i uvijek pogadamo metu, kolika je vjerojatnost
da pogodimo:

1. Bulls eye,

2. broj 20,
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3. Triple,
4. Triple 20,
5. Bull,
6. Double 8?
5 20 1
P e~ k3. Double ring
'L ” W Triple ring
14 ‘E\,/” &) Bull
11'=_:=-\'--‘ ‘js
8‘ / \\ '10 Bull's eye
16X ‘ »15
195 17 ‘4 O
Slika 5.3: Pikado ploca (slika preuzeta s [[12])
Rjesenje.

Izracunajmo povrsine nekih podrucja (vidi tablicu 5.4 preuzetu s [12]):

Podrudje Radijus (u mm) Povriina (u mm?)

cijela meta 170 B, =r?m = 28900x

Bull's eye 6.35 Py, = rim = 40.3225n

Bull r, =635 =159 P, = (r{ —r{)m = 212.4875n
neki broj - P, ="t = 1432.36m
Double n =162, 1, =170 P; = (rf —r{)m = 2656m
Triple r, =99,r, =107 P, = (rf —r{)mr = 1648n

Slika 5.4: PovrSine polja pikado ploce

Sada imamo:

1. Vjerojatnost da slu¢ajno pogodimo centar (Bull’s eye) je omjer povrSine centra i
povrsine cijele mete.

m(Bull’s eye) Py, 40.32257

= — ~ 0.001395 =~ 0.1%.
m(meta) P, 28900r7 ?

P(Bull’s eye) =
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2. Kako su povrSine koje pripadaju nekom broju jednake, pogadjamo bilo koji broj s
istom vjerojatnoscu.

P, 1432.36n
PQ20) = P 280008 0.04956 = 5%.

3. Triple koji pripada jednom broju ima povrSinu

Pt 2
— =824 )
20 82.4mrmm
Zato je
P, 14687
P(Triple) = — = ~ 0.05702 =~ 5.7%.
(Triple) = 5= = 58000x ’

4. Triple 20 nosi najviSe bodova, no ako niste dobri u pikadu promasaj Triple 20 se
kaZnjava sa 1 ili 5 bodova koji su oko polja 20.

82.4n

P(Triple20) = 789007

~ 0.00285 ~ 0.3%.

5. Vjerojatnost da pogodimo Bull iznosi:

P, 212.4875x

P(Bull) = =% =
(Bull) = 5= = —35900n

~ 0.00735 = 0.7%.

MoZemo primijetiti da je vjerojatnost da slu¢ajno pogodimo Bull ve€a od vjerojat-
nosti da pogodimo Triple 20.

.. . . . . P
6. Double koji pripada jednom broju ima povrsinu 35 = 132.87mmm?.
Zato je
132.8n

P(Double8) = 289007

~ 0.0046 ~ 0.46%.
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5.3 Primjeri zadataka s geometrijskom interpretacijom

Nakon §to smo definirali geometrijsku vjerojatnost, slijedi nekoliko primjera vjerojatnos-
nih problema koji bi se mogli uvrstiti u nastavu matematike, a rjeSavaju se raCunanjem
povrsina.

Zadatak 13. (preuzet iz knjige [13])

Dva vlaka duljine 200 m krecu se brzinom 20 m/s prugama koje se medusobno kriZaju.
Trenutak u kojem ce oni uci u krizanje slucajan je, izmedu 22 sata i 22 sata i 30 minuta.
Kolika je vjerojatnost da ce se vlakovi sudariti?

Rjesenje.
Oznadimo s:
x - trenutak ulaska prvog vlaka u kriZanje,
y - trenutak ulaska drugog vlaka u krizanje.
Ako prvi vlak ude u kriZanje tocno u 22 sata stavimo x = 0, a ako ude u krizanje u 22 sata
1 30 minuta stavimo x = 1800 (30 min=1800 s).
Prema tome x moZe primiti sve vrijednosti u segmentu [0, 1800], a isto vrijedi i za y.

Ako shvatimo istrazivanje vjerojatnosti sudara kao pokus, za ishod slu¢ajnog pokusa
smatramo ureden par (x, y) (trenutak ulaska prvog odnosno drugog vlaka u kriZzanje). Pros-
tor elementarnih dogadjaja ovog slucajnog pokusa je skup Q C R definiran sa:

Q={(x,y) €R?: 0 < x < 1800,0 < y < 1800}.

Iz duljine vlakova i njihove brzine moZemo zakljuciti da svaki od vlakova prolazi kroz
krizanje u trajanju od 10s. Odavde zakljuCujemo da ¢e se vlakovi sudariti ako i samo ako
ulaze u kriZanje za razliku vremena ulaska od 10 s tj.

|x =yl < 10.
Neka je dogadaj A oznacava dogadaj da su se vlakovi sudarili pa moZemo staviti:
A={x,y)eQ:|lx—y <10} ={(x,y) e Q: x—-10 <y < x+ 10}.

Sada nacrtajmo u koordinatnom sustavu skup elementarnih dogadaja € i skup A (vidi sliku
[5.5).

Dogadaj A dogodit Ce se ako i samo ako tocka koja se sluCajno izabire unutar skupa Q
padne u skup A. Prema definiciji geometrijske vjerojatnosti u ravnini zakljucujemo da je
vjerojatnost dogadaja da ¢e se vlakovi sudariti jednaka:

m(A) 18007 — 17907

= ~ 0.011.
m(Q) 18002

P(A) = P(w € A) =
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1800

10

©l 10 1800

Slika 5.5: Prolasci vlakova

Zadatak 14. (preuzet s [3|]) Dva prijatelja dogovore se da ce se naci na Trgu bana Jelacica

kraj sata u 8 sati navecer. Tko prvi dode cekat ¢e najvise 20 minuta. Obojica e sigurno

doci na trg izmedu 8 i 9 sati. Izracunajte vjerojatnost da se dva prijatelja sastanu.
Rjesenje.

Susret je unutar vremenskog razmaka od 60 minuta pa je skup elementarnih dogadaja:

Q = [0,60] x [0, 60] = {vrijeme dolaska prvog i drugog prijatelja izmedu 8 i 9h}.

Npr. Q = (15, 22) znaci da se prvi pojavio u 20:15, a drugi u 20:22.

Definirajmo A={dva prijatelja su se susrela}.
Dogadaj A Cine ishodi za koje smatramo da su uredeni parovi (x, y) za koje vrijedi:

A={(x,y)€Q:|x—y| <20

Treba odrediti vjerojatnost dogadaja A. Nacrtamo li to u koordinatnom sustavu, podrucje u
oznaci A predstavlja dogadaj da su se prijatelji sastali (vidi 5.6). Stoga koriste¢i geometrij-
sku vjerojatnost dobivamo:

A(A) B 602 — (60—220)2 _ (60—220)2 ) 5

AQ) 602 9’

P(A) =
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80

60

401

20 9

Slika 5.6: Susret prijatelja

Vjerojatnost da ¢e se dva prijatelja susresti je priblizno 0.55, odnosno 55%.

Zadatak 15. (preuzet iz [I1|]) Marija se nadala da ce na testu uspjeti sjesti barem na
2 metra udaljenosti od prozora jer tada, zbog jace svjetlosti i svjeZeg zraka, ima bolju
koncentraciju. Predavaonica u kojoj se pise ispit je kvadratnog oblika Sirine 6 m, dok se
prozori protezu na 80% duljine s lijeve strane prostorije i cijelom Sirinom u zadnjem dijelu,
a u tom dijelu se nalaze i stolice. Kolika je vjerojatnost da ¢e Ivana sjesti gdje Zeli?

Rjesenje.
Prvo skiciraymo razred (slika preuzeta s [11]). S lijeve strane prostorije prozori zauzi-
maju 80% - 6m = 4.8m.
Povrsina podrucja u kojem se nalaze stolice je:

4.8m - 6m = 28.8m°.

Ta povrsina oznaCava skup elementarnih dogadaja Q.
Ako s A ozna¢imo dogadaj {Ivana je sjela gdje Zeli}, uocimo da je povrSina tog dogadaja
jednaka povrsini osjencanog dijela tj.

dm-2m+ 4.8m-2m = 17.6m>
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Slika 5.7: Ucionica

pa je vjerojatnost trazenog dogadaja:

17.6
P(A) = — ~ 0.611 =~ 61%.
(A) 788 0.6 61%
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Sazetak

U radu je izloZeno nekoliko tehnika i trikova vizualizacije koji mogu pomo¢i u odredenim
tipovima zadataka iz elementarne teorije vjerojatnosti. Posebni naglasak je na sistematic-
nom rjesavanju problema, tj. kako uc¢enik moZe vizualno postaviti zadatak i potom relativno
lako ocitati rezultat.

Prva opisana tehnika vizualizacije su Vennovi dijagrami kod kojih se dogadaje tretira
kao skupove. Uz pomo¢ njih vizualiziramo algebru dogadaja te oCitavanjem podataka iz
dijagrama racunamo vjerojatnosti dogadaja.

Nadalje, dvosmjerne tablice ili eng. two way tables mogu pomo¢i kod jednostavnih
problema s nekoliko dogadaja, ali 1 vizualizacije nezavisnosti dogadaja. Opisani su primjeri
struktuiranja tablice te oCitavanja vjerojatnosti iz njih.

Najkorisniji trik vizualizacije vjerojatnosti su stabla vjerojatnosti, koja su korisna u slo-
Zenijim zadacima s uvjetnim vjerojatnostima, ali i u otkrivanju te razumijevanju Bayesove
formule. Zbog toga su opisani primjeri aktivnosti kako ucenici mogu sami otkriti strukturu
stablastog dijagrama te iz njega ocCitavati sloZenije vjerojatnosti.

Na kraju, ideja geometrijske vjerojatnosti tj. svodenje vjerojatnosnih problema na ra-
cunanje povrSina likova je standardni trik pri rjeSavanju zadataka u kojima vjerojatnosni
prostor mora biti neprebrojiv. Osim raznih primjera rjeSavanja zadataka pomocu geome-
trijske vjerojatnosti, naveden je i primjer aktivnosti kojom se moze uvesti geometrijska
vjerojatnost u nastavnom procesu.



Summary

This work presents some techniques and tricks of visualization which can help us with
certain types of problems from elementary probability theory. The emphasis is on syste-
matical solutions of the problems and the way how pupils can visually set the task and then
relatively easy read off the results.

The first technique of visualization is the Venn diagram in which events are treated as
sets. By using them, we visualize the algebra of sets and we are evaluating the probability
of an event by reading off data from the diagram.

Furthermore, the two-way tables can help us with simple problems with several events,
but also with visualization of independence of the events. There are some examples of
construction of tables from which we can read off data in order to calculate the probability
of some event.

The most useful trick of visualization of probabilities is a tree diagram which can help
us with more complex problems concerning conditional probabilities, but also for the dis-
covery and understanding of the Bayes theorem. Therefore, we provide some examples of
activities how pupils can reveal the structure of the tree diagram by themselves and then
read more complex probability from it.

In the end, the idea of a geometric probability is actually reducing probability problems
to calculating areas of different shapes. That is a standard trick in solving the problems in
which the space of elementary events must be uncountable. Besides various examples of
solving tasks with geometric probability, we also specified an example of the activity that
can be used as a motivation for the discovering of geometric probability during the teaching
process.
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