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Uvod

U ovom diplomskom radu proucavat ¢emo Cantorov skup i neka njegova svojstva, ali
i opcenitije, proucavat ¢emo totalno nepovezane kompaktne metricke prostore i njihova
svojstva.

U prvom poglavlju definirat ¢emo neke bitne pojmove u metriCkim i topoloSkim pros-
torima, izmedu ostalog povezanost, kompaktnost, Hausdorffove i normalne prostore te do-
kazati neke tvrdnje s tim u vezi.

U drugom poglavlju proucavat ¢emo pojam separiranih skupova u topoloSkom prostoru
te cemo se posebno koncentrirati na kompaktne Hausdorffove prostore i dokazati neke
rezultate vezane uz separiranost skupova u takvim prostorima. Na kraju ovog poglavlja
dolazimo do jedne bitne karakterizacije totalno nepovezanih kompaktnih metri¢kih pros-
tora.

U treCem poglavlju uvest ¢emo pojam Cantorovog skupa. Nadalje, proucavat ¢emo svoj-
stva tog skupa, kao i svojstva Cantorovog prostora kao primjera netrivijalnog totalno ne-
povezanog kompaktnog metri¢kog prostora.






Poglavlje 1

Metricki i topoloski prostori

1.1 Maetricki prostori

Definicija 1.1.1. Neka je X skup, X # 0 te neka je d : X X X — R funkcija takva da za sve
x,y,7 € X vrijedi:

1) d(x,y) >0
2)dx,y) =0 x=y
3) d(x,y) = d(y, x)
4) d(x,z) <d(x,y)+d(y,z) (nejednakost trokuta)
Tada za d kaZemo da je metrika na X, a za uredeni par (X, d) kaZemo da je metricki prostor.
Primjer 1.1.2.  [. Funkcijad : R X R — R definirana s
dix,y)=1ly—x,Vx,yeR

je metrika na R. Svojstva 1) - 3) iz definicije metrike ocito vrijede, a nejednakost
trokuta vrijedi jer za sve x,y,z € R imamo

dx,2) =lz—x =lz—y+y—-xl <lz =yl +ly—xl =d(y,2) + d(x, ).
Za d kazemo da je euklidska metrika na R.
2. OpCenitije, neka je n € N te neka je d : R" X R" — R funkcija definirana s
d((x1, X2, -5 %), 01,32+ ¥n) = VL= X0 + (2 = X2)% + o+ O — X0

Za d kaZemo da je euklidska metrika na R". MoZe se pokazati da je d zaista metrika
na R". Uocimo da se za n = 1 ova metrika podudara s metrikom iz prvog dijela ovog
primjera.
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Primjer 1.1.3. Neka je X skup, X # 0 te neka je d : X X X — R funkcija definirana s

0, ako je x =y,

d(x.y) :{ 1, ako je x # y.

Lako se provjeri da je d metrika na skupu X. Za d kaZemo da je diskretna metrika na X.

Definicija 1.1.4. Neka je (X, d) metricki prostor te neka su xo € X, r > 0. Definiramo
Ky(xo,7r) = {x € X |d(x, xo) <r}.

KaZemo da je K (xo, r) otvorena kugla oko x, radijusa r u metrickom prostoru (X, d). Ako
je jasno o kojoj se metrici radi, onda umjesto K (xy, r) pisemo K(x, r).

Definicija 1.1.5. Neka je (X,d) metricki prostor te neka je U C X. KaZemo da je U
otvoren skup u metrickom prostoru (X, d) ako za svaki x € U postoji r > 0 takav da je
K (x,r) C U.

Definicija 1.1.6. Neka su A i X skupovi te neka je U : A — P(X) funkcija. Tada za U
kazemo da je indeksirana familija podskupova od X. Za a € A, umjesto U(a), pisemo U,
Dakle, U, C X, za svaki @ € A. Indeksiranu familiju U oznacavamo i s (U,),e4. Nadalje,
definiramo

| JU.=txex | JaeAxeU,)

€A

Sljedeca propozicija lako se dokazuje:
Propozicija 1.1.7. Neka je (X, d) metricki prostor. Tada vrijede sljedece tvrdnje:
1) 0,X su otvoreni skupovi u (X, d)
2) Ako je (U,),eq indeksirana familija podskupova od X takva da je U, otvoren skup u
(X,d) za svaki « € A, onda je | ) U, otvoren skup u (X, d).

acA

3) Ako su U iV otvoreni skupovi u (X, d), onda je U NV otvoren skup u (X, d).

Propozicija 1.1.8. Neka je (X, d) metricki prostor te neka su xo € X,r > 0. Tada je K(xo,1)
otvoren skup u (X, d).

Dokaz. Ako je x € K(xy,r), definiramo s = r — d(x, xo). Imamo s > 0 te vrijedi K(x, s) C
K(xy, r). Naime, ako je y € K(x, s), onda je

d(y, x0) <d(y,x) +d(x,x0) < s +d(x,x9) = r

pajey € K(xo,r). Time je tvrdnja dokazana. i
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Primjer 1.1.9. Neka je d euklidska metrika na R. Tada za sve xo € R i r > 0 vrijedi
K(xg, 1) = (xo — 1, X9 + r). Naime, za svaki x € R vrijedi
x € K(xg,r) © d(x,xp) <r

S |x—xol<r

S r<x—xo<r

Sxg—Fr<x<Xxp+r

S x€{xg—r,Xx9+ ).
Dakle, svaka otvorena kugla u metrickom prostoru (R, d) je oblika {a, b), gdje su a,b €

R, a < b. Obratno, svaki skup oblika {a,b), gdje su a,b € R, a < b je otvorena kugla u
(R, d) jer iz dokazanog slijedi da je

a+b b-

2 72
Posebno, skupovi oblika {(a, b), gdje su a,b € R, a < b su otvoreni u (R, d). Nadalje, ako
je a € R, onda je (—o0, a) otvoren skup u (R, d) jer je

(~o0.a) = |_J(x.a).

x<a

K( 9 = (a. by,

Analogno zakljucujemo da je skup {a, co) otvoren u (R, d), za svaki a € R.

1.2 Topoloski prostori

Definicija 1.2.1. Neka je X skup, X # 0 te neka je T familija podskupova od X takva da
vrijedi:

1) 0,.XeT

2) Ako je (Uy)gea indeksirana familija podskupova od X takva da je U, € T, za svaki a €
A, ondaje | ) U, €T.

a€cA

3) Akosu U,V € T, ondajeUNV eT.

Tada familiju T nazivamo topologija na X, a za uredeni par (X, T") kaZemo da je topoloski
prostor. Za elemente od T kaZemo da su otvoreni skupovi u topoloskom prostoru (X, 7).

Ako je (X, d) metricki prostor, onda familiju svih otvorenih skupova u (X, d) oznacavamo
s 74. Uocimo da je, prema Propoziciji 7 4 topologija na X. Za 7, kazemo da je topo-
logija inducirana metrikom d. Uocimo da je U otvoren skup u metrickom prostoru (X, d)
ako 1 samo ako je U otvoren skup u topoloSkom prostoru (X, 7).
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Primjer 1.2.2. Neka je X skup, X # 0. Tada je {0, X} topologija na skupu X. Za {0, X}
kaZemo da je indiskretna topologija na X. Pretpostavimo da skup X ima bar dva elementa,
neka su to a i b. Tvrdimo da ne postoji metrika d na X takva da je {0, X} = T,. Pretposta-
vimo suprotno, tj. da takva metrika d postoji. Promotrimo skup U = K(a,d(a,b)). Prema
Propoziciji U je otvoren u (X,d). Nadalje, U sadrzi a, pa je U # 0. Vidimo i da
b ¢ U, pajeU # X. Dakle, U ¢ {0,X}, ali U € T, jer je otvoren u (X,d), a ovo je u
kontradikciji s pretpostavkom da je {0, X} = T,.

Definicija 1.2.3. Za topoloski prostor (X, T ) kaZemo da je metrizabilan ako postoji me-
trika d na X takva da je T = T,.

Nije svaki metricki prostor metrizabilan. Npr. ako je X skup koji ima bar dva elementa,
onda topoloski prostor (X, {0, X}) nije metrizabilan (primjer|1.2.2).

Definicija 1.2.4. Neka je (X, T") topoloski prostor te neka je Y C X, Y # 0. Neka je
S={UnY|UeT}

Za S kazemo da je relativna topologija na Y odredena topologijom T . Za uredeni par

(Y, S) kazemo da je potprostor topoloSkog prostora (X, 7).

Propozicija 1.2.5. Neka je (X, T") topoloski prostor te neka je Y C X. Pretpostavimo da je
S relativna topologija na Y. Tada je S topologija na Y. Drugim rije¢ima, svaki potprostor
topoloskog prostora je i sam topoloski prostor.

Dokaz. Imamo
S={UnY|UeT)

Vrijedi =0NYi0eT pajed €S. Takoder, Y =XNYiXeT,pajeY €8.
Pretpostavimo da je (V,),c4 Indeksirana familija podskupova od Y takva da je V,, €
S, za svaki @ € A. Tada za svaki a € A postoji U, € 7 takav daje V, = U, N Y. Vrijedi

UVQ:U(UQOY):(UUQ)ﬂY

a€cA a€A a€cA
te
U U,eT
a€A
paje
U V,eS
a€A

Neka su Vi, V, € S. Vrijedi

Vi=UuinY, V,=U,NnY,
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gdje su Uy, U, € 7. Imamo
VinVo=UNnY)NU,NnY)=U, NnU,)NY

iUlﬂUzeTpajeVlﬂVzeS. O

1.3 Povezanost

Definicija 1.3.1. Neka je (X,7") topoloski prostor. Za uredeni par (U, V) kaZemo da je
separacija topoloskog prostora (X, 7") ako vrijedi sljedece:

UVeT, U0, V+0,UNV=0,UUV =X.

Za topoloski prostor (X, T") kazemo da je povezan ako ne postoji separacija tog topoloskog
prostora.

Definicija 1.3.2. Neka je (X,7T) topoloski prostor te A C X. Neka su U,V € T takvi da je
UNA#0, VNA#0, UNVNA=0,ACUUYV.
Tada za uredeni par (U, V) kaZemo da je separacija skupa A u topoloskom prostoru (X, T").

Definicija 1.3.3. Neka je (X, T") topoloski prostor te A C X. KaZemo da je A povezan skup
u topoloskom prostoru (X, 7") ako ne postoji separacija od A u (X, 7).

Propozicija 1.3.4. Neka je (X,T) topoloski prostor te A C X, A # (0. Neka je S rela-
tivna topologija na A. Tada je A povezan skup u (X, T") ako i samo ako je (A, S) povezan
topoloski prostor.

Dokaz. Prvo dokazujemo tvrdnju da iz Cinjenice da je A povezan skup u (X, 7°) slijedi da je
(A, S) povezan topoloski prostor. Pretpostavimo da (A, S) nije povezan topoloSki prostor.
Tada postoji separacija topoloSkog prostora (A, S), tj. postoje Vi, V, € § za koje vrijedi

Vl;t@, VQi@, V]ﬂVzZ(D,A:V1UV2.

1z ¢injenice Vy, V, € S slijedi da postoje Uy, U, € 7 takvidaje Vi = U NA,V, = U NA,
pa vrijedi
UlﬂAi(D, U2ﬂA¢0, U]ﬂUzﬂAZQ, AQUIUUz,

tj. (U1, U,) je separacija od A u topoloSkom prostoru (X, 7). To znaci da A nije povezan u
(X, 7)), ¢cime smo dokazali tvrdnju.
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DokaZzimo i obrat na sli¢an nacin. Pretpostavimo da A nije povezan skup u (X, 7). Tada
postoji separacija od A u (X, 7)), tj. postoje U, U, € 7 za koje vrijedi

UNA#0, UyNA#0, UNnU,NA=0, AC U, U U,.
Stavimo V; = U, NA,V, = U, NA, pavrijedi V|,V, € Ste
Vi£0, Vo, 20, VinV,=0, A=V, UV,.

Iz ovoga slijedi da je (Vy, V») separacija topoloskog prostora (A, S), $to znaci da (A, S) nije
povezan. m]

Propozicija 1.3.5. Neka je (X, T") topoloski prostor te neka je (S ;)4 indeksirana familija
povezanih skupova u (X, 7" ) takva daje S ,NSp # O za sve a,B € A. Tada je | ) S, povezan

acA
skup u (X, 7).

Dokaz. Pretpostavimo suprotno. Tada postoji separacija (U, V) od |J S,. Neka je o € A.

acA
Tvrdimo da skup S, ne sijece istovremeno U i V. Pretpostavimo suprotno. Tada je

Sey NU#01S,,NV # 0. Imamo

Sw S| JSacUUVIe

acA

UunvnS,cunvn ( Js.=0.

acA

Iz ovoga slijedi da je (U, V) separacija od S ,,, Sto je kontradikcija s ¢injenicom da je S ,,
povezan.
Dakle, §,, ne sijeCe istovremeno U1V paiz §,, C U U Vslijedi S,, C U ili §,, C V.
Dakle, za svaki oy € A vrijedi S, € U ili §,, € V. Fiksirajmo neki @y € A. Imamo dva
slucaja:
1. slucaj:
Say € U.

Nekajea € A. Tadaje S, € U ili §, € V. Kada bi vrijedilo §, € V, onda bismo imali

Se NS, CUNV,Stobizajednos S,, NS, € U Spdalo
BEA

SwNSacUnVnl Jss=0,
BeA
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tj. imali bismo S,, NS, = 0, a to je nemoguce prema pretpostavci propozicije. Dakle
So CUVa e A. Slijedi | S, € U. Stoga je

acA

vadJsa=vaJsanuv =

a€cA a€cA

:UﬂVﬂ(USa):

acA

=0

Sto je u kontradikciji s ¢injenicom da je (U, V) separacijaod |J S,.
a€A
2. sluca;:
S(y() g V
Posve analogno kao u 1. slu¢aju dolazimo do istog zakljucka.
Zakljucak: (J S, je povezan skup u (X, 7). O

a€cA

Korolar 1.3.6. Ako su A i B povezani skupovi u topoloSkom prostoru (X,T") takvi da je
AN B # 0, onda je AU B povezan skup.

Definicija 1.3.7. Neka je (X, T") topoloski prostor te x € X. Definiramo

CX:UP

Ppovezan
xepP

Za C, kaZemo da je komponenta povezanosti tocke x u topoloskom prostoru (X, 7).

Ako je (X, 7") topoloski prostor te x € X, onda je {x} povezan skup u (X, 7). Naime,
kada bi (U, V) bila separacija skupa {x}, onda bi vrijedilo

Un{x}#0, VNni{x}#0 (. xeUixeV)

unvnix}=0,

Sto je ocito nemoguce.
Stoga je {x} € C,, tj. x € C,. Iz definicije od C, i propozicije [I.3.5] slijedi da je C,
povezan skup.

Propozicija 1.3.8. Neka je (X, T") topoloski prostor te neka su x,y € X. Tada je C, = C,
ilic,NnCy=0
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Dokaz. Pretpostavimo da je
C,NC,#0.

Tada je prema korolaru[1.3.6] C, U C, povezan skup. Stoga iz x € C, U C, slijedi
C,UC,cC,
(prema definiciji od C,) te isto tako iz y € C, U C; slijedi
C.UC, CC,.
Imamo dakle C, € C,1C, C Cypaje
C.=C,.
Time je tvrdnja propozicije dokazana. O

Definicija 1.3.9. Neka je (X,7) topoloski prostor te F C X. Za skup F kaZemo da je
zatvoren u topoloskom prostoru (X, 7") ako je X\F otvoren u (X, 7).

Propozicija 1.3.10. Neka je (X, T") topoloski prostor. Vrijedi:
1) 0i X su zatvoreni skupovi u (X, 7).
2) Neka je (Fy)qea indeksirana familija zatvorenih skupova u (X,7). Tada je () F,
zatvoren skup u (X, 7). "
3) Neka su F i G zatvoreni skupovi u (X, 7). Tada je F U G zatvoren skup u (X, 7).
Dokaz. 1) Ocito.
2) Vrijedi (N Fo)¢ = U F,©. Za svaki @ € A vrijedi F,© € 7. Prema definiciji

a€cA a€cA

topologije vrijedi | J F,° € 7. Prema tome, () F, je zatvoren skup.
a€cA a€A

3) Vrijedi (FUG)® = FC N G¢ pa analogno kao u 2) zaklju¢ujemo da je F UG zatvoren
skup.
O

Definicija 1.3.11. Neka je (X, T") topoloski prostor te A C X. Definiramo

A= () F
Fzatvoren

ACF

Za A kazZemo da je zatvaraé skupa A u topoloskom prostoru (X, 7).
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Ocito je A € A. Nadalje, prema propoziciji A je zatvoren skup. Iz definicije od
A slijedi: ako je F zatvoren skup takav daje A C F, ondaje A C F. Ako je A zatvoren
skup, onda iz A C A slijedi A C A, §to zajedno s A C A daje A = A. Prema tome, vrijedi
sljedeéa ekvivalencija: A je zatvoren ako i samo ako je A = A.

Propozicija 1.3.12. Neka je (X, T) topoloski prostor; A C X te x € X. Tada je x € A ako i
samo ako za svaki otvoreni skup U takav da je x € U vrijedi U N A # 0.

Dokaz. Pretpostavimo da je x € A. Neka je U € 7 takav da je x € U. Tvrdimo da je
UNA # 0. Pretpostavimo suprotno, tj. daje U N A = 0. Tada je A C UC. 1z ovoga i
¢injenice da je U€ zatvoren skup slijedi da je A C UC. Iz pretpostavke da je x € A slijedi
da je x € U°S, $to je u kontradikciji s ¢injenicom da je x € U. Stogaje U N A # 0.

Obratno, pretpostavimo da za svaki U € 7 takav daje x € U vrijedi U N A # 0.
Dokazimo da je x € A. Pretpostavimo suprotno, tj. x ¢ A. Tada je x € X\A. Skup X\A je
otvoren pa iz pretpostavke slijedi da je

X\ANA=%0,
no to je nemoguce jer je
X\ADNACX\A)NA=0.

Prema tome, x € A. O

Korolar 1.3.13. Neka je (X, T ) topoloski prostor, A C X te U € T . Tada vrijedi UNA # ()
ako i samo ako U N A # 0.

Dokaz. Akoje UNA # 0, onda je odito U N A # 0.
Obratno, pretpostavimo da je U N A # (. Odaberimo x € UNA. Tadajexe Aixe U

pa iz propozicije(1.3.12[slijedi U N A # 0. O

Propozicija 1.3.14. Neka je (X,T") topoloski prostor, A povezan skup u (X,7 ) te B C X
takav da je A C B C A. Tada je B povezan skup u (X, 7).

Dokaz. Pretpostavimo da B nije povezan. Tada postoji separacija (U, V) od B u (X, 7).
Slijedi
UverT,UnvVvnB=0,UNnB#0, VNB+#0, BCUUYV.
Iz A C Bsslijedi
ACcUUYV

UNVNA=0.
IzUNB#0iBC Aslijedi

UNA=+0,
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pa iz korolara|1.3.13|slijedi
UNA=#Q0.

Posve analogno zakljucujemo da je
VNA=+D0.

Na temelju svega dobivenog zaklju¢ujemo da je (U, V) separacija od A. No to je nemoguce
jer je A po pretpostavci propozicije povezan skup. Dakle, B je povezan skup. O

Iz prethodne propozicije odmah dobivamo sljedecu tvrdnju:

Korolar 1.3.15. Neka je (X, T ) topoloski prostor te neka je A povezan skup u (X, 7). Tada
je A povezan skup u (X, 7).

Korolar 1.3.16. Neka je (X,T") topoloski prostor te neka je x € X. Tada je komponenta
povezanosti C, tocke x zatvoren skup.

Dokaz. 1z ¢injenice da je x € C, slijedi x € C,, a prema korolaru [1.3.15| vidimo da je C,
povezan skup pa iz definicije od C, dobivamo C, C C,. Stoga je C, = C,. Time je tvrdnja
korolara dokazana. O

Definicija 1.3.17. Za topoloski prostor (X, T") koji je nepovezan kaZemo da je totalno ne-
povezan ako ne postoji povezan skup u tom topoloskom prostoru koji ima bar dvije tocke.

Uocimo da je nepovezani topoloski prostor (X, 7) totalno nepovezan ako i samo ako
za svaki x € X vrijedi da je C, jednocClan skup.

1.4 Kompaktnost

Definicija 1.4.1. Neka je (X,T") topoloski prostor. Za familiju U otvorenih skupova u

(X, T) kaZemo da je otvoreni pokrivac topoloskog prostora (X, 7T ) ako je | U = X.
UelU

Definicija 1.4.2. Za topoloski prostor (X, T") kazemo da je kompaktan ako za svaki otvo-
reni pokrivac U od (X, T ) postojen e Ni U,,...,U, € UtakvidajeX =U, U---U U,.

Definicija 1.4.3. Za topoloski prostor (X, T") kaZemo da je Hausdorffov ako za sve a,b € X
takve da je a # b postoje U,V € T takvidajeaec U, beViUNV =0.

Propozicija 1.4.4. Svaki metrizabilan topoloski prostor je Hausdorffov.
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Dokaz. Neka je (X, 7) metrizabilan topoloski prostor. Tada postoji metrika d na X takva
daje7 =7, Nekasua,b € X takvida je a # b. Neka je r = d(a, b). Ocito je r > 0. Neka
je
r r
U=K(a,=), V=Kb,x).
(@.3). V = Kb.3)

Prema propoziciji [I.1.8] skupovi U i V su otvoreni u metrickom prostoru (X, d). Dakle,
U,V eT, pavrijedi UV € 7. OcCito vrijedia € Uib € V. Dokazimo joSdaje UNV = 0.
Pretpostavimo suprotno. Tada postoji x € X takavdajex e UNV. Dakle, x e Uix eV
paje

,
d(x, =
(x,a) < 5
! r
d(x,b) < —=.
(x.b) < >
Imamo .y
d(a,b) <d(a,x)+d(x,b) < > + 5= r,
tj. d(a, b) < r, Sto je nemoguce jer je d(a,b) = r. Prema tome, U NV = (.
Zakljucak: (X, 7") je Hausdorffov prostor. O

Nije svaki topoloski prostor Hausdorffov. Npr. ako je X skup koji ima bar dva elementa,
onda topoloski prostor (X, {0, X}) nije Hausdorffov.

Definicija 1.4.5. Za topoloski prostor (X,T") kaZemo da je normalan ako je (X,7) Ha-
usdorffov te ako za sve zatvorene disjunktne skupove F i G u (X,7") postoje U,V € T takvi
dajeFCU GCViUNV=0.

Ocito je svaki normalan prostor Hausdorffov.
Propozicija 1.4.6. Svaki metrizabilan topoloski prostor je normalan.

Dokaz. Neka je (X, 7 ) metrizabilan topoloski prostor. Prema propoziciji (X,7T) je
Hausdorffov prostor. Neka su F i G disjunktni zatvoreni skupovi u (X,7). Znamo da
postoji metrika d na X takva da je 7 = 74. Imamo G € 7, paje G € Ty, tj. G je
otvoren skup u metrickom prostoru (X, d). Za svaki x € F vrijedi x ¢ G, tj. x € G, pa
postoji r, > 0 takav da je

K(x,ry) C GC.

Isto tako, imamo da je skup F€ otvoren u metri¢kom prostoru (X, d) pa zakljucujemo da za
svaki y € G postoji s, > 0 takav da je

K(y,s,) C F€.
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Definirajmo
rX
U= K@, )
xeF
1 v=|JK0.2)
s 2 .
veG

Skupovi U i V su otvoreni u metrickom prostoru (X, d). Prema tome, U,V € 7. OCito je

FCcU

GCV.

Tvrdimo da je
unv=20.

Pretpostavimo suprotno. Tada postoji z € X takav da je z € U N V. Slijedi da postoje x € F
iy € G takvi da je

K(x, =
7 € K(x, 5)
1 Sy
z € K(y, E).
Imamo ros
d(x,y) <d(x,z) +d(z,y) < 5 + Ey
Dakle,

re S
d(x,y) < =+ =.
Ly <=+
Ako je s, < 1y, onda je

paje
d(x,y) <r,,

Sto povlaci da je y € K(x, ry), no to je nemoguce jerjey € G, a
K(x,ry) C GE.
Ako je r, < sy, onda na isti nacin dolazimo do kontradikcije. Dakle,
unv=0.

Zakljucak: Topoloski prostor (X, 7) je normalan. i
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Definicija 1.4.7. Neka je (X, 7") topoloski prostor te K C X. Neka je U neprazna familija
otvorenih skupova u (X, T") takva da je

kel Ju

Tada za ‘U kaZemo da je otvoreni pokrivac skupa K u topoloskom prostoru (X, 7).

Definicija 1.4.8. Neka je (X, T) topoloski prostor te K C X. Za K kaZemo da je kompaktan
skup u topoloskom prostoru (X, 7") ako za svaki otvoreni pokrivac U od K u (X, T") postoje
neNiU,...,U, € Utakvida je

KcU U---uUU,.

Lema 1.4.9. Neka je (X,7T) Hausdorffov prostor, x € X te K kompaktan skup u (X,7")
takav da x ¢ K. Tada postoje U,V € T takvidajexe U, KCViUNV =0.

Dokaz. Ako je K = 0, tvrdnja je jasna (uzmemo U = X, V = 0). Uzmimo stoga da je
K # 0. Neka je y € K. Tada je x # y pa postoje U,, V, € 7 takvi da je

xeU, yeV,

U,nV,=0.

Familija {V} | y € K} je otvoreni pokrivac od K u (X, 7). Buduc¢i da je K kompaktan postoje
Vi,...,yn € K takvi da je

KcV

CV,,U---UV.

Yn*
S druge strane, ocito vrijedi

xeU, N---NU,,.

Iz definicije topologije indukcijom slijedi da presjek konacno mnogo otvorenih skupova
mora biti otvoren skup. Stoga je U, N---NU,, otvoren skup, a oCito je1 V,, U---UV, otvoren
skup. Akojeze U, N---NUy ,ondajez € U,,...,z€ Uy paslijediz¢ V,,,...,z¢ V.
Dakle,

2¢V,, U---UV,.
Ovo znaci da su skupovi

U

ylmﬂU

Yn

Vyl U T U ‘/yn

disjunktni. Time je tvrdnja leme dokazana. |
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Propozicija 1.4.10. Neka je (X,7 ) Hausdorffov prostor te neka je K kompaktan skup u
(X, 7). Tada je K zatvoren u (X, 7).

Dokaz. Za svaki x € K¢ prema lemi postoji U, € 7 takavdaje x€ U, iU, NK = 0.
Dakle,
xeU,C K VxeKE.

Stoga je
K€ = U U,
xeK€
pa zaklju¢ujemo da je K¢ € 7. Prema tome, K je zatvoren skup u (X, 7). O

Propozicija 1.4.11. Neka je (X,7) Hausdorffov prostor te neka su K i L disjunktni kom-
paktni skupovi u (X, 7). Tada postoje disjunktni otvoreni skupovi U i V u (X,7") takvi da
jeKCcUiILCV.

Dokaz. Ako je K = () tvrdnja je jasna. Pretpostavimo K # (). Za svaki x € K vrijedi x ¢ L
pa prema lemi postoje U,, V, € 7 takvida je

xeU,, LCV,

urnv,=0.

Familija {U, | x € K} je otvoreni pokriva¢ od K u (X,7). Bududi da je K kompaktan,
postoje xi, ..., x, € K takvi da je

Ocito je
LcV,Nn---NV,
Skupovi
Uu,u---uuU,
i
Ve NeeenNVy

su otvoreni, a kao u dokazu leme[[.4.9]vidimo da su disjunktni. Time je tvrdnja propozicije
dokazana. O

Propozicija 1.4.12. Neka je (X, T") topoloski prostor, neka je K kompaktan skup u (X,7T")
te neka je F zatvoren skup u (X,7"). Pretpostavimo da je F C K. Tada je F kompaktan
skup u (X, 7).
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Dokaz. Neka je U otvoreni pokrivac od F te neka je
U =UU{X\F}.
Tada je U’ otvoreni pokriva¢ od K. Posto je K kompaktan, postoje Uy,..., U, € U takvi

da je
KCUU---UU,U(X\F).

Slijedi
FCcUU---UU,UX\F),
pa iz Cinjenice da su F 1 X \ F disjunktni zakljuCujemo da je
FcUU---UU,.
Prema tome, F' je kompaktan skup u (X, 7). O

Korolar 1.4.13. Neka je (X, T ) kompaktan topoloski prostor te neka je F zatvoreni skup u
(X, 7). Tada je F kompaktan u (X, 7).

Dokaz. Tvrdnja slijedi iz propozicije|l.4.12|(za K = X). O
Propozicija 1.4.14. Svaki kompaktan Hausdorffov prostor je normalan.

Dokaz. Nekaje (X, 7") kompaktan Hausdorffov prostor. Neka su F i G disjunktni zatvoreni
skupovi u (X, 7). Prema propoziciji [[.4.12] F i G su kompaktni pa iz propozicije [I.4.11]
slijedi da postoje U,V € 7 takvi da je

FCUGCV,UNV=0.

Time smo dokazali tvrdnju propozicije. O






Poglavlje 2

Totalna nepovezanost

2.1 Separirani skupovi

Definicija 2.1.1. Ako je S skup te p C S X S, onda za p kazemo da je binarna relacija na
skupu S. U tom slucaju za x,y € S, umjesto (x,y) € p, piSemo i xpy.

Definicija 2.1.2. Neka je p binarna relacija na skupu S. Za p kazemo da je refleksivna (na
S ) ako za svaki x € S vrijedi xpx. Za p kaZemo da je antisimetri¢na ako za sve x,y € S
iz xpy i ypx slijedi x = y. Za p kaZemo da je tranzitivha ako za sve x,y,z € S iz xpy i ypz
slijedi xpz.

Definicija 2.1.3. Ako je < refleksivna, antisimetricna i tranzitivna relacija na skupu S,
onda za < kaZemo da je parcijalni uredaj na S, a za uredeni par (S, <) kaZemo da je
parcijalno ureden skup. Za x,y € S pisemo x <y akoje x <yix # y.

Definicija 2.1.4. Neka je (S, <) parcijalno ureden skup, neka je A C S te neka je x € S.
Za x kaZemo da je gornja meda od A ako za svakiy € A vrijedi y < x.

Definicija 2.1.5. Neka je (S, <) parcijalno ureden skup te neka je A C S. Za A kaZemo da
Jje odozgo omeden skup u (S, <) ako A ima bar jednu gornju medu u (S, <).

Definicija 2.1.6. Neka je (S, <) parcijalno ureden skup te neka je x € S. KaZemo da je x
maksimalan element u (S, <) ako ne postoji y € S takav da je x < y.

Definicija 2.1.7. Neka je (S, <) parcijalno ureden skup te neka je A C S. KaZemo da je A
lanac u (S, <) ako za sve x,y € A vrijedi x < yiliy < x.

Sljedeca tvrdnja je dobro poznata u teoriji skupova. Navodimo je bez dokaza.

Teorem 2.1.8. (Zornova lema) Neka je (S, <) parcijalno ureden skup takav da je svaki
lanac u (S, <) odozgo omeden. Tada (S, <) ima maksimalan element.

19
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Definicija 2.1.9. Neka je (X,T) topoloski prostor te neka su A i B disjunktni podskupovi
od X. Za A i B kaZemo da su separirani skupovi u (X, 7") ako postoji separacija (U, V) od
(X,T) takvadaje ACUiBCV.

Definicija 2.1.10. Neka je (X, <) parcijalno ureden skup te neka je M lanac u (X, <).
KaZemo da je M maksimalan lanac u (X, <) ako ne postoji lanac N u (X, <) takav da
jeM C N,M # N.

Propozicija 2.1.11. Neka je (X, <) parcijalno ureden skup te neka je A lanac u (X, <). Tada
postoji maksimalan lanac M u (X, <) takav da je A C M.

Dokaz. Neka je
L ={L|Llanacu (X,<)iACL}.

Uocimo da je A € L. Neka je < relacija na £ definirana s
L, L CL,.

Relacija < je ocito refleksivna, antisimetri¢na i tranzitivna pa je < parcijalni uredaj na L.
Dokazimo da (£, <) ima maksimalan element koriste¢i Zornovu lemu. Neka je 9H lanac
u (£, <). Zelimo dokazati da je H odozgo omeden u (L, <). Ako je ‘H = 0, onda je A
gornja meda od H u (L, <). Dakle, H je odozgo omeden. Prepostavimo da je H # 0.

Definirajmo
Lo = U H.
HeH
Tvrdimo da je Ly € £. Odaberimo neki H” € H (takav postoji jer je H # 0). Imamo
H € LpajeAC H',stoga je
acl|JH,

HeH
tj. A C Ly. Dokazimo da je L, lanac u (X, <). Neka su x, x, € L. Tada postoje H, H, € ‘H
takvi da je
X1 EHliXZEHz.

Bududi da je H lanac u (£, <), imamo

H, <H,ili H, < Hy,
tj.
H, C H,ili H, C H,.
Ako je H; C H,, onda su xy,x, € H, pa iz ¢injenice da je H, lanac u (X, <) (jer je H, €

H C L) slijedi da je

X1 < xp il Xy < xy.
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Do istog zakljucka dolazimo ako je H, € H,. Zaklju€ak: L je lanac u (X, <). Prema tome,
Ly € L. Po definiciji od L vrijedi

HC Ly,YH € H,

{.
H <Ly, VH € H.

Stoga je Ly gornja meda od H u (L, <). Dakle, H je odozgo omeden u (£, X). Iz Zornove
leme slijedi da postoji maksimalan element M u (£, <). Slijedidaje A € M te da je M
maksimalan lanac u (X, <). O

Propozicija 2.1.12. Neka je (Y, S) potprostor topoloskog prostora (X, T").

1) Pretpostavimo da je F zatvoren skup u (Y, S). Tada postoji zatvoreni skup G u (X, 7T")
takavdaje F =Y NG.

2) Pretpostavimo da je G zatvoren skup u (X, 7). Tada je Y N G zatvoren skup u (Y, S).
Dokaz. 1) Imamo Y \ F € S pa postoji U € 7 takav da je
Y\F=YNnU. (2.1)

Tada je
F=YnX\U). (2.2)

Naime, ako je x € F, onda je ocito x € Y. Nadalje, vrijedi x € X 1 x ¢ U (kada bi
vrijedilo x € U, onda bi iz (2.1)) slijedilo x € Y \ F, $to je nemoguée jer je x € F).
Dakle,

xe¥YNnX\U).

Obratno, ako je x € YN (X \ U), onda je x € F jer bi u suprotnom x ¢ Fix €Y
povlacilo x € Y \ F pa bi iz (2.1) slijedilo x € Y N U, §to je u kontradikceiji s tim da
je x € X\ U. Prema tome, vrijedi (2.2)). Definirajmo

G=X\U.
Tada je G zatvoren skup u (X, 7") i, prema (2.2)), vrijedi

F=YnNG.
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2) Vrijedi
Y\(Y¥NG)=YN(X\G).

Naime,
xeY\(YnG)exeYixéeGoxeYnNnX\G).

Iz Cinjenice da je G zatvoren u (X, 7 ) slijedidaje X \ G € 7 paje
YNnX\G)esS,

tj.
Y\(rnGg)esS,

ato znaci da je Y N G zatvoren skup u (¥, S).
O

Korolar 2.1.13. Neka je (Y, S) potprostor topoloskog prostora (X, T") takav da je Y zatvo-
ren skup u (X, T"). Tada je svaki skup koji je zatvoren u (Y, S) zatvoren i u (X, T).

Dokaz. Neka je F zatvoren skup u (Y, S). Prema propoziciji 2.1.12| postoji zatvoreni skup
G u (X,7) takav da je F = Y N G. Stoga je F zatvoren skup u (X,7) (kao presjek dva
zatvorena skupa). i

Lema 2.1.14. Neka je (X,T ) kompaktan topoloski prostor, neka je ¥ neprazna familija

zatvorenih skupova u (X,7") te neka je U € T . Pretpostavimo da je (| F C U. Tada
FeF
postoje F1,...,F, € ¥ takvidaje F{N---NF, C U.

Dokaz. Opcenito, za S, T C X vrijedi
SCTeTCcsC.

Iz M F c U slijedi
FeF

U c () PS,

FefF

U ¢ UFC,

FeF

tj.

stoga je {F¢ | F € ¥} otvoreni pokriva¢ od U¢ u (X,7"). Skup U€ je zatvoren u kom-
paktnom topoloSkom prostoru (X, 7°), pa iz propozicije |1.4.10] vidimo da je i kompaktan u
(X, 7). Slijedi da postoje F1,..., F, takvi da je

UScF,fuU---UFS
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pa vrijedi
Fin---NnF,cU.

O

Teorem 2.1.15. Neka je (X, T ) kompaktan Hausdorffov prostor te neka su x,y € X takvi
da je x # y. Pretpostavimo da ne postoji povezan skup A u (X,7) takav da su x,y € A.
Tada su skupovi {x} i {y} separirani u (X, 7).

Dokaz. Pretpostavimo da se skupovi {x} i {y} ne mogu separirati u (X,7). ZaY C X,
Y # 0, neka je 7y relativna topologija na Y. Neka je

K ={F | Fzatvoren u (X,7 ), x,y € F i{x}1i{y} se ne mogu separirati u (F, 7 r)}.
Uocimo da je X € K. Definirajmo relaciju < na K na sljedeéi naCin:
F<G&o FCG,VF,GeXK.

Relacija < je ocito refleksivna, antisimetri¢na i tranzitivna pa je < parcijalni uredaj na K.
Prema propozicji postoji maksimalan lanac M u (K, <) takav da je {X} € M (jer je
{X} ocito lanac u (K, <)). Slijedi da je M # 0. Neka su M;, M, € M. Budu¢i da je M
lanac u (K, <), vrijedi

M, C M, ili M, C M,

pa je
M1 N M2 = M1
ili
M1 N M2 = Mz.
U svakom slucaju vrijedi
M,NM,e M.
Sada lagano indukcijom zaklju¢ujemo da za sve My, ..., M, € M vrijedi

M,N---NM, eM.

K= ()M

MeM
Tvrdimo da je K € K. Za svaki M € M imamo M € K pa je M zatvoren skup u (X, 7).
Dakle, M je familija zatvorenih skupova u (X,7") pa iz propozicije |1.3.10] slijedi da je
K zatvoren skup u (X, 7). Takoder, za svaki M € M vrijedi x,y € M pa su x,y € K.

Definirajmo
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Pretpostavimo da se {x} 1 {y} mogu separirati u (K, 7). Tada postoji separacija (K, K,) od
Ktakvadajexe Kyiye K,. Iz
K\ K, =K

K\K2:K1

slijedi da su skupovi K; i K; zatvoreni u (K, 7). Prema korolaru [2.1.13|skupovi K; i K,
su zatvoreni u (X, 7). Prema propoziciji [I.4.14] topoloski prostor (X,7") je normalan pa
postoje U,V € 7 takvi da je

KicU K,CV

1
unv=0.
Imamo
K=K/ UK, CUUY,

tj.

ﬂMgqu.

MeM

Iz leme 2.1.14]slijedi da postoje M1, ..., M, € M takvi da je
Min---NnM,cUUYV.

No, My N ---N M, € M. Dakle, postoji M € M takav daje M C U U V. Slijedi
M=MnUUMNV).

Nadalje,
MNU MNVeTy

GersulU,VeT)te
MnUNMNV)=0

xeMNnU yeMnV
(vrijedi x,y € M jer je M € K). Stoga je (M N U, M NV) separacija od (M, T,) takva da je

xeMnU yeMnV.

Dakle, {x} i {y} su separirani u (M, 7). To je u kontradikciji s ¢injenicom da je M € K.
Zakljucak: {x} i {y} se ne mogu separirati u (K, 7). Prema tome, K € K. Iz x,y € K i
pretpostavke teorema slijedi da skup K nije povezan u (X, 7). Iz propozicije [I.3.4] slijedi
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da topoloski prostor (K, 7T k) nije povezan. Stoga postoji separacija (H;, H,) od (K, 7).
Bududi da {x} i1 {y} nisu separirani u (K, T), vrijedi

x,y € Hyili x,y € H,.

Uoc¢imo da su H; 1 H, zatvoreni skupovi u (K, 7). Bez smanjenja opcenitosti mozemo
pretpostaviti da su x,y € H;. Pretpostavimo da su {x} 1 {y} separirani u (H;,7y,). Tada
postoji separacija (B, C) od (H,,Ty,) takva da je x € B, y € C. Iz korolara [2.1.13]slijedi
da je H; zatvoren skup u (X,7") pa s obzirom na to da su B i C zatvoreni u (H;,7y,) iz
korolara [2.1.13]slijedi i da su B i C zatvoreni u (X, 7). Takoder, vrijedi da je H, zatvoren
u (X,7) pa su skupovi B i C U H, zatvoreni u (X, 7). 1z propozicije slijedi da su
skupovi BN K i
(CUH))NK

zatvoreni u (K, 7k). NooCitoje BC K 1
CUH,CK

paje BNK=HBi
(CUH,)NK =CU H,.

Prema tome, B i C U H, su zatvoreni skupovi u (K, 7). Nadalje,
BU(CUH,)=(BUC)UH, =H UH, =K,
BN(CUH,;) =0
(erjeBNC=0iBCH,aH NH,=0)te
xeB, ye CUH,.

Zaklju€ujemo da su skupovi B i C U H, jedan drugome komplementi u K, stoga su ti
skupovi i otvoreni u (K, 7x). Prema tome, (B,C U H,) je separacija od (K, 7 k) pa slijedi
da su {x} i {y} separirani u (K, Tk), Sto je nemoguce. Zakljucak: {x} i {y} nisu separirani u
(Hy,Twu,). Stoga je H, € K. Vrijedi

H CKCM,

t.
H <K=<M,

za svaki M € M. 1z ovoga zakljucujemo da je M U {H,} lanac u (K, <) pa iz Cinjenice da
je M maksimalan lanac u (%, <) i

M MU {H,}
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slijedi

M = M U {Hl}
Stoga je H; € M paje K C H,. Ovo zajedno s H, C K daje K = H,, $to je u kontradikciji
s ¢injenicom da je (H,, H,) separacija od (K, 7 k). Zakljucak: {x} i {y} se mogu separirati u
X, 7). m

Napomena 2.1.16. Neka je (X,T) topoloski prostor te neka su x,y € X. Tada vrijedi da
ne postoji povezan skup A u (X,7") takav da su x,y € A ako i samo ako je C, N C, = 0.
Naime, ako ne postoji takav skup A, onda mora vrijediti C,NC, = 0 jer bismo u suprotnom
imali C = C, pa bi C, bio povezan skup u (X,7") koji sadrZi i xiy.

Obratno, pretpostavimo da je C, N Cy = 0. Kad bi postojao povezan skup A takav da su
x,y € A, onda bivrijedilo A C C,iA CC,, tj. C,NC, # 0, $to je nemoguce.

Napomena 2.1.17. Obrat teorema [2.1.15|o¢ito vrijedi. Preciznije, ako je (X, T") topoloski
prostor te ako su x,y € X takvi da su skupovi {x} i {y} separirani u (X,7"), onda ne postoji
povezan skup A takav da su x,y € A. Naime, ako je (U, V) separacija od (X,T") takva da je
xeUiyeV,ondaje (U V) separacija svakog podskupa od X koji sadrZi i x i y pa takav
skup ne moZe biti povezan.

Teorem 2.1.18. Neka je (X,T") kompaktan Hausdorffov prostor te neka su A i B neprazni,
disjunktni, zatvoreni skupovi u (X,T"). Pretpostavimo da ne postoji povezan skup u (X, 7T")
koji sijece i Ai B. Tada su A i B separirani u (X,7").

Dokaz. Tvrdimo da su za svako x € A skupovi {x} 1 B separirani u (X, 7). Neka je x € A.
Za svaki y € B vrijedi sljedece: ne postoji povezan skup koji sadrzi x 1 y. Stoga, prema
teoremu[2.1.15] za svakiy € B vrijedi da su {x} i {y} separirani u (X, 7") pa postoji separacija
(Uy, Vy) od (X, T) takva da je
xeU, yeV,.
Familija
tVylyeB)

je otvoreni pokriva¢ od B, a prema korolaru |1.4.13| B je kompaktan skup u (X, 7). Stoga
postojen € Niyy,...,y, € Btakvida je

BCcV,uU---uUV,.
Ocito je
xeU, Nn---NnU,,.

Tvrdimo da je
Uy, n---NU,,,V, U---UV,)
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separacija od (X, 7). Ocito su
u,n---nU,, 1V, U---UV,
otvoreni skupovi u (X, 7). Pretpostavimo da je
zelU, Nn---NU,,.
Tadajeze U,,...,ze Uy, paz¢V,,...,2¢ V1.
z¢V, u---UV, .

Prema tome, skupovi
U,N---NnU, iV, U---UV,

su disjunktni.
Neka je z € X. Pretpostavimo
z¢V,, U---uUvV,.

Tadaz ¢ Vy,...,z¢V, paslijedize Uy,,...,z€ U,,,t.z€ U, N---NU,,. Prema tome,

n?

Uy, N---NU, YUV, U---UV,) = X.

Dakle, (Uy,, N ---NU,,,V, U---UYV,) je separacija od (X,7") pa slijedi da su {x} 1 B
separirani u (X, 7). Dakle, za svaki x € A postoji separacija (U,, V,) od (X, 7) takva da je

xeU,1BCV,.

Iz Cinjenice da je A kompaktan ($to slijedi iz korolara|l.4.13)) i ¢injenice da je {U, | x € A}
otvoreni pokrivac od A slijedi da postoje xi, ..., x, € A takvi da je

AcU,U---UU,,.
Ocitoje BC V,, N---NV, . Kao i maloprije, vidimo da je
Uy, U---0uU,,Vy,N---NV,)

separacija od (X, 7). Prema tome, A i B su separirani u (X, 7). |

2.2 Totalno nepovezani kompaktni metricki prostori

Definicija 2.2.1. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je U familija otvorenih skupova

u (X,d) takva da je | ) U = X. Tada za U kaZemo da je otvoreni pokrivac metrickog
UelU
prostora (X, d).
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Uocimo sljedece:
Ako je (X, d) metricki prostor, onda vrijedi: U je otvoreni pokriva¢ metrickog prostora
(X, d) ako i samo ako je U otvoreni pokrivac topoloskog prostora (X, 7).

Definicija 2.2.2. Za metricki prostor (X, d) kaZemo da je kompaktan ako za svaki otvoreni
pokrivac U od (X, d) postojen e Ni Uy,...,U, € Utakvidaje X = U, U---UU,.

Uocimo da je metricki prostor (X, d) kompaktan ako i samo ako je pripadni topoloski
prostor (X, 7,;) kompaktan.

Definicija 2.2.3. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je S C X. KaZemo da je S povezan
skup u metrickom prostoru (X, d) ako je S povezan skup u topoloskom prostoru (X, T ).

Definicija 2.2.4. Neka je (X, d) metricki prostor, neka je x € X te neka je C C X. KaZemo
da je C komponenta povezanosti od x u metrickom prostoru (X, d) ako je C komponenta
povezanosti od x u topoloskom prostoru (X, T ).

Definicija 2.2.5. Za metricki prostor (X,d) kaZemo da je totalno nepovezan ako je to-
poloski prostor (X, T4) totalno nepovezan.

Definicija 2.2.6. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je A C X. KaZemo da je A omeden
skup u (X, d) ako postoje x € X i r > 0 takvi da je A C K(x, r).

Pretpostavimo da je (X, d) metricki prostor te da je A omeden skup u (X,d). Tada
postoje x € X ir > 0 takvi daje A C K(x,r). Slijedi da za sve a;,a, € A vrijedi
ap,a; € K(x,r), . d(ay, x) <rid(a,, x) < rpaje

d(ai,ay) < d(ay, x) +d(a, x) < 2r.
Prema tome, 2r je gornja meda skupa
{d(ai,a2) | a1, ay € A}

Definicija 2.2.7. Neka je (X,d) metricki prostor te neka je A neprazan, omeden skup u
(X, d). Definiramo
diamA = sup {d(a,,a;) | a;,a, € A}.

Za diam A kaZemo da je dijametar skupa A u metrickom prostoru (X, d).

Propozicija 2.2.8. Neka je (X, d) kompaktan metricki prostor. Tada je svaki podskup od X
omeden u (X, d).
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Dokaz. Odaberimo x; € X. Definirajmo
U ={K(xp,7r)| r>0}.

Uzmimo neki x € X. Tada je
x € K(xg,d(xp,x)+ 1)

xGUU.

Prema tome, U je otvoreni pokriva¢ od (X, d). Bududi da je (X, d) kompaktan, postoje
neNiry,...,r, > 0takvidaje

pa je

X = K(xg,r1) U--- U K(x9, 1)
Neka je s = max{ry,...,r,}. Tadaje X = K(xo, 5). Stoga za svaki A C X vrijedi
A C K(xg, $)
pa je A omeden u (X, d). O

Propozicija 2.2.9. Neka je (X, d) metricki prostor. Pretpostavimo da za svaki € > 0 postoje
n € N i neprazni, otvoreni skupovi Uy, ..., U, u (X,d) takvi da vrijedi sljedece:

1) diam U; < e, Yie{l,...,n}
2)UinU;=0,Vi,jef{l,....n}, i # ]
3) X=U,VU---UU,.

Tada je (X, d) totalno nepovezan metricki prostor.

Dokaz. Neka je x € X. Trebamo dokazati da vrijedi C, = {x}, tj. da je komponenta
povezanosti od x jednoclan skup. Pretpostavimo suprotno, tj. da postojiy € X, y # x takav
daje y € C,. Neka je € > 0 takav da vrijedi € < d(x,y). Tada postoje n € N i neprazni,
otvoreni skupovi Uy, ..., U, u (X, d) koji zadovoljavaju gornje uvjete. 1z

diam U; < € < d(x,y)
vidimo da ne moze vrijediti x,y € U; zanekii € {1,...,n}. Nekajexe U;,aye U;, i # j.

Vidimo da je
(Uvev))
k=1

k£j



30 POGLAVLIJE 2. TOTALNA NEPOVEZANOST

separacija od (X, d) takva da je
e Jus
k=1

k#j
Prema tome, {x} i {y} su separirani u (X, d) (tj. u (X, 7,)). Iz napomene [2.1.17|slijedi da ne
postoji povezani skup A takav da su x,y € A pa ne moZze vrijediti y € C,. O

Napomena 2.2.10. Neka je (X, d) metricki prostor te x € X. Tada je {x} zatvoren skup u
(X, d). Naime, za svakiy € X \ {x} vrijedi x ¢ K(y,d(x,y)), tj. K(y,d(x,y)) C X \ {x}.

Teorem 2.2.11. Neka je (X,d) kompaktan totalno nepovezan metricki prostor. Tada za
svaki € > 0 postoje n € N i neprazni, otvoreni skupovi Uy, ..., U, u (X, d) takvi da vrijedi
sljedece:

1) diam U; <€, Yie{l,..., n}
2) UiﬂUj:(Z), Vi,jE{l,...,l’l}, li]
3) X=U,U---UU,.

Dokaz. Neka je € > 0. Ako je diam X < €, onda ocito postoje traZeni skupovi (n = 1, U; =
X). Pretpostavimo da je diam X > e.

Tvrdnja: Za svaki x € X postoji separacija (U,V) od (X,d) takva da je x € U,
diam U < e.
Dokazimo tvrdnju. Neka je x € X. Skup X \ K(x, £) je neprazan. Naime, u suprotnom bi
vrijedilo X = K(x, %) pa bi slijedilo

2
diam X < ?6 <e

Nadalje, X\ K(x, £) je zatvoren skup u (X, d) (prema propoziciji. Skup {x} je zatvoren
u (X, d) prema napomeni [2.2.10} O¢ito su {x} i X\ K(x, §) disjunktni skupovi pa iz ¢injenice
da je (X, 7,) kompaktan Hausdorffov prostor (propozicija[I.4.4) i teorema[2.1.1§]slijedi da
su{x}1X \ K(x, £) separirani u (X, 7). Dakle, postoji separacija (U, V) od (X, d) takva da
jexeUi ‘

X\ K(x, g) cv.

Iz ovoga i Cinjenice da je U NV = 0 slijedi da je

€
UCK(x,-).
- (x3)
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Stoga je
2
diam U < diam K(x, g) < ?6 <e.
Time je tvrdnja dokazana.
Dakle, za svaki x € X postoji separacija (U,, V,) od (X, d) takvadaje x € U,, diam U, <
€. Ocito je
{Us | x € X}

otvoren pokrivac€ od (X, d) pa iz €injenice da je (X, d) kompaktan slijedi da postoje n € N 1
X1, ..., %, takvi da je
X=U,U---UU,,.

Vidimo da skupovi U,,,...,U,, zadovoljavaju svojstva 1) 1 3) iz iskaza teorema, ali ne
moraju zadovoljavati svojstvo 2), tj. ne mora vrijediti da su disjunktni u parovima. Defini-
rajmo familiju

F={An---NA,|A €e{U,,V.},Viell,...,n}}\0.
Vidimo da su skupovi iz  u parovima disjunktni: za razlicite
AiN---NA,, BpN---NB, e F

vrijedi A; # B;, zabarem jedani € {1,...,n}paje A; = U, 1B; =V, 1liA; =V, 1B, =U,,
aU,NV,=0pasui

AN---NA,
i
Bin---NB,
disjunktni.
Znamo da vrijedi
diamV, <€, Vie{l,...,n}

pazaA; €{U,,V.}, i €{l,...,n} vrijedi
diam(A;N---NA,) <€
ako je barem jedan A; = U,,. Ali,
Ven---nV, =U,“n---nU,=WU,U---UU, )" =X =0,

a0 ¢ 7. Stoga je
diamW < e, YW € F.
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Jo§ samo treba dokazati da vrijedi

x=[Jw

WeF

Uzmimo x € X. Neka jei € {1,...,n}. Imamo x € U,, ili x € V.. Definirajmo

A = U,, akojex e U,,
"7 | Vy,akojexeV,.

Imamo
XEA N---NA,
1
AlN---NA,eF
Prema tome,
X € U W.
WeF
Dakle,
X = U W,
WeF

Sada vidimo da skupovi iz familije # (ima ih 2" — 1) zadovoljavaju sva tri svojstva iz iskaza
teorema. ]



Poglavlje 3

Cantorov skup

3.1 Kompaktnost Cantorovog skupa

Neka je
S={la,b]|a,beR, a< b}

Definiramo funkciju 7 : & — P(S) na sljedeci nacin:
Neka je I € S. Tada postoje jedinstveni a,b € R, a < b takvi da je I = [a, b]. Definiramo

() = {[a,a + %}, [a + 21%,19]}.

Definirajmo sada funkciju f : P(S) — P(S) na sljedeci nacin:

£ =, s e P(S).

IeS

Definirajmo sada induktivno niz skupova segmenata (S ),y (. niz u P(S)) na sljedeci
nacin:
St =1{[0, 1]},

SrH—l :f(Sn),vneN-

Dakle,
1. .2
SZ = {[07 g]a [57 1]}7
1. 21 27 8
S3 = {[07 5]9 [65 §]a [59 5]’ [67 1]}9

33
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Zan € N neka je

FH:UI.

IeS,
Dakle,

1 2
F,=1[0,1], F, =[0,=]U[=,1], ...
1=10.1], /2 =10, 51VI[3. 1]

C:ﬂFn.

neN

Definicija 3.1.1. Definirajmo

Skup C zovemo Cantorov skup.
Lema 3.1.2. Za svaki n € N vrijedi F,., C F,.
Dokaz. Neka je n € N. Vrijedi

Sy = F(S0) = | 7D,

1eS,

Neka je J € §,41. Tada postoji I € S, takav da je J € 7(I). 1z definicije od 7(/) je ocito
da tada vrijedi J C I. Dakle, za svaki J € S, postoji I € §, takav da je J C I. Neka je
x € F,.,. Tada postoji J € §,,,, takav da je x € J. Nadalje, postoji / € S, takavdaje J C I
paje x € I. Dakle, x € F,. ZakljuCak: F,,; C F, za svakin € N. O

Definicija 3.1.3. Neka je (X, d) metricki prostor te F C X. KaZemo da je F zatvoren skup
u metrickom prostoru (X, d) ako je F zatvoren u topoloskom prostoru (X, T ).

Uocimo da je F € X zatvoren skup u metrickom prostoru (X, d) ako i samo ako je X \ '
otvoren skup u (X, d). Neka je d euklidska metrika na R. Neka sua,b € R, a < b. Imamo

IR\ [aa b] = <—OO, a> U <ba OO>

pa iz primjera|l.1.9|sljjedi da je [a, b] zatvoren skup u (R, d).
Uocimo sljedeée: Ako je S konacan poskup od S, onda je f(S) konacan skup. Naime,
to je jasno ako je § = (. Inace, imamo

S = {11,...,Ik}
paje
f§) =t V- Ut(l),

stoga je f(S) konacan skup kao konac¢na unija konacnih skupova. Skup §; = {[0, 1]} je
oCito konacan. Sada indukcijom iz definicije niza (S ,),ey lako slijedi da je S, konacan
skup za svaki n € N.
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Iz propozicije [1.3.10] (dio 3)) slijedi da je unija konacno mnogo zatvorenih skupova u
topoloskom (pa i metrickom) prostoru zatvoren skup. Za svaki n € N vrijedi

Fn:UI.

IS,

Buduci da za svaki I € S vrijedi da je I zatvoren skup u (R, d), iz propozicije [1.3.10| (dio
2)) i definicije skupa C slijedi da je C zatvoren skup u (R, d).

Definicija 3.1.4. Neka je (X, d) metricki prostor te K C X. KaZemo da je K kompaktan
skup u metrickom prostoru (X, d) ako je K kompaktan skup u topoloskom prostoru (X, T ;).

Propozicija 3.1.5. Neka je K kompaktan skup u metrickom prostoru (X,d). Tada je K
zatvoren i omeden u (X, d).

Dokaz. Imamo da je K kompaktan skup u (X, 7,), a (X, 7,) je Hausdorffov prostor (jer je
metrizabilan). Iz propozicije [I.4.10] slijedi da je K zatvoren skup u (X, 7,). Dakle, K je
zatvoren skup u (X, d).

Odaberimo x € X te definirajmo

U = {K(xp,7) | r>0}.

Tada je U otvoren pokrivac od K u (X, 7,) (Sto vidimo na isti nacin kao u dokazu propozi-
cije[2.2.8). Iz Cinjenice da je K kompaktan u (X, 7) slijedi da postojen € Niry,...,r, >0
takvi da je

K C K(xp,r1)U--- U K(x9, 1y).

Sada na isti nacin kao u dokazu propozicije [2.2.8] zaklju¢ujemo da je K omeden skup u
(X, d). O

Primjer 3.1.6. Neka je X neprazan skup te neka je d diskretna metrika na X. Tada za svaki
Xo € X vrijedi
K(xo,1) = {xo}.

Stoga, ako je U C X, onda za svaki x € U vrijedi
K(x,1)Cc U.

Prema tome, svaki podskup od X je otvoren u (X, d). Iz ovoga slijedi da je svaki podskup
od X i zatvoren u (X, d).
Za svaki xy € X vrijedi
K(xp,2) = X.

Stoga je svaki podskup od X omeden u (X, d).
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Odaberimo sada skupove K i X takve da je K C X te da je K beskonacan skup. Neka
Jje d diskretna metrika na X. Skup K je zatvoren i omeden u (X, d). No, K nije kompaktan
u (X, d). Pretpostavimo suprotno. Neka je

U = {{x}]| x e X}

Tada je U otvoreni pokrivac metrickog prostora (X, d) pa je i otvoreni pokrivac skupa K
u topoloskom prostoru (X, T ;). Iz Cinjenice da je K kompaktan slijedi da postoje n € N i
X1,...,X, € X takvi da je

KC{x}U---U{x,}.
No, ovo je nemoguce jer je K beskonacan skup. Prema tome, K nije kompaktan u (X, d).
Zakljucak: zatvoren i omeden skup u metrickom protoru ne mora biti kompaktan.

Sljedeci teorem navodimo bez dokaza. Dokaz se moZe pronaci u [1].

Teorem 3.1.7. Neka je n € N te neka je d euklidska metrika na R". Tada je svaki zatvoren
i omeden skup u metrickom prostoru (R", d) kompaktan.

Dokazali smo da je Cantorov skup C zatvoren u (R, d), pri ¢emu je d euklidska metrika
na R. Iz definicije skupa C ocito je da je C C F,, za svaki n € N. Posebno, C C Fy, .
C C [0, 1]. Vrijedi K(0,2) = (-=2,2) paje C € K(0,2). Prema tome, C je omeden skup u
(R, d). 1z teorema [3.1.7] slijedi da je C kompaktan skup u (R, d).

Definicija 3.1.8. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je Y neprazan podskup od X. Tada

je
dlyXy:YXY—)R

metrika na Y. Za (Y, d|yxy) kazemo da je potprostor metrickog prostora (X, d).

Propozicija 3.1.9. Neka je (Y, p) potprostor metrickog prostora (X,d). Neka je V C Y.
Tada je V otvoren skup u (Y, p) ako i samo ako postoji otvoreni skup U u (X, d) takav da je
V=YnU.

Dokaz. 1z p = d|yxy lako slijedidajezasve yp € Yir >0
K,(yo,r) = Ki(yo, ) NY (3.1)

Pretpostavimo da postoji otvoren skup U u (X,d) takavdajeV =Y NU. Nekajey € V.
Tada je y € U pa postoji r > 0 takav da je K,(y,r) C U. Stoga je

YNK, (3, )SYNU

pa je prema (3.1)
K,(y,r) C V.
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Prema tome, V je otvoren skup u (Y, p).
Obratno, pretpostavimo da je V otvoren skup u (Y, p). Tada za svaki y € V postoji
ry > 0 takav da je K,(y, ry) € V. Slijedi da je

V= JK,0.n).
yev
Definirajmo
U =Ky, ).
yev

Skup U je otvoren u (X, d) (kao unija otvorenih skupova). Vrijedi

YNnU=Yn U Kq(y,ry) = U(Y N Ky(y,ry)) = U K,(y.,r,) = V.

yev yev yev
Dakle, Y N U = V. Time je tvrdnja propozicije dokazana. O

Korolar 3.1.10. Neka je (Y, p) potprostor metrickog prostora (X,d). Tada je (Y,7T,) pot-
prostor topoloskog prostora (X, T z).

Dokaz. Treba dokazati da je
T,={UNY|Ue€T4
Koriste¢i propoziciju dobivamo sljededée ekvivalencije:

VeT, e Votvorenu (Y, p)
& postoji otvoren skup U u (X,d) takavdaje V=UNY
& postoji U € T takavdajeV=UNY
o Ve{UNnY|UceT,.

Time je tvrdnja korolara dokazana. O

Propozicija 3.1.11. Neka je (X, T") topoloski prostor te neka je K neprazan podskup od X.
Neka je S relativna topologija na K. Tada je K kompaktan skup u (X, 7") ako i samo ako
je topoloski prostor (K, S) kompaktan.

Dokaz. Pretpostavimo da je K kompaktan u (X,7). Neka je V otvoreni pokrivac to-
poloskog prostora (K, S). Za svaki V € V ocito vrijedi V € S pa postoji Uy € 7 takav da
je V. = KN Uy. Promotrimo familiju

U={Uy|V eV}
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Tada je U otvoreni pokriva¢ od K u (X,7). Bududi da je K kompaktan skup u (X, 7),
postojen e NiVy,...,V, € Vtakvidaje

Kc Uy, U---UUy,.

Neka je x € K. Tada postoji i € {1,...,n} takav da je x € Uy,. Dakle, x € K N Uy, pa je
x € V;. Time smo dokazali da je

KCcViu---uV,.
Ocitoje V; C K, zasvakii e {l,...,} paje
K=V,U---uV,

Time smo dokazali da je topoloski prostor (K, §) kompaktan.
Obratno, pretpostavimo da je topoloski prostor (K, S) kompaktan. Neka je U otvoreni
pokriva€ od K u (X, 7). Definirajmo

V={(KNU|UceU}.

Zasvaki U € U vrijedi U € 7 paje stoga KN U € S. Prema tome, V C S. Nadalje, neka
je x € K. Tada postoji U € U takav da je x € U. Imamo x € K N U. Dakle,

Vey
Prema tome,
KC U 1%
VeV
paje
K:UV
VeV

Prema tome, ‘V je otvoreni pokriva¢ topoloskog prostora (K, S). Iz pretpostavke da je
topoloski prostor (K, S) kompaktan slijedi da postoje n e Ni Vy,...,V, € V takvi da je

K=V,U---UV,.

Zasvakii e {l,...,n}postoji U; € U takav daje V; = K N U;. Neka je x € K. Tada postoji
iefl,...,njtakavdaje x € V;. 1z V; C U; slijedi x € U;. Time smo dokazali da je

KcU U---uU,.

Prema tome, K je kompaktan skup u (X, 7). i
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Korolar 3.1.12. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je K neprazan podskup od X. Neka
je p = dlkxkx. Tada je K kompaktan skup u (X, d) ako i samo ako je (K, p) kompaktan
metricki prostor.

Dokaz. Tmamo da je (K, p) potprostor metrickog prostora (X,d) pa je prema korolaru
(K, T ,) potprostor topoloSkog prostora (X, 7). Prema tome, 7, je relativna topo-
logija na K (s obzirom na topologiju 7). Koriste¢i propoziciju dobivamo sljedece
ekvivalencije:

K kompaktan u (X, d) & K kompaktan u (X, 7,)
© (K, T,) kompaktan topoloSki prostor
& (K, p) kompaktan metricki prostor .

Time je tvrdnja korolara dokazana. O
Propozicija 3.1.13. Vrijedi: 0 € C.

Dokaz. Bit ¢e dovoljno dokazati da za svaki n € N postoji x > 0 takav da je [0, x] € §,.
Naime, tada ¢emo ocito imati 0 € F, za svakin € N, tj. 0 € C. DokaZimo ovu tvrdnju
indukcijom po n.

Zan =1 tvdnja je jasna jer je S = {[0, 1]}.

Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki n € N. Dakle, [0, x] € §, za neki x > 0.

Znamo da je

Suer = £(S0) =] D).

1€S,

Oznacimo Iy = [0, x]. Tada je I € S, pa je

() < | 7,

IeS,
tj.
T(IO) c Sn+1-
No, 5
X X
I = 07 S L 5
7(lo) = Al 3] [ 3 x]}
paje
X
[0, g] €841
Time je tvrdnja dokazana. O

Definicija 3.1.14. Neka je n € N te neka je d euklidska metrikana R". Neka je X CR", X #
0. Tada za d|xxx kaZemo da je euklidska metrika na X.
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Ocito je (X, d|xxx) potprostor od (R", d).

Definicija 3.1.15. Neka je d euklidska metrika na C. Tada za metricki prostor (C,d)
kaZemo da je Cantorov prostor.

Propozicija 3.1.16. Cantorov prostor je kompaktan.

Dokaz. Neka je e euklidska metrika na R. Znamo da je C kompaktan skup u (R, e) pa iz
korolara [3.1.12slijedi da je (C, d) kompaktan metricki prostor. O

3.2 Neprebrojivost Cantorovog skupa

Lema 3.2.1. Neka je (I,),cn niz segmenata u R takav da je I,,,1 C 1, za svaki n € N. Tada

je
ﬂln £ 0.

Dokaz. Imamo
In = [an’ bn]

zasvakin € N, gdje su a,,, b, € R, a, < b,. Neka je n € N. Imamo I, C I,,, tj.

[an+1’ bn+1] - [ana bn]a

iz Cega slijedi a,, < a,41 1 b,y < b,. 1z ovoga zakljuCujemo da za sve n, k € N takve da je
n < kvrijedia, < a;ib; <b,.

Neka su n,m € N. Dokazimo da je
an < by (3.2)

Ako je n < m, onda je a, < a,, < b, pa vrijedi (3.2), a ako je n > m, onda je a, < b, < b,

pa vrijedi (3.2). Skup {a, | n € N} je prema (3.2) odozgo omeden. Neka je
¢ =supfa, | n € N}.

Tada je ocito a, < ¢ za svaki n € N. S druge strane, za svaki m € N vrijedi da je b,, gornja

meda skupa {a, | n € N} (prema (3.2))) pa je stoga ¢ < b,,. ZakljuCak: a, < ¢ < b, za svaki
n € N, tj. c € I,. Dakle,
c € ﬂ I,.

neN

Time je tvrdnja leme dokazana. O

Ako su S i T skupovi, onda sa ST oznaGavamo skup svih funkcijasa T u S.
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Teorem 3.2.2. Skup C je neprebrojiv.

Dokaz. Definirajmo funkciju I : {0, 1} — C na sljede¢i nacin.
Neka je (x;) € {0, 1}*'. Definirajmo induktivno niz segmenata (A,),cy-
Neka je
[0, 1], ako je x; = 0,
Al = 2 3 .
(5, 1], ako je x; = 1,

Pretpostavimo da je n € N te da smo definirali segment A,. Tada postoje jedinstveni
a,b e R, a < btakvidaje A, = [a, b]. Definiramo

A= [a,a + 4], ako je x,.1 =0,
! [a + 252, b], ako je x,.1 = 1,

Uocimo da je A, € 7(A,) za svaki n € N.
Dokazimo indukcijom da je
Ai‘l € Sl’l+1 (3'3)

za svakin € N.
Zan = 1 tvrdnja ocito vrijedi.
Pretpostavimo da za neki n € N vrijedi

An € Sn+l'

Vrijedi
Swa = fSu) = | ) 7)

1€S 141

paje t(I) € S,., zasvaki I € S,,;. Posebno, iz A, € S, slijedi 7(A,) C S,., pa zbog
A, € T(A,) imamo
An+1 € Sn+2-

Prema tome, vrijedi (3.3) za svaki n € N.
Iz (3.3) je sada ocito da je A, C F,. za svaki n € N pa iz leme [3.1.2] slijedi da je

A, C F, za svaki n € N. Stoga je
(A< Fa

neN neN

ﬂAngC.

neN

t.
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Prema lemi [3.2.1| skup () A, je neprazan. Odaberimo neku tocku tog skupa i definirajmo
neN

da je I'((x;)) upravo ta tocka. Dakle,

() € [ ) An
neN
tj.
I'((x;)) € C.
Time smo definirali funkciju
r:{0,1)" - C.

Dokazimo da je I' injekcija. Neka su

(x), ) €10, 1}, (x)) # ().

Neka je (A,),ay niz segmenata iz definicije od I'((x;)), te neka je (A’,),y pripadni niz
segmenata iz definicije od I'((y;)). Buduci da je (x;) # (y;) postoji i € N takav da je x; # y;.
Definirajmo

ip = 1’1’111’1{1 eN|x; # y,}

1. slucaj: iy =1
Tada je x; # y; pa je iz definicije skupova A; 1 A’ jasno daje A} N A’y = (. Stoga je

(Yann(an=0

neN neN
pa iz Cinjenice da je
() € () A,
neN
te
L)) e[ A
neN
slijedi da je
L((x) # L)

2. slucaj: ip > 1
Tada je x; = yi,...,Xj,-1 = Yi-1 paje Ay = A'y,..., A1 = A’j_;. Imamo x;, # y;, 1
Aj_1 = A’;_; paiz definicije skupova A;, 1 A’;; slijedi da je A;, N A";, = (. Stoga je

(YAann(an=0

neN neN
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pa kao u prvom sluc¢aju zakljuCujemo da je

[((x) # T(Gi).
U oba slucaja vrijedi

F((x) # ()
pa zaklju¢ujemo da je I injekcija. Poznato je da je skup {0, 1}*' neprebrojiv pa iz ¢injenice
dajeT : {0, 1} — C injekcija slijedi da je C neprebrojiv skup. O

3.3 Totalna nepovezanost Cantorovog prostora

Lema 3.3.1. Neka je e euklidska metrika na R te neka su a,b € R takvi da je a < b. Tada
je diam([a, b]) = b — a u metrickom prostoru (R, e).

Dokaz. Po definiciji je
diam([a, b]) = sup{d(a;, ay) | a1, a, € [a, b]}.
Trebamo dokazati da je taj supremum jednak b — a. Vrijedi b — a = d(a, b) pa je
b—a € {da,a)|a,a; € |a,bl}.

Jos treba dokazati da ovaj skup ne sadrZi element veci od b — a, tj. da je b — a gornja meda
tog skupa. Pretpostavimo suprotno. Tada postoje ay, b; € [a, b], a; < by takvi da je

d(al,bl) > b—a,

.
b]—al >b-—a.

Aliiz a;, b, € [a,b]1a; < b; imamo
a<a; <b <b

paje
by—a;<by—a<b-a

pa ne moze vrijediti by — a; > b — a. Zakljucak:

diam([a,b]) = b — a.
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Lema 3.3.2. Neka jen € N. Za svaki I € S, vrijedi

diam/ = T

Nadalje, za sve I,J € S, takve da je I # J vrijedi I N J = (.

Dokaz. Dokazimo ovu tvrdnju indukcijom po n.
Zan = 1 tvrdnja je jasna.
Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki n € N.

Vrijedi
Sur = 7).

IeS,
Neka je I € §,,;. Tada postoji I’ € §, takav da je I € 7({"). Imamo I’ = [a, b], gdje su
a,b eR, a<b. Stoga je

b—-a
I=[a,a+
la,a 3 ]
ili b
I=[a+2 ;“,b].
U svakom slucaju vrijedi
diam/ = b-a
==
No,
1
b—a=diam/I = W
Stoga je
: 1
. _ 3n-1 _
diam/ = 3 = 3w
Dakle,
i 1
diam/ = W

zasvakil € §,,1.
Nekasul,J € S,,, I # J. Tada postoje I’,J' € S, takvidaje I € 7(I'),a J € ©(J').
Pretpostavimo da je I’ # J'. Iz induktivne pretpostavke slijedi da je

rnjJ =0
pazbogl CI'1J C J' vrijedi
INnJ=0.

Pretpostavimo da je I’ = J’. Tada vrijedi I, J € 7(I") pa iz definicije od 7(I") i I # J slijedi
INJ =0.Prematome, INJ =0zasvel,J€S,, takve da je I # J. Time je tvrdnja leme
dokazana. O
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Lema 3.3.3. Neka su a,b,u,v € R, a < b, u < v. Pretpostavimo da je
[a,b] N [u,v] =0 (3.4)
te da je x <y za neke x € [a,b] iy € [u,v]. Tada je b < u.
Dokaz. Imamo
as<x<y=<v

pa je a < v. Kada bi vrijedilo u < a, onda bismo imali u < a < v, tj. a € [u,V], Sto je
u kontradikciji s (3.4). Prema tome, a < u. Kada bi vrijedilo u < b, onda bismo zajedno
s prethodnom nejednakosti dobili u € [a, b], §to je u kontradikciji s (3.4). Prema tome,
b < u. O

Teorem 3.3.4. Neka su x,y € C takvi da je x < y. Tada postoji z € R takav da z ¢ C te
takav da je x < 7 < y.

Dokaz. Imamo y — x > 0 pa postoji n € N takav da je

1 <
—_— — X.
3 Y

Imamo x,y € F,,; (Sto slijedi iz definicije skupa C) pa postoje I,J € §,,; takvi da je
xel, yel
Pretpostavimo da je I = J. 1z x,y € I sljjedi

|x —y| < diam [/

pa prema lemi vrijedi

X—y < =,
lx =yl T

tj.
- 1
-x< —.
Ovo je u kontradikciji s odabirom broja n. Prema tome, I # J. Iz leme sada slijedi

INnJ=0.
Imamo I = [a,b]1J = [u,v], gdje sua,b,u,v € R, a < b, u < v. Neka je

A ={K € §,;1 | K sadrZi neki w € R takav da je w > b}.

Znamo od prije da je S, konacan skup, stoga je A konacan skup. Nadalje, A je neprazan
skup jer je J € A. Prema tome,
A={Ky,...,K,}.
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Zasvakii € {1,..., m} imamo

K; = [a;, i,
gdje su @;,@’; € R, @; < @;. Nekajei € {1,...,m}. Tada je K; € S, te K; sadrZi neki
w € R takav da je w > b. 1z ovoga zakljuCujemo da je

K,‘ * [Cl, b]

pa iz leme[3.3.2]slijedi da je
[a, b] N Ki = 0.

Iz leme [3.3.3]slijedi da je b < @;. Definirajmo
v =min{ay,...,a,}.

Vrijedi b < y. Odaberimo z € R takav da je b < z < y. Uo¢imo da je u = «;, za neki
ip € {1,...,m}. Koriste¢i x € I = [a,b]1y € J = [u,v] dobivamo

x<b<z<y<La,=u<gy.

Dakle, x < z < y. Tvrdimo z ¢ C. Pretpostavimo suprotno. Tadajez € C pajez € F,,; te
stoga postoji K € § 4 takav da je z € K. 1z ovoga zakljuCujemo da je K € A pa je

K = [a;, ]
zanekii e {l,...,m}. Stogaje a; < z.No,izz < yiy < q; slijedi z < «;. Kontradikcija.
Prema tome, z ¢ C. Time je tvrdnja teorema dokazana. O

Korolar 3.3.5. Cantorov prostor je totalno nepovezan.

Dokaz. Pretpostavimo da postoji A C C takav da je A povezan skup u Cantorovom prostoru
(C,d) te takav da A ima bar dva elementa. Odaberimo x,y € A takve da je x < y. Prema
teoremu postoji z € Rtakavdaz ¢ Cix <z <y. Nekaje

U=(-00,5)NnC

V =(z,00) N C.

Iz propozicije [3.1.9]slijedi da su skupovi U i V otvoreni u metrickom prostoru (C, d). Na-
dalje, vrijedi

unv=0,00V=C
teUNA#0(erjexc UNA)IiVNA#0(Jerjey e VNA). ZakljuCujemo da je (U, V)
separacija skupa A u metrickom prostoru (C, d). Ovo je u kontradikciji s pretpostavkom da

je A povezan skup. Prema tome, ne postoji skup A s navedenim svojstvima, $to znaci da je
metricki prostor (C, d) totalno nepovezan. O
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Sazetak

U ovom diplomskom radu proucavali smo Cantorov skup i Cantorov prostor i neka njihova
zanimljiva svojstva. Definirali smo neke pojmove u metrickim i topoloskim prostorima,
kao Sto su povezanost, kompaktnost, separirani skupovi, totalna nepovezanost, Hausdorf-
fovi 1 normalni prostori, te dokazali neke tvrdnje s njima u vezi. Posebno smo se koncen-
trirali na totalno nepovezane kompaktne prostore, kakav je 1 Cantorov prostor.






Summary

In this thesis we have studied the Cantor set and the Cantor space and some of their inte-
resting properties. We have definied some notions in metric and topological spaces, such
as connectedness, compactness, separated sets, total disconnectedness, Hausdorff and nor-
mal spaces, and proved some facts related to them. In particular, we have concentrated on
totally disconnected compact spaces, an example of which is the Cantor space.
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