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Uvod

Ovaj rad ukljucuje teoriju matrica, numericku analizu, teoriju aproksima-
cija i razvoj algoritama. Pojam 'matri¢na funkcija’ koji je koriSten u nared-
nom tekstu odnosi se na funkciju f koja uzima kvadratnu matricu A € C***
te f(A) predstavlja matricu jednakih dimenzija kao $to je i matrica A. Razne
matricne funkcije uz pomo¢ matricne teorije, numericke matematike te raz-
nih algoritama koji doprinose racunanju funkcije neke matrice, korisne su, ne
samo za teoriju matrica, nego i u drugim primjenama.

Tema ovog rada je usko vezana samo uz jednu matri¢nu funkciju, a to
je funkcija predznaka ili sign funkcija. Definirati matriécnu sign funkciju
moze se na vise nacina. Jedan od najceS¢ih nacina je onaj koji koriste razni
programerski jezici - elementarni pristup, tj. primjenjuje se funkcija na svaki
element matrice. Nadalje, postoje varijante kada matricna funkcija daje
skalar kao rezultat, npr. trag matrice, uvjetovanost, determinanta ili pristup
funkciji predznaka matrice kojoj je kodomena opet matrica ali nije izvedena
pomocu neke skalarne funkcije. U daljnjem tekstu definiran je drugaciji nacin
od svih navedenih koji se bazira na svojstvenim vrijednostima.

U teoriji kontrole funkcija predznaka primjenjuje se za rjesavanje Lya-
punove jednadzbe te Riccatijeve algebarske jednadzbe. Za oba rjesenja je
potrebno grupirati vrijednosti po tome nalaze li se lijevo ili desno od imagi-
narne osi u kompleksnoj ravnini sto ¢emo vidjeti u narednom tekstu da je
usko vezano uz sign funkciju. Takoder se pomoc¢u matricne sign funkcije
moze izbrojati koliko ima svojstvenih vrijednosti matrice u lijevom podrucju
kompleksne ravnine u odnosu na imaginarnu os, odnosno u desnom:

p = 50— tr(sign(A))), a = 3 (n+ tr(sign(4)

gdje je p broj svojstvenih vrijednosti u lijevoj, ¢ u desnoj poluravnini, n je
dimenzija matrice A. U teorijskoj fizici cestica kod Diracovog operatora je
potrebno rac¢unanje sustava jednadzbi koje sadrze sign funkciju:

(G —sign(H))x =b
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gdje je G = diag(£1), a H kompleksna hermitska matrica.

U prvom poglavlju nalaze se sve definicije i korolari potrebni za daljnje
razumjevanje rada. Drugo poglavlje sadrzi opéenitu teoriju matricnih funk-
cija koja ¢e se kasnije primjenjivati na funkciju predznaka. Navode se dvije
potrebne definicije matri¢nih funkcija, svojstva, uvjetovanost funkcija te neke
metode. Nadalje, rad se ogranicava na sign funkciju u tre¢em poglavlju u
kojem detaljno objasnjava metode racunanja funkcije predznaka. Za vise
numerickih algoritama dala bi se analiza toc¢nosti, stabilnosti i slozenosti.
Takoder se daje uvid u osjetljivost ovog problema baziran na Fréchetovoj
derivaciji.



1 Potrebne definicije i korolari

Definicija 1.1 Matrica A € C™*™ je regularna ako postoji matrica B € C™*™
za koju vrijedi:
AB=BA=1,

gdje je I jedini¢na matrica. Ako postoji takva matrica, ona je jedinstvena i
zove se inverzna matrica matrice A. Matrica je singularna ako nije regu-
larna.

Definicija 1.2 Swvojstvenavrijednost matrice A € C**™je A € C ako pos-
toji vektor x € C" x # 0 t.d. vrijedi:

Az = z.

Skup svih svojstvenih vrijednosti od A naziva se spektar matrice A (oznaka:
o(A)). Spektralniradijus matrice A € C**™ je

A) = Al
p(A) Arer%)l |

Definicija 1.3 Karakteristicni polinom matrice A € C™™ je
ka(X) = det(A — \I).

Dakle, nultocke karakteristicnog polinoma su svojstvene vrijednosti matrice
A. Kratnost A u tom polinomu je algebarska kratnost svojstvene vrijednosti
. Geometrijska kratnost je dimenzija potprostora Ker(A — AI), gdje je Ker
oznaka za jezgru.

Definicija 1.4 Minimalni polinom matrice A € C™™ je jedinstveni nor-
mirani polinom p najmanjeg stupnja za koji vrijedi p(A) = 0.



Definicija 1.5 Pretpostavimo da su Ay, Ag, ..., Aq razlic¢ite svojstvene vrijed-
nosti matrice A, a n; dimenzija najve¢eg Jordanovog bloka u kojem se na-
lazi A\;. Tada se njp naziva indeksom svojstvene vrijednosti A\p. Funkcija f
je definirana na spektru matrice A ako postoje vrijednosti f®)(\.), za sve
p=0,...n,—1tezasve k=1,..,d.

Definicija 1.6 Hermitski adjungirana matrica A* € C™*™ matrici A je
matrica ¢iji su elementi

a;j = @i, 4,5 =1,...,n (1.1)

Normalnamatrica A € C™™ je kompleksna matrica za koju vrijedi:
AA* = A*A (1.2)

Unitarnamatrica A € C™™ je kompleksna matrica za koju vrijedi:

AA = A" A =1 (1.3)

Definicija 1.7 Matrica B € C™*" je slicnamatrica matrici A € C™*
ako vrijedi za neku regularnu matricu Z:

B=7"1AZ.
Definicija 1.8 Matriéna norma na C™*" je funkcija ||-|| : C™*™ — R koja
zadovoljava slijedec¢e uvjete:
1. [|A]| > 0.
2. ||All =0 <= A=0.
3. ||aA]| = |a] ||A]| za sve a € R, A € C™*™,
4. ||A+ BJ| < ||A|| + ||B|| za sve A, B € C"™*".

Definicija 1.9 Matri¢na norma || - || na C™™ je konzistentna ako za sve A
i B kvadratne kompleksne matrice vrijedi:

IABI[ < [[A[||B]]

Za svaku konzistentnu matri¢nu normu postoji vektorska norma v koja je
konzistentna sa tom matricnom normom || - |[:

v(Az) < |[Al[v(z)

6



Definicija 1.10 Neka je dana neka vektorska norma v na C*. Odgovarajuca
operatorska norma je definirana kao:

A
A]] = max ZAY)
x#0 V(LU)
Definicija 1.11 Frobeniusova matricnanorma je || - || : C**™ — R,

D ayl? = Vir(A*A) (1.4)

| Allr =
i=1 j=1
Spektralna matricnanorma je || - ||o : C™™ — R,
[ Al]2 == V/p(A*A) (1.5)
Matricnanormaoco je || - || : C™™ — R,
14l = max > la] (1.6)
j=1

Definicija 1.12 Neka je A € C™™. Korijeni svojstvenih vrijednosti ma-
trice A*A € C™" zovu se singularne vrijednosti o, ...,0, od A. Lijevi u;

t desni singularnivektorv; za i = 1,..., n zadovoljavaju:
A’Ui = O;U;
*
A U; = O;0;

B
Definicija 1.13 Ako je B :=o(||A]|), onda lim ——— =

Definicija 1.14 Ako je B := O(||A]]), onda vrijedi:
1B]| < <] |Al],

za neku konstantu ¢ kada [|A|| — 0.

Definicija 1.15 Funkcija f je idempotentna ako vrijedi (f o f)(z) = f(x).



Definicija 1.16 Ako je z = x + iy kompleksni broj, onda je njegov zapis u
polarnim koordinatama z := re'® = r(cos a + isina), gdje je:

tana = ¥

T
e
Definicija 1.17 Ako je z = r(cosa + isina) polarni oblik kompleksnog
broja, tada vrijedi:
cos 2o =(cos a)? — (sin a)?
sin 2a = 2sin v cos «

2" = r"(cosna + isinna)

2k 2k
Zl/n:rl/n<cosu+isinu), k=0,1,...,n—1
n n

Definicija 1.18 Cayleyova metrika definira udaljenost nekog kompleksnog

x — sign(z)

broja = od sign(z) kao udaljenost od ishodista, tj.:

+ sign(z)
4 (
— — 1 2 I 2
x i , Rex >0 \/E§2§+1;21212532,R6x>0
C(z, sign(x)) == < T =
r+1 (Rex +1)2 + (Imax)?
R 0 R 0
|z — 1]’ v = \\/(Rex—l)Q—l—(Imx)Q’ r =

Definicija 1.19 Taylorov red oko 0 za funkciju f(z) = (1 — x)*, a € C je:

(1—2)* = f: (Z) (—1)"z", |a| <1

n=0

(g) . (Z) _afa- 1)..7.1!(04—n+ 1)

gdje je:




Korolar 1.20 A € C™" je regularna matrica ako i samo ako 0 nije svoj-
stvena vrijednost od A.

Dokaz:

A singularna <= jezgra od A nije trivijalna <= postoji x # 0 t.d.
Ar =0 <= Az =0z, x #0 <= 0 je svojstvena vrijednost

O

Korolar 1.21 Ako su Ai B € C™*™ slicne matrice, onda one imaju jednake
svojstvene vrijednosts

Dokaz:
det(A— N) =det(Z*BZ — \I) =

=det(Z ' (B-\)Z) =

= (Binet — Cauchyev teorem) =

=det(Z ) det(B — \I)det(Z) =

=det(Z ") det(Z)det(B — \I) =

= det(B — )

|

Korolar 1.22 Ako je A € C™™ sa svojstvenim vrijednostima Ay, ..., Ay,

onda vrijedi:
n

det(A) =T M

=1

Dokaz:

Iz Definicije [I.3] znamo da su nultocke karakteristicnog polinoma matrice
A svojstvene vrijednosti od A, tj. ka(A) =2, (A= N\p).

ka(\) = det(AI — A)

A — a1 —Qa12 Ce —a1pn
" —da21 A— agzy ... —Aa2np
(A=) =
i=1
—an1 —anp2 cel A — QApn



Kao slobodni ¢lan s lijeve strane je [, A;, a s desne det(A) sto je jednako
zbog jednakosti dva polinoma.

O

Korolar 1.23 Za proizvoljnu konzistentnu matricnu normu || -|| ¢ spektralni

radijus vrijedi nejednakost:
p(A) < [|A]l.

Dokaz:

Ako je A svojstvena vrijednost od A, tada postoji x # 0 t.d. Az = Az.
Unutar Definicije [1.9] je jedan rezultat koji ovdje koristimo:

v(Az) = Alv(z) @ v(Az) <[[Allv(z) = [Aw(z) <[[A]lv(z)

Bududéi z nije 0, mozemo podjeliti sa v(x) te dobimo: || < [|Al], 8to vrijedi
za svaku svojstvenu vrijednost pa tako i za onu najveéu $to je upravo p(A).

O

10



2 TEORIJA MATRICNIH
FUNKCIJA

2.1 Definicije matri¢ne funkcije

Matri¢na funkcija je definirana sa: f : C™*™ — C™*"™,

U ovom radu se koriste dvije specificne definicije matri¢nih funkcija. Prva
je preko Jordanove kanonske forme matrice, dok je druga definicija matri¢ne
funkcije pomocu interpolacijskog polinoma.

2.1.1 Jordanova forma

Ova definicija matricne funkcije se bazira na rezultatu da se svaka matrica
A € C™" moze izraziti u Jordanovoj kanonskoj formi J (A = ZJZ71).

J=Z7Z"1AZ = diag(J1, ..., Jp), (2.1)

gdje je Z regularna matrica, m; +mg +---+m, = n te J, € C™Mk;

e 10 07
0 A\ 1 0
Je( M) =
0 0 1
0 0 0 Au

Jordanova matrica J je jedinstvena do na redoslijed blokova Ji, a Z nije
jedinstvena.

Zahtijevamo da je funkcija matrice A definirana na spektru (Definicija

11



od A. Definiramo funkciju matrice A, f : C*™* — C™™ pomocu
Jordanove forme (2.1)):

flA) = Zf())Z™" = Zdiag(f(J1),..., f(J,)) 27", (2.2)

gdje je svaka f(J;) € C™<*™k u obliku:

(FOu) Fow) EG L el
0 FOw) ) . Lt
f(Je(Ax)) = :
0 0 0 (M)
0 0 0 ... fw |

Ako je A dijagonalizabilna matrica kojoj su sve svojstvene vrijednosti
razlicite, tj.oblika A = ZDZ™!, onda je pripadna Jordanova forma
dekompozicija gdje je D dijagonalna matrica sa svojstvenim vrijednostima na
dijagonali, a Z je matrica Ciji su stupci svojstveni vektori od tih svojstvenih
vrijednosti. Po vrijedi da je

f(A) =2ZDZ™ ' = Zdiag(f(\), ..., f(h))Z 7

Ocito je da matrica f(A) ima iste svojstvene vektore kao A te svojstvene
vrijednosti jednake vrijednostima funkcije f u svojstvenim vrijednostima od

A.

Pomoc¢u gornje definicije matrice dokazujemo iduci korolar koji ¢emo ko-
ristiti u narednim poglavljima.

Korolar 2.1 Ako je p(A) < 1 za neku kompleksnu matricu A, tada vrijedi
lim A* = 0.

1—>00

Dokaz:
U Jordanovoj formi je A = ZJZ~ ! pa je A" = ZJ'Z~'. K-ti Jordanov

12



blok dimenzije my X my na potenciju n je u obliku:

AponapTt L relemaB e mit]
0 Ap . neleometd) (ﬁ’; mk)+3 Apmt2
J =
o o0 - n Ayt
o 0 .. AP |

Po pretpostavci teorema sve A\ su po apsolutnoj vrijednosti manje od 1 pa
kada ih potenciramo na n idu prema 0 za veliki n, puno veéi od k.

2.1.2 Interpolacija polinomom

Dimenzija prostora kompleksnih matrica je n?. Promotrimo niz matrica:

2

I, A A2 A"

Buduéi da je dimenzija prostora n?, taj niz je zavisan. Zbog I # 0 vrijedi da
je niz I nezavisan. Dakle, postoji neki 1 < m < n? takav da je niz matrica

I, A A% ... A™
zavisan, a niz
I, A A% ..., A™!
linearno nezavisan. Odnosno, A™ je linearna kombinacija ostalih. Tada
vrijedi,
—040[ — OélA + = OémflAmil + OémAm =0

pa podjelivsi sa «,, # 0, dobivamo polinom kojeg A ponistava:

PX) = X" = = BiX = Bl =

Teorem 2.2 Neka je A € C™ ™. Tada je p(X) iz dijela iznad teorema mi-

nimalni polinom matrice A. Vrijedi takoder: ako je f(X) neki drugi polinom
kojeg ponistava matrica A, tada p dijeli f.

13



Dokaz:

Kada bi postojao neki drugi netrivijalni polinom f(X) kojeg A ponistava
stupnja r < m, tada bi vrijedilo

Budu¢i da je m odabran tako da je niz od stupnja m zavisan, a do stupnja
m — 1 nezavisan, gornji niz mora biti razli¢it od 0 kao podniz nezavisnog
niza, tj. dolazi do kontradikcije zbog izbora broja m. Jedinstvenost vrijedi
jer ako bi uzeli neki drugi minimalni polinom f(X) razli¢it od p, vrijedilo bi
da je polinom f(X) — p(X) # 0 polinom stupnja manjeg od m (minimalni
polinom je normiran) kojeg A ponistava, sto je kontradikcija kao i u prvom
dijelu.

Ako A ponistava f, tada po prvom dijelu vrijedi da je f stupnja veceg ili
jednakog m, te se dijeljenjem polinoma f sa p dobiva f(X) = p(X)q(X) +
r(X). Kada uvrstimo A, dobivamo f(A) = p(A)q(A) + r(A). Buduéi da A
ponistava f i p, zakljucujemo da ponistava i r, a to moze vrijediti samo za
r = 0 jer je p minimalni polinom i deg(r) < deg(p). Dakle, p dijeli f.

O

Neka je f funkcija definirana na spektru od A. Razlic¢ite svojstvene vri-
jednosti od A su Ay, £ = 1,...,d. Uz oznaku n; za dimenziju najveteg
Jordanovog bloka k — te svojstvene vrijednosti, minimalni polinom od A je:

p(t) =t = x)™ (2.3)

Slijededi teorem govori o svojstvu polinoma da je matrica f(A) u potpunosti
odredena vrijednostima polinoma f na spektru od A.

Teorem 2.3 Neka su z i q polinomi te A € C™". Vrijedi: 2(A) = q(A)
ako i samo ako z i q poprimaju iste vrijednosti na spektru od A.

Dokaz:
= Neka vrijedi da je z(A) = ¢(A). Tada je b(A) = z(A) —q¢(A) =0

polinom ponisten matricom A. Po Teoremu [2.2] vrijedi da onda minimalni
polinom p dijeli b. 1z je ocito da je minimalni polinom p jednak 0 na
spektru od A. Tada i b poprima vrijednosti 0 na spektru (jer p dijeli b), tj z
i ¢ poprimaju iste vrijednosti na spektru.

14



< Neka z i ¢ poprimaju iste vrijednosti na spektru. Definiramo b := z—g.
Tada je b jednak 0 na spektru od A pa ga p mora dijeliti zbog gornjih tvrdnji.
Vrijedi: b(A) = p(A)h(A) = 0 za neki polinom h. Tada je z(A) = q(A).

([
Sada mozemo definirati matricnu funkciju na jos jedan nacin.
J(A) = h(4), (2.4)
gdje je h polinom za koji vrijedi
d
deg(h) < deg(p) =Y ny
k=1
uz uvjet interpolacije
RON) = fON), 1=0,1,...,np—1, k=1,..., d. (2.5)

Postoji jedinstven takav polinom h i naziva se Hermiteov interpolacijski poli-
nom. Hermiteov interpolacijski polinom moze se zapisati u Newtonovoj bazi.
Cvorovi interpolacije su u ovom slucaju svojstvene vrijednosti, i svaka svoj-
stvena vrijednost A\ je ng-struki ¢vor.

Podijeljena razlika u ng-strukom ¢voru:

_ f(nrl)()\k)

e s ]

Inace, vrijedi rekurzija:

F 1y Mg = f oo Mgl
Akt — Ak

Hermiteov interpolacijski polinom je u obliku:

ni—1 ng—1 ng—1
h(t) = FEE= M) Yt =A™ (= M)+ > fRE =A™ (= M)
k=0 k=0 k=0
gdje su

15



ff::fp\h-n;)\l],k*/\l
ffz 3:f[)\17---, )\1,)\2,...,)\2],711*)\1, k* Ay
ff/‘] Z:f[>\1,..., )\1,...,)\]‘,...,)\]‘], nl*)\l,..., nj_l*)\j_l, k?*)\J

Ako bi ra¢unali na taj nacin funkciju neke matrice, to bas i ne bi bilo
prakti¢no zbog dva razloga. Prvi je taj da je zahtjeva O(n) mnozenja matrica
dok mnozenje dvije kvadratne matrice zahtjeva O(n?) operacija. Na kraju
je to O(n*) operacija da bi dobili f(A), ¢ak ako je h jednoclan polinom ili u
obliku podijeljenih razlika, dok ostale metode imaju slozenost O(n?). Drugi
razlog je neizvjesna numericka stabilnost te komplicirana analiza velic¢ine
pogresaka koje bi opravdale tu metodu pomocu polinoma interpolacije.

Teorem 2.4 Definicije pomocu Jordanove kanonske forme i POMOCU
Hermiteova polinoma su ekvivalentne.

Dokaz:

Iz (2.4) slijedi da f(A) = h(A) gdje je h Hermiteov interpolacijski polinom
koji zadovoljava (2.5). Ako je A u Jordanovoj formi ([2.1]), onda zbog osnovnih

svojstava matricnih potencija u polinomu vrijedi

fA) =h(A) =hZJZY) = Zh(J) 27t = Zdiag(h(J,))Z 7"

16



Za najjednostavniji polinom h(z) = z™ vrijedi:

h(Jk):Jkn:
[Ar At neomet?) (ﬁ’; mk)” ALt
0 ap ... neleomedd) (ﬁg ’"k)“” A2
o o0 . nAp!
0 0o ... AL |
» (mp—1) n
hw) W) e )
(mp,—2)
0 hw) () ... h(n’jk—fg)“
0 0 0 W (M)
| 0 0 0 h(A\x) |

Gornja jednakost vrijedi i za proizvoljan polinom pa i za Hermiteov s uvje-

tima interpolacije (2.5)). Zbog tih uvjeta zakljuc¢ujem h(Jy) = f(J).

Teorem 2.5 o svojstvima matricne funkcije

Neka je A € C™™ te f matricna funkcija definirana na spektru od A.
Vrigede slijedeca svojstva:

1 f(A)A = Af(A)
2. fF(XT'AX) = X1 f(A)X, X kvadratna kompleksna reqularna matrica

3. Ako je \ svojstvena vrijednost od A, onda je f(X\) svojstvena vrijednost

od f(A).

4. Ako je A = (A;j) blok trokutasta matrica, tada je F := f(A) blok
trokutasta matrica sa istom strukturom blokova kao A i Fy; = f(As).
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Dokaz:

Svojstvo komutativnosti (1) slijedi iz (2.4]) Sto implicira da je f(A) poli-
nom potencija od A:

f(A)A = h(A)A = Ah(A) = Af(A).
Svojstva (2) 1 (3) slijede direktno iz (2.2). Koriste¢i ponovno (2.4), f(A) =

h(A) je ocito trokutasta blok matrica jer je potencija trokutaste matrice opet
trokutasta matrica. I-ti dijagonalni blok je h(A;;). Buduéi da h interpolira f
na spektru od A, onda interpolira f i na spektru od svake A;; jer je o(A) =
Ui(A;) pa je zbog definicije funkcije pomocu interpolacijskog polinoma
i uvjeta interpolacije ([2.)), h(A4;) = f(Ay). Time je dokazano i zadnje

svojstvo.

2.2 Fréchetova derivacija

Definicija 2.6 Za funkciju f : Q@ C X — Y kazemo da je Fréchet deri-
vabilna u to¢ci z € € ako postoji linearan neprekidan operator Df(z) €
L(X,Y), takav da vrijedi:

o [LF (1) = F@) = (D(F () () |y

=0
h—0 || h||x

Slijedi: f(z +h) — f(x) = (Df(x))(h) = o[ h ]| x)-
Analogno se definira u slucaju matrica.

Definicija 2.7 Za linearni operator L;(A) := Df(A) iz L(C™™, C™*™) vri-
jedi:
X+ H) = f(X) = Ly(X, H) = o[ H]) (2.6)

L;(X, H) je Fréchetova derivacija u X primjenjena na matricu H ili u smjeru
H.

Kada se zelimo orijentirati na matricu u kojoj gledamo derivaciju, a ne vri-
jednost matrice u nekom smjeru, oznaka je L;(X) ili ¢es¢e L(X).
Norma Fréchetove derivacije je definirana sa:

L(X)|| ;= max ————— 2.7
IO = o (27)
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Teorem 2.8 Ako su f i g funkcije koje su Fréchet deriwabilne v X, tada
vrigedi da su f + g, fg @ fog Fréchet derivabilne v X i vrijedi:

1. Pravilo sume:

Lysq(X, H) = Li(X, H) + Ly(X, H) (2.8)

2. Pravilo produkta:

Lyg(X, H) = Ly(X, H)g(X) + [(X)Ly(X, H) (2.9)

3. Lancano pravilo: Ovdje zahtjevamo da je f Fréchet derivabilna u g(X).

Lyog(X, H) = Ly (g(X), Ly(X, H)) (2.10)

Dokaz:

Pravilo sume proizlazi odmah iz Definicije 2.7 Pravilo produkta slijedi

uz koristenje (2.6)):

(f9)(X + H) = f(X + H)g(X + H) =
= (f(X) + Ly (X, H) +o([[H]])) (9(X) + Lg(X, H) + o(||H]])) =
= (f9)(X) + Lp(X, H)g(X) + f(X)Ly(X, H) + o([|H|)

Lancano pravilo uz dvostruku upotrebu (2.6):

(fog)(X +H) = (fog)(X)=flg(X +H)) - flg(X)) =
= [(9(X) + Ly(X, H) + o([[H]])) = f(9(X)) =
= [(9(X)) + L(g(X), Ly(X, H) + o([|H[])) + o([[H][) = f(9(X)) =
= Ly(9(X), Ly(X, H)) + o([[H]])

2.3 Uvjetovanost matricne funkcije

Osjetljivost matri¢nih funkcija na perturbacije podataka je mjerena koefi-
cijentom ili brojem uvjetovanosti. Ovo poglavlje ¢e pokazati kako definirati
koeficijente uvjetovanosti te kako ih ucinkovito procijeniti. Oni mogu biti
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izrazeni u normi Fréchetove derivacije pa ¢emo brojeve uvjetovanosti upoz-
navati kroz svojstva Fréchet-ove derivacije.

Standardna definicija relativnog broja uvjetovanosti za skalarnu funkciju
f:R—=Rje

Condrel(f7 ZL‘) T El% IAISIUSPE'I‘ €f<l')

Objasnjenje gornjeg izraza je da taj broj mjeri koliko jako male promjene u
podacima povec¢avaju promjenu funkcijske vrijednosti, u slucaju kad su obje
promjene mjerene u relativnom smislu.

o) — i LA~ ()

Az—0 Ax

= f(x+ Az) — f(z) — Azf'(z) = o(Ax)
@A) - f@) _ P)Aee

@ fw 8
flx+Ax) — f(z)| |(fl(z)r Az
- [ = (G ) 5+ et
x+ Ax) — f(x "(x)x || Az
j‘ﬂ +f(l?)f()S ZZ% 201 ofaa) (2.11)
. . |Az| o
Zbog svojstva supremuma uz uvjet 2] < g, slijedi
fle+Ax) — flo)| _ | [(x)z|e
e < [ e
pa za relativni broj uvjetovanosti uz o(Ax) = o(e) za sup vrijedi:
[Az|<el|x|
o [z Az o(Az)| | [f'(z)z
condral o) = iy s \(FEE) S 27 = || e

Definicija 2.9 Relativni broj uvjetovanosti matricne funkcije f uz bilo koju
matri¢cnu normu te perturbacije matrice X koje oznacavamo sa H je:

' I f(X +H) - f(X)]]
dra(f, X) := 1
condye(f, X) E%HH”SEEHXH [[ef(X) ]|

(2.13)

20



Primjenivsi matrice na (2.11)) i (2.12)) slijedi granica priblizne perturbacije

IFX+H) - FON Il
Foon S ondalf XD ellEh 21y

Definicija 2.10 Apsolutni broj uvjetovanosti matricne funkcije f uz bilo
koju matricnu normu te perturbacije matrice X koje oznacavamo sa H je:

| f(X+H) = F(X)|

condgps(f, X) == lim sup (2.15)
2 OH| <& €
Relativni i apsolutni brojevi uvjetovanosti razlikuju se konstantom:
. If(X+H) - f(X)||
cond,e(f, X) =lim  sup

== 011 || < el| x| lef(X) ]

i s X H) = OO X
01| < ||| lef (X 1] [1XTI
: (X +H) - f(X) [ [IX]]

= lim  sup (2.16)
=01 < el [leX]| LX)

i s ) = A1)
= 0|H| <7 n [LF (X

[1X1
= condaps(f, X)
LA O]

Slijededi teorem govori o izrazavanju brojeva uvjetovanosti pomoc¢u norme

Fréchetove derivacije ([2.7]).

Teorem 2.11 Apsolutni i relativni brojevi uvjetovnosti su dani formulama:

condays(f, X) = || L(X)]| (2.17)
_ L] X
cond,o(f, X) = 7O (2.18)

Dokaz:

Dovoljno je dokazati prvu formulu (2.17)) jer iz (2.16]) onda odmah slijedi
i druga formula (2.18). Prva jednakost slijedi iz Definicije [2.10, druga iz
(2.6). Treca je linearnost od L. Za posljednju se koristi Definicija [1.13] tj.
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[|H|| = o(e) pa je o(O(g)) = o(e) te (2.7) i ¢injenica da neprekidna funkcija
postize maksimum na kompaktnom skupu u rubu:

condgps(f, X) = lim  sup /X +H) = J(X) ]

0| <e €
L(X H H
i sup JECGH) Fo(IHID]
0| <e €
H H
= lim sup L(X,—>+M"
0| <e € €
= sup ||L(X, Z)||
llZ||<1
= [|L(X)]

2.4 Schurova dekompozicija

Korolar [1.21] nam olaksSava pronalazenje svojstvenih vrijednosti matrice
A, tako da transformiramo A u neku njoj slicnu matricu koja je jednostav-
nije strukture (dijagonalna, gornje trokutasta) te joj je tako lakSe pronadi
svojstvene vrijednosti.

Teorem 2.12 Neka je A € C™" matrica sa svojstvenim vrijednostima Aq,
A2y ..oy An. Tada postogi unitarna matrica U te gornje trokutasta matrica T’
takve da vrijedi A = UTU* i na dijagonali od T su svojstvene vrijednosti od
A, tg. [ti] = \i, za svaki 1.

Dokaz:

Dokazujemo pomoc¢u matematicke indukcije.
Baza: n=1 = A=1A1*
Pretpostavka: Neka tvrdnja vrijedi za A € C—1x(-1)

Korak:
Gledamo: Auy; = Ajuy, ||ug||2 = 1. Skup {u; } nadopunimo do ortonormirane
baze u C™, {uy, ,us,..., up} (uJu; =1, ul'u; =0).

Definirajmo ortonormiranu matricu koja je ortogonalna u odnosu na wuy:

Vo= [uy ... uy] € C==D
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Tada je matrica Uy := [uy V3] € C™" unitarna matrica t.d.
o
]l avi] -

LY 2

Ur AU, =

[, %

= _‘qjv}:| [/\1U1 A‘/Q] =

P) TAV;
— 01 UIA 21’gdje je Ay =Vy AV, slicnasa A
L 2

Zbog Korolara vrijedi:

(A — \) = det(A — ) = det(UF AUy — M) = (A — N)det(Ay — AI)

1

n

)

Slijedi da su Ag, ..., A, svojstvene vrijednosti od As,.
Po pretpostavci indukcije postoje unitarna matrica U, € C=Dx0=1 § gor-
nje trokutasta matrica 7, € C~Vx(=1) ga )\, ..., A, na dijagonali t.d.
Ay = U TLUS.
Definiramo:
U:=U L0 e Ccmm
S [V O

1 0 10
= U'U = U, =
0 U 0 Uy

1 0
- —1
b v
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Ocito je U unitarna matrica i vrijedi:

1 0 10
U*AU = Ur AU, =
0 U; 0 Uy

0T wiAV][L 0]
S0 Ulo Ay 0 U]
M u;AVQUQ] B

0 UAU, |

_)\1 UIA%U2:|

L 0 15
)\1 UTA‘/ZUQ
0 )\2 *x
0 0 An

2.5 Matricne iteracije

Matri¢éne iteracije se identificiraju pomocu rekurzije. Slijedeéa iteracija
je funkcija prethodne iteracije:

qg: cvn CMXH7 XiJr]_ = g(Xz) (219)

Potreban je pocetni uvjet, koji je u ovom slucaju matrica najcesée Xg = A
ili Xo = [I. Iterativna funkcija ¢ moze i ne mora ovisiti o A. Uzevsi u
obzir kompliciranost racunanja, najbolje je da je funkcija g polinom ili ra-
cionalna funkcija. Racionalne funkcije dovode do ra¢unanja inverzne ma-
trice ili rjeSenja sustava sa kompliciranijom desnom stranom. Na moder-
nim racunalima puno se brze izracunaju potencije matrica, tj. visestruko
mnozenje matrica, nego racunanje sustava ili trazenje inverzne matrice. To
znaci da su polinom pozeljniji od racionalnih funkcija.

Najstandardnija metoda izvodenja iteracija je Newtonova. Newtonova
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iteracija za f : R — R je:

(@)

(i)
Metoda sluzi trazenju nultocke funkcije f iz iteracije. Ovisno o kojoj se
funkciji radi, iteracija se razvija pomocu deriviranja i sredivanja gornje jed-
nadzbe. Iteracija za realnu funkciju je primjenjiva na matriécne funkcije, tj.
funkciju g iz (2.19).

Tiv1 = T4

2.5.1 Red kovergencije

Ako je (X;) niz koji konvergira prema X kazemo da je red konvergencije
najveci broj p za koji vrijedi:
X = Xin]] < el X = X[, (2.20)
gdje je ¢ neka pozitivna konstanta, a ¢ je dovoljno veliki indeks.

Iteracija je reda p ako niz koji ju generira ima konvergenciju reda p.
Linearna kovergencija je reda 1, kvadratna je reda 2, a super linearna ko-
nvergencija je ona za koju vrijedi:

lim M = (2.21)

oo || X — Xi|
Konvergencija niza se dijeli na dva dijela. Prvi je pocetni dio u kojem se
greska smanjuje ispod 1. Druga faza je asimptotska u kojoj garantira
da ¢e niz konvergirati prema nuli. Red konvergencije se odnosi na asimp-
totsku fazu, dok za pocetnu fazu ne znamo koliki je broj iteracija potreban.
Cesto se u praksi iteracije skaliraju §to znaci da se ¢lanovi niza mnoze sa ne-
kim odredenim skalarom u svrhu skraéivanja broja iteracija u pocetnoj fazi.
Sto je veéi red konvergencije, to je teze skalirati iteraciju.

2.5.2 Kriterij zaustavljanja

Jedno od vaznijih pitanja u iteracijama je kada se zaustaviti? Ako itera-
cija (X;) konvergira prema X, kriterij zaustavljanja uz neku zadanu toleran-
ciju tol moze biti (uz bilo koju matri¢nu normu):

1. Zaustaviti iteraciju kada X; ima relativnu gresku manju tol:

W2 — 2 < 4ol (2.22)



2. Zaustaviti iteraciju kada je apsolutna greska ispod tol:

||X; — X < tol (2.23)

3. Zaustavljanje iteracije bazirano na relativnoj razlici izmedu dvije su-
sjedne iteracije koja je manja od tol:
|| Xis1 — Xi|

< tol (2.24)
[ X

Treci kriterij zapravo aproksimira relativnu gresku u X; iz prvog kriterija u
kojoj je X = lim X;. Zadnji kriterij je najcesée koristen pa oznaéimo taj
kriterij sa: o
Sioy = [ X1 — Xi|

[ Xl
Zaista, Xjy1 — X = (Xip1 — Xi) + (X; — X) pa kada greska naglo pada oéito
iteracije brzo konvergiraju prema X te ¢e tada norme || X; 1 —X;|| i || X; —X]||
biti otprilike jednake jer vrijedi || X1 — X|| < ||X; — X]|.
Promotrimo kriterij zaustavljanja u kvadratnoj konvergenciji:

X1 — X| < e[ — X2 (2.25)
Pomocu nejednakosti trokuta i kvadratne konvergencije vrijedi:

[1X; = X < [1Xi = Xoal] + [ Xi1 — X|

< ||1X; — X, X; — X|? (2.26)
< ||X; 1| + ]| X |
pa je
o X — X,
1X: - X)) < Ko =Xl 2.27)
1 —c||X; — X

Rjesavajudi realnu kvadratnu nejednazbu (2.26) za dovoljno mali ||X; — X||

takav da je

— 1
X=Xl < 5 (2.28)

Koristeéi (2.25), (2.27) i ([2-28) slijedi:

[ X1 = X < c|1X; = X I*

2
< c( [[Xin = Xil| ) (2.29)
1—c|[X; — X]|

<2c|| X1 — Xil]?
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Usporedbom (2.25) i (2.29)) zaklju¢ujemo da bi se zaustavili na iteraciji X, 1,
za kriterij relativne razlike trebat ¢e nam mozda jedna iteracija vise u odnosu
na kriterij relativne greske.

2.5.3 Numericka stabilnost

Ako je Xy = A, svaka iteracija u obliku je funkcija od A pa po
Teoremu [2.5] svaka iteracija komutira sa A. Svojstvo komutativnosti je cesto
koristeno u dokazivanju konvergencije te razvijanju iteracije. U aritmetici
konac¢ne preciznosti, zaokruzivanje greske uzrokuje gubitak svojstva komu-
tativnosti Sto se ocituje kao numericka nestabilnost. Takoder, proizvoljna
greska moze prosiriti nestabilnost iz iteracije u iteraciju.

Napomena 2.13 I-tu potenciju Fréchetove derivacije u X oznacavamo sa
L{(X), a definiramo kao i-tu kompoziciju. Za drugu potenciju vrijedi:

(X, H) = (Lo L)(X,H) := L(X, L(X, H))

Analogno vrijedi za ostale potencije, uz L°(X, H) := H.

Definicija 2.14 Promatramo iteraciju X;,; = g(X;) sa fiksnom tockom X.
Pretpostavimo da je g Fréchet derivabilna u X. Iteracija je stabilna u okolini
od X ako Fréchetova derivacija od g ima ograni¢ene potencije, tj. postoji
konstanta c t.d.

||L;(X)|| <e¢, zasvei> 0.

Ako gledamo derivaciju u nekom smjeru, (L (X))(H), u definiciji stabilnosti
je tada [|(Ly (X)) (H)|| < c|[H]].

Neka je Xg = X + H perturbiran oko fiksne tocke X sa Hj prilicno male
norme te H; := X; — X. Po Definiciji 2.7}

Xi=g(Xi1) =g(X + Hiy) = (2.30)
= g(X) + Ly(X, Hi1) + of[ | Hi-1]])
Uz gornju jednakost i g(X) = X slijedi slijedece:
-~ H =X —X=
= g(X) Ly, Ho) o [Hal) - X = (231)
= Ly(X, Hi1) + o([|[H;-1]])
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Pomocu gornje jednakosti za H; te linearnosti operatora L, razvijanjem ite-
racije dobivamo:

H; = Ly(X, Hi—1) + o(||Hi-1[]) =
Ly(X, Ly(X, His) + o(||Hi-2])) + o([[H;—1]]) =
= Ly(X, Ly(X, Hi2)) + Ly(X, o([[Hi-2|])) + o([|[Hi-1|]) =
= Ly(X, Hi—s) + Ly(X, o(||Hi-2|)) + o(|| Hi-1]|) =
= Ly(X, Ly(X, Hi—3) + o(|[Hi=s|])) + Ly(X, o[ Hi2]])) + o(| | Hi-1|]) =
il

9 +
— L3(X, Hi ) + L2(X, of| [ Hisl])) + Ly(X, o|| Hi—s 1)) + ol | Hi] )

Na kraju H; ima oblik:

i1
H; = Liy(X, Ho) + > Li(X, o[ Hi1 ) (2.32)
k=0
U slucaju kad je iteracija stabilna, iz Definicije i (2.32)) slijedi:
i1
[ Hil| = [1L3(X, Ho) + ) L(X, o(|[Hi-1-|])]| <
k=0
i (2.33)
< ol [Holl + ¢ o[ Hial]) <
k=0

< ¢||[Hol| + @ co(|[Hol|)

Zadnja nejednakost govori kako u stabilnoj iteraciji, priblizno male greske u
okolini fiksne tocke su ograni¢ene pomocu izraza koji ovisi o prvoj gresci.

Za skalarne iteracije g : R — R, g(x;) = x;41 koje su konvergentne,
vrijedi da konvergiraju u fiksnu tocku,

lim g(z;) =z, x t.d. g(x) = .
1—00

Za takve iteracije, konvergencija implicira stabilnost jer je takvoj superline-
arno konvergentnoj iteraciji derivacija u fiksnoj tocci x 0, tj. ogranicena je.
To pokazujemo uz pomo¢ definicije derivacije funkcije i ¢injenice g(x) = x:

0 = i 190 =2l _ . le(@) — g(2)] -
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Dakle,
g(x)=0
U slucaju matrica, Fréchetova derivacija iteracijske funkcije u fiksnoj tocci

ne mora biti 0, stoga nam trebaju slijede¢a dva teorema da bi bolje utvrdili
stabilnost matri¢nih iteracija.

Teorem 2.15 Neka je f idempotentna funkcija koja je Fréchet derivabilna
u X = f(X). Tada je L¢(X) idempotentna.
Dokaz:
Neka je h(t) = f(f(t)). Iz Teorema [2.8] lancanog pravila (2.10) slijedi:
Lh(X7 H) = Lf(f(X)va(X’ H)) = Lf<X7 Lf(Xv H))
Zbog gornje jednkosti i idempotentnosti od f vrijedi:
((Lyo Lp)(X))(H) = Ly(X, Ly(X, H)) =
=Ly(X,H) =
=Ly (X’ H) =
= (Ly(X))(H),

sto znaci da je Ly idempotentna.
O

Stabilnost je utvrdena Fréchetovim derivacijama iteracijske funkcije, a ne
funkcije f. Slijededi teorem govori o vezi f i g.

Teorem 2.16 Neka je f idempotentna Fréchet derivabilna v X = f(X) sa
Fréchetovom derivacijom Ly(X), g(X;) = Xiq1 iteracije koje superlinearno
konvergiraju prema f(Xy), gdje je Xo dovoljno blizu X i neka je g neovisna
o izboru Xy. Tada je Fréchetova derivacija od g u X Ly(X) = L¢(X).

Dokaz:

Za dovoljno mali H, Xg = X+ H, f(Xo) = f(X+ H) postoji po Definiciji
pa vrijedi:

J(X +H) = f(X) + Ly(X, H) + o([|[H]|) = X + L(X, H) + of|[H|])
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= f(X+H)—(X+H)=Ly(X,H) — H~+o(||H]]) = O(||H]])
Superlinearna kovergencija iteracije ¢g(X;) = X1 prema f(Xp) iz (2.21)

povlaci: 17 (X0) ! 1 (Xo) (Xl
i f(Xo) — X1 . J(Xo) — g(X;
lim = lim X Y -
i%loo ||f(X0) _Xz” iﬂloo ||f( 0) z|| !

Buduéi da ¢g(X;) konvergiraju prema f(Xj), slijedeca iteracija nakon limesa
je upravo limes:
g(lim g(X;)) = lim g(X;), tj.
1—00 1—00
9(f(Xo)) = f(Xo).
Za H = 0, slijedi da i g ima fiksnu tocku u X jer f ima fiksnu tocku u X.
Zbog svega navedenog slijedi:

[1f (Xo) = g(Xo)[| = o||f (Xo) = Xol[) = o(O(||H]])) = o(|[H]|)

= 9(Xo) = 9(X) = g(Xo) =X = f(Xo) = X +o(|[H]|) = Ly (X, H) + o

[H]l)
Zakljuéujemo, L;(X,H) = L,(X, H).

O

L¢(X) je kona¢nodimenzionalni linearni operator pa vrijedi da je ogranicen.
Bududi da je Ly idempotentna funkcija, prvi teorem implicira da su sve po-
tencije nje ogranicene. Uz drugi teorem imamo da je diferencijal iteracijske
funkcije jednak L;(X). Iz tog slijedi da sve iteracije koje superlinearno ko-
nvergiraju su numericki stabilne i ne trebamo racunati Fréchetove derivacije,
niti testirati granice njihovih potencija.
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3 MATRICNA FUNKCIJA
PREDZNAKA

3.1 Uvod u funkciju predznaka

Neka je I skup brojeva koji leze na imaginarnoj osi (0 € I). Funkcija
sign : C\ I — {—1,1} je definirana za z € C\ I kao:

sign(z) = { _i: gggi; z 8 (3.1)

gdje je Re(z) realni dio kompleksnog broja z.

Matri¢na funkcija predznaka moze biti dobivena iz bilo koje od dvije defi-
nicije s pocetka i (2.4). U definicijama baziranim na Jordanovoj formi i
interpolaciji polinomom potrebne su derivacije funkcije. Lako je zakljuciti da
su derivacije funkcije sign jednake nuli, sign®(2) =0,¥k > 1iVz € C\ L

Pretpostavljamo da matrice koje koristimo iz C™*™ imaju svojstvene vri-
jednosti iz skupa kompleksnih brojeva bez ¢isto imaginarnih brojeva (imagi-
narne osi) pa je funkcija sign dobro definirana u smislu i u kojima
su nam potrebne vrijednosti funkcija i njenih derivacija u svojstvenim vri-
jednostima. Slijedi da ne postoji svojstvena vrijednost 0 jer je 0 € I, stoga
su takve matrice regularne (Korolar [1.20)).

Iz imamo jedan nac¢in primjene funkcije f na neku matricu. Neka
je A € C™" u Jordanovoj formi, A = ZJZ~1 J = diag(Jy, J>). Bududi da
svojstvene vrijednosti matrice A nisu na imaginarnoj osi, neka su u .J; € CP*?
svojstvene vrijednosti koje se nalaze na lijevoj polovici ravnine (p algebarska
kratnost tih svojstvenih vrijednosti) dok se u J, € C'7*? nalaze svojstvene
vrijednosti na desnoj polovici (q algebarska kratnost svojstvenih vrijednosti
s desne polovice). Funkcija sign primijenjena na te svojstvene vrijednosti
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daje 1, odnosno —1, dok su derivacije 0. Zato je funkcija predznaka u obliku:

sign(A) == Z {_OIP 2] Z! (3.2)

Promotrimo sada skalarnu funkciju sign iz (3.1)). Buduéi da je z komplek-
san broj, moze biti u polarnim koordinatama u obliku: z = r(cos o+ i sin o).

Nadalje, pomo¢u Definicije (1.17)):

2

2 =r*(cosa +isina)? =

= r%((cos a)? — (sina)? + 12 cos asin ) =
= r%(cos 2a + i sin 2a)

Kada ra¢unamo drugi korijen iz kompleksnog broja ((1.17)), on ¢e imati dva
rjeSenja. U ovom slucaju, ogranicavamo rjesenja na ona koja se nalaze s desne
strane u odnosu na imaginarnu os, odnosno trazimo glavni drugi korijen iz

( 2); r(cosa + isina) ,ae(-2,2
z 2 =
r(cos (o +m) +isin(a+ 7)), o € (3,3
(3.3)
r(cosa+isina) ,ae{—%%
r(—cosa —isina), a € (3,3
Na kraju imamo:
z 1,a€<—§,% :{ 1, Re(z) >0 (3.4)
(22)3 “1,ae(z —1, Re(2) <0
Generaliziramo li gornju funkciju na matrice, dobivamo:
sign(4) == A(A%) T (3.5)

Teorem 3.1 Neka A € C™" nema cisto imaginarne svojstvene vrijednosti
i neka je S = sign(A). Vrijede slijedeca svojstva:

1. S je involutorna matrica, tj. S* = I.

2. S je dijagonalizabilna sa svojstvenim vrijednostima —1 i 1.
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3. SA=AS
4. Ako je A svojstvena vrijednost od A, onda je i sign(\) svojstvena vri-
jednost od sign(A).
Dokaz:
Za dokazivanje koristimo (3.2). Prvo svojstvo:
S? = (7 sign(J) Z71)?

= (Z diag(—1,, 1,) Z7')* =
= (Z diag(—1,, 1,) Z7Y) (Z diag(—1,, 1,) Z7') =
= Z diag((—1,)?, I7}) Z7' =
= Z diag(I}, I2) Z™" =
=1

Drugo svojstvo slijedi direktno iz (3.2)), dok su svojstva (3) i (4) dokazana za
opCenite matricne funkcije u Teoremu [2.5

O

Ako je spektar od A cijeli u pozitivnoj poluravnini, odnosno negativnoj,
tada je sign(A) = ZZ~' = I, odnosno sign(A) = —ZZ~' = —I, §to vrijedi
intuitivno iz Teorema (svojstva (1) i (2)). Inace, ako je spektar matrice
s obje strane imaginarne osi, ne vrijedi da je sign(A) primarni drugi korijen
jedini¢ne matrice, I ili —I (primarni drugi korijen preslikava svaki element 1
u sve vrijednosti 1, ili pak u sve -1, a kod neprimarnog postoji neka vrijednost
1 preslikana u -1 a druga u 1).

3.2 Schurova metoda

Neka je A € C™*". Schurova dekompozicija matrice A je QTQ*, gdje
je T gornje trokutasta matrica, a @ je unitarna. Po Teoremu 2.5 drugom
svojstvu slijedi:

sign(A) = Qsign(T)Q".
Buducdi da je T gornje trokutasta matrica, onda je po Teoremu [2.5] cetvrtom
svojstvu, 1 sign(T') gornje trokutasta matrica U := sign(T') za koju vrijedi:
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jer su t;; svojstvene vrijednosti od matrice T' (gornje trokutasta matrica ima
svojstvene vrijednosti na dijagonali). Ostali u;; se dobiva iz:

U2=1iUT=TU.

Elementi matrice U? koji se nalaze u i-tom retku i j-tom stupcu su u obliku:

J Jj—1
E Uikt = (Wi + wjj)uij + E Uik Uk
k=i k=it1

Kada njih izjednac¢imo sa nulama u jedini¢noj matrici, dobit ¢emo, u slucaju
da je w;; + u;; # 0: '

et Uik
uij = -
Ui + Uy
Za slucaj kada vrijedi u; + uj; = 0 koristimo jednadzbu UT = TU. Iz-
jednacavamo elemente matrica s obje strane:

J J
E Uigtr; = E LikUpj
k=i k=i

j—1
(tii — tj5)uyy — (ui — ujj)ty; = Z (Wiktr; — tiun;)
k=i+1
Na kraju dobivamo:
i—1
oo (s =gty D (Uikty — taktng)
’ tii — 15 Lii — tj;

Ako vrijedi t; — t;; = 0, onda je sign(t;) = sign(t;;). 1z tog slijedi da je
Ui + Ujj = 12 7é 0. VI‘IJedl i obrnuto, ti — tjj 7é 0 <= wu;+ Ui = 0.
Dakle, imamo dva disjunktna slucaja.

Algoritam:

> Svedi A na Schurovu dekompoziciju QT'Q*
> uy; = sign(ty), i =1,..., n
pzaj=2,...,1n

zai=j—1,...,1
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J—1 . .
_ 2ak= i1 Wik Ukj
Ui + Ujj

,uii—l—ujjsé()

i—1
(wii — wjj) ti; i Py i1 (Wik tig — i, ugy)

, Ui +uj; =0
tii — tj; tii — tj; v

kraj
kraj
> S =QUQ*

Slozenost algoritma je O(n?). Sveukupno je potrebno oko %n?’ operacija
da bi se doslo do rjesenja.

3.3 Newtonova metoda

U ovom slucaju gdje je sign funkcija involutorna matrica, tj.sign(A4)? = I,
slijedi da je sign nultocka funkcije g(z) = 22 — 1. Kada tu funkciju uvrstimo
u Newtonovu iteraciju, dobivamo:

T+l = Tp — 9(2) =
g (zn)
2 _
22,

1 n 1
==\ x, J—
2 Ty,

Uvrstimo li matricu, dobit ¢emo oblik:

1
Xig1 = 5 (Xi + Xil), Xo=A (3.7)

Za slucaj matrica se gledaju njihove svojstvene vrijednosti jer je iteracija
(3.7) izvedena iz (3.6) za svaku pojedinu svojstvenu vrijednost.

Slijededi teorem govori o konvergenciji Newtonove iteracije prema sign.

Teorem 3.2 Neka matrica A € C™" nema svojstvene vrijednosti na ima-
ginarnoj osi. Tada vrijedi:
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1. Iteracye X; iz konvergiraju prema S = sign(A).

2. Kvadratna brzina konvergencije za svaku konzistentnu normu (Defini-
cija[1.9):
1 _
[1Xisa = SI| < 5 IXTHX = SIP

3. Zak>1teGy:=(A—S8)(A+S)™ vrijedi:
X, = -G ' I+aG2"HS

Dokaz:

Kompleksni broj z = Re(z)+iIm(z) se po Definiciji moze zapisati u
polarnim koordinatama, z = re'®. Neka je A\ = re'®. Iz Definicije slijedi
da je:

A4 A7t -t
+T = g(cosa +isina) + %(cos (—a) +isin(—a)) =
, -1
= §(cosa—|—isina) + T(cosa —isina) =
r+rt r—r-t
= cos o + 181N ¢

2

Ako je A svojstvena vrijednost za neku matricu X; iz iteracije (3.7]), onda po
Teoremu [2.5/imamo da je svojstvena vrijednost za X, 1:

AT

I 5

Usporedimo dva kompleksna broja u odnosu na poluravnine u kojima leze:

r1 r—r1

5 cos o + 7sin o

A =rcosa+1sine, p=

Ako je A u jednoj od poluravnina, onda ¢e p ovisno 3(r+r~') i 3(r —r71)
promjeniti poluravninu ili ostati u istoj. Buduéi da je r +r~! pozitivan broj,
zakljucujemo da je p u istoj poluravnini kao i A bez obzira je li r — r~1
negativan ili pozitivan broj jer taj skalar mijenja samo okomitu komponentu
smjera kompleksnog broja.

Pocnimo od pocetka, tj. A je svojstvena vrijednost od A. Buduéi da A
nema svojstvene vrijednosti na imaginarnoj osi, po Korolaru vrijedi da
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je A regularna. Svaka slijedeca iteracija X; nema svojstvene vrijednosti na
imaginarnoj osi jer kada bi imala:
A+ A2 — 21N+ 1

i =l f:()@)\:cij:i\/&—i-l

Dakle, svojstvena vrijednost od iteracije X;.1, p ne¢e nikada biti na imaginar-
noj osi jer bi onda svojstvena vrijednost od X; trebala biti ¢isto imaginarni
broj, a to ne vrijedi. Zadnja cinjenica se lako dokazuje pomocu indukcije
unatrag gdje dodjemo u kontradikciju s pretpostavkom da Xy, = A nema
imaginarne svojstvene vrijednosti. Iz Korolara [1.20] zakljucujemo da je X;
dobro definirana na spektru bez imaginarne osi i regularna matrica, za svaki
1> 0.

h=ci <

1
X £S5 = 3 (X, + X714 29) =

1
= EXgl (X7 +2X,5+1) = (3.8)

1
— XX 9)?
Uz 2.2l imamo:

Xl - %(A"—Al) -

1
= 5(ZJZ—l +(zJzZz7 ) =

1 (3.9)
= §(ZJZ*1 +zZJ'z7h =
-1
2
Kako su A i u sa iste strane imaginarne osi, istog su predznaka pa je:
J+Jt
sign(X;) = sign (Z<+T> Zl) =
—1

= ZSZgTL (%) Z*l —

(3.10)

= Zsign(J)Z 7! =
= sign(A) =
=S
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Analogno, za svaku slijedeéu iteraciju vrijedi: sign(X;) = sign(A) = sign(Xy).
Svojstvene vrijednosti od matrice X;+sign(X;) ¢e biti u obliku \; +sign(\;),
Sto je uvijek razli¢ito od 0. Po Korolaru [1.20, X; + S je regularna matrica,
Vi > 0 pa njen inverz postoji. Takoder, jer su X; racionalne funkcije od A,
po Teoremu [2.5, komutiraju sa A. Pomocu definicije funkcije s polinomom i
primjenivsi da A komutira sa S vrijedi Sf(A) = Sp(A) = p(A)S = f(A)S.
Dakle, X; komutira sa S.

Iz imamo:
(Xip1 = S)(Xip1 +5) 7" = ((X; = 9)(X; + 5)71)? (3.11)
Uz oznaku G; := (X; — S)(X; + 5)71, vrijedi: Gy = G2 = ... =G2"".

)

U slucaju kada je A svojstvena vrijednost od A, po Teoremu [2.5, Gy
definiran u iskazu teorema ima svojstvene vrijednosti u obliku:
A — sign(\)
A+ sign(X)
Udaljenosti tih svojstvenih vrijednosti od ishodista ( C (A,sign(A)) iz Defini-
cije o Cayleyovoj metrici) za one u desnoj poluravnini, odnosno one u
lijevoj su:

V(ReA =12+ (ImA)?2  /(ReA+1)2+ (Im))?
V(ReA+1)2 4+ (ImA)?" y/(Reh —1)2 + (Im)\)?

Zbog vecteg nazivnika od brojnika u oba slucaja, svojstvene vrijednosti od
G su unutar jedini¢nog kruga oko 0 u kompleksnoj ravnini, tj. za spektralni
radijus vrijedi:

)\—Sign()\)') .

G = pu—
P(Go) max) 1l (/\rena%}j) A+ sign(\)

pnea(Go

Dakle, G; = GOQi i p(Gy) < 1 pa iz Korolara|1.23 i slijedi: lim G; = 0.

1—00

Napokon, dobivamo tvrdnje teorema (1) i (3):
= Gi(X;+95)=(X;-5)
= GX,+GS=X,-8
= X, = -G) '(I+G)S
= lim X; = lim (7 — G) M I+G)S=S

Tvrdnja (2) slijedi iz (3.8).
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Iz gornjeg teorema i Korolara i[2.1] slijedi:

A — sign(\) D 2

A+ sign(A) (3.12)

G2 = (G2 = ( i

A€o (A)

Konvergencija iteracija prema sign(A) je po tre¢oj tvrdnji Teorema ana-
logna konvergenciji potencija Gy prema 0. O¢ito ¢e konvergencija G¢' prema
0 biti spora ako su:

e svojstvene vrijednosti od A blizu imaginarne osi
o p(A) = maxyeo(ay |A| > 1

A — sign(\)

o1 Ce tad
jer ¢e tada N+ sign())

'zl.

Algoritam:

Maksimalni broj iteracija u algoritmu oznac¢imo sa m, a kritertj zaustavljanja
koji je na pocetku TRUFE je neki racun iz Poglavlja [2.5.2]
> X() =Aii=0
pzat=1,..., m—1
B, = X}
1
Xi = 3 (Xi—l + Bi—l)

ako je kriterij zaustavijanja == TRUFE, onda i =1+ 1
kraj
> S =X

Slozenost algoritma je takoder O(n?), ali je broj potrebnih operacija otprilike
2in® za i koraka Newtonovih iteracija.
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3.4 Skalirane Newtnove iteracije

Newtonova iteracija iz Poglavlja[3.3]za sign funkciju dobivena iz trazenja
nultocke za funkciju (sign(z))? —1 je
1 1

Tit1 = 5(% + x—l), Ty = Q.

Ona kvadrati¢no konvergira prema sign(a) = +1.

Moze se gledati na nacin da je to Newtonova iteracija za funkciju drugog
korijena od 1. Jednom dok je pogreska mala, slijede¢e uzastopne pogreske
se brzo smanjuju. Svaka slijede¢a pogreska je priblizno jednaka kvadratu
prethodne pogreske (vidi (3.8))).

Za |x;] > 1 je x; &~ $x,_4, iteracija je zapravo jako spor nacin obicnog
dijeljenja s 2. Takoder iz Teorema [3.2]1 dijela gdje je objasnjena nejednakost
(3.12) vidimo da iteracija sporo konvergira kada je a kompleksni broj blizu
imaginarne osi jer ¢ mozemo identificirati sa svojstvenom vrijednosti matrice

1 x 1. Trazi se nacin za ubrzavanje konvergencije u ta dva slucaja.

Teorem 3.3 Za Newtonovu iteraciju , ako X; ima svojstvene vrijed-
nosti £1, za neki i, onda je X;, = sign(A) za 2P > m, gdje je m dimenzija
najveceq Jordanovog bloka od X;.

Dokaz:

Neka su +1 svojstvene vrijednosti od X;. Neka je Jordanova forma
X, = ZJ;Z7', J; = D+ N;, D = diag(&1), N; nilpotentna strogo gornje
trokutasta matrica sa jedinicama i nulama iznad glavne dijagonale. Indeks
nilpotentnosti je m, tj. N/ = 0, Nim_l, ..., I # 0. Promatramo konver-
genciju niza koji pocinje sa J;, a zavrSava sa D i mozemo staviti Z = I bez
smanjenja opcenitosti. Iteracija X; .1 = D + N, zadovoljava po :

| — 2 |

Bududéi da je m indeks nilpotentnosti od NV;, N;;; mora imati indeks nilpo-
tentnosti (%w Primjenjujuci tu ¢injenicu vise puta, za 2P > m, N;;, ima

indeks nilpotentnosti 1, slijedi da je X;;, = D = sign(A) za 2" > m.
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Ucinkoviti nacin da se poveca brzina konvergencije je skaliranje iteracija:
u (3.7) zamijenimo X; sa p; X;:
1
Xipr = 5 (i + p X7, Xo=A (3.13)

Dok god je u; pozitivan i realan broj, predznak svake iteracije je sacuvan.
Predlozene su tri vrste skaliranja:

e skaliranje pomoc¢u determinante:
pi = |det(X;)| " n (3.14)

e skaliranje pomocu spektralnog radijusa:

p(Xi)
Wi = A —— (3.15)
p(X)
e skaliranje pomoc¢u norme:
X
i = : (3.16)
el
Pogledajmo slucaj skaliranja pomoc¢u determinante. Neka su )\gi), ey AP

svojstvene vrijednosti od X;. Iz Korolara[l.22]znamo da je umnozak svojstve-
nih vrijednosti matrice jednak determinanti matrice. Za skaliranje pomocu
determinante vrijedi da je apsolutna vrijednost umnoska svojstvenih
vrijednosti skalirane iteracije jednaka 1:

n

11 (MMS))' = |det(u X;)| =

k=1

det <Idet(Xi)|_’llXi)' - (3.17)

_ ‘ (|det(Xi)|—i)ndet(Xi)

=1

Neka su Aq,..., A, svojstvene vrijednosti od X. Definiramo funkciju ¢ :
Ccr — RT:

n

H(X) = (log |Ax])”

k=1
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Faktor skaliranja p; iz (3.14) minimizira ¢(p; X;). To dokazujemo uz osnovna
svojstva logaritma te Korolara [I.22}

91) = H(uX) = 3 (log [ude)? = 3 (log s + log [Me])?
k=1 k=1
. 2 & 2 =
= ¢'(1) == (logp+log|M\|) = =(nlogp+ Y log| M\l | =0
uk:l K k=1
= logp" =log\ide. A= p= [ M| = Idet(x)]
k=1

Promotrimo skaliran(j'e pomocu spektralnog radijusa. Za X; promatramo
svojstvene vrijednosti A sy A§’) redom od najmanje prema najvec¢oj uda-
ljenosti od ishodista te spektralni radijus p(X;). Tada je iz (3.15)):

7 i) 1—&
= [ AN

pa matrica u; X; ima svojstvene vrijednosti najmanje i najvece veli¢ine:

o | M o _ [N
|:U’i)\n |: )\gi) t |Ni)‘1 |: )\g)
Dakle, vrijedi:
. 1
]

Ako su )\1@ i M realni brojevi postoje 4 slucaja uz |)\,$i)\ < ’)\1(1)‘ te Cayleyevu
metriku iz Definicije [1.18]

; . . 1
M) A">20 >0 = ) = —

HiAy
i —1- -1 i
[ =1 _ [l ‘:m&hu
| A + 1] %+1‘ | A + 1]
7,')\11
; . . 1
@ A >0>00 = ! = ——
il
1
i ——m t+1 i
nm$+u:'uw>‘:\m9—u
| ids” — 1 1 | id? + 1]
Mi/\lm



3) AP >0>A" = pA0 =

Ay
i - — -1 i
LA — 1] ‘ Y R PP L
| M + 1] ' -—5 +1‘ i 1]
/>Li>\1
, ; . 1
(4 0=27 >\ = A = —
HiAy
1
i —m t+1 i
|w>+1|:’wf> L|mf>+1|
’Mi)\éz)—lf 1 _1‘ ’Mi)w(l)—”
/Ji)\l(l)

Po Definiciji o Cayleyovoj metrici sva cetiri sluc¢aja impliciraju:

i)Y, sign(pd)) = C(u”, sign(uiy?))
Buduéi da je p; pozitivan realan broj, sign(ﬂi/\,(f)) = sign()\g)), k=12
imamo:

CpaS?, sign(\D) = Cu, sign(A))

Znamo da Newtonove iteracije teze prema sign(A) po Teoremu
Gledajuéi po svojstvenim vrijednostima od A, neka je A njena svojstvena
vrijednost, tada svojstvena vrijednost svake iteracije X; dobivena iz pret-
hodne iteracije, A tezi prema sign()). Zakljuéujemo da spektralno skali-
ranje izjednacava greske u Cayleyovoj metrici najmanje i najvece svojstvene
vrijednosti.

Teorem 3.4 (Barraud) Neka je matrica A € C™™ regularna sa realnim
svojstvenim vrijednostima i neka je S = sign(A). Za spektralno skalirane
Newtonove iteracije , Xarp—1 = sign(A), d je broj razlicitih svojstvenih
vrijednosti od A, a 2P > m, gdje je m dimenzija najveceg Jordanovog bloka

od A.

Dokaz:

T

Koristit ¢emo svojstva iterativne funkcije f(x) = %(x + l>:
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2)0<zo < <1lilil<z <29 = 1< f(21) < f22)

Za X, = A promatramo svojstvene vrijednosti A,,..., A; redom od
najmanje prema najvecoj udaljenosti od ishodista. Tada, iz imamo
o = |)\n)\1|_% pa 1pXo ima svojstvene vrijednosti kojima su moduli izmedu:

1

1
2
i o] = X

A
A, = |22
|Mo | ‘)\1

Te su vrijednosti reciprocne i svojstvene vrijednosti su realne (|\;| = £;) pa
uz svojstvo (1) vrijedi:

ﬂme=fQ

2o|) = o

Svojstvo (2) govori da su te vrijednosti svojstvene vrijednosti najveceg mo-
dula matrice X;:

{roAi = 0 < fpodn| < lpodil <1} = f(lpoAnl) = f(l1oA])
{roX; = 1< oAl < lmodly = flluodl) = f(lmoAs])
Zato X; ima svojstvene vrijednosti koje zadovoljavaju:
A< IR << 0 = 1A

U svakoj slijedecoj iteraciji se povec¢ava broj najvecih po modulu svojstvenih
vrijednosti barem za 1, sve dok nakon d — 1 iteracija Xy ; ima sve svoj-
stvene vrijednosti jednakog modula. Vrijedi da su svojstvene vrijednosti za
ta—1X4—1 po modulu izmedu:

_ PCE: . d—1 A
| AV | = ’)\(dl) =1 |Nd—1>\g : | = ‘)\%dl) =1
1 n

Dakle, svojstvene vrijednosti matrice py_1X4_1 su jednake £1. Takoder, iz
(3.13) slijedi da su svojstvene vrijednosti od X, jednake £1:

1 . ) ) 1L
A’Ed) = B) (/ﬁd—1)\§d 2 + <,Ud—1/\z(d 1)) ) = E(il +£1) = £1

Zmaci, g je jednako 1 po definiciji. Takoder, svaki slijedeci puy, k > d je 1
pa se skalirane iteracije poklapaju sa obi¢nim iteracijama. Po Teoremu [3.3
slijedi da ¢e iteracija nakon p koraka biti jednaka sign(A).
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Algoritam:

Potrebnan je skalar kriterij skaliranja koji regulira kada se prebacuje sa
skaliranih na neskalirane iteracije. Drugi kriterij je racun kriterij zaustavljanja
za zaustavljanje ako su dvije susjedne iteracije dovoljno blizu.

> Xg=A1iscale=TRUFE
pzat=1, 2,...
B = X!
ako je scale == TRUFE
onda p; postaje jedan od —

inace, p; =1

1 —1
Xiy1 = 3 Wi X + p; - B
Siur = || Xit1 — Xil|p
1+1 —

|| Xisallr
ako je scale == TRUF i 6;y1 < kriterij skaliranja
onda scale = FALSE

ako je kriterij zaustavljanja == T RUE idi na kraj
inace, 2 =1+ 1

> X =X

Potrebno je 2in® operacija za i iteracija.

3.5 Padéove iteracije

Definicija 3.5 Za skalarnu funkciju f(z), racionalna funkcija dva polinoma

piqrem(r) = pkm(l‘;’ k > deg(p), a m > deg(q) je [k/m] Padéova aproksi-
qrkm\T

macija funkcije f ako:

—~

® 4m € Ry = {racionalne funkcije § : deg(f) <k, deg(g) <m}
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e ¢n(0) =1

.f@—mM@:o@HMQ

Za kompleksni broj koji nije na imaginarnoj osi z iz Poglavlja i (3.4
ZNnamo:

sign(z) = 21: & _={e=1-2=—"—
= T A ¢ e

Definiramo funkciju:

_1
h(g) = (1—-¢)>
Funkcija h je specijalani slucaj hipergeometrijske funkcije, pa imaju smisla
Padéove aproksimacije funkcije h:
le(§ )

Kenney i Laub su imali ideju definirati familiju iteracija ako stavimo z = xy,
tj. £ =1— a3

Tim (f )

Pim (1 — 77)
Tyl = fim(2k) = 20—, Tp =a
k+1 fl ( k) kqlm(l _ xz) 0
Pomocu tog rezultata, definiramo Padéove iteracije matrica:
Xk+1:kalm([_Xlz)QIm([_Xlz)ily XOZA (318)

Teorem 3.6 Neka matrica A € C™*™ nema svojstvene vrijednosti na ima-
ginarnoj osi. Uzimajuci u obzir Padéove iteracije uz l+m >0 1 bilo
koju konzistentnu matricnu normu vrijeds:

1. Zal>m—1, ako je ||I — A?|| <1, onda
lim X, = sign(A) i ||[I - X?|| < ‘|]’_A2H(l+m+1)k.

k—00
2. Zal=m—11il=m, S :=sign(A),
(S — Xp)(S + Xp) 7L = ((S — A)(S + A)~Hrm+v*
pa je klg]éloXk =5.
Gornji teorem o konvergenciji govori da je konvergencija u (2) globalna, dok

je u slucaju (1) lokalna. Brzina konvergencije je stupnja [ + m + 1 u oba
slucaja. Iteracije u slucaju (2) se nazivaju osnovne Padéove iteracije.
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3.6 Numericka stabilnost 1 kona¢énost itera-
cija

3.6.1 Numericka stabilnost

Pitanje stabilnosti je objasnjeno u Poglavlju [2.5.3 Ovdje to primjenju-
jemo na funkciju f = sign.

Teorem 3.7 Neka je A € C™™ matrica koja nema svojstvene vrijednosti na
imaginarnoj osi i S := sign(A). Neka je X;11 = g(X;) iteracija koja super
linearno konvergira prema sign(Xo) = sign(A), za svaki Xo dovoljno blizu S i
pretpostavimo da je g neovisna o Xy. Tada su te iteracije numericki stabilne,
Fréchetova derivacija od g u S je idempotentna i za neku perturbaciju H
vrijedi:

L,(S,H) = Lgjgn (S, H) = %(H — SHS).

Dokaz:

Funkcija predznaka je idempotentna, tj. sign(sign(A)) = sign(A) sto
¢emo pokazati pomocu [2.2]1 svojstava matricne funkcije iz Teorema [2.5

sign(sign(A)) = sign(Zsign(J)Z~ ") = Zsign(sign(J))Z~"

Zbog toga sto je sign(sign(z)) = sign(z), Vz € C\1I vrijedi da je gornji
izraz jednak:
Zsign(J)Z ™" = sign(A)

Iz Teorema slijedi jednakost L,(S) = Lsign(S), zatim zbog te jednakosti
i Teorema slijedi idempotentost od L, u S. Iteracije g(X;) = X;4+1 zado-
voljavaju dva spomenuta Teorema pa su zato numericki stabilne. Ozna¢imo

F=I-(S+H?=1-8*-SH—-HS - H*=—(SH+ HS + H?
Iz gornje relacije, za neke pozitivne konstante c¢ i k slijedi:
|1FI < cllH|| /2
I1F|1* < || H]!?
= O(|[FI]”) <k||F|]* < ke ||H|P
= O(|IF|I*) = O(||H|]*)
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Tada dobivamo za ||F|| < 1:
sign(S + H) = (S + H) (S + H)?) "2 =
= (S+H)(I—(I=(S+H))) =
—(S+H)(I-F)7 =

= (S+H) (I+3F +O(|FIP)) =

1
=S+ H+(S+H)F+O(|FIP) =

1
=S+ H = 3(S+H) (SH+HS + H) +O(|[F|[*) =
:S+H_%(H+SHS+SH2+HSH+H2S+H3)+O(||F||2):

- s+%( H—SHS+O(|[H|*) ) + O(|F|]?) =

1
=S+ i(H—SHS) +O(||H|?)

Prva jednakost vrijedi iz (3.5)) dok u trec¢oj primjenjujemo Definiciju na

matrice.

Ako S'i H ne komutiraju, uz osnovna svojstva norme:

1 1
[ Lsign(S, H)|| = || 5(H=SHS) [| < SC[IH[+[[SHSI||) = 5(1+ISI]°) [1H]]

N —

Za ograni¢enu uvjetovanost matrice (S) = [|S||||S7!|| = [|S]|?, mozemo
zakljuciti da su Ly (S, H) = Lsign(S, H) < ¢||S||?||H||, za neku konstantu c,
ogranic¢ene pa je iteracija stabilna.

U slucaju kada komutiraju H i S te uz involutornost matrice S dobivamo:

1 1 1
[ Lsign(S, H)|| = lI5(H = SHS)|| = ||5(H = HS*)|| = ||5(H — HI)|| = 0

iz ceg slijedi takoder ogranicenost Fréchetovof diferencijala L, pa je iteracija
stabilna.
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3.6.2 Konacnost iteracija

Najvaznije sto se tice iteracija je znati koliko je iteracija potrebno da bi
se doslo do rjesenja.

Lema 3.8 Neka je matrica A € C™™ sa svojstvenim vrijednostima izvan
imaginarne osi i neka je S := sign(A). Za neku operatorsku matricnu normu

|| - || vrijedi:
ako je ||S(A—=9)|| =¢ < 1, onda je
1—¢ 1+¢
A—AY < ||A- S| < A— A1 3.19
2+5|| | < ||_2_€|| | (3.19)
i 42— _JlA-s]
AL MA=SI e (3.20)
IS CIA[F+[]S]]) 15|
Dokaz:

Neka je H := A — S. Bududi da je S involutorna,
A=S+H=(I+HS)S.
Zbog toga sto A i S komutiraju po Teoremu komutirajui H i S:
HS=(A-9)S=AS-S*=SA—-S*=S(A-S)=SH
pa vrijedi:

HR2I+HS)=(A-8S) I+ (I+HS)) =
=A+A(I+HS)—S—-S(I+HS) =
=A+A(I+HS)-S—(I+HS)S =

=A4+AI+HS)-S—-A=
=A(I+HS)—-S=
=(A-SUI+HS) Y[ +HS) =
=(A—AH{I+HS)

Pomnozimo li zadnju jednakost sa (27 + HS)™! te primijenimo normu i ne-
jednakost trokuta, dobit ¢emo gornju granicu u (3.19)), a ako pomnozimo sa

(I + HS)™! dobit ¢emo donju granicu u (3.19).
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Za drugu nejednakost koristimo
(A —1)=(A-9)(A+09).

Donju granicu dobit ¢emo kada na tu jednakost primijenimo normu, upo-
trijebimo nejednakost trokuta te podijelimo sa normom od S. Takoder iz
gornje jednakosti slijedi da je

A—S=(A2-DA+9)"!
te uz

A+S:25+A—S:25+S2(A—S):2S(I+%S(A—S))

Po pretpostavci teorema vrijedi |[S(A — S)|| =& < 1, tj. 1 —4e > 1 pa
koristec¢i Definiciju [1.19] imamo:

1(A+S)Y]| = (25(1+ %S(A— S)))l

(14 tsas) tsll =
_ 2 Ls]| -
1 , 0\ 1
—(1-:54-8)+0(2)) =5 =
2 2
1 Ll 1
= || 1-380a-8)+0(2)|| 5118 =
1 1
<(1+= %) )= =
< (14506 )58l
sl
1—%6
1
1S
<ty =
2
= S]]
Nakon svega dobivamo:
|A=S|| [[(A-D1)(A+S)"]| 2
— < || (A =1
[ Bl A"~ D]
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Gornja lema daje neke granice koje pomazu izabrati kriterij zaustavljanja za
rezidualnu pogresku i relativnu pogresku iteracije. Primjenjiva je kao kriterij
zaustavljanja jer vrijedi da svaka iteracija X; za dovoljno veliki 7 u ovom radu
zadovoljava sign(X;) = sign(A). Tada u gornjoj lemi zamjenimo A sa Xj.

3.7 Osjetljivost i uvjetovanost

Dekompozicija matrice pomoc¢u predznaka je:
A=SN, S=sign(A), N=(A?2 (3.21)
Uz komutativnost A i S te involutornosti matrice S (Teorem [3.1]) vrijedi:
N=S"'4A=5A <= N?=S5ASA=ASSA= A*

Uocimo jos da su svojstvene vrijednosti od SA desno od imaginarne osi jer
¢e biti u obliku sign(\) A\. Napokon, zbog svojstvenih vrijednosti desno od
imaginarne osi, N = (AQ)% je dobro definirana matrica jer se to slaze sa
razmatranjima u (3.5)).

Faktor u dekompoziciji matrice pomoc¢u predznaka, IV, je koristan u ka-
rakterizaciji Fréchetove derivacije matricne funkcije predznaka.

Pretpostavimo da je funkcija predznaka definirana na kugli radijusa || A A
oko A1 S+AS = sign(A+ AA). Uzevsi u obzir da je L(A, AA) Fréchetova
derivacija matri¢ne funkcije predznaka u A u smjeru AA po Definiciji 2.7}

AS — L(A, AA) = o(||AA]|) (3.22)

Iz gornje jednakosti uz nejednakost trokuta i definciju norme linearnog ope-
ratora dobivamo:

IAS|] < [ L(A, AA) [[ + of[[AA]]) <
< [[ LA [ [TAA]+o([|AA[]) =
= O([|AA]]) + O([|AA]]?) =
= O(llAaA]])

N

(3.23)

Promotrimo:

(A+ AA)(S+AS) = (S + AS)(A + AA)
AAS — ASA = SAA — AAS + ASAA — AAAS (3.24)
AAS — ASA = SAA — AAS + of||AA|])
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Nadalje, zbog involutornosti funkcije sign(A + AA) je

(S +AS)* = (sign(A+ AA))? =1 (3.25)
pa i povlace:
SAS +ASS = —(AS)? = o(||AA]]). (3.26)

Pomnozimo slijeva sa S, uzmimo u obzir da je N = SA te :
SAAS — SASA = S?AA — SAAS + o(||AA]])
NAS — SASA =AA— SAAS + o||AA]])
Uvrstimo izraz za SAS iz (3.26)):
NAS — (o(||AA||) — ASS)A = AA — SAAS + o(]|AA]])
NAS + ASN = AA — SAAS + o(||AA]]) (3.27)

Teorem 3.9 Fréchetova derivacija L = Lg;g (A, AA) matricne funkcije pred-
znaka zadovoljava jednakost:

NL+ LN = AA - SAAS, (3.28)
gdje je A u dekompoziciji .

Dokaz:

Buduéi da su svojstvene vrijednosti od N desno od imaginarne osi, Syl-
vesterova jednadzba ima jedinstveno rjesenje L kao linearna funkcija
od AA. Po L se razlikuje od AS za o(||AA4]|), a uz dobivamo
da je L totno Ly, (A, AA).

O

Uvjetovanost matricne sign funkcije mjeri osjetljivost sign(A) na greske u
podacima matrice A. Svrha uvjetovanosti je da daje odgovor na pitanje koju
tocnost rezultata mozemo ocekivati pri to¢nom rac¢unanju s malo perturbi-
ranim podacima. Broj uvjetovanosti funkcije sign pomocu (2.13)) je:

Ksign(A) : = cond,e(sign, A) =
_ || sign(A + AA) — sign(A) ||r (3.29)
= lim sup

e=0)|AA||p < e||Al|F el| sign(A) ||r
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Jedna od glavnih upotreba kg4, je da odreduje osjetljivost funkcije sign(A)
na perturbacije od A pomocu ograde (2.14)):
|| sign(A + AA) — sign(A) ||r

: |AA[F
< < cond,¢(sign, A +o(||AA
[sign(A)[[» < condra(sign, A) (1AA]|r)

1A[|
(3.30)

Slijededi teorem daje ogradu na uvjetovanost S := sign(A).

Teorem 3.10 Neka je A € C™™ matrica koja nema svojstvene vrijednosti
na imaginarnoj osi te S := sign(A). Ako je ||[(A — S)S||2 < 1, onda vrijedi:

|IS]]5 — 1 |1S]| |IS])5 + 1
S Rsign A S 331
W1 IA— 55T = WAy <aa-a—ssm &3
Posebno vrijedi:
2 1 2 1
HSL < Fsign(9) < % (3.32)

Dokaz:
Kada uvrstimo A = S u (3.31]), dobivamo (3.32)). Dokazujemo prvu
nejednakost teorema. Iz Teorema i jednakosti (2.18)) u njemu vrijedi:

1517
1Al

| Lsign(A)||F = Ksign(A)

Oznacimo AS := L = Lggn(A,AA) 1 G := AS—S? = N —I. Vrijede relacije

za omedenost operatora:
IAS][F = [[Laign(A, AA)|[p < c[[AA[lr ([ Laign(A)]] < ¢
Trazimo ¢, tj. omedujemo AS. Uz Teorem i jednakost (3.28]) dobivamo:

NAS + ASN = AA — SAAS
(G+ DAS+AS(G+1) = AA — SAAS (3.33)
2AS = AA — SAAS — GAS — ASG

Primijenimo Frobeniusovu normu na gornju jednakost, upotrijebimo nejed-
nakost trokuta i nejednakost: ||ABC||r < ||All2]|Bl|r||C]|2, za kvadratne
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matrice A, Bi C":
2/|AS||F = ||AA — SAAS — GAS — ASG||r <
< [|AAllF + [[SAAS[F + [|GASI||r + [[TASG||F <
< |AA[lF +[IS|1z [1AAlF + |Gl2 [|AS||F + |AS]F [|G]]2 =

= [|AA[lr (1 +18]13) +2]|Gll2 ||AS]|F
(3.34)

Uocimo, po pretpostavci teorema ||G||2 < 1, tj. (1 —||G]]2) > 0. Iz gornje
relacije slijedi:
2[|AS|[r(1=[IG]l2) < [[AA|lR(1+]S][3)

(L+1IS13) [[AA[lr (3.35)
2(1=1Gl2)

= [|AS]|r

IA

Kona¢no dobivamo:

1S1le (L4 11S]5)

LsinA :"{sinA -
Esign (Al = Ksign(A) 1300 < 571501

(3.36)
Iz definicije spektralne norme (L)) i Definicije [1.12] je a := ||S]| singu-
larna vrijednost. Nadalje, vrijedi:
Sv = au

'S = av*

gdje su v € C™! iy € C™! lijevi i desni singularni vektori. Neka je
AA = vu*. Dakle, po definiciji Frobeniusove norme (|1.4) slijedi:

|AA[|F = [lou*||r = [Juv™||F.
Uvrstimo takav AA u (3.33)) i slijedi:
2AS = vu* — Svu*S — GAS — AS =
(3.37)
= vu* — uv* — GAS — ASG

Upotrebljavajuéi svojstvo norme:

X =Yllp = [IX][r = [[Y]]F
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te opet nejednakost —||ABC||r = —[[A]|2]| Bl|¢||C]> imamo:
2|AS ||p = ||vu* — *uv* — GAS — ASG ||p >

> |lvu’ — a?uv® [|p — [GASI |5 — [TASG |5 >
> || o*uwv” —vw||p = 2[|Gl2 [|AS| | > (3.38)
> o [luv’||p — ||vu’|[r = 2/|G]l2 [|AS]|F =
> |ISIEN1AAllF — [|AA]lF = 2|IGll2 [|AS][F

Sredimo gornju relaciju:
2/|AS][F (L+11Gl2) > (1ISIz — 1) [[AA]l

(11S]13 = 1) ||AA]|F (3.39)
2(1+1|Gll2)

= [|AS][r 2

Iz gornje nejednakosti se moze naslutiti donja ograda Analogno kao i za
gornju granicu, dobivamo donju:

ISlle o lISIE — 1

Lign(A = Kgign(A -
[ Lsign(A|F = Ksign( )||A||F 2(141Gll2)

(3.40)

O
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Sazetak

Matri¢na predznak funkcija je objasnjena pomocu dvije definicije. Pris-
tup dvjema definicijama se temelji na svojstvenim vrijednostima. Prva je
definicija preko Jordanove forme, dok je druga pomocu interpolacijskog po-
linoma. Koordinatna ravnina koja se koristi je kompleksna pa je vazno za
sign(A) s koje se strane imaginarne osi nalaze svojstvene vrijednosti od A.
Funkcija S := sign(A) ima specificna svojstva kao $to su involutornost, di-
jagonalizabilnost i komutativnost sa A.

Schurov algoritam za rac¢unanje matric¢ne funkcije predznaka koristi Schu-
rovu dekompoziciju matrice A te primjenu sign funkcije na gornjetrokutastu
matricu iz dekompozicije. SloZenost mu je O(n?), a sveukupno za algoritam

je potrebno oko %—6713 operacija da bi se doslo do rjesenja.

Slijedeca metoda opisana u radu je bila Newtonova. Newtonova metoda
koristi Newtonove iteracije te je dokazan teorem o konvergenciji Newtonovih
iteracija prema sign(A). Takoder taj teorem pokazuje da je brzina konver-
gencije kvadratna te pomocu njega vidimo da ¢e konvergencija biti sporija ako
su svojstvene vrijednosti od A blizu imaginarne osi te ako je spektralni radijus
p(A) puno veéi od 1. Sam algoritam metode zahtjeva otprilike 2in® za i ko-
raka Newtonovih iteracija. Slozenost mu je takoder O(n?). Ué¢inkoviti nacin
da se poveca brzine kovnergencije moze ponekad biti skaliranje iteracija. Zato
postoje i Newtonove skalirane iteracije koje su slicne obi¢nima, osim Sto se
kako im ime kaze mnoze sa nekim odredenim skalarom. U tekstu su koristena
tri skalara: pomocu determinante, spektralnog radijusa te norme. Dokazan je
teorem o kovergenciji spektralno skaliranih iteracija prema sign(A) funkciji.
Naime, konvergiraju nakon d+ p — 1 koraka gdje je d broj razli¢itih svojstve-
nih vrijednosti od A, a p je odreden dimenzijom najvec¢eg Jordanovog bloka
od A. Algoritam skalirane metode zahtjeva 2in® za i iteracija.

Postoji jos jedna vrsta iteracija koja je izvedena iz formule:

sign(A) := A(AQ)_%
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a to su Padéove iteracije. Temelje se na racionalnim polinomnim funkcijama.
Matricna iteracija ovisi o kvadratnoj potenciji i inverzu matrice. Teorem o
konvergenciji Padéoveih iteracija govori o dva slucaja: kada je konvergencija
iteracija lokalna i globalna. Brzina u oba slucaja je [ +m + 1 gdje su lim
stupnjevi polinoma koji se koriste u toj Padéoveoj aproksimaciji.

Numericka stabilnost iteracija je objasnjena pomocu teorema koji daje
rezultat da su iteracije koje superlinearno konvergiraju prema sign(A) nu-
mericki stabilne, Fréchetova derivacija od iteracijske funkcije u S je idem-
potentna i vrijedi da je Fréchetova derivacija od iteracijske funkcije jednaka
Fréchetovoj derivacija od sign funkcije te jednaka

1
5(H — SHS)

gdje je H perturbacijska matrica. Zbog tih rezultata zakljucujem da za
ograni¢enu uvjetovanost matrice S := sign(A) iteracija iz gornjeg teorema
je stabilna. Takoder, isto vrijedi ako H i .S komutiraju.

Sto se tice iteracija, analizirana je i njihova konacnost, odnosno koliko je
iteracija potrebno da bi se doslo do rjesenja. Dokazan je teorem o granicama

X;— S
za rezidualnu pogresku || X; — S|| te relativnu pogresku [IX: = 5] za iteracije

[15]]

X, §to nam pomaze u odabiru kriterija zaustavljanja.

Osjetljivost i uvjetovanost matrice su objasnjene pomocu relativnog broja
uvjetovanosti funkcije sign. Teorem daje rezultat o donjoj i gornjoj granici
za broj uvjetovanosti sign funkcije u odnosu na matricu A te matricu S.
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Summary

Matrix sign function is defined in two ways. Both definitions require
values of sign function on the spectrum of A. First definition is about Jordan
canonial form and the other with polynomial interpolation. Everything is
based on the complex coordinate plane so for sign function it’s important
to know if eigenvalues are on the right or left side of the plane. Function
S := sign(A) has some useful properties: involution, diagonalizable matrix
and commutation with A.

Schur algorithm is based on Schur decomposition. The problem is there-
fore to computing sign(7T) where matrix 7" is triangular matrix from decom-
position. The complexity of the algorithm is O(n?). In total, $n® flops are
needed to get the solution.

The next method is Newton’s. It uses Newton’s iterations. In that chap-
ter, theorem about quadratically convergence of Newton’s sign iterations is
proven. The other result from that theorem is that iterations will converge
slower if the spectral radius is much greater than 1 and also if eigenvalues
of A are very close to the imaginary axe. The method requires 2in® where
7 is the number of used iterations. The complexity of the algorithm is also
O(n?). An effective way to enhance the initial speed of convergence is to scale
the iterations. That’s why scaled Newton’s iterations exist. They are very
similar to the original Newton’s iterations. The only difference is that scalar
is multiplied by original iteration. There are three types of that positive and
real scalar: determinantal, spectral and norm. There is the theorem which
tells that scaled Newton'’s iterations converge to sign(A). The finite iteration
will be after d + p — 1 steps where d is the number of distinct eigenvalues
and p is determined with dimension of the largest Jordan block. Algorithm
needs 2in3 flops for i iterations.

There is one more kind of the iterations which is derivatived from formula:

sign(A) := A(AQ)_%
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and their name is Padé iterations. They are determined on racional polyno-
mial functions. The theorem about convergence of Padé iterations contains
two cases: global and local convergence. Speed of the convergence in both
cases is [ + m + 1 where [ and m are degrees of polynomials which are used
in that Padé approximation.

Numerical stability of iterations is explained by theorem which gives the
result that iterations which superlineary converge to sign(A) are stable. Also,
Fréchet derivation of the iteration function in S is idempotent and it’s equal
to Fréchet derivation of sign function. They are both equal to:

1

§(H — SHS)
where H is small perturbation. Because of these results, I conclude that for
bounded condition of the matrix S := sign(A), iteration is stable. That is
also valid when H i S commute.

Also, in relation with iterations, stopping criteria is analyzed. The the-
orem about residual error and relative error boundaries is also proven. Sen-
sitivity and condition of matrices are explained by relative condition number
of the function sign. The result from that part gives the boundaries for
condition number of sign function.
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