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Uvod

Prometni tok definira se kao istodobno kretanje viSe prometnih entiteta (automobila, vla-
kova, pjeSaka,...) na prometnoj infrastrukturi (cesti, Zeljeznickoj pruzi, pjeSackim sta-
zama,...) prema odredenim zakonitostima. Teorija prometnog toka je relativno mlada
znanstvena disciplina koja se bavi prouCavanjem uvjeta kretanja motornih vozila u promet-
nim tokovima na mreZi cestovnih prometnica. Kao pocetak razvoja teorije prometnog toka
navodi se 1930. godina, a vezan je uz primjenu teorije vjerojatnosti u opisivanju odredenih
karakteristika prometnog toka te za usavrSavanje prvih matematickih modela za opisivanje
relacija “tok-brzina”. Medu prve znacajnije radove ubraja se publikacija Greenshields-a
pod nazivom “A Study Of Highway Capacity” iz 1934. godine.

Matematicko modeliranje je postupak opisivanja realnog sustava matematickim jednadzbama
s ciljem razvoja i uporabe matematickog modela za kasnije analize, projektiranja i optimi-
zacije sustava za koji je model izraden. Matematicki model opisuje sustav pomocu skupova
varijabli 1 jednadzbi, koje opisuju odnose medu varijablama. Modeli se sastoje od varijabli,
koeficijenata te matemati¢kih operatora.

U ovome radu pokuSat ¢emo izvesi matematicki model za prometni tok. Osnovna lite-
ratura kojom se sluzimo jest [3]].

Rad sadrzi pet poglavlja. U Poglavlju 1 prezentiramo osnovne rezultate 1 pojmove vezane
uz parcijalne diferencijalne jednadzbe, na kojima se baziraju svi modeli koje predstavljamo
kroz rad te definiramo glavne varijable modela, gusto€u i protok prometa. U Poglavlju 2
izvodimo osnovni matemati¢ki model i uvodimo jo$ jednu bitnu varijablu, brzinu. Kroz Po-
glavlje 3 uspostavljamo vezu izmedu definiranih varijabli prezentirajuéi razne moguénosti
ovisnosti brzine o gusto¢i prometa. U Poglavlju 4 model razvijamo za slu¢aj kada je br-
zina konstantna te kroz par primjera rjeSavamo problem koriste¢i metodu karakteristika. U
Poglavlju 5 bavimo se slu€ajem nekonstantne brzine, koji nam donosi nove fenomene, kao
Sto su udarni valovi te na kraju zaklju¢kom rezimiramo sve rezultate iznesene u radu.



Poglavlje 1

Osnovni rezultati i pojmovi

1.1 Parcijalne diferencijalne jednadzbe

Parcijalne diferencijalne jednadZbe imaju Siroku primjenu. U ovom odjeljku ¢emo uvesti
neke osnovne definicije i rezultate vezane za parcijalne diferencijalne jednadzbe (PDJ). Mi
¢emo se kroz rad susretati s linearnim PDJ prvog reda.

Definicija 1.1.1. Neka je x = (xi, ..., x,) € R" i neka je u : R* — R neka funkcija. Tada se

relacija
F(x,u,0y,u,...,0y,u,...,0%u,..) =0,

gdje je F poznata funkcija od x, u i konacno mnogo parcijalnih derivacija funkcije u, zove
parcijalna diferencijalna jednadzba. Funkcije F i u mogu biti vektorske i u tom slucaju
govorimo o sustavu parcijalnih diferencijalnih jednadZzbi.

Definicija 1.1.2. Linearna PDJ je jednadzba u kojoj se parcijalne derivacije nepoznate
funkcije javljaju linearno uz koeficijente koji mogu ovisti o varijablama.

Teorem 1.1.3. Ako je ¢ € R, uy € C'(R) onda postoji jedinstveno rjesenje Cauchyjeve

zadace
{u,+cux=0naR2 (1
u(0,.) = u,
dano formulom u(t, x) = up(x — ct).
Dokaz. Vidjeti npr. [1]. [ ]

Lancano pravilo

Pretpostavimo da funkcije
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u:QcR' - QycR",
QDZQ()—)R

neprekidne 1 da imaju neprekidne parcijalne derivacije prvog reda na Q i €, respektivno.
Promotrimo kompoziciju:

(@ o u)(x) = @(ui(X), ..., (X)) .

Tada je funkcija ¢ o u neprekidna te ima neprekidne parcijalne derivacije prvog reda na €2
dane formulom:
dpou) Z": dp(u(x)) Ou;(x)
Axy ou;  Oxp

=1

1.2 Gustoca prometa

Pretpostavimo da objekata koje promatramo ima dovoljno mnogo tako da nema potrebe
pratiti svakog zasebno i da moZemo uzimati prosjecne vrijednosti. U izvodu matematickog
modela objekti ¢e biti automobili, a os ¢e predstavljati cestu.

Varijabla koja ¢e imati istaknutu ulogu jest gustoéa prometa p (x,7). To je broj automo-
bila po jedinici duzine. Da bi izmjerili p u to¢ki x = xy za t = #;, uzmemo mali prostorni
interval na cesti xo — Ax < x < xo + Ax, 1 zatim izbrojimo automobile unutar tog intervala
(v. Sliku[I.T)). U ovom slucaju

broj auta od xo — Ax do xo + Axut =1t

2Ax '
Osnovna pretpostavka ovdje jest da je Ax dovoljno malen da samo automobili u nepo-
srednoj blizini x; odreduju gustocu u ovoj tocki. S druge strane, Ax ne smije biti toliko
malen da je sli¢an duzini pojedina¢nih automobila (i razmaku izmedu njih). S neprekidnog
stajaliSta automobili su glatko distribuirani duZ cijele x-osi i vrijednost p (xo, #p) je limes
zdesna kada Ax — 0.

p (xo,fo) ~ (1.2)

Primjer 1.2.1. Uniformna distribucija

Da bi ilustrirali kako je odredena gustoca, pretpostavimo da je duljina svih auta jednaka
[, 1 da je razmak izmedu svakog od njih jednak d. Uzmimo neki interval 2Ax duZ ceste.
Tada je broj auta unutar ovog intervala otprilike 2Ax/(I + d). Ako umetnemo ovo u (I.2)) i
pustimo Ax — 0 imamo
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1

- 1.3
P=174d (1.3)

Zakljucak koji proizlazi iz ove formule jest da postoji maksimalna gustoca. Zbog 0 <
d < je0 < p < py, gdje je py = 1/1. Na primjer ako je [ = Smi1d = 4m, tada je
p = 111 auta/km. Koristeci ove vrijednosti, maksimalna gustoca, koja se dobije kada je
d = 0, jest py; = 200 auta/km. Kada prou¢avamo prometni tok korisno je znati maksimalno
spojenu gustocu p,y, koja odgovara gustoCi koja se dobiva kada je razmak izmedu auta
takav da izmedu svaka dva auta stane to¢no jedan. Ovaj slucaj nastupa kadajed = [,iu
naSem primjeru je p,,, = 100 auta/km.

_ . - SRS | P —
- - ---------.----n-—---rurllnnrl-_-t_-_—-—- -n

Ty

g

Slika 1.1: Interval duZ ceste unutar kojega racunamo gustocu p(xy, t).

1.3 Protok prometa

Druga varijabla koja nam treba je protok J(x, ), ¢ija mjerna jedinica je broj auta po jedinici
vremena. Da bi izmjerili J u x = xo, za t = 1), izaberemo mali vremenski interval fy — At <
t < ty + At 1 izbrojimo koliko auta auta prode tocku x = xy u tom vremenskom periodu.
Dogovorno se uzima da se auti koji produ zdesna broje kao +1, dok se oni koji produ slijeva
broje kao -1. U tom slucaju:

broj auta koji prode xo od t = 1ty — At do t =ty + At

2At '
Osnovna pretpostavka ovdje jest da je At dovoljno malen da samo automobili koji prolaze
Xo u, ili blizu ¢ = #; odreduju protok u 5. S druge strane, Af ne smije biti tako malen
da nijedan automobil ne uspije proéi xj tijekom tog vremenskog intervala. Neka su auti
opet glatko distribuirani duz cijele 7-osi 1 vrijednost J(xo, 7o) je limes zdesna od kada
At — 0.

J (x0,10) =

(1.4)
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Primjer 1.3.1. Uniformna distribucija (nastavak)

Dodajmo prethodnom primjeru uniformno distribuiranih automobila joS i pretpostavku da
se kre¢u konstantnom pozitivhom brzinom v. U ovom slucaju auti koji krecu s udaljenosti
2vAt od xy proci e xy u vremenskom intervalu od #) — A do #, + At. Odgovarajuci broj
auta je, otprilike, 2vAz/(I + d). Ako stavimo ovo u i pustimo At — 0, slijedi

v
J=—":.
l+d
Primjera radi, neka je / = 5m, d = 15m i v = 100km/h. Tada je J = 5000 auta/h.
Primjetimo da je J = pv, $to je jedna od osnovnih formula prometnog toka.

(1.5)



Poglavlje 2

Osnovni model prometnog toka

Da bi izveli formulu za gustocu koristit ¢emo tzv. argument kontrolnog volumena. U ovom
slu¢aju kontrolni volumen je malo podrucje na cesti, od xy — Ax do xp + Ax. Tijekom
vremenskog perioda od t = #) — Ar do ¢t = 1y + At pretpostavljamo da se broj auta unutar
ovog intervala moze mijenjati samo ako auti ulaze ili izlaze iz lijevog odnosno desnog kraja
intervala. Zbog toga pretpostavljamo da auti ne mogu nestati ili se samo pojaviti na cesti.
Dakle, nas zakon ravnoteZe za automobile unutar intervala na cesti glasi

{broj auta unutar intervala u ¢t = to + At}
— {broj auta unutar intervala u t = t, — At}
= {broj auta koji produ xo — Ax od fy — At do 1y + At}
— {broj auta koji produ xy + Ax od oy — At do 1y + At}.

Koristed¢i (1.2) i (1.4) iz ove formule slijedi

2Ax [p(xo, to + At) — p(X(), ty — AI)]
=2At[J(xg — Ax, ty) — J(xg + Ax, ty)] .

VaZan rezultat kojeg ¢emo koristiti u viSe navrata jest Taylorov teorem.

Teorem 2.0.1 (Taylor). Neka je f(x) takva da f"*V(x) postoji i da je neprekidna za x; <
x < xg. Tada, ako su x i x+h tocke unutar intervala (x;, xg), vrijedi

1 1
fx+h)= f(x)+hf'(x)+ 5hz F) + ...+ Eh” F™ + Ry, 2.1
gdje je ostatak
1
Ryl = mh”“f(”“)(n), (2.2)

6
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gdje je n tocka izmedu x i x+h.
Dokaz. Vidjeti npr. [2]. [
Kada je f funkcija dvije varijable, (2.1) poprima oblik

fx+ht+k) = f(x,0) + hf(x,0) + kfi(x, 1) + %lﬂ Fox(x, 1) + Bk fu(x, 1) + %kz Fulx, 1) + ...

Sada iz Taylorovog teorema slijedi

1 1
2Ax(p + Mip; + 5 (A’ py + c (A puy + ...
1 5 1 3
- p+Ap; — 5 (A1) pu + 6 (A1) pur + ...)
1 1
= 20 = AxJ .+ 5 (Ax)* T — c (AX) Ty + .
1 1
—J = AxJ -3 (Ax)* Ty — c (AX) Toxx + .0,
pri ¢emu p 1 J razvijamo oko (xy, fp). Sredivanjem gornje jednadZbe dobivamo

pi+ O((ArY) = —J, + O((Ax)).
Uzmemo li Ax — 01 Ar — 0 dolazimo do
op dJ
ot Ox’

Dobiveni zakon moZe se primijeniti na bilo koji neprekidni sustav u kojem objekti ne nas-
taju i ne nestaju.

(2.3)

2.1 Formulacija pomocu brzine

Prisjetimo se formule za protok koju smo dobili u prethodnom poglavlju, J = pv. UvrStavanjem
te formule u (2.3)) dobivamo
dp

0
a + a(pv) =0. (2.4)

Ovo ipak zahtjeva odredeni oprez jer je brzina, kao i ostale neprekidne varijable, upro-
sjeCena veli¢ina. Tocnije, ako se unutar intervala nalazi n auta, s brzinama vy, v,, ..., vy,
tada je
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1 n
v(x0,fo) ® — Z Vi.
A=

Kod rjeSavanja jednadZzbe (2.4) pretpostavit cemo da je pocetna gustoca poznata, odnosno

p(x,0) = f(x). (2.5)

Jednadzba u matematicki je model prometnog toka kojim ¢emo se baviti u prvom
dijelu ovog rada i predstavlja hiperbolicki zakon saCuvanja. Ovaj zakon izveli su Lighthill
1 Whitham 1955. u [3] te neovisno o njima i Richards 1956. u [7]] pa se ovaj model naziva
jos i Lighthill-Whitham-Richardsovim (LWR) modelom. Vise o LWR-modelu moze se
pronaci u [6]].

Trebamo imati na umu da je, kao i1 veCina matematickih modela, samo aproksimacija
stva rnog sustava. Ocekivano, postoje ograni¢enja za primjenu istog. Upitno je daje li
model tocan opis sustava pri malim gusto¢ama. Ako je broj objekata (auta) malen i razmak
imedu njih velik, tada pretpostavke kod definiranja protoka i gustoce ne vrijede. Ipak, u
slu¢ajevima gdje se primjenjuje, neprekidni model dokazano ima izvanrednu to¢nost.



Poglavlje 3

Veza brzine i gustoce

Ocito, bez preciziranja veze brzine v 1 gustoe p, matematicki model je nepotpun. Jedna
mogucnost je bolje istraziti fiziku problema i vidjeti povezuje li neka druga jednadzba ove
dvije varijable. Promotrimo podatke za nekoliko razli¢itih cesta prikazane na Slici [3.1]
Pitanje je koja funkcija najbolje opisuje podatke na ovoj slici. Odgovor djelomi¢no ovisi o
tome koji nas intervali gustoce i brzine zanimaju i koju smo primjenu imali na umu. Raz-
radili smo nekoliko mogu¢ih zakona.

—_
o
~—
_
T
~—

.-..150 d
< £
£ E 100 [0,
£ = 7
© .

£ £ 50 O
E § Aae
@ m

a "

0 80 160 240
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~—
[¢]
—
—
[~
—

]
5

Brzina (mph)
3
Brzina (mph)

2

o

60 120 180 o 50 100 150
Gustoca (auti/mi) Gustoda (auti/mi)

Slika 3.1: Brzina kao funkcija gustoCe izmjerena na razlicitim cestama, (a) Toronto, (b)
Amsterdam, (c) Lincoln Tunnel i (d) Meritt Parkway.
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3.1 Konstantna brzina

Najjednostavnija pretpostavka jest da je v konstantna u smislu njene ovisnosti o p, drugim
rije¢ima, v = a. U ovom slucaju dolazimo do

0, 0,

o , op

% _,. 1
o "% =0 3.1

3.2 Linearna ovisnost

Linearna ovisnost brzine o gusto¢i najpoznatija je i s najSirom primjenom. Za na$ problem
pretpostavljamo da je veza brzine i gustoe dana sa v = a — bp, gdje su a, b konstante. Ovo
je poznatije kao Greenshieldsov model i obi¢no se zapisuje tako dajea = vyyab = &L

pm’
dakle

v:vM(l —ﬂ), 3.2)
Pum

pri ¢emu konstante v, oy predstavljaju maksimalnu brzinu, odnosno maksimalnu gustocu.
Vrijednosti ovih konstanti mogu se is¢itati sa Slike [3.1] Medutim, bolji nacin za njihovo
nalaZenje jest koriStenje metode najmanjih kvadrata pa koristeci podatke za Lincoln Tunnel
i Merritt Parkway nalazimo da je vy, = 36.821 mph, p); = 166.4226 auta/min, a konacna
funkcija se nalazi na Slici|3.2| zajedno s originalnim podacima.

—— Greenshields
O  Merritt
o Lincoln

Brzina (mph)
no
=)

0 60 120 180
Gustoca (auti/mi)

Slika 3.2: Krivulja dobivena Greenshieldsovim zakonom (3.2)) za podatke Meritt Parkway
1 Lincoln Tunnel.
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Uoc¢imo da iako funkcija ne pogada vrijednosti na rubovima, gdje je p = 0 ili p = 180, ona
ipak dobro prikazuje ovisnost brzine o gustoci. Ovo se ¢ini kao dobra aproksimacija te se
jednadzba prometnog toka svodi na

op op
9% 9% _, 33
Y +C('O)<9x (3.3)
gdje je
2
c= vM(l _ p—p). (3.4)
M

3.3 Nelinearna ovisnost

Sa Slike [3.1] je jasno da veza izmedu brzine i gustoce nije linearna. U nekim primjenama
ova razlika je klju¢na, 1 potrebna je to¢nija funkcija. Opcenita verzija tada ima oblik

v = F(p). (3.5)

Sada je opcCenita formula za protok J(p) = pF(p). Pretpostavimo da je F' glatka funkcija
od p. Tada iz lancanog pravila slijedi (%J = J’(p)(%p. Dakle, op¢enita formulacija zakona

(2.3) glasi

op op
L+ o) =0, (3.6)
gdje je
c(p) = J'(p), (3.7)
ili ekvivalentno
c(p) = F(p) + pF'(p). (3.8)

Funkcija c(p) je poznata kao val brzine 1 igrat ¢e klju¢nu ulogu u rjeSavanju jednadzbe.
Konkretni primjer ove funkcije dan je u (3.4) gdje je val brzine povezan s Greenshieldso-
vim zakonom u (3.2)).

Nije moguce koristiti bilo koju funkciju u (3.5). Moraju postojati neki zahtjevi za funkciju
koji ¢e garantirati da (3.6) ima rjeSenje. Za pocetak ¢emo ovome pristupiti s fizikalnog
stajaliSta, 1 postaviti uvjete za funkciju F(p) koji ¢e se bazirati na onome $to znamo o
prometnom toku. Pokazat Ce se da se pretpostavke temeljene na fizikalnim zakonima pok-
lapaju s matematickim zahtjevima koji osiguravaju egzistenciju rjeSenja za ovaj problem.
Ve¢ smo pretpostavili da je F glatka funkcija od p. Dodatno, oslanjajuci se na podatke sa
Slike [3.1] pretpostavimo jos i sljedece:
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(1) F'(p) <0za0<p<ppy.
Ova pretpostavka dolazi sa Slike [3.1] na kojoj vidmo da je v (= F(p)) monotono
padajuca funkcija gustoce. Ovo je u skladu sa zapaZanjem da vecina vozaca kako
se brzina povecava ostavlja veci razmak izmedu auta. Posljedica ovoga jest da je
F(0) = vy maksimalna brzina, Sto odgovara zapazanju da na autocesti koja nije
prometna vozaci imaju obi€aj voziti maksimalno dozvoljenom brzinom.

(i) F(pum) = 0.

Ovo se temelji na pretpostavci da Sto gus¢i promet postaje, to je brzina bliZa nuli.

Postoji beskona¢no mnogo funkcija koje mogu zadovoljiti ove opéenite uvjete. Zbog toga,
kod odabira funkcije treba uzeti u obzir njenu jednostavnost. Problem je Sto je uvjet jed-
nostavnosti teSko izmjeriti. Medutim, gornji uvjeti zahtjevaju da funkcija ima barem dva
parametra, vy 1 py. Linearna veza u Jje primjer jednostavne funkcije s dva parametra.
Druga mogucnost je funkcija koju je predlozio Newell 1961. dana sa

v =y (1 - e—ﬂ“/f’—”PM)). (3.9)
40 [e] T T
— Newell

%_“ 30 o I\.-'I_erritt i
£ 0 Lincoln
E 201
N
[ -]

10

0 1 1

0 60 120 180

Gustoca (auti/mi)

Slika 3.3: Krivulja dobivena Newellovim zakonom (3.2)) za podatke Meritt Parkway i Lin-
coln Tunnel.

Ako pretpostavimo da je 4 > 0, ovo je primjer troparametarskog zakona koji zadovoljava
(1)1 (11). Ako ga primjenimo za Lincoln Tunnel i Merrit Parkway, dobivamo da je vy, = 37.4
mph, py; = 271 auta/min i 4 = 67.4 min/auto. Ovu funkciju moZemo vidjeti na Slici
skupa s originalnim podacima. Jasno je da je bolja u prikazivanju podataka nego Green-
shieldsova, i za razliku od linearnog zakona, ova funkcija sadrZi zaravnjeno podrucje oko
p = 0 koje moZemo vidjeti na podacima za Toronto i Amsterdam na Slici[3.1] Penalizacija
za ovo poboljSanje jest da je val brzine dan u (3.8)) jednak
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=it 2)ertion].
Jo,

Upravo zbog toga moramo odluciti je 1i ova dodatna sloZenost u jednadzbi prometnog toka
vrijedna poboljSanja modela.

3.4 Brzina i protok

Nas model ima tri zavisne varijable, protok, gustocu i brzinu. Ako uzmemo u obzir da je
osnovna jednadzba toka zapisana u terminima gustoée i brzine tada je uobicajen pristup
predlaganje zakona koji povezuje ove dvije funkcije. Medutim katkad je od koristi promo-
triti i druga rjeSenja. Jedna mogucnost je povezati protok s gustoéom, i tada odrediti brzinu
pomocu jednadzbe J = pv. Pomocu ovoga podaci sa Slike za Amsterdam prikazani su
na Slici gdje je protok funkcija gustoce.

10000 : :
8000+ R , -
o s oL
5-.. _..:‘ . i E '.: ) ‘ :. v ..
£ 6000 ot ST 1
o e oo, ’ .
¥ 4000 = . -
2 ;
o
2000} -
U 1 1
0 80 160 240

Gustoca (auti/mi)

Slika 3.4: Protok kao funkcija gustoée za podatke sa Slike [3.1(b).

Ono Sto je ovdje upecatljivo jest da J ima dobro definiranu zavisnost o p do otprilike p = 80
a poslije toga su podaci znatno rasprSeniji. Ovakvo Sirenje vrlo je tipicno za prometni tok
i otezava formulaciju zakona za protok. S druge strane, v, p na Slici [3.1] pokazuju bolje
definiranu povezanost cijelom gusto¢om i zbog toga je pogodniji za modeliranje.
Zakljucak koji se moZze izvuci sa Slike [3.4]jest da je protok konveksna funkcija. 1z ovoga
dobivamo novo pravilo za zakon v = F(p):

(i) J”(p) < 0, ili ekvivalentno, 2F'(p) + p”(p) <0za 0 < p < py.
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Sjetimo se da je glatka funkcija konkavna ako je njena derivacija monotono padajuéa. Zbog
toga ako je funkcija c(p) = J'(p) monotono padajuca tada je gornji uvjet zadovoljen.

Vazno je shvatiti da je 1 najkompliciraniji nelinearni izraz koji povezuje brzinu 1 gustocu
1 dalje na kraju aproksimacija. Odredeni aspekti problema nisu uracunati i puno puta je
to ucinjeno namjerno jer je cilj modela uhvatiti osnovne mehanizme koji su odgovorni za
pojave koje prou¢avamo. Na primjer, u problem nismo ukljucili raskriZja, vremenske ne-
pogode, opasne uvjete na cesti ili mnosStvo drugih stvari koje utjeCu na prometni tok. Tu
je takoder i problem da automobile voze ljudi, koji donose individualne odluke koje mogu
imati znatan utjecaj na promet. Na primjer, neki vozaci ubrzavaju ako je promet rjedi. To
implicira da brzina ovisi o gustoci, a to nije uracunato u nas$ model.

Takoder valja zapaziti da je jednadZba toka opCenita i da se u terminima prometnog
toka moZe primjeniti na autocestu s viSe traka i na malenu seosku cestu. Ipak, nakon Sto
uvedemo poseban zakon za brzinu, primjena modela postat ¢e ograniCenija. Na primjer,
podaci sa Slike [3.1{mjere brzinu na jednoj strani ceste (npr. brzinu vozila koji idu od istoka
prema zapadu). Ovo ima smisla jer kad bi bile uracunate obje strane, na nacin da izmjerene
brzine mogu biti pozitivne ili negativne, moZemo doci do zakljucka da je prosjecna brzina
jednaka nuli za sve gustoce. Zapravo, kod primjena u prometu nije neuobicajeno da imamo
zakone koji su ograniceni na posebnu traku u prometu. Na primjer, neke ceste ograni¢avaju
kamionima pristup odredenim trakama i ovo ima znacajne posljedice na funkciju brzine.
Dakle, jednadZba toka je opcenita, ali u primjenama na neke probleme koji zahtjevaju spe-
cifikaciju dodatnog zakona, model postaje viSe ogranicavajudi.



Poglavlje 4

Konstantna brzina

Da bi istrazili svojstva prometnog toka, krenut ¢emo s pretpostavkom da je brzina kons-
tantna. Tada problem poprima oblik

0, 0,
6—[;+aa—§:0,zat>0,—oo<X<00, (4.1)

gdje je a = const > 01 vrijedi

p(x,0) = f(x). (4.2)
RjeSenje se mozZe naci ako zapazimo da se jednadZba mozZe zapisati kao
0 0
— +a— =0. 4.3
(('% a(')x)p *43)
Ideja je transformirati x, f u nove varijable r, s na nacin da derivacije transformiramo kao
o 0 0
— = —4+a—. 4.4
or ot “ox (+4)

Ako je to moguce tada lb postaje % = 0, Sto se lagano rjeSava. S ovime na umu neka
je x = x(r,s), t = t(r,s), 1 u tom slucaju, primjenjujuéi lan€ano pravilo za derivaciju
kompozicije, derivacija po r-u postaje

o 0x0 N ot 0

or  Ordx  Orot’
Ako usporedimo ovo s 1} zahtjevamo da % =ai % = 1. Integrirajuci ove jednadZbe
slijedi x = ar +g(s)it = r+ p(s). Da bi odredili s, sjetimo se da je pocetni uvjet zahtjevao
rjeSenje duz x-osi. Da bi pojednostavili primjenu pocetnog uvjeta trazit ¢emo da x-os

4.5)

15
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(t = 0) upada u s-os (r = 0). Drugim rije¢ima, r = O povla¢idajer = 01 x = 5. Stavimo
r =01t =01 zakljuCujemo da je g(s) = s 1 p(s) = 0, te je traZena promjena varijabli
x=ar+s, t=r. (4.6)

Iz ove transformacije vidimoda r = t1 s = x — at. Sada moZemo li napisati kao g—r =0,
Sto znaci p = p(s) = p(x — at). Skupa s pocetnim uvjetom zakljuCujemo da je rjesSenje
problema

p(x,t) = f(x — at). “4.7)

Prije nego donesemo zakljucke o ovom problemu, promotrimo jedan primjer. Ovaj primjer
obraden je dva puta, prvo kao matematicki problem, a zatim kao problem prometnog toka.

o |

1 h =
"
= : ' =

al al+1 T

Slika 4.1: RjeSenje vezano uz Primjer 4.0.1.

Primjer 4.0.1. Matematicka verzija
Neka je pocetni uvjet dan kao na Slici tj.

1 ako O0<x<l1,
f) = { . (4.3)
0 1inace.

1z (4.7) slijedi da je rjeSenje
1 ako O<x—-at<l,
p(x, 1) = .
0 1inace,

ili ekvivalentno,
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1 ako at<x<1+at,
p(x, 1) = { 4.9)

0 1inace.

Ovo rjesenje je dano na Slici 4.1] i o¢igledno je da je u bilo kojem trenutku ¢, rjeSenje

jednostavno kvadratno izboc¢enje koje se pomaklo u interval at < x < at + 1. [
Pl o i i e, —
0 1 x
0 L1 Y -1 — -V
0 af al+] ¥

Slika 4.2: Grupa automobila koji su uniformno razmaknuti i krecu se konstantnom brzinom
a duz x-osi.

Primjer 4.0.2. Prometna verzija

Prethodni primjer moZzemo drugacije izraziti u terminima fizike. Pretpostavimo da su u
t = 0 auti uniformno razmaknuti na intervalu 0 < x < 1, kao na Slici @ U ovom slucaju
gustoca je konstantna, pozitivna vrijednost za 0 < x < 1, dok je gustoca izvan tog intervala
nula. Takoder, pretpostavimo da svako auto vozi konstantnom brzinom a. Tada se oni
krecu kao jedna cjelina. Dakle, u bilo kojem danom trenutku #, skupina automobila ¢e
zauzeti interval at < x < at + 1. Kako putuju istom brzinom, razmak imedu njih je jednak
kao u ¢ = 0. Isti ovaj rezultat smo dobili u rjesenju (.9). ]

Iz gornjih primjera i formule u zakljuCujemo da je rjeSenje putujuci val. Val putuje
samo u jednom smjeru i zbog toga se (4.I) ponekad naziva jednostrana valna jednadZzba.
U slucaju kada je a > 0 val se krece udesno brzinom a. Ono $§to je bitno jest da se krece
jednakom brzinom kao vozila, koja je v = a.

4.1 Karakteristike

Postoji drugaciji nacin promatranja rjeSenja koji ¢e se pokazati bitnim. Zasniva se na tome
da je, ako u formuli p(x,f) = f(x — at) fiksiramo x — at, rjeSenje konstantno. Drugim
rije¢ima, ako je x — at = x tada je duz ovog pravca p = f(xo) (vidi Sliku[4.3). Ovi pravci
nazivaju se karakteristike jednadZbe i metoda koju koristimo za pronalaZenje rjeSenja zove
se metoda karakteristika. Zapazanje da je rjeSenje duz karakteristika konstantno moZemo
iskoristiti za odredivanje rjeSenja bilo gdje na x, t-ravnini. Sljedeci primjer to pokazuje.
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- T-at= Ty

Slika 4.3: Karakteristike za (.1)) su pravci x — at = xo. DuZ svakog pravca rjeenje je
konstantno.

Slika 4.4: Karakteristike koje smo koristili u primjeru da bi odredili vrijednost od p(0, 1).

Primjer 4.1.1. Recimo da Zelimo odrediti p(0, 1). Da bi iskoristili karakteristike za nalaZenje
ove vrijednosti, trebamo odrediti pravac x — at = xj koji prolazi kroz (x,7) = (0,1) (vidi
Sliku @ Ako u jednadzbu x — at = xp uvrstimo x = 01i¢ = 1 dobivamo xy, = —a. Stoga,
p(0,1) = f(xo) = f(—a). Ovaj rezultat se poklapa s onim $to smo dobili iz formule u (@.7).

[
Opcenito, da bi koristeci karakteristike odredili p(x;,?;), najprije nademo karakteristike
koje prolaze kroz (xi,t;). JednadZba za ovaj pravac je x — at = x; — at;. RjeSenje je
konstanta duz ovog pravca, i jer je presjek s x-0si xo = x; — aty, slijedi p(xy, ;) = f(xo).
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Primjer 4.1.2. Crveno svjetlo - Zeleno svjetlo

Kao drugi primjer kako se karakteristike mogu iskoristiti u nalaZzenju rjeSenja, promotrimo
situaciju ¢ekanja auta na semaforu. Pretpostavimo da se u trenutku ¢ = 0 ugasi crveno i
upali zeleno svjetlo. Neka je polozaj svjetlau x = 0 1 prepostavimo da u pocetku auti imaju
konstantnu gustocu lijevo od svjetla. Pocetni uvjet koji opisuje ovu situaciju jest

1) 1 ako x<0, 4.10)
X, 1) = .
p 0 ako x> 0.
a) J r=al
— — i -.
p - ] p — U xr
h) ' r=al
] p
p = ] >
.
; - -

Slika 4.5: (a) Karakteristike za problem u Primjeru 4.1.2 s pocetnim uvjetom (@.10) i (b)
konacno rjesenje problema

Takoder smo pretpostavili da je a > 0. Karakteristike za ovaj problem prikazane su na
Slici[4.5(a). Zbog polozaja na kojem karakteristike sijeku x-os, rjeSenje u podrucju prekri-
venom punim linijama je p = 1, dok je ono u podrucju isprekidanih linija jednako p = 0.
Karakteristika koja odvaja ova dva podrucja je ona koja pocinje u skoku pocetnog uvjeta
(4.10). Naime, to je pravac x = at, i prikazan je tockasto na Slici .5(a). Konac¢no rjesenje
je prikazano na Slici[4.5(b) i njegova formula glasi

1 ako x<at
x, 1) = - 4.11
Pl 1) {O ako x> at. ( )
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Prethodna dva primjera koriste se da bi pokazali kako se karakteristike mogu koristiti u
pronalaZenju rjeSenja, ali u oba slucaja rjeSenje se mozZe odrediti direktno iz formule u
(4.7). Ovo ne vrijedi za sljedeci primjer.

Primjer 4.1.3. Ceste konacne duZine

Do sada je nasa cesta bila beskona¢no duga. U stvarnom svijetu ovo je rijetkost i u ovom
¢emo primjeru promatrati Sto se dogada kada cesta zauzima interval 0 < x < [. Ovo
postavlja pitanje kakvi bi trebali biti rubni uvjeti u x = 0, /. Matematicki ispravan izbor bio
bi odrediti rubni uvjet u x = 0 1 ne odrediti onaj u x = /. Razlog ovomu jest taj da se ovaj
problem krece slijeva na desno. RjeSit ¢emo jednadZzbu:

0, 0,
£+a8—§:0, za 1>0,0<x<l, 4.12)
skupa s pocetnim uvjetom
px,0) = f(x),
i rubnim uvjetom
p0,1) = g().

Ovo nije tesko rijesiti koristeci karakteristike. Znamo da je rjeSenje od (4.12) konstanta
duz bilo kojeg pravca oblika x — at = const koje vidimo na Slici

Slika 4.6: Karakteristike za problem prometnog toka gdje je cesta konacan interval.

Pune linije: Na podrucju koje sadrzi pune linije rjeSenje je odredeno pocetnim uvjetom.
Kako su pravci na ovom podrudju oblika x — at = xy, gdje je xy presjek s x-osi, slijedi da
je rjeSenje na ovom podrucju p(x, t) = f(xg) = f(x — at).
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Isprekidane linije: Da bi nasli rjeSenje na ovom podrucju gdje su karakteristike isprekidane
linije, promotrimo karakteristike na Slici koje imaju presjek 7y s t-osi. Opcenita jed-
nadzba ovog pravca je x—at = const. Kako pravac mora prolaziti kroz tocku (x, 1) = (0, ty),
slijedi da je jednadZzba x — at = —aty. Jer je rjeSenje konstantno duz ovog pravca i
p(0, 19) = g(ty), slijedi da je duz ove karakteristike p(x, ) = g(ty) = g(t — x/a).

Iz svega ovoga slijedi da je rjeSenje dano sa:

f(x—at) ako 0<t<x/a,
p(x, 1) =
g(t—x/a) ako x/a<t.

Vrijednost x = at ovisi o tome koja je vrijednost funkcije u (x, ) = (0,0). Ako je p(0,0) =
f(0) tada p = f(0) za x = at, a ako je p(0,0) = g(0) tada p = g(0) za x = at.

[
Vratimo se na pitanje je li moguce postaviti rubni uvjet u x = / ako je f(x) = 1. Na Slici{4.6|
na podrudju prekrivenom punim linijama rjeSenje je o = 1. Bilo koji rubni uvjet u x = [,
osim p = 1 bi bio kontradikcija s ve¢ poznatim rjeSenjem. Zbog toga je za a > 0 prirodnije
staviti rubni uvjet na lijevom rubu intervala. Ako ba$ Zelimo postaviti rubni uvjet u x = /
tada je potrebno maknuti pocetni uvjet ili rubni uvjet u x = 0.
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Nekonstantna brzina

Linearna valna jednadzba koju smo promatrali u prethodnom poglavlju sadrzi neke vri-
jedne informacije o osnovnim svojstvima rjesenja. Cinjenica jest, da je pretpostavka prema
kojoj je brzina neovisna o gustoéi, netocna za prometni tok. Ovo se vidi na Slici Za
sada ¢emo pretpostaviti v = F(p), gdje je F glatka. Kao $to smo vidjeli u odjeljku 3.3,
jednadZzba prometnog toka poprima oblik

op op

= = =0, 5.1

Y +C(p)ax (5.1
gdje je

c(p) = F + pF’. (5.2)

Ovako formulirana, jednadzba nalikuje na verziju s konstantnom brzinom u (4.1). Jedina
bitnija razlika jest da val brzine c¢ nije konstanta i moZe ovisiti 0 nepoznatom p te je ako se
to dogodi, (5.1) nelinearno. Opcenite nelinearne parcijalne diferencijalne jednadzbe vrlo
je tesko rjesiti. Jedna mogucnost, koja se moze primijeniti na veliku veéinu problema, jest
uvodenje aproksimacije smetnje.

Iako je nelinearna jednadzba prometnog toka dosta opCenita, potrebna su neka ogranicenja
koja ¢e nam osigurati postojanje rjeSenja. Jedno je to da je ¢ glatka funkcija od p. Drugi
uvjet povezan je s razmatranjem u odjeljku 3.4 da je protok konkavna funkcija. Ovo je
ekvivalentno tome da je c(p) monotono padajuéa funkcija od p. Dakle, c(p) treba biti
monotona, rastuca ili padajuca.

5.1 Aproksimacija male smetnje

Jedna metoda proucavanja nelinearnog valnog problema temelji se na aproksimaciji male
smetnje. Osnovna ideja jest da je partikularno rjeSenje odredeno. Ovo rjesSenje je najcesce

22
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konstanta. Da bi objasnili §to ovo podrazumijeva, napomenimo da je konstantna funkcija
p = po rjeSenje jednadzbe prometnog toka (5.I). Dakle, pretpostavimo da promet tece
glatko s uniformnom gustoCom p = p, i tada jedan ili viSe auta polako promijeni brzinu
i uzrokuje malu smetnju u gusto¢i. Na primjer ako netko zakoci tada ¢e neposredni utje-
caj toga biti smanjenje gustole ispred auta i povecanje gustoCe iza njega. Funkcija koja
opona$a ovu promjenu gustoce je prikazana na Slici

° 4

O(e)

Slika 5.1: Mala smetnja koja se namece kod rjeSenja s konstantnom gusto¢om u ¢t = 0.
Pocetni uvjet koji proizlazi iz toga je dan u (5.3).

Da bi analizirali ovu situaciju pretpostavimo da se smetnja javi u ¢ = 0. PocCetni uvjet koji
odgovara ovome je

p(x,0) = po + €g(x). (5.3)

Poseban oblik funkcije g(x) nije bitan. Zbog po€etnog uvjeta prikladno proSirenje rjeSenja
jep ~ po + €pi(x, 1) + .... Sada, koriste¢i Taylorov teorem,

c(p) ~ c(pg + €p1 + ...)
~ ¢(po) + (ep1 + ..)C (po) + %(e,o1 +..)%" (o) + ...
~ c(pg) + €01’ (pg) + ... .
Jednadzba (5.1)) poprima oblik

e% + ... + [c(po) + €01¢"(0g) + ...] (E% + ) =0, (5.4)
ot O0x

gdje iz (5.3) slijedi

Po + €01(x,0) + ... = pg + €g(x). (5.5)



POGLAVLIJE 5. NEKONSTANTNA BRZINA 24

Ako stavimo ¢y = ¢(pg) tada je O(€) problem

dp: 0p1 _
Y + o PP =0, (5.6)

gdje je p1(x, 0) = g(x). Ovo je poznatije kao jednadzba male smetnje 1 u ovom slu€aju to je
linearna valna jednadzba. Koristeci (4.7), rjeSenje je p;(x,1) = g(x—cot). Stoga je dvoclana
aproksimacija male smetnje rjeSenja jednaka

p(x,1) ~ po + €g(x — col). (5.7)
Iz ovoga je jasno da se poCetna smetnja Siri kao putujuci val, brzinom c¢,. Neke posljedice

ovoga istrazit ¢emo u sljedeem primjeru.

Primjer 5.1.1. BezrazloZne prometne guZve
Da bi istrazili svojstva (5.7) koristit cemo Greenshieldsov zakon i pretpostavljamo

y = vM(l - ﬁ). (5.8)
Pm
U ovom slucaju iz (5.2)) slijedi
2
c= vM(l - —p), (5.9)
Pm
i tada je protok
J= vM(l - i)p. (5.10)
Pm

Ove funkcije prikazane su na Slici[5.2] Primjetimo da za danu vrijednost protoka postoje
dvije moguce vrijednosti gustoce. One koje zadovoljavaju 0 < p < %pM se Cesto nazivaju
lagani promet, dok se one zadovoljavaju %pM < p < py nazivaju teski promet. Takoder
primjetimo da je ¢ = J’, drugim rijeima, c je jednak nagibu funkcije protoka. Ovo znaci
da je ¢ negativan za teski promet i pozitivan za lagani promet.

Na temelju gornje diskusije moZemo zakljuciti da se u laganom prometu gdje je ¢ > 0,
smetnja krece prema naprijed, dok se u teSkom prometu, gdje je ¢ < 0, kre¢e unazad. S ob-
zirom na to da je ¢ < v, smetnja se ne krece brze od protoka prometa. Drugim rijeCima, tko
god je odgovoran za prouzrokovanje ove smetnje vidjet e kako se smetnja krece unazad
u teSkom prometu. Jedna iznimka ovoga je kada je gustoca prometa p,,/2, i u tom slucaju
smetnja ¢e ostati u podrucju u kojem je prouzrokovana. Takoder valja primjetiti da se val
Siri brzinom koja je drugacija od brzine vozila koji tvore sustav.

Rjesenje dobiveno koristeci aproksimaciju male smetnje nam objasnjava misteriju pojave
zvane fantomska prometna guzva. Ovo se dogada kada se promet poCne usporavati bez
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0.2 0.4
Gustoca

Slika 5.2: Brzine (5.8)), i protok (5.10) koriste¢i Greenhieldov zakon.

nekog razloga kao npr. nesreca, radovi na cesti itd. Kao Sto vidimo na Slici |5.3|neke ranije
smetnje u prometu mogu rezultirati time da se val gustoCe Siri unazad duZ ceste. Vozac
koji ude u ovo podrucje nece opaziti neki vidljivi razlog za ovo i kada prode smetnju vratit
¢e se uniformnom toku koji je imao prije. U tezem prometu vozaci koji ¢esto mijenjaju
trake uzrokuju to da vozaci iza njih usporavaju ili koce da bi ostavili prostora izmedu. Ovo
uzrokuje male smetnje i Siri se duZ ceste iza pokretaca ove situacije.

5.2 Metoda karakteristika

Pokazuje se da se metoda karakteristika koju smo razvili za rjeSavanje problem konstantne
brzine moZze prilagoditi tako da vrijedi i za nelinearnu jednadzbu (5.1I). U slucaju kons-
tantne brzine vidjeli smo da je rjeSenje konstantno duz krivulja koje imaju oblik x = xy+at.
Dakle, na sli¢an nacin istrazit ¢emo je li moguce naci krivulje x = X(7) na kojima je rjeSenje
od konstantno. Trazimo krivulje koje imaju svojstvo %p(X(t), 1) = 0. Ako prosirimo
ovo koristeci pravilo o derivaciji kompozicije, slijedi da trebamo odabrati X(¢) takav da je

0+ X' (Hpx = 0. (5.11)
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Slika 5.3: Smetnja se krece prema desno ako je py < %pM, a prema lijevo ako je py > %pM.

Da bi nasli funkciju X(¢) koja zadovoljava ovu jednadzbu, sjetimo se da p zadovoljava
jednadzbu prometnog toka

pr+c(p)px = 0. (5.12)
Ako usporedimo ovo s (5.12)), jasno je da X(7) treba biti odabran tako da je

X'(t) = c(p). (5.13)

Slika 5.4: Metoda karakteristika za odredivanje krivulja x = X(¢) duZ kojih je rjesenje od
(5.1) konstantno.

Prije nego ovo integriramo da bi nasli funkciju X(¢), sjetimo se da je p konstanta duz kri-
vulje. Zbog toga, ako krivulja poCinje u x = x, tada u bilo kojoj tocki krivulje imamo
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p = po gdje je po = f(xo) (vidi Sliku[5.4). Ako ovo uvrstimo u (5.13)) i integriramo, slijedi
X = xo + c(po)t. Dakle, karakteristika koja pocCinje u x = x, je

x = Xxp + c(po)t, (5.14)

1 duz ove karakteristike rjeSenje je

P = pPos (5.15)

pri Cemu je pg = f(xo).

Dva izraza i tvore rjeSenje problema. Da bi objasnili kako se koriste, pretpos-
tavimo da Zelimo izracunati vrijednost od p u odredenoj tocki, recimo u (xy, #;). U nekim
slu¢ajevima, vrijednost od p(xy, ;) je lako odrediti 1 to éemo napraviti u sljedecem primjeru
kada je p = p; 1 kada je p = pg. Ako vrijednost nije o€ita, tada je potrebno izraCunati ra-
zultat i to ukljucuje sljedece korake.

1. Korak  Naci karakteristike koje prolaze kroz (xi, #1).

S obzirom na to da je opceniti oblik karakteristike x — cot = X, tada zahtjevamo da je
X1 — Col1 = Xp-

2. Korak  Nadi ¢y u ovisnosti o x.

Iz pocetnog uvjeta imamo da je ¢y = c¢(f(xp)). Na primjer, koriste¢i Greenshieldsov zakon

f(Xo))
Py )

c(po) = vy (1 -2

3. Korak  Rijesiti x; = xo + cot; za Xo.
U slucaju kada se koristi Greenshieldsov zakon, jednadzba koju treba rijesiti jest

f (Xo))
Py )

O f(xo) ovisi koliko je tesko rijeSiti ovu jednadzbu po xy. Mi ¢emo Kkoristiti po dijelovima
linearne funkcije, tako da je ovu jednadzbu moguce rijesiti relativno lagano.

Kada dobijemo x, rjesenje Ce biti p(x;,1;) = f(xo). Ovaj postupak nije osobito tezak ali
ipak moramo biti na oprezu. Na primjer, pretpostavlja se da postoji karakteristika koja
prolazi kroz (x;, 1), Sto ne mora uvijek biti slucaj.

x1:x0+th1(1—2

Primjer 5.2.1. Crveno svjetlo - Zeleno svjetlo (modificirano)

Da bi iskoristili gornje rjeSenje u prometnom toku, promatrat cemo modificiranu verziju
primjera Crveno svjetlo - Zeleno svjetlo. Pretpostavili smo da je promet u pocetku kons-
tantan na lijevo od x = —e 1 na desno od x = €. Takoder, tu je i prijelazno podrudje, Sirine
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P=pPy

Slika 5.5: Pocetna gustoéa p(x, 0) modificirani primjer Crvenog svjetla - Zelenog svjetla

2€, gdje se gustoca mijenja linearno izmedu lijevih i desnih vrijednosti. Ova situacija pri-
kazana je na Slici[5.5] Pretpostavljeno je da su brzi auti naprijed, dakle, p; = pg. Funkcija
koja se koristi u pocetnom uvjetu je

yoJs ako x < —¢€,
p(x,0)=31p, + B (x +€) ako —e<x<E¢, (5.16)
PR ako €< x.

Jos trebamo specificirati koji zakon koristiti za brzinu, 1 u ovom primjeru koristimo Green-
shieldsov zakon. Stoga je v = vy (1 — p/pu), a val gustoce je

clp) = vM(l - 2_p) (5.17)
Pm

Da bi skicirali karakteristike, uzimamo u obzir razli€ite pocetne pozicije xo.

e Ako je x na lijevoj strani, tako da je xp < —e, tada py ima konstantnu vrijednost
pr. Ovo znaci da sve karakteristike na ovom podruc¢ju imaju isti nagib, $to se vidi na
Slici [5.6(a). Uzimajuéi u obzir da je rjeSenje konstana duz svakog od ovih pravaca,
slijedi da je p = p, na podrucju x, -ravnine lijevo od karakteristike x = —€ + ¢ t,
gdje je ¢, = c(pr). Ovo se vidi na Slici[5.6(b).

o Koristedi slican argument, sve karakteristike koje kre¢u zdesna, gdje je xy > €, imaju
isti nagib. Jer je p; > pg, karatkteristike slijeva imaju strmiji nagib nego one zdesna,
i to vidimo na Slici[5.6(a). Rjesenje je konstanta duz svakog od ovih pravaca i slijedi
da je p = pg na podrucju x, r-ravnine desno od karakteristike x = € + cgt, gdje je
cr = c(pg). Ovo je prikazano na Slici [5.6(b).

e Da bi odredili $to se dogada kada je —e < xy < €, na Slici[5.5]uo¢imo da je pocetna
gustoéa neprekidna na ovom intervalu. To znaci da c¢(py) neprekidno varira od ¢,
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Slika 5.6: RjeSenje modificiranog primjera Crveno svjetlo - Zeleno svjetlo.
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ux) = —e do cg u xy = €. Dobivene karakteristike su prikazane na Slici @Ka)
isprekidanim linijama. Da bi nasli rjeSenje u tocki (x;, #;) na ovom podrucju, kao na
Slici [5.6(b), trebamo naci karakteristiku koja prolazi kroz ovu to¢ku. Ovo zahtjeva
nalaZenje xj. Jer je gustoca konstantna na karakteristici, jednom kada je poznat xo,
tada je p(xy, ;) = p(xp, 0). Sada opcenita formula za karakteristiku glasi x = xo + ¢y,

i treba vrijediti x; = xo + coty. Iz (5.17) 1 (5.16) imamo da je

-]
co=vyl|l—-—
Pm

2 —
=Vy [1 - —(pL+pR pL(X()+E))

Pum 2e
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Ako uvrstimo ovo u jednadZbu x; = xy + cot; 1 rijeSimo po xy, nalazimo

= x; —ti(c +cr)/2
T 1+ 1(cr—c)/2e)

Skupa s ovim i s pocetnim uvjetom u (5.16), gustoca je jednaka

X +€—cpt
p(x1,11) = p(x0,0) = pr. + (pr = pr) 75— vt (5.18)
2€ + (cgr — ¢t
Dakle, formula za rjeSenje je
oL ako x<c;—¢€,
o(x, 1) = 3pr + (or —pﬁ% ako ¢yt —€ < x <cpt+e, (5.19)
PR ako cpt+e<x.

Prema tome, izmedu dva konstantna stanja, gustoca se mijenja linearno, bas kao i u po¢etnom
uvjetu. Ovo je prikazano na Slici[5.6(c).

5.3 Rankine-Hugoniotov uvjet

Kada budemo proucavali nelinearnu jednadzbu prometnog toka u Poglavlju 5.5, postat ée
ocito da rjeSenje ima sklonost da se razvije u funkciju s jednim ili viSe skokova koji se
krecu duz x-osi. Promatrali smo takvo rjesenje za linearne jednadzbe u Primjeru 4.1.2.
Kod nelinearne funkcije stvari su ipak drugacije 1 morat ¢emo biti pazljivi svaki put kad se
skok pojavi. Da bi istrazili Sto se dogada, pretpostavimo da imamo situaciju prikazanu na
Slici koja se sastoji od skokova u x = s(z).

Kako derivacije po x nisu definirane u takvim to¢kama, moramo preformulirati problem
integriraju¢i po malim prostornim intervalima oko skoka, s — € < x < s + €. Dakle, ako
integriramo p; + J, = 01 sjetimo se da je gusto¢a konstanta na obje strane skoka, dobivamo

f o pidx + J(pg) — J(pr) = 0. (5.20)

—€

Fundamentalni teorem integralnog racuna daje nam

d S+E€ S+E€
7 pdx = f pidx + ' (0P |y=sre =5 P lx=s—c -

Iz ovoga i (5.20) slijedi
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Slika 5.7: Skok u x = s().

d S+€E

- pdx — prs'(1) + pLs'(1) + J(pr) — J(pr) = 0.

dt S—€

Sada iskoristimo to da je gustoéa po dijelovima konstantna

S+e€ S S+e€
f pdx:f pdx+f pdx

= €(oL + Pr)s
pa je dakle
d S+e€ d
dr . pdx = ZE(pL +pr) = 0.
Iz (5.21) slijedi da
PR —PL
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(5.21)

(5.22)

Ova jednadzba je poznata kao Rankine-Hugoniotov uvjet i odreduje brzinu skoka (diskon-

tinuiteta) u rjesenju.

Korisno je izraziti (5.22)) u terminima funkcije c. Prisjetimo se da je ¢ = J'(p), i J(0) = 0,

pa je tada

0
Jp) = fo c@)dp.

Sada Rankine-Hugoniotov uvjet poprima oblik

(5.23)
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s'(1) =

f " c(p)dp. (5.24)

PR —PL Jp,
Ovo pokazuje da svaki skok u rjeSenju putuje prosjecnom brzinom vala brzine u danom
intervalu gustoce.
Postoje dva tipa skoka, 1 oni su odredeni po tome Sto se dogodi s brzinom v u skoku. Ako
p ima skok u x = s(¢), ali v je neprekidna u x = s(t), tada se skok zove kontakt diskonti-
nuiteta. Primjetimo da se zbog v = a i J = pv Rankine-Hugoniotov uvjet svodi na
s’ = a. Drugim rijeCima, skok se kre¢e danom konstantnom brzinom.
Ako v nije neprekidna u x = s(¢) tada se skok zove udar, i tok koji ovaj skok proizvede je
valni udar.

Primjeri

1. Greenshieldsov zakon. Koriste¢i linearni zakon u (3.2) i Cinjenicu da je J = pv,
Rankine-Hugoniotov uvjet (5.22) se svodi na

5@ = [pRvM (1 - p—R) — p1Vu (1 - p—L)] (5.25)
PR —PL Pm Pm
1
_— (1 — —(ox +pL>) (5.26)
Pm
. %(CR o). (5.27)

Drugim rijecima, kada koristimo Greenshieldsov zakon, udar se krece brzinom koja
je odredena prosjekom skoka u valu brzine kroz udar. [

2. Newellov zakon. Koriste¢i (3.9), Rankine-Hugoniotov uvjet (5.22)) postaje

s'(t) = [orRvm(1 — eg) — prvm(l —ep)] (5.28)
PR — PL
o (1 _ u) (5.29)
PR — PL
gdje je
¢, = e~ AUpe=1lpm)
er = e A /pr=1/pm)
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Kada smo tek poceli proucavati prometni tok imali smo samo jednu varijablu koja ima
dimenziju brzine. Sada ih imamo tri i to su:

1. v(x,t): brzina auta koji se nalazi u x u trenutku z.
2. c(p): val brzine i definiran je u (5.2), odreduje skokove krivulji karakteristika.

3. s'(¢): brzina skokova u rjeSenju i definirana je u (5.22)).

5.4 Lepeza ekspanzije

Sada kada imamo ideju Sto se dogada kada se skok pojavi u rjeSenju, proucit cemo problem
koji poc¢inje sa skokom. PoCetni uvjet prikazan je na Slici[5.8]i dan je s

pr ako x<0,

p(x,0) = {

5.30
pr ako 0 <x, ( )

gdje je 0 < pg < pr.

‘) = F) I

p=p; pT
|
|

— >
€T

Slika 5.8: Pocetna gustoca p(x, 0). Sporiji auti kre€u iza onih brzih (o, > pg).

Ova po dijelovima konstantna funkcija dovodi nas do problema koji je poznatiji kao Ri-
emannov problem. Problem je zanimljiv jer rjeSenje nije ocito. Zapravo, moguce je naci
vjerodostojno opravdanje za barem tri razlicita rjeSenja. Prije nego navedemo koja su to
rjeSenja napomenimo da smo sigurni u pravo rjeSenje. Ono dolazi iz karakteristika koje su
prikazane na Slici[5.9(a). Sa Slika[5.9(b) i[5.9(c) mozemo zakljuciti da je p = p;, za x < ¢t
1p = prza x > cgt. Ovo nam ostavlja nerazrjeSenim koje je rjeSenje za ¢ t < x < cgt, jer
na ovom podrucju ne postoje karakteristike. Zato se na ovom podrudju stvaraju tri moguéa
rjeSenja.
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Slika 5.9: RjeSenje koje se dobije metodom karakteristika kada je pocetna gustoca dana na
Slici[5.8] Na Slikama (a) i (b) vidimo da za podrudje ¢, < x < cg nema karakteristika pa je
rjeSenje za to podrucje nejasno.

1. Auti koji krecu slijeva gdje je x < 0 putuju brzinom v;, dok oni koji kre¢u zdesna
imaju brzinu vg. Jer je v, < vg, dade se zakljuciti da je podrucje ovdje niSta viSe nego
razmak izmedu sporih auta slijeva i onih brzih zdesna. Drugim rijeCima, za tocke u
ovom podrucju gustoca je jednaka nuli i oCito rjeSenje je

pr ako x <t
p(x,t) =10 ako vt < x < Vvgt, (5.31)

pr ako vgt < x.

Prva pomisao jest da nesto nije u redu s ovim izrazom i da je podrucje odredeno
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brzinom auta, a ne valom brzine. Ovo je problem jer je c(og) < v(og) 1 c(pr) < v(or),
pa je podrucje u (5.31)) drugacije od onoga prikazanog na Slici[5.9] Drugim rije¢ima,
gornji izraz proturjeci onome u §to smo sigurni, a to je rjesenje na Slici[5.9)(c). Dakle,
(5.31) nije rjesenje.

2. Kao drugi pokusaj nalazenja rjeSenja i otkrivanja Sto se dogada na podru¢ju mozemo
re¢i da je rjeSenje linearne jednadzbe prometnog toka (1)), koriste¢i poetni uvjet u
(5.30), putujuci val s jednim skokom koji se krece brzinom a. Ako pretpostavimo da
nelinearna jednadzba takoder proizvede jedan skok, tada je oCito rjeSenje

pr ako x < s(p),
= 32
P10 {pR ako s(f) < x. 632

Funkcija s(r) odredena je Rankine-Hugoniotovim uvjetom (5.24). Nije teSko poka-
zati da se pravac x = s(r) nalazi izmedu x = ¢.f i x = cgt. Ovo znadi da je u
skladu s onime Sto smo saznali koristeci karakteristike, za razliku od . Stovige,
u posebnom slucaju kada je ¢ konstanta, (5.32) se svodi na rjeSenje linearnog pro-
blema. Ipak, ovo nam ne garantira da je (5.32)) rjeSenje Riemannovog problema

(5.30).

3. Treéi pokusaj nalaZenja rjeSenja koristi Primjer 5.2.1 prikazan je na Slici[5.6] RjeSenje
tog problema bi trebalo konvergirati rjeSenju naseg Riemannovog problema kada
€ — 0. Ovo, zapravo, uzima isprekidane karakteristike sa Slike @]i skupi ih za-
jedno s rezultatom prikazanom na Slici [5.9] Zrakaste karakteristike tvore, kako to
nazivamo, ekspanziju, ili razrijedeni val, 1 spaja konstantna stanja slijeva i zdesna.
Formula ovog rjeSenja koje je dobiveno iz je

oL ako x < cyt,
o(x, 1) = pL + (or — pL)(C’:_CCLLt)t ako ¢t < X < cgt, (5.33)
PR ako cp < x.

Ovo rjesenje podsjeca na ono sa Slike [5.6(c) u smislu da je lepeza ekspanzije odgo-
vorna za linearni prijelaz izmedu konstantnih rjeSenja slijeva i zdesna.

Iz gornje diskusije zaklju¢ujemo da imamo dva kandidata za rjesenje, (5.32) i (5.33). Vise
mogucih rjeSenja imamo zbog toga Sto je nelinearni problem prometnog toka loSe postav-
ljen, tj. problem je nepotpun. Ono Sto je potrebno jest dodatna informacija koja ¢e nam
omoguditi jedinstveno odredivanje rjeSenja.

Pretpostavka ovdje je neprekidnost. Naime, skok koji se pojavljuje u pocetnom uvjetu je
skoro nemoguce fizicki proizvesti i u veéini eksperimenata ne postoji on, ve¢ mali interval
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gdje se gutoca brzo i neprekidno mijenja od p;, do pg. U tom smislu, po€etni uvjet u kojem
se pojavljuje skok je jednostavno matematicka idealizacija stvarne situacije. Ako uzmemo
u obzir da je rjeSenje s neprekidnim ali brzim prijelazom poznato i dano na Slici[5.6] uvjet
koji trazimo nam mora pokazati da je (5.33) rjeSenje ovog problema.

Postoje dva nacina za napisati traZzeni uvjet i mi ¢emo Koristiti onaj koji je predstavio Lax
u [4]]. Tvrdnja je da ako rjeSenje sadrzi skok u x = s(¢), tada je brzina vala iza njega veca
nego brzina ispred njega. Drugim rije¢ima, zahtjevamo:

c(or) < 5 < c(py). (5.34)

Neposredna posljedica uvjeta (5.34)) jest da Ce rjeSenje sadrzavati skok samo ako je ¢, > c.
Za pocetni uvjet u (5.30) pretpostavka je da je ¢, < cg. Dakle, rjeSenje sa skokom nije
moguce, i rjeSenje u promatranom podrucju jest “lepeza” ekspanzije. Drugim rije¢ima,
(5.33) je rjesenje navedenog Riemannovog problema. Dokaz ove tvrdnje moze se naéi u

[4].

r=c L{t T= 0,1

r

i
A
2, 2
P=pP, / ‘55 p=0

P=0y

& L'f, 1) M"‘ %

Slika 5.10: Gornja slika prikazuje lijevo i desno rjeSenje, kao i lepezu ekspanzije. Donja
slika je rjeSenje jednadZzbe kada se upali zeleno svjetlo.

Primjer 5.4.1. Crveno svjetlo - Zeleno svjetlo
Pretpostavimo da se crveno signalno svjetlo nalazi u x = 0, i da se zeleno upali u ¢t = 0.



POGLAVLIJE 5. NEKONSTANTNA BRZINA 37

Takoder, pretpostavimo da je svjetlo bilo crveno toliko dugo da s desne strane nema auta.
Drugim rijeCima, poCetni uvjet je

pr ako x <0,
(x,0) = (5.35)
P 0 ako 0<ux.
1z (5.33)), rjesenje jednadZbe prometnog toka je
oL ako x <cyt,
o(x, 1) =3pL (Vv[;”_t:)t ako ¢t < x <vyt, (5.36)
0 ako vyt < x.
Rjesenje je prikazano na Slici [5.10|skupa s pripadnim karakteristikama.
]
LA r=c;l r=cpt
a4 . 7
/ / w0
/ ” 4 e
/ };/ Z g ’ ; P /_/ //
/ /’r AR
/ "] i K4 | 4 ; a ,//I.
.r'z / ; ;// / v ’ 7z /
/” //) /70, = ,_,/ e e
/ / % > i / /
/ / A / // ’
A /2 F AR —
x

Slika 5.11: Kada pustimo € — 0 isprekidane karakteristike sa Slike [5.6] tvore “lepezu”
ekspanzije izmedu x = ¢ 1 x = cgt.

Tocan oblik lepeze ekspanzije (5.33) oslanja se na posebnu formulu za val brzine c(p).
Opcenito, lepeza se pojavljuje kada je prostor izmedu karakteristika kao na Slici[5.11} Ovo
se dogada kada f(x) ima skok u tocki x = xo, za cg > ¢, (v. Sliku[5.12). Jednadzba za
svaki od isprekidanih pravaca koji tvore lepezu ima oblik x = xy + c(p)t, gdje c(p) zado-
voljava ¢, < ¢ < cg. Da bi odredili gusto€u u tocki (x, ) unutar lepeze, potrebno je rijesiti
jednadzbu c(p) = (x — x¢)/t po p. Ovdje na rjeSenje utjeCe oblik od c, i kada koristimo
Greenshieldsov zakon dobijemo (5.33). Takoder, u formuliranju nelinearne jednadzbe pro-
metnog toka pretpostavili smo da je c(p) monotona. Ovo je jedna od situacija gdje trebamo
tu pretpostavku jer nam garantira da c(p) = (x — x)/t ima jedinstveno rjeSenje.
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Slika 5.12: Lepeza ekspanzije je generirana u tocki x, gdje poCetna funkcija f(x) ima skok.

Nakon ove diskusije mozemo zakljuditi da je najbolje izbjegavati koriStenje pocetnog uvjeta
koji sadrZi skok. Naposlijetku, kada smo u koristili neprekidnu funkciju, nije bilo
komplikacija s karakteristikama 1 nije bilo sumnje u rjeSenje.

5.5 Udarni valovi

Kao S$to smo ranije ustvrdili, brzina i gustoca imaju prekid u udarnom valu. Da bi odre-
dili kada je udarni val prisutan u rjeSenju, koriste se karakteristike. Za razliku od lepeze
ekspanzije, udar se pojavljuje kada se karakteristike preklapaju a vrijednosti na karakteris-
tikama nisu jednake. Ovo se najlakSe moZe objasniti tako da prodemo kroz par primjera.

Primjer 5.5.1. Prometna guzva

Prvi primjer koji ¢emo promatrati ukljucuje prometnu guzvu. Pretpostavimo da je gustoca
na pocetku, za x > 0, py;,. Ovo je maksimalna gustoca i znaci da se auti ne mogu micati.
Za interval x < 0 pretpostavit ¢emo da auti imaju gustoéu p;, gdje je 0 < p; < py. Ovo
znaci da auti s lijeve strane krecu udesno konstantnom brzinom, u smjeru prometne guzve.
Jednom kada dostignu guzvu, auti staju, i rezultat je taj da se prometna guzva Siri prema
lijevo duZ negativne strane x-osi. Da bi izmjerili ove tvrdnje, karakteristike su prikazane
na Slici[5.13] Na gornjem grafu, duz pune linije, gustoca je p = py, dok je duz isprekidane
linije p = p,. Ocigledno, postoji problem na podrucju gdje se karakteristike preklapaju.
Zakljucak je da na podrucju preklapanja postoji krivulja x = s(¢) gdje rjeSenje skoci iz p;.
u py. Karakteristika koja proizlazi, 1 krivulja udara, prikazane su na donjem grafu Slike
Mjesto udara se, prema (5.24)), kre¢e brzinom odredenom prosje¢nom vrijednosti
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brzine vala. Koriste¢i Greenshieldsov zakon, formula za brzinu dana je u (5.28)). Ako
uzmemo u obzir da je ¢, = vy (1 —2p,/pm) 1 cr = —vu, tada je

s (1) = —vy PE. (5.37)
Pm

Ako ovo integriramo i iskoristimo €injenicu da udar pocinje u (x, ) = (0,0), dobivamo da
je mjesto udara dano sa

s(t) = —v L. (5.38)
Pm
Sada je rjeSenje dano sa
k < 5(p),
plrpy = |Pr O rew (5.39)
oy ako s(?) < x.

Na kraju, vazno je istaknuti da ovo rjeSenje, zbog ¢, = vy(1 — 2p./pm), cR = —Vu, 1
oL < pu, zadovoljava uvjet (5.34).

i
\" N \\
P . .. "
pP=p P=P,, F
=
\
\\ .'\.\\

Slika 5.13: Problem prometne guzve. Gornja slika prikazuje karakteristike povezane s
pocetnim problemom. Donja slika pokazuje kona¢no mjesto udara.

Primjer 5.5.2. Bez pocetnih skokova
Za drugi primjer pretpostavimo da gustoca ne pocinje sa skokovima, ali je neprekidna i
ima oblik (5.19). Sada ¢emo brze aute staviti na lijevu stranu pa je p;, < pg. Kao i inace,
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koristit ¢emo Greenshieldsov zakon. Karakteristike koje su proizvele ove dvije konstante
su prikazane na Slici [5.14(a). Na podrucju s isprekidanim linijama rjeSenje je p = p;, dok
je na podrucju s punim linijama p = pg. Iznimka ovoga nalazi se tamo gdje se preklapaju
isprekidane i pune linije. Na ovom podrucju nalazi se udarni val, koji pocinje gdje karak-
teristika x = —e + ¢t sijeCe karakteristiku x = € + cgt. ToCka presjeka je (xy, t5), gdje je
ty = 2€/(c, — cg) 1 x5 = cgly + €, 1 udarni val prikazan je na Slici [5.14(b). 1z (5.28) slijedi
daje s = %(CL + cg). Integriranjem ove jednadzbe slijedi

s(t) = cs(t — ;) + x4, (5.40)

gdje je ¢, = Her + c)

a)

B

Slika 5.14: Preklapajuce karakteristike su prikazane pod (a), $to upucuje na postojanje
udarnog vala na ovom podrucju. Mjesto udara je prikazano u (b), skupa s dvije karakteris-
tike koje se sijeku 1 pokre¢u formiranje udara u ¢ = .

Ostaje nam jo§ odrediti rjeSenje trokutastog podrucja sa Slike [5.14(b), koje je omedeno
karakteristikama x = —e + ¢, 1 x = € + cgt. Ovo je jednako problemu nalaZenja rjeSenja
u (x1,1;) na Slici [5.6(b), i rjeSenje je dano u (5.18). Kada sakupimo sve ove informacije
nalazimo da je rjeSenje za t < t;
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oL ako x <cit—e,
p(x,0) = oL + B (x + €) ako ¢ f—€ < x<crl+e,

PR ako cpt+e<x,

azat >ty

pr ako x < s(p),
plx, 1) =
pr ako s(f) < x.

j—t P
e
L — >
==l P * i
/ >
—— &
i—t, P A !
— >
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(5.41)

(5.42)

Slika 5.15: RjeSenje problema prometnog toka u trenucima prikazanima na Slici [5.6(b).
Vrijeme prijelaza izmedu lijevog i desnog dijela se s vremenom smanjuje do trenutka kada

lijeva grupa automobila ,,uhvati” onu desnu, i tada se pojavi valni udar.

Rjesenje je prikazano na Slici[5.15] U ¢ = 1, rjeSenje se sastoji od dvije konstantne gustoée
koje su povezane linearnom funkcijom. Jer su auti na lijevoj strani brzi od onih na desnoj,
kasnije, u trenutku # = 7, linearna povezanost dvije gustoce bitno opada. Posljedica sma-
njivanja prijelaznog podrucja je ta da val postaje strmiji kako se kre¢e. Brzi auti uhvate
one sporije na pocetku, u ¢t = f,, i u tom trenutku se formira udar. Ovo se vidi u trenutku

t = t3, Sto prikazuje rjeSenje nakon formiranja udara.
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5.6 Zakljucak

Rezultate koje smo dobili za problem prometnog toka za kraj ¢emo skupiti zajedno. Pro-
blem se sastoji od parcijalne diferencijalne jednadZbe prvog reda

op op
o + C(p)(’)x =0, (5.43)
s pocetnim uvjetom
p(x,0) = f(x). (5.44)

Ako pretpostavimo da je c(p) glatka funkcija, s ¢’(p) # 0, za 0 < p < py, tada je rjeSenje
konstruirano koriste¢i sljedece informacije:

(a) RjeSenje je konstantno duz karakteristiCne krivulje x = xo + co (vidi Sliku [5.4).

(b) Karakteristike se preklapaju. U podrucjima koji sadrZe karakteristike koje se prekla-
paju rjeSenje sadrzi udarni val u x = s(¢). Brzina ovog vala je
PRVR — PLVL
PR=PL

s'(t) = (5.45)
S druge strane udara pripadajuca karakteristika odreduje rjeSenje (kao Sto je prika-
zano na Slici [5.13)). Na primjer, ako je f(x) po dijelovima konstantna sa skokovima
u Xy, za cg < ¢y, tada rjeSenje poCinje s udarnim valom oblika x = x, + 57, gdje je s;,

odreden iz (5.43).

(c) Karakteristike se razdvajaju. U podrucju bez karakteristika rjeSenje je lepeza eks-
panzije. Primjer je prikazan na Slici gdje f(x) ima prekid odnosno skok u x,
sa cg > c;. U ovom slu€aju, na podrucju c t < x < cgt rjeSenje se nalazi rjeSavanjem

c(p) = (x — xo)/t.

Gornji se zakljucci opéenito primjenjuju na prometni tok, gdje je ¢’ < 0, ali 1 za slucaj
¢ >0.
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Sazetak

U ovom radu prezentirali smo matematicki model prometnog toka na cesti. Promatrali smo
gibanje objekata (automobila) duz jednodimenzionalne osi (ceste), te smo pretpostavili
da je to gibanje neprekidno. Zatim smo istom gibanju pridruZili prostorne i vremenske
varijable te pomocu njih definirali gusto€u i protok prometa. Izvodimo i prvi matematicki
model koji se svodi na rjeSavanje jednostavne parcijalne diferencijalne jednadzbe. Nakon
toga uvodimo i pojam brzine pa model postaje kompleksniji. Posebno smo promatrali
slucaj konstantne i slu¢aj nekonstantne brzine te za oba razvili matematicki model i kroz
primjere pokusSali bolje objasniti svaki od njih. Na kraju rad zakljuCujemo skupljanjem
svih rezultata i zavrSnim komentarom.



Summary

In this work we have developed a mathematical model describing traffic flow. We have
investigated the movement of the objects (cars) along a one-dimensional path (highway),
assuming that the motion is continuous. Then we have assigned the spatial and temporal
variables to the motion and defined density and traffic flux. We have derived a mathe-
matical model for it given by a simple partial differential equation. After that we have
introduced a notion of the velocity so our model became more complex. We have develo-
ped mathematical models separately for the case of constant and nonconstant velocity and
through some examples tried to explain them a bit further. At the end, we have concluded
the work by collecting all the results and writing a final comment.
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