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1. Uvod

Moderno poslovanje nemoguce je zamisliti bez koristenja matematickih modela i metoda.
Kako bi rezultati poslovanja bili profitabilni, potrebno je tocno i1 precizno odrediti ulaganja i tijek
poslovanja. Vecina kriti¢nih odluka izra¢unava se linearnim programiranjem, koje uglavnom
daje necjelobrojne, odnosno decimalne rezultate, osim ako nije igrom slucaja pogodena

kombinacija parametara koja bi dala cjelobrojne iznose.

Tema ovoga rada je cjelobrojno programiranje, podvrsta linearnog programiranja koja
sprjecava dobivanje decimalnih rezultata. U pocetku se rjeSava kao i linearno programiranje, dok
se u kasnijim koracima dodaju ograni¢enja koja izbacuju moguce decimalne rezultate. U radu su
teorijski obradene dvije metode za rjeSavanje cjelobrojnog programiranja, metoda cjelobrojnih
formi i metoda grananja i ogradivanja, te su objasnjene na primjeru. Potom su opisani osnovni
problemi za Cije je rjeSavanje cjelobrojno programiranje potrebno, te je za svaki problem
prikazan postupak rjeSavanja jednom od dvije metode. Tri osnovna problema su problem fiksnih
troskova, problem ranca i problem optimalne investicijske odluke. Problem fiksnih troSkova i
problem optimalne investicije javljaju se kod upravljanja financijama, kad je potrebno ulagati
novac radi ostvarivanja dodane vrijednosti. Problem ranca predstavlja problem punjenja
kapaciteta, odnosno stavljanja stvari u neko spremiste. Na taj problem moguce je naiéi u
svakodnevnom zivotu, stoga je napravljena aplikacija Zero-One Knapsack, koja predstavlja

kalkulator za problem ranca.

Ovaj rad predstavlja uvod u cjelobrojno programiranje, njegovu namjenu i svrhu kroz
probleme i slucajeve u kojima se primjenjuje. Kako bi se §to bolje objasnile metode i problemi,
koristena je stru¢na literatura i akademski ¢lanci iz toga podrucja, kako na hrvatskom tako i na

engleskom jeziku. Takoder je za problem optimalne investicije koriStena i ekonomska literatura.

Kako je ve¢ spomenuto, na kraju rada nalazi se aplikacija naziva Zero-One Knapsack,
koja sluzi za rjeSavanje problema ranca. Nakon $to se unesu potrebni parametri, aplikacija
ispisuje vrijednost elemenata u rancu, te pojedinacno sve elemente koji se nalaze u rancu.

Aplikacija ¢e biti detaljno objasnjena u posljednjem poglavlju.



2. Cjelobrojno programiranje

Razvoj cjelobrojnog programiranja zapocinje 1957. godine. Te su se godine Harry
Markowitz i Alan S. Manne poceli znatnije baviti linearnim problemom koji zahtijeva
cjelobrojna rjeSenja, odnosno poceli su razmatrati op¢i problem cjelobrojnog programiranja, ali
nisu imali opéu metodu za takav problem. Godinu dana kasnije Ralph Edward Gomory razvio je
metodu cjelobrojnih formi. (Lj. Marti¢, 1979.) Prije objasnjavanja samog cjelobrojnog

programiranja potrebno je shvatiti pojmove matematickog i linearnog programiranja.

Problem matematickog programiranja definira se kao
min/ max f (xq, X3, ..., Xp,)
uz ogranicenja
9i(x1, %3, ..., x,) = by, i=12,....m
x =0, j=1.2,..,n
Ako su funkcija cilja f i ogranicenja g;, i = 1,2,...,m linearne funkcije, radi se o problemu
linearnog programiranja. Linearno programiranje se prema M. Miki¢ i sur. (2011., str. 452)
definira kao:
...grana matematike koja se bavi proucavanjem teorijskih, programskih i aplikativnih
problema povezanih s optimizacijom unutar zadanih ogranicenja izrazenih sustavom
linearnih  jednadzbi i/ili nejednadzbi uz nenegativnost varijabli odlucivanja.

Optimizacija se odnosi na odabiranje optimalne kombinacije vise varijabli.

Nadalje, neka je x vektor od n komponenti x4, x5, ..., x,,. Za zadanu realnu linearnu funkciju od
n strukturnih varijabli trazi se ekstrem, koji moze biti minimum ili maksimum, uz uvjet da bude
zadovoljeno m + k linearnih ograni¢enja postavljenih na strukturne varijable, a formuliranih u
obliku linearnih jednadzbi i nejednadzbi. Varijable x;, j =1,...,n nazivaju se strukturnim

varijablama. Problem linearnog programiranja bez ograni¢enja cjelobrojnosti naziva se

relaksirani problem. (D. Kalpi¢, V. Mornar, 1996.; Z. Lukac, L. Nerali¢, 2012.)



Ukoliko se na varijable x; u problemu matematickog programiranja postavi ograni¢enje
cjelobrojnosti, radi se o problemu ¢isto cjelobrojnog programiranja. Takoder, ako su funkcija
cilja f i ograni¢enja g;, i = 1,2,...,m linearne funkcije, radi se o problemu ¢isto cjelobrojnog

linearnog programiranja, koji se prema Z. Lukac i L. Nerali¢u (2012.) definira kao

n

min/ maxz = Ecjxj

j=1

n
Zaijxj = bj; i=1,..,m

j=1

Uz ogranicenja

ijO, X€Z j=1,..,n

Djelomi¢no (ili mjeSovito) cjelobrojno programiranje oblik je kod kojega se samo za
neke varijable zahtijeva da poprime cjelobrojne vrijednosti. Problem djelomi¢no cjelobrojnog

linearnog programiranja ima oblik
n p
min/max z = Z Gx + ) dixy
j=1 k=1

n p
Zaijx]' +Zhikfk = bi' i = 1,2,...,m
1 k=1

j:

uz ogranicenja

ijO, ijZ, j=12,..,n

%% =0, k=12 ..,p.

Postoji jedna posebna klasa problema cjelobrojnog programiranja pod nazivom binarno
programiranje, u kojem varijable, uz ve¢ spomenuto svojstvo cjelobrojnosti, imaju ogranic¢enje

da mogu poprimiti vrijednost samo 0 ili 1.



3. Metode za cjelobrojno programiranje

Dvije su osnovne metode za rjeSavanje cjelobrojnog programiranja. To su metoda
cjelobrojnih formi, odnosno Gomoryjeva metoda, i metoda grananja i ogradivanja. Kod metode
cjelobrojnih formi stalno se nadograduje ista simpleks matrica, generiraju se odsjecci koji iz
skupa mogucih rjeSenja izbace dio decimalnih rjeSenja sve dok se ne postigne ili optimalno
cjelobrojno rjesenje, ili nemoguce rjesenje. Kod metode grananja i ogradivanja rjeSavanje se
grana u viSe smjerova, ovisno o decimalnim varijablama, te se za svaki krak grananja rjesava
simpleks matrica neovisna o grananju na drugoj strani. Postoje jos$ i heuristicke metode, koje su,
prema D. Barkovi¢u (2001.), vremenski krace, ali nerijetko vode do rjeSenja blizu optimalnog, a

ne do samog optimalnog rjeSenja, te zbog toga nece biti obradene.
3.1. Metoda cjelobrojnih formi

U prethodnom poglavlju spomenuto je kako je R. E. Gomory 1958. godine razvio ovu
metodu, prvu metodu koja rjeSava problem cjelobrojnog programiranja, te se ta metoda po njemu
naziva jo$ i Gomoryjeva metoda. Uz potporu sveucilista Princeton, Gomory je na njihovom
E101 raCunalu proveo prvi uspjeSan algoritam za raCunanje cjelobrojnih rjeSenja, u sklopu
Princeton-IBM projekta za matematicko istrazivanje. Algoritam je bio primjenjiv za sustave do

sedam varijabli. (R. E. Gomory, 1958.)

Gomoryjeva metoda provodi se tako da se najprije zadani linearni problem rijesi simpleks
metodom, te ako su optimalne vrijednosti varijabli cijeli brojevi, postupak je gotov i postignuto
je optimalno rjeSenje. Ako su varijable necjelobrojne, generira se nova linearna (ne)jednadzba,
(Lj. Marti¢, 1979.), odnosno odsijecaju¢a ravnina, ili skra¢eno odsjecak, koja “odsijeca” dio
skupa mogucih rjeSenja tako da odsjeCeni dio ne sadrzava niti jednu cjelobrojnu tocku, te se

postupak provodi dok se ne dobije optimalno cjelobrojno rjesenje. (Z. Lukaé, L. Nerali¢, 2012.)



Algoritam metode cjelobrojnih formi (Z. Lukac, L. Nerali¢, 2012., str. 136):

1. korak: Rijesiti problem cjelobrojnog linearnog programiranja bez ograni¢enja
cjelobrojnosti, odnosno naci rjesenje relaksiranog problema.

2. korak: Ako je rjesenje relaksiranog problema cjelobrojno, zaustaviti se jer je
postignuto optimalno rjeSenje problema cjelobrojnog programiranja. U protivnom, i¢i
na 3. korak.

3. korak: Izabrati bazi¢nu varijablu koja nije cjelobrojna i generirati odsijecajucu
ravninu. Jednadzba odsijecajuc¢e ravnine dodaje se u optimalnu tablicu, odnosno
simpleks matricu rjeSenja relaksiranog problema te se izvodi korak dualne simpleks

metode. Nakon toga se ponovno vraca na 2. korak.

Otvoreno pitanje je kako generirati odsijecajuéu ravninu. Za razrjeSenje problema
potrebno je uvesti odredene pretpostavke: neka je [a] najveci cijeli broj koji je manji ili jednak
od a, i neka je f, = a — [a], odnosno a = [a] + f,, pri ¢emu vrijedi 0 < f;, < 1. (Z. Lukag, L.
Nerali¢, 2012.)

Primjeri:
a) [26] =2, fL6=26—-2=0.6
b) [-1.8] = =2, f.ig3=—-18—(=2)=0.2
c) [5]=5fs=5-5=
d) [-3]1=-3 f3=-3-(=3)=0
e) [0]=0,f,=0—-0=0

Navedeni primjeri pokazuju da f, za cijeli broj uvijek iznosi 0, tako da racunanje f; ima smisla

samo za decimalne brojeve.

Za generiranje odsijecajue ravnine u stupcu rjeSenja odabire se redak koji ima
necjelobrojno rjesenje. Ukoliko je necjelobrojnih rjeSenja vise, odabire se onaj redak koji ima
najveci koeficijent f;o. Ukoliko postoje dva ili vise redaka s istim koeficijentom f;,, svejedno je
koji ¢e se redak odabrati. (Z. Lukac, L. Nerali¢, 2012.)



Potom se za sve varijable x;; u tom retku izraCunavaju koeficijenti f;; te vrijedi

n
fio = Zfijxj
j=1

odnosno ako se sve prebaci na lijevu stranu

n
fio= D fy% <0
j=1

Nejednadzba se pretvara u jednadzbu dodavanjem pomocne varijable s, gdje je t broj koraka

dodavanja nove varijable. Sada jednadZba ima oblik

n
fio _Zfijxj + s = 0.
j=1

fio Se prebacuje na desnu stranu:

n
=Y fy% + 5= ~fo
j=1
(D. Barkovi¢, 2001.)

Vidljivo je u algoritmu da se koraci 2 i 3 mogu ponavljati vise puta. Ako se problem ne
rijesi nakon dodavanja prvog odsjecka, postupak se izvodi iznova. Ne briSe se prethodno dodani
odsjecak, nego se samo jo§ nadodaje novi. J. Petri¢, Z. Kojié¢ i L. Sarenac (1978.) govore da se
svaki korak dodavanja nove pomo¢ne varijable s; bazira na osnovi prethodnog, tako da se vec

postojecim ogranicenjima doda novo linearno ogranicenje, odnosno odsjecak.

Radi lakSeg razumijevanja metode, slijedi primjer u kojemu treba izracunati funkciju cilja
maxz = 12x; + 9x;,
uz ogranicenja
4x; + 3x, <16
2x1 +7x, <19
X1 —Xx3 =3

X1, X2 =0, x,x, € Z.



U prvom koraku potrebno je pretvoriti nejednadzbe u jednadzbe dodavanjem pomocnih varijabli
i problem zapisati u kanonskom obliku:
maxz = 12x; + 9x, + 0y; + 0y, + Oy3
4x1 +3x, +y; = 16
2x1 +7x; +y, =19
—X1 +x, +y3 =3

X1,%2,Y1,Y2,¥3 2 0, X1,X2,Y1, Y2, Y3 € L.
U drugom koraku izraduje se simpleks matrica prema kanonskom problemu.

Tablica 3.1. RjeSenje relaksiranog problema

X5 X X ¥ Y Y3 b
¥ 4 3 1 0 0 16
b 2 7 0 1 0 19
b€ -1 1 0 0 1 3
G -12 -9 0 0 0 0
¥ 0 7 1 0 4 4
b 0 9 0 1 2 13
% 1 -1 0 0 -1 3
G 0 21 0 0 12 36
X 0 1 1/7 0 4/7 4/7
b 0 0 -9/7 1 -22/7 55/7
% 1 0 1/7 0 -3/7 25/7
G 0 0 3 0 0 48

Izvor: izrada autora rada

U tablici su pivot elementi oznaceni narancasto radi lakSeg shvacanja simpleks postupka. Prvi
korak gore spomenutog algoritma, odnosno rjeSenje relaksiranog problema iznosi 48. Drugi
korak algoritma predstavlja provjeru rjeSenja: funkcija cilja jest cjelobrojna, ali varijable nisu,

stoga je potrebno primijeniti tre¢i korak i generirati odsijecaju¢u ravninu. Budu¢i da vrijedi

4 . 6 . . . . .
fio = fao = i fa0 = -, za generiranje ravnine odabire se drugi redak.



Koeficijente f;; moguce je racunati i na jednostavniji nacin, prema sljede¢em pravilu:

a) za pozitivne brojeve:

x mod y

Neka je § pozitivan broj. Tada vrijedi f( ) = , npr. za razlomak % vrijedi

x

y

27 27 mod 5 2 ve - x X .. v .. . X\ _x

f (?) =— = Ako vrijedi 0 < " < 1, tada f (;) nije potrebno racunati, jer je f (}—1) =7

b) za negativne brojeve:

_ y—(x mod y)

.. 20 e -
. , npr. za primjer — == vrijedi

Neka je -3 negativan broj. Tada vrijedi f (— ;)

f( 20)_7—(20m0d 7 _7-6 1
7) " 7 -7 T

6

Tako za drugi redak vrijedi f,3 = ; | fo5 = > tenova linearna jednadzba glasi:

5 6 6
o TEYsE S = oy

Novo formirana jednadzba uvrstava se u simpleks tablicu:

Tablica 3.2. Simpleks postupak nakon dodane prve odsijecajuce ravnine

Xs X X ¥ e Y3 S1 bi
X 0 1 1/7 0 4/7 0 4/7
Y 0 0 -9/7 1 -22/7 0 55/7
% 1 0 1/7 0 -3/7 0 25/7
51 0 0 -5/7 0 -6/7 1 -6/7
G 0 0 3 0 0 0 48
X 0 1 -1/3 0 0 2/3 0
Y 0 0 4/3 1 0 -11/3 11
% 1 0 1/2 0 0 -1/2 4
Y3 0 0 5/6 0 1 -7/6 1
G 0 0 3 0 0 0 48

Izvor: izrada autora rada



Ponovno se provodi provjera rjesenja. Sve varijable su cjelobrojne te je rjesenje ovoga problema
optimalno. Rjesenje iznosi 48, bazi¢ne varijable iznose x; = 4,x, = 0,y, = 11iy; =1, dok su
nebazi¢ne varijable uvijek 0, odnosno y; = s; = 0. Ispravnost postupka moze se provijeriti
uvrStavanjem varijabli u pocetne jednadZzbe kanonskog problema:
maxz = 12x; + 9x, + Ox3 +0x, =12-4+9-0 = 48
4x, +3%,+y, =4-44+3-0+0=16
2x1+7x, +y, =2-44+7-0+11=19
—X1+x,+y3=—4+0+1=-3

Kako funkcija cilja i svi uvjeti odgovaraju rezultatima simpleks postupka, zakljucuje se da je

postupak uspjesno proveden. Ti rezultati mogu se prikazati i graficki:

Slika 3.1. Poc¢etna ogranicenja problema

Izvor: izrada autora rada, graf izraden na stranici Desmos, www.desmos.com

Graf prikazuje pocetna linearna ograni¢enja, bez odsijecajuce ravnine. Ograni¢enje 4x; + 3x, <
16 prikazano je naranc¢astom bojom, plava boja prikazuje nejednadzbu 2x; + 7x, < 19, dok je
X1 — X, = 3 prikazano zelenom bojom. Jedina mogucéa cjelobrojna rjeSenja nalaze se na presjeku
domena nejednadzbi, a to su (3,0) i (4,0).


https://www.desmos.com/calculator

JednadZba odsijecajuce ravnine glasi —; y1— §y3 +s = —g, odnosno s; = ; y1+ gyg - g. Iz
prve i trece jednadzbe ogranicenja kanonskog oblika problema varijable y; i y; mogu se izraziti
pomocu x; 1 x,, te se dobije da vrijedi y; = —4x; —3x, + 16 i y3 = x; —x, — 3. Ti izrazi
uvrste se u jednadzbu za s; i dobije se jednadzba s; = —2x; — 3x, + 8. Kako mora biti s; > 0,

na graf sa slike 3.1. dodaje se nejednadzba —2x; — 3x, + 8 = 0.

Slika 3.2. Dodan odsjecak

Izvor: izrada autora rada, graf izraden na stranici Desmos, www.desmos.com

Odsijecajuca ravnina s; prikazana je crvenom bojom. Vidljivo je da su oba moguéa cjelobrojna
rjeSenja i dalje unutar skupa rjeSenja, odnosno nije odsjeceno niti jedno cjelobrojno rjesenje,

upravo kako govore Lukac i Nerali¢.

Prethodno je prikazana primjena metode na jednostavnom primjeru, u kojem se veé
nakon dodavanja prvog odsjecka dobije rjeSenje. U nastavku je prikazan primjer u kojem e biti

potrebno dodati vise od jedne odsijecajuée ravnine:

10


https://www.desmos.com/calculator

max z = 25x; + 18x, + 0y; + 0y, + Oy;3

9X1 + 13X2 + Y1 = 32
17x1 — 7x, + y, = 45

—4X1 + SXZ + y3 = —-10

X1,X,Y1,Y2,¥Y3 2 0, X1,X2,Y1,¥2, Y3 €L

Problem je ve¢ zapisan u kanonskom obliku te se izraduje simpleks matrica. Budu¢i da su koraci

rjeSavanja vec¢ objasnjeni, bit ¢e prikazane samo pocetna i zavrSna tablica u svakom koraku.

Tablica 3.3. Relaksirani problem

iR X X2 T Ts Y3 b;

T a 13 1 ] ] 32

Ta 17 -7 ] 1 ] 45

T3 -4 3 ] ] 1 -10

G -25 -18 0 0 0 0

T 0 0 1 -79523 -284/23 21/23

X 0 1 0 4/23 17/23 10/23

X 1 0 0 3/23 7/23 65/23

G 0 0 0 147/23  481/23 | 1803/23

Izvor: izrada autora rada
Tablica 3.4. Dodan prvi odsjecak

Xy X o T T 51 bj
T ] ] 1 -79,/23 -284/23 ] 21/23
X2 ] 1 ] 4,23 17/23 ] 10/23
Xy 1 0 0 3/23 7/23 0 65,23
51 ] ] ] -13/23 -15/23 1 -21/23
G 0 0 0 147/23 48123 0 1805/23
el 0 0 1 0 109/13 79713 | 84/13
o 0 1 0 0 7/13 4/13 2/13
X 1 0 0 0 2/13 3/13 34/13
Ta ] ] ] 1 15/13 -23/13 21/13
G 0 0 0 0 176/13 147713 | 886/13

Izvor: izrada autora rada

11




U tablici 3.3. jednadzba odsijecaju¢e ravnine generirana je pomocu prvog retka te je dodan

odsjecak —%yl — % Y, +51 = —%. Kako prikazuje tablica 3.4., ovdje se cjelobrojno rjesenje

nije postiglo s prvim odsjeckom te je potrebno dodati jos jedan. Iz tablice 3.4. odabire se drugi ili

etvrti redak, dobija se ista jednadzba koja glasi — =y; — =s; + 5, = ——.
Tablica 3.5. Dodan drugi odsjec¢ak
Xp X X Y Y Y3 S 52 b;
¥ 0 0 1 0 109713 -79/13 0 84/13
X 0 1 0 0 7/13 4/13 0 2/13
X 1 0 0 0 2/13 3/13 0 34/13
Y 0 0 0 1 1513 -23/13 0 21/13
S2 0 0 0 0 -2/13 -3/13 1 -8/13
G 0 0 0 0 176/13  147/13 0 886,13
v | o o | 1 o 133 0 79/3 | 68/3

X 0 1 0 0 1/3 0 4/3 2/3
X 1 0 0 0 0 0 1 2

Ys 0 0 0 1 7/3 0 -23/3 19/3
Sy 0 0 0 0 2/3 1 -13/3 8/3
G 0 0 0 0 6 0 49 38

Izvor: izrada autora rada

Bitno je napomenuti da se novi odsjeCak dodaje uz vec prethodni, na posljednje rjesenje,
odnosno ne brise se prethodni odsjecak. Kao $to je prikazano u gornjem dijelu tablice 3.5, novi
odsjecak moze se vidjeti desno od stupca s;. Donji dio tablice 3.5. pokazuje da zadatak nema
rjeSenja: u drugom retku u stupcu rjeSenja nalazi se negativna vrijednost koja se ne moze
ponistiti buduéi da su svi koeficijenti varijabli u tom retku pozitivni. Stoga ovaj problem nema

moguceg rjesenja.
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3.2. Metoda grananja i ogradivanja

Metoda grananja i ogradivanja jedna je od tri metode stabla odluCivanja. Metoda
potpunog prebrojavanja i metoda dinamickog programiranja temelje se na prebrojavanju i
razvijene su konkretno za problem trgovackog putnika, gdje se trazenje rjeSenja ve¢inom svodi
na zbrajanje te nije moguce dobiti decimalni iznos. Metoda grananja i ogradivanja takoder se
koristi za rjeSavanje problema trgovackog putnika, ali 1 za rjeSavanje problema cjelobrojnog

programiranja, doduse u izmijenjenom obliku, iako je princip isti. (D. Barkovi¢, 2001.)

Poceci ove metode sezu u 1960-ih godina kada su studenti iz Calcutte Katta G. Murty i
Caroline Carel zapoceli istrazivanje problema putujuceg trgovca te u suradnji s profesorom na
Tehnoloskom institutu u Massachusettsu (MIT) Johnom Littleom 1963. objavili algoritam za
rjeSavanje tog problema. Naziv metodi “grananje i ogradivanje” (eng. “Branch And Bound”) dala
je Dura W. Sweeney, Littleova studentica na MIT-u, koja je i sama spomenuta kao koautor. (K.
G. Murty, 2012.)

Takoder 60-ih godina proslog stolje¢a A. H. Land i A. G. Doig razvijali su ovu metodu za
rjeSavanje problema cjelobrojnog i djelomi¢no cjelobrojnog programiranja. R. J. Dakin je
metodu poboljSao uvodenjem granica, tako da se optimalno rjeSenje traZi na ograni¢enom
rasponu vrijednosti, §to znatno skracuje cijeli proces. Dakin je svoj ¢lanak “A tree-search
algorithm for mixed integer programming problems” objavio u ¢asopisu The Computer Journal
u izdanju za sijeCanj 1965. (R. J. Dakin, 1965.)

Ideja metode je da se, kao 1 kod Gomoryjeve metode, najprije rijesi relaksirani problem, a
potom se s varijablama koje su decimalne, a trebale bi biti cjelobrojne, vr$i grananje i generiraju
dva nova linearna programa koja se smjeStaju u ¢évorove binarnog stabla. Necjelobrojnim se
varijablama zabranjuje da poprime svoju optimalnu necjelobrojnu vrijednost te se generiraju dva
nova linearna programa koji se smjestaju u ¢vorove binarnog stabla, pri ¢emu lijevi ¢vor
predstavlja linearni program u kojem promatrana varijabla moZe poprimiti vrijednost manju ili
jednaku prvom cijelom broju manjem od dobivenog rjeSenja, a desni ¢vor linearni program za
vrijednost vecu ili jednaku prvom ve¢em cijelom broju. Vrijednost pocetnog ¢vora uzima se za

gornju ogradu. (D. Kalpi¢, V. Mornar, 1996.)
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Algoritam metode grananja i ogradivanja (Z. Lukac, L. Nerali¢, 2012., str. 142-143):

1. Pocetak algoritma

Odrediti donju ogradi zp na maksimalnu vrijednost funkcije cilja problema
cjelobrojnog programiranja, tako da se npr. odredi neko moguce rjesenje X i izracuna
vrijednost funkcije cilja z(x) te se stavi zp = z(x). Ako se ne raspolaze s mogucim

rjeSenjem, moze se uzeti da je zp = —oo.

2. Grananje

Izvrsiti separaciju jednog od preostalih podskupova skupa mogucih rjesenja na dva ili
viSe novih podskupova. Na samomo pocetku treba izvrsiti separaciju cijelog skupa
mogucih rjesenja. Npr., separacija se mozZe provesti tako da jedan dio bude onaj
podskup za koji vrijedi x;, < c, a drugi onaj za koji vrijedi x;, >c+ 1, za neku

varijablu k i neku cjelobrojnu konstantu c.

3. Izra¢unavanje ograda
Za svaki novi podskup izracunati gornju ogradu z; na maksimalnu vrijednost funkcije

cilja na tom podskupu.

4. Iskljucivanje
Neki podskup moze se iskljuciti iz daljnjeg razmatranja ako:
I.  vrijedizg < zp
Il.  podskup nema moguceg rjesenja
1. nadeno je najbolje moguce cjelobrojno rjesenje na tom podskupu, s vrijednoscu
funkcije cilja zp'. U ovom slucaju, ako je zp > zp, Staviti zp = zpr, sacuvati to

rjesenje i primijeniti test I. na sve preostale podskupove.

5. Zavrsetak algoritma
Ako su svi podskupovi iskljuceni, zaustaviti se. Tada je sacuvano tekuce rjesenje

optimalno. U protivnom, i¢i na drugi korak.
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U slucaju vise decimalnih varijabli, potrebno je odrediti prioritete, odnosno prema kojoj
¢e se varijabli prvo obaviti grananje. D. Kalpi¢ i V. Mornar (1996.) navode tri kriterija. Prvi
nacin je poredati varijable po uces¢u u funkciji cilja, odnosno prvo se grananje obavlja prema
varijablama s najve¢im uceS¢em u funkciji cilja. Kod binarnog programiranja ova metoda nije
uvijek primjenjiva jer binarne varijable ne moraju biti izravno prisutne u funkciji cilja. Drugi
nacin je poredati varijable po udaljenosti od cjelobrojnosti, odnosno od najblizeg cijelog broja.
Prvo se donosi odluka o varijablama koje su najdalje od cjelobrojnosti. Tre¢i nacin je
kombinacija dva ve¢ spomenuta nacina, odnosno umnozak koeficijenta u funkciji cilja i

udaljenosti od cjelobrojnosti. Najefikasnije je ipak odrediti hijerarhijsko znacenje varijabli.

U nastavku se daje prikaz metode na primjeru. Potrebno je pronaci funkciju cilja
max z = 3x; + 5x,
uz ogranicenja
2x; + 3x, < 15
X1 —2x, =22 — —x;+2x;, < -2

x1,%x3 =0, X1,%Xy € Z.

U prvom koraku problem se zapisuje u kanonskom obliku:
max z = 3x; + 5x, + 0y; + 0y,
2x1 +3x; +y; =15
—xX1+2x, +y, = =2

Xllleyl»J’ZZO: xlIXZ'yllyZEZ'

te se prema ograni¢enjima izraduje simpleks tablica.

Tablica 3.6. Pocetna simpleks tablica

Xg X X T Y3 b
Y 2 3 1 0 15
e -1 2 0 1 -2
G -3 -5 0 0 0

Izvor: izrada autora rada
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U daljnjem koraku potrebno je odrediti donju ogradu, odnosno neko proizvoljno rjeSenje koje
zadovoljava sve navedene uvjete. Uzmu li se npr. vrijednosti x; = 0, x, = 0, dobije se da je
zp = z(0,0) = 0, $to ne dozvoljava drugo ogranicenje, jer 0 — 2 - 0 nije veée od 2. Stoga je
potrebno odabrati neke druge vrijednosti, npr. x; = 3, x, = 0. Rjesenje z(3,0) = 9 zadovoljava
oba uvjeta te se moze uzeti zp, = 9. Potom se najprije rjeSava relaksirani problem. Pivot elementi

¢e biti oznaceni na isti nacin kao i kod prethodne metode.

Tablica 3.7. RjeSenje relaksiranog problema

Xg X X T e bi
¥ 2 3 1 0 15
Ys -1 2 0 1 -2
G -3 5 0 0 0
¥ 0 7 1 2 11
% 1 2 0 -1 2
G 0 11 0 -3 6
X 0 1 1/7 2/7 11/7
% 1 0 2/7 -3/7 36,7
G 0 0 11/7 1/7 163/7

Izvor: izrada autora rada

Budu¢i da rjesenja nisu cjelobrojna, prelazi se na postupak grananja. Najprije se odreduje gornja
granica mogucih rjeSenja, ovdje je to g ~ 23.29. Pretpostavka je da varijabla x; ima vise
hijerarhijsko znacenje, pa ¢e se prema njoj napraviti prvo grananje. Varijabla x; ovdje iznosi
% ~ 5.14,5 < 5.14 < 6, dakle skup se dijeli na dva podskupa, jedan za koji vrijedi x; < 5i

drugi za koji vrijedi x; = 6, ¢ime se varijabli x; onemogucava da poprimi svoju optimalnu, ali

decimalnu vrijednost.

Zatim se prema obavljenoj separaciji skicira stablo odlucivanja, koje prikazuje tijek separacije.
Pocetni skup grana se na dva podskupa, te se za svaki podskup dodaje nova (ne)jednadzba 1

provodi postupak kao i za glavni skup S,. Broj unutar kruga predstavlja indeks podskupa.
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Slika 3.2. PocCetno grananje

Izvor: izrada autora rada

Potom se radi simpleks matrica za skup S;. Od nejednadzbe x; < 5 dodavanjem nove varijable

y3 radi se jednadzba x; + y3 = 5.

Tablica 3.8. Podskup S;

Xg X Xz el e T3 b;
e 0 1 1/7 2/7 0 11,7
X 1 0 2/7 -3/7 0 36,7
Y3 1 0 0 0 1 5
G 0 0 11,7 1/7 0 163/7
e 0 1 1/7 2/7 0 11,7
X 1 0 2/7 -3/7 0 36,7
Y3 0 0 2/7 3/7 1 17
G 0 0 11,7 1/7 0 163/7
e 0 1 0 1/2 1/2 3/2
X 1 0 0 0 1 5
el 0 0 1 3/2 7,2 1/2
G 0 0 0 5/2 11,2 45,2

Izvor: izrada autora rada

C e . . .45 . e
Kako rjesenje iznosi 5 = 22.5, odnosno unutar zj i z;, rjeSenje je zadovoljavajuée i skup se ne

eliminira. Varijabla x; je poprimila cjelobrojnu vrijednost, ali x, nije i iznosi 1.5, te je sada
prema njoj potrebno napraviti daljnje grananje, odnosno x, < 11 x, = 2. Za gornju granicu na

podskupu S; uzima se 22.5 te se proSiruje stablo grananja:
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Slika 3.3. Grananje iz skupa S;

Izvor: izrada autora rada
Nastavlja se grananje na skupu Sy, najprije se za skup S; dodaje jednadzba x, + y, = 1.

Tablica 3.9. Podskup S5

Xg Xy X T T Y Ys bi
%o 0 1 0 1/2 1/2 0 3/2
% 1 0 0 0 1 0 5
¥ 0 0 1 -3/2 -7/2 0 1/2
Ys 0 1 0 0 0 1 1
G 0 0 0 5/2 11/2 0 45/2
% 0 1 0 1/2 1/2 0 32
% 1 0 0 0 1 0 5
¥ 0 0 1 -3/2 742 0 1/2
Ys 0 0 0 -1/2 -1/2 1 -1/2
G 0 0 0 5/2 11/2 0 45/2
% 0 1 0 0 0 1 1
% 1 0 0 0 1 0 5
¥ 0 0 1 0 -2 -3 2
e 0 0 0 1 1 -2 1
G 0 0 0 0 3 5 20

Izvor: izrada autora rada
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Ovdje je uvjet cjelobrojnosti zadovoljen i kao zp se uzima vrijednost 20. Budu¢i da vrijedi
zZp' > Zp, ova vrijednost se prihvac¢a kao nova donja granica, odnosno sada vrijedi z, = 20 te se
S3 (slucaj III) na stablu odluc¢ivanja eliminira.

z, = 23.29
=20

Zp

xy =6

Xy =25
X, =
z=20

Slika 3.4. Eliminiran podskup S3

Izvor: izrada autora rada

Sada se rjesava i podskup S,. Nejednadzba x, = 2 se pretvara u jednadzbu x, — y, = 2, §to

nakon mnozenja S —1 izgleda —x; + y, = —2.

Tablica 3.10. Podskup S,

Xg Xy X Y Y Y3 Ys bi
X 0 1 0 1/2 1/2 0 32
Xy 1 0 0 0 1 0 5
Y 0 1 -3/2 772 0 1/2
Ys 0 -1 0 0 0 1 -2
= 0 0 0 5/2 11/2 0 45/2
X 0 1 0 1/2 1/2 0 32
Xy 1 0 0 0 1 0 5
Y 0 0 1 -3/2 772 0 1/2
Ys 0 0 0 1/2 1/2 1 -1/2
= 0 0 0 5/2 11/2 0 45/2

Izvor: izrada autora rada
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Ovaj podskup nema rjesenja, $to se vidi iz Cetvrtog retka. Takoder se eliminira i S, (slucaj II).

zo = 2329
zp= 20

x, =6

Slika 3.5. Eliminiran podskup S,

Izvor: izrada autora rada

Na lijevoj strani pocetnog grananja svi Su skupovi eliminirani, stoga se prelazi na desnu stranu.
Potrebno je vratiti se na tablicu 3.7. i dodati novo ograni¢enje x; = 6, odnosno jednadzbu

—Xq + V3 = —6.

Tablica 3.11. Podskup S,

Xp X Xz el be! T3 b;
Xz 0 1 1/7 2/7 0 11,7
X 0 2/7 37 0 36,7
Y3 1 0 0 0 1 -6
G 0 0 11,7 1/7 0 163/7
Xz 0 1 1/7 2/7 0 11,7
X 1 0 2/7 37 0 36,7
Y3 0 0 2/7 -3/7 1 -6/7
G 0 0 11,7 1/7 0 163/7
Xz 0 1 1/3 0 2/3 1
X 1 0 0 0 1 6
el 0 0 -2/3 1 7/3 2
G 0 0 5/3 0 1/3 23

Izvor: izrada autora rada
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Za novu donju granicu uzima se 23, buduci da je veéa od trenutne z,. Potom se eliminirai S,:

z, = 23.29

xy =6
X, =1
z=23

Slika 3.6. Zavrsen postupak

Izvor: izrada autora rada

Budu¢i da su svi skupovi eliminirani, postupak je gotov. Optimalno rjesenje jednako je iznosu
trenutne donje granice, $to iznosi 23. Varijable iznose x; = 6 i x, = 1, dok pomo¢na varijabla

y; iznosi 2. Nebazi¢ne varijable y, i y3 imaju vrijednost 0.

21



4. Problem fiksnih troSkova

Fiksni troSkovi nastaju nakon Sto varijabla poprimi vrijednosti razlicite od nule. Kada

varijabla poprimi vrijednost 0, nestaju i fiksni troskovi. (D. Barkovi¢, 2001.)

Neka je j aktivnost koja ima svoje fiksne troskove po jedinici k; i varijabilne troSkove po
jedinici ¢, a x; je razina na kojoj operira aktivnost j. §; je varijabla ¢ija vrijednost iznosi 1 ako
se proizvod proizvodi, odnosno 0 ako se proizvod ne proizvodi. Funkcija troskova moze se
izraziti u obliku

B (%) = 6% +1;
uz ogranicenje
x(1-6)=0 & =0ilil
Ako je x; > 0, tada mora biti §; = 1, te funkcija ima oblik
(%) =gx +k.

Ako je x; = 0, tada vrijedi §; = 0 ili 1. Budu¢i da su troSkovi manji za §

; = 0, a funkcija ; (x;)

se zeli minimizirati, tada vrijedi
By (%) =0
Stoga se ukupan troSak za aktivnost j moZe izraziti u obliku:

_ (g% tk zax >0,
hj(xj)_{ 0 za x; = 0.

Funkcija cilja predstavlja sumu funkcija troskova, moze se izraziti kao

n n
z=) (g% +k5) = ) hx
j=1 j=1

uz ogranicenja

n
Z al'jx]' = 4o, i = 1,2, e, m

j=1
X; >0, j=12,..,n
Oakojexj =0,
J _{1akojexj > 0.

(Z. Lukac, L. Nerali¢, 2012.; D. Barkovi¢, 2001.)
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U nastavku je prikazan primjer problema fiksnih troskova na tvornici cokoladnih
proizvoda, rijeSen metodom grananja i ogradivanja. U tvornici se proizvode bombonijere i
Cokolade na Cetiri proizvodna stroja, s kapacitetima pojedinih strojeva od 200, 400, 150 i 250
jedinica proizvoda. Dohodak po jedinici proizvoda za bombonijeru iznosi 700, a za ¢okoladu 500
kn. UKkupni mjese¢ni fiksni troskovi proizvodnog pogona iznose 20000 kn, dok su troskovi
proizvodnje bombonijere 6000 kn, a proizvodnje ¢okolade 4500 kn. Potrebno je pronaéi program
proizvodnje koji ostvaruje maksimalnu dobit. Elementi za konstrukciju modela prikazani su u

sljedecoj tablici.

Tablica 4.1. Program proizvodnje: P1=bombonijera, P2=Cokolada

K Pl P2
s1 200 2 1
s2 400 1
s3 150 3 0
sS4 250 2 2
Dohodak po / 700 500
jedinici
B“Tf?“ﬁ@“i 20000 | 6000 4500
oskovi

Izvor: izrada autora rada

Budu¢i da postoje mjesecni fiksni troskovi u iznosu od 20000 kn, vrijednost tih troskova
oduzima se od funkcije cilja:
max z = —20000 + (700x; — 60006;) + (500x, — 45003;).

Takoder moraju vrijediti uvjeti

2x1 + x5 +y; = 200,

x1 + 3x; +y, =400,

3x; + y3 = 150,
2x1 + 2x, + y, = 250.
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g; Je varijabla koja je najmanje toliko velika koliko je najveca vrijednost od x;, no buduci da se
te najvece vrijednosti Cesto ne znaju, za g; se odabiru konstante koje su se u ispitivanju pokazale
dovoljno velike. Barkovi¢ (2001.) je odabrao konstante 200 i 100 te ¢e one biti koriStene 1 u
ovom primjeru.
Buduc¢i da vrijedi x; — g;6; < 0, dobivaju se jos dva nova ograniCenja:

x1 —2008; +y, =0

x, — 1006, +yp =0

Takoder se na sve varijable x i y primjenjuju svojstva cjelobrojnosti i nenegativnosti:

xlleJy1!y21y3)y4;yA;yB 2 O,E Z
611 62 € {0'1}

Nakon $to su svi uvjeti postavljeni, izraduje se simpleks matrica, te se rjeSava relaksirani

problem, iz kojeg e se postaviti gornja granica.

Tablica 4.2. Poc¢etna tablica

X1 Xs 81 82 ¥y Y; Y3 Y, Yy e bi
e 2 1 0 0 1 0 0 0 0 0 200
Y; 1 3 0 0 0 1 0 0 0 0 400
Ys 3 0 0 0 0 0 1 0 0 0 150
¥s 2 2 0 0 0 0 0 1 0 0 250
A 1 0 -200 0 0 0 0 0 1 0 0
g 0 1 0 -100 0 0 0 0 0 1 0
@ 2700 500 6000 4500 0 0 0 0 0 0 -20000
Izvor: izrada autora rada
Tablica 4.3. RjeSenje relaksiranog problema

X X3 81 82 Y s Ys Yy Yy g bi
e 0 0 0 0 1 0 -1/3 12 0 0 25
Y 0 0 0 0 0 1 2/3 32 0 0 125
81 0 0 1 0 0 0 1/600 0 -1/200 0 1/4
82 0 0 0 1 0 0 -1/300  1/200 0 -1/100 3/4
Xy 1 0 0 0 0 0 1/3 0 1 0 50
Xs 0 1 0 0 0 0 -1/3 1/2 0 0 75
G 0 0 0 0 0 0 215/3 4552 30 45 47625

Izvor: izrada autora rada
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Za donju granicu moze Se staviti 0, dok je gornja granica 47625. Za §; i §, dobiveni su

necjelobrojni iznosi, stoga po njima treba napraviti grananje. Neka se grananje zapoc¢ne S d;, ¢ija
vrijednost iznosi i 0.25. Klasi¢no grananje bi i§lo na < i > za prvi manji i prvi veéi cijeli broj,
no buduéi da varijable § mogu poprimiti vrijednosti samo O ili 1, grananje se oznacava kao

&, = 0 na lijevoj strani i §; = 1 na desnoj.

Slika 4.1. Pocetno grananje

Izvor: izrada autora rada

Tablica 4.4. Podskup S;

% X o o T, 1, e Y, Y Y &l by

Y 0 0 0 0 1 0 1/3 /2 0 0 0 25

s 0 0 0 0 0 1 2/3 -3/2 0 0 0 125

8 0 0 1 0 0 0 1/600 0 -1/200 0 0 1/4

5 0 0 0 1 0 0 4/300 17200 0 1/100 0 3/4

X 1 0 0 0 0 0 1/3 0 1 0 0 50

X 0 1 0 0 0 0 1/3 1/2 0 0 0 75

& 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0

G 0 0 0 0 0 0 215/3 4552 30 45 0 47625
Ty [ o o o o |1 o T 12 4 1 R 200 | 75

s 0 0 0 0 0 1 0 3/2 2 0 400 25

8 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0

5 0 0 0 1 0 0 0 1200 -1/100  -1/100 2 5/4

X 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 200 0

X 0 1 0 0 0 0 0 1/2 1 0 -200 125

Y 0 0 0 0 0 0 1 0 3 0 600 150

G 0 0 0 0 0 0 0 455/2 245 45 43000 | 36875

Izvor: izrada autora rada
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lako su &, i 6, konstante, pomoc¢ne varijable su potrebne kako bi se mogle raditi transformacije

nad matricom. Konkretno za podskup S; dodana je jednadzba 6; + 8 = 0, dok ¢e za podskup S,

jednadzba glasiti —8; + § = —1.

Tablica 4.5. Podskup S,

.41 ). 81 82 Ty T2 Ve Y Ya Ye &' by
T 0 0 0 0 1 0 -1/3 -1/2 0 0 0 25
12 0 0 0 0 0 1 2/3 -3/2 0 0 0 125
81 0 0 1 0 0 0 1/600 0 -1/200 0 0 1/4
82 0 0 0 1 0 0 -1/300 1/200 0 1/100 0 3/4
X 1 0 0 0 0 0 1/3 0 -1 0 0 50
X 0 1 0 0 0 0 1/3 1/2 0 0 0 75
&' 0 0 -1 0 0 0 0 0 0 0 1 -1
L I L o S N S R N LS B Ly
T [ T o oo [ 1 o - V- TR A T -
17 0 0 0 0 0 1 2/3 -3/2 0 0 0 125
81 0 0 1 0 0 0 ] 0 0 0 -1 1
82 0 0 0 1 0 0 1/300 17200 0 17100 0 3/4
X 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 200 200
Xz 0 1 0 0 0 0 1/3 1/2 0 0 0 75
Ys 0 0 0 0 0 0 -1/3 0 1 0 -200 150
Tj 0 0 0 0 0 0 245/3 435/2 0 43 6000 43125

Izvor: izrada autora rada

Nakon $to su izracunata oba podskupa, rezultati se prikazuju na stablu odlucivanja:

zp; = 47625
z, =0
§,=0.25
§,=0.75

5,=1

z. = 36875
8, =1.25

z, = 43125
8, =0.75

Slika 4.2. Grananja druge razine

Izvor: izrada autora rada
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Daljnje grananje nastavlja se po varijabli 6,, skup S; dijeli se na podskupove prema d, =11

&, = 2, askup S, na podskupove prema d, =016, = 1.

Tablica 4.6. Podskup S5

X X 8y 5 Yy Ys Y Yy Ya Ya 5 5' by

T 0 0 0 0 1 0 0 1/2 1 0 -200 0 75

T 0 0 0 0 0 1 0 -3/2 2 0 400 0 25

51 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

52 0 0 0 1 0 0 0 1/200  -17100  -1/100 -2 0 5/4

% 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 200 0 0

)0 0 1 0 0 0 0 0 1/2 1 0 200 0 125

Y3 0 0 0 0 0 0 1 0 3 0 -600 0 150

8 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 1

G 0 0 0 0 0 0 0 45572 245 45 43000 0 36875
T 0 o o o |1 e T 0o I 1 400 00 | 100

T 0 0 0 0 0 1 0 0 1 3 -200 -300 100

51 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

B2 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 1

X 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 200 0 0

)0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 100 150

Y3 0 0 0 0 0 0 1 0 -3 0 -600 0 150

Yy 0 0 0 0 0 0 0 1 2 -2 400 -200 50

G 0 0 0 0 0 0 0 0 700 500 134000 45500 | 25500

Izvor: izrada autora rada

Kako varijabla §, moze poprimiti samo vrijednosti 0 i 1, skup S; je nemoguc te se desna strana

grananja zanemaruje i prelazi se na grananje podskupova skupa S,.
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Tablica 4.7. Podskup S5

by

3/4

75
150

100
300

150
150
9000

5'2

e

Ya

Ty

T3

Tz

T

4/300 17200 0 -1/100 0

0

143

45 6000 0

0

0

-100

-300

-1/3

100

143

1

6000 45500

500

700/3 0

0

G2

81

Xz

X1

T

Tz

81

8z

%

X

T

Tz

81

&2

X

Xz

Izvor: izrada autora rada

Tablica 4.8. Podskup S,

by

3/4

75
150

43125

25

75
150

25
42000

8z

T3 Ya Ya i)
-1/2
-3/2

Yz

Ty

0
0

41/3
2/3

/300 1/200 0 -1/100 0

0

12

41/3
1/3

0

0

0

6000

0

12
-3/2

/3

2/3

0

0

12

/3
/3
1/3

200/3

0
1/2
250

0

-100
4500

0

6000

0

0

82

81

Xz

%

Ty

T2

81

82

X

Xz

6'2

T

Tz

81

82

X

Xz

Ye

Izvor: izrada autora rada
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Sada kad su svi podskupovi rijeSeni, dobiva se konacan izgled stabla grananja:

zg; = 47625
zp =0
g, =0.25
g, =075

8,=0 5,=1

z, = 43125
8, =075

z, = 36875
§, =125

z = 25500 (] z=19000 =z= 42000

Slika 4.3. Zavrs$no stablo

Izvor: izrada autora rada

Slijedi interpretacija problema. Varijabla §; oznacava da se proizvodi prvi proizvod, odnosno
bombonijera, dok varijabla §, ozna¢ava da se proizvodi drugi proizvod, tj. Cokolada. U slucaju
da se proizvodi samo Cokolada (skup S3), ostvaruje se profit od 25500 kn. Ako se proizvodi
samo bombonijera (skup Ss), ostvaruje se profit od 9000 kn. Ako se pak proizvode oba
proizvoda (skup Sg), postize se profit od 42000 kn, stoga slijedi zakljucak da je najbolji
proizvodni program onaj u kojem se proizvode i bombonijera i ¢okolada. Iz stupca b; u tablici

4.8. iscitava se da se bombonijera proizvodi u 200 komada, a cokolada u 75 komada.
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5. Problem ranca

Uz pretpostavku da postoji neko spremiste i poveci ?
broj predmeta, odnosno objekata, koje je moguce staviti u hw

spremiste, ali ne stanu svi, potrebno je staviti onoliko da se ﬂ}% m@

popuni kapacitet spremista, ali 1 da vrijednost tih predmeta
: : o Eaad
bude §to je moguce veéa. To spremiSte moze biti bilo Sto, ) >
npr. kamionska prikolica, transportni kontejner, ili S
planinarski ruksak, odnosno ranac, odakle i dolazi naziv
samog problema (eng. Knapsack Problem).
Slika 5.1. Ranac

Izvor: en.wikipedia.org

S. Martello 1 P. Toth (1990.) ovaj problem matematicki definiraju na sljede¢i nacin:
najprije se objekti numeriraju od 1 do n te se uvodi vektor binarnih varijabli x;, j = 1,2, ...,n, za

koje vrijedi sljedece:

X =

{1, ako je predmet odabran,
j

0, ako predmet nije odabran.
Nadalje, neka b predstavlja kapacitet ranca, ¢; je sadaSnja neto vrijednost objekta j, a a; tezinska

vrijednost, odnosno veli¢ina objekta j. Tada se problem formulira kao

uz sljedece ogranicenje

Ukratko, jednostavna definicija ovog problema prema (Z. Lukac, L. Nerali¢, 2012.):
“Problem ranca sastoji se u izboru predmeta kojima ¢e vrijednost biti maksimalna, s time da

njihova ukupna tezina ne premasi b jedinica.”
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Postupak rjesavanja problema ranca prikazan je na primjeru utovara tereta i rijeSen je
metodom grananja i ogradivanja. Radnici na utovaru stavljaju teret na kamionsku prikolicu
ukupne nosivosti 45 tona. Materijali su nejednako zapakirani u blokove razli¢ite mase, i, ovisno
o materijalu, svaki blok ima drugaciju vrijednost. Neto vrijednost i masa pojedinog bloka

prikazani su u sljedecoj tablici:

Tablica 5.1. Opis problema

blok 1 blok2 blok3  blok4  blok5 blok6  blok7
€ 50 20 40 60 &0 40 70
a; 12 9 16 13 g 10 18

Izvor: izrada autora rada

Ako se blokovi zamijene varijablama x;, funkcija cilja poprima sljede¢i oblik:
max z = 50x; + 20x, + 40x3 + 60x4 + 60x5 + 40x¢ + 70x7,
uz ogranicenje
12x; + 9x, + 16x3 + 13x4 + 8x5 + 10x, + 18x; < 45
x, € {0,1}, n=12..,7.

U tablici 4.1. redak ¢ predstavlja sadasnju neto vrijednost bloka u tisu¢ama kuna, dok g
predstavlja masu bloka u tonama. Masa svih blokova ukupno iznosi 86 tona, §to uvelike prelazi
dozvoljenu nosivost prikolice, iz ¢ega je vidljivo da ne mogu svi blokovi stati na prikolicu. Zbog
toga je potrebno odabrati blokove koji ¢e se utovariti. Najprije je potrebno izracunati koeficijente

vaznosti ¢; /a; za svaki blok.

Tablica 5.2. Tezinski koeficijenti

| blok1 blok2 blok3 blok4 blok3 blok6  blok?7
6ia;|  4.17 222 25 162 75 4 3.89

Izvor: izrada autora rada

Potom se problem rjeSava po metodi grananja i ogradivanja, odnosno izraduje se stablo
odlucivanja. Odabire se varijabla (u ovom slucaju blok) koja ima najveci koeficijent vaznosti, $to

je u ovom slucaju blok br. 5, te se po varijabli x5 radi poCetno grananje.
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Tablica 5.3. Varijable poredane po vaznosti

blok 5 blok 4 blok 1 blok 6 blok 7 blok 3 blok 2
Xy X Xs X X3
462 417 4 3.89 25 2.22

Var.

[
[
=
[

C;/a;

Izvor: izrada autora rada

Slika 5.2. Pocetno grananje

Izvor: izrada autora rada

Standardno grananje odvija se s operatorima usporedivanja < i =. Budu¢i da ovdje varijable x;
mogu poprimiti samo vrijednosti 0 ili 1, koristi se znak jednakosti. Kako se ne bi isprobavale sve
moguée kombinacije, kojih ima 2™, odnosno u ovom slu¢aju 27 = 128, pravilo nalaze da se
prema redoslijedu vaznosti u ranac stavljaju objekti dok se ne prede ograniCenje, a potom se za
prvu varijablu x;, koja ne stane u ranac uzme razlika ograni¢enja i trenutne popunjenosti ranca
proporcionalna tezinskoj vrijednosti varijable x;. Tako se za funkciju cilja dobije rjeSenje koje
nije kona¢no 1 moze biti necjelobrojno. Uvjet za konacno rjeSenje je da je iznos rjeSenja djeljiv s
najve¢om zajednickom mjerom svih neto vrijednosti (D. Barkovi¢, 2001.), §to u ovom slucaju
iznosi 10. RjeSenje je najveci cijeli broj manji od prvog dobivenog rjeSenja koji zadovoljava taj

uvjet.
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Slika 5.3. Stablo odlu¢ivanja s predenom granicom

Izvor: izrada autora rada

Kao $to je vidljivo, nakon dodavanja varijable x; premasuje se granica b, Stoga x; ne moze u
cijelosti uéi u ranac. Varijable koje ulaze u potpunosti su xs, x4, X1 i Xg, njihove tezinske

vrijednosti zbrojeno iznose 43, $to je za 2 manje od dozvoljene granice. Prema gore navedenom

. v .. 2 1 .- .. e - .
pravilu, u ranac se moze staviti 575 varijable x,, te funkcija cilja iznosi

1
max z =60+60+50+40+§-70 = 217.77.

Kako rjeSenje mora biti djeljivo s 10, najveci cijeli broj koji to zadovoljava je 210. Budu¢i da
viSe nema varijable koja se u cijelosti moZe staviti u ranac, odnosno koja ima tezinsku vrijednost
manju ili jednaku 2, provjerava se funkcija cilja za ve¢ ubacene varijable, koja iznosi 210. Stoga
je konacéno rjeSenje x; = x4 = x5 = xg = 11 x, = x3 = x; = 0, §to se u ovom primjeru moze
interpretirati da ¢e na prikolicu biti utovareni blokovi br. 1, 4, 5 1 6, dok za blokove br. 2,317 na
prikolici nema mjesta. Na prikolicu ¢e biti utovaren teret od 43 tone, a vrijednost tereta iznosi
210 000 kn.
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6. Problem optimalne investicijske odluke

Poslovanje odredenih poduzeéa svodi se na
investiranje u projekte te ulaganje u provedbu tih
projekata. Nakon zavrSetka prethodno prihvacenog
projekta potrebno je investirati u nove projekte, S$to
nerijetko bude 1 viSe projekata istovremeno. Kako
ponuda za projekte ima viSe nego S§to pojedina tvrtka
moze prihvatiti u tom trenutku, potrebno je odabrati

one projekte koji su profitabilniji.

Problemi financijskog investiranja rjesavaju se
budzetiranjem kapitala, S$to je stalna prakti¢na
djelatnost posrednickih financijskih tvrtki. S. Orsag
(2002.) budzetiranje kapitala definira kao postupak
donosenja odluka o dugoro¢nim investicijama u realnu
poslovnu imovinu poduzeca. Orsag cjelokupan
postupak budZetiranja kapitala dijeli na Sest koraka:

1. pronalaZenje investicijskih oportuniteta,

prikupljanje podataka,

odredivanje budZeta kapitala,

vrednovanje i donoSenje odluke,

© o~ w N

analiza izvodenja 1 prilagodavanja.

A4 |

Slika 6.1. Razmisljanje o ulaganju

Izvor: ITLever™, www.itlever.com

odredivanje novcéanih tokova investicijskih oportuniteta,

Problem optimalne investicijske odluke u pogledu linearnog programiranja odnosi se na korake

3-5, dok su ostali koraci ekonomske prirode.

Uz pretpostavku da su projekti nezavisni, odnosno svaki projekt je zaseban te nema

utjecaja na neki drugi projekt ili mu nije preduvjet, problem optimalne investicijske odluke

odnosi se na izbor projekata za koje ¢e sadasnja neto vrijednost biti maksimalna, uz ograni¢ena

raspoloziva sredstva kroz godine izvodenja projekta. (Z. Luka¢, L. Nerali¢, 2012.)
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Potrebno je uvesti sljedece oznake:
G — sadasnja neto vrijednost projekta j, j = 1,2,...,n

a;
b; — sadaSnja vrijednost gornje ograde na budzet za godinu/razdoblje i, i = 1,2, ...,m
n — broj projekata
x; — cjelobrojna varijabla j = 1,2, ..., n za koju vrijedi

1, ako je projekt j prihvac¢en
5= {O, ako projekt j nije prihvacen

Problem se moze forumlirati kao
uz ogranicenja

Oijsl, X;

— sadasnja vrijednost troSkova projekta j u godini/razdobljui, i = 1,2,...,m, j = 1,2, ...

U nastavku je prikazan primjer problema izbora optimalne investicije rijeSen metodom

odsijecajucih ravnina. Gradevinska tvrtka dobila je ponude za izvodenje Cetiri razli¢ita projekta,

od kojih bi izvedba svakoga trajala tri godine. Tvrtka nije u mogucnosti prihvatiti sva Cetiri

projekta, jer ima ograni¢en godi$nji budZet koji smije potrositi na ulaganje u izgradnju.

Slika 6.2. Gradevinski projekti

Izvor: Buildforia, www.buildforia.com.au
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Godisnji troskovi projekata kroz nisu uvijek isti, kako zbog teCajne razlike, tako i zbog razliCite
prirode ulaganja: u prvoj godini potrebno je obaviti otkup trziSta i pribaviti sve potrebne
gradevinske dozvole, u drugoj godini najviSe se orijentira na samu izgradnju, dok je u treéoj
godini potrebno dovrsiti gradnju te urediti eksterijer i interijer. Projekti se nalaze u sljedecoj

tablici, svi iznosi su u milijunima kuna.

Tablica 6.1. Pocetni troskovi projekta

Stambena Sportska Autobusni Benzinska | Raspolozivi
zgrada dvorana  kolodvor crpka iznos

Godina 1 10 8 9 8 28
Godina 2 9 10 7 8 26
Godina 3 7 12 8 11 30
Vrijednost

rueenes 42 32 39 a4

projekta

Izvor: izrada autora rada

Oznace li se projekti varijablama x; gdje j predstavlja broj projekta, dobije se funkcija cilja

Uz ogranicenja

maxz = 42X1 + 32X2 + 39X3 + 44‘X4

1OX1 + 8x2 + 9X3 + 8x4 <28
9x1 + 10.X'2 + 7X'3 + 8x4 <26
7X1 + 12X2 + SX3 + 11X4 <30

0<x <1, x€Z j=1234

Tablica 6.2. Pocetni izgled simpleks matrice

X3 b #1

=
-
o
=
b

&
-3
]

8
8
11

o lae o o o o o
(=10 =T = = =R = =
olac o oo O = o O
oo o o = o O O
[T = R e L= = I == R = |

L= = .~ T =Ry = R - R, = |

Izvor: izrada autora rada
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Tablica 6.3. Prvo rjeSenje

Xg .61 Xz X3 X ¥y ¥z ¥3 Yy Yz Ye Y7 by
o 0 1 0 0 1/8 0 0 574 0 /8 1 1/8
Y, 0 0 0 0 574 1 0 72 0 17/4 2 34
T; 0 0 a a -3/2 0 1 8 0 11/2 1 5/2
X 1 0 a a 0 0 0 1 0 0 0 1
Ys 0 0 0 0 -1/8 0 0 5/4 1 g/8 1 7/8
X3 0 0 1 a 0 0 0 0 0 1 0 1
X 0 0 a 1 0 0 0 0 0 0 1 1
C__i 0 0 a a 4 0 0 2 0 3 12 129

Izvor: izrada autora rada

Iz tablice je vidljivo da je rjeSenje cjelobrojno i iznosi 129, no neke varijable su decimalne.
Interpretacijom rjesenja dolazi se do zakljucka da se projekti 1, 3 i 4 izvode u potpunosti, dok ¢e
se od projekta 2 izvesti samo osmina, odnosno izvest ¢e se 12,5% projekta 2. Kako je takvo
rjeSenje neprihvatljivo, potrebno je pronaéi drugo rjeSenje, u kojem ¢e sve varijable biti

cjelobrojne.

Kako je objaSnjeno u poglavlju metode cjelobrojnih formi, trazi se redak pomocu kojeg ¢e se
generirati odsijecajuc¢a ravnina. Kako vrijedi max(fio, f20, 30, f50) = f50 = % formira se nova

odsijecajuca ravnina ¢ija jednadzba glasi
7 1 1 7
—gl1T V2T gYets1i= —g

te se uvrStava u simpleks matricu i dalje rjeSava.

Tablica 6.4. Novi pocetni izgled simpleks matrice

Xe Y ¥a X3 X Ty T2 Y3 Ya Ys Te Y7 51 bi
Xz 0 1 0 0 1/8 0 0 574 0 -9/8 1 0 1/8
¥ 0 0 0 0 5/4 1 0 742 0 17/4 2 0 3/4
T3 0 0 0 0 -3/2 0 1 2 0 1172 1 0 5/2
X1 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1
s 0 0 0 0 -1/8 0 0 5/4 1 0,8 1 0 7/8
X3 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1
p.11 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 1
5t 0 0 0 0 -7/8 0 0 /4 0 -1/8 0 1 -7/8
C_j 0 0 0 0 4 0 0 2 0 3 12 0 129

Izvor: izrada autora rada
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Tablica 6.5. Novo rjeSenje

Xg .61 X X3 X Ty Tz T3 Ys Yz Te Y7 51 b;
Xa 0 1 0 0 0 0 0 -9/7 0 -8/7 -1 1/7 u}
Ta 0 0 0 0 0 1 0 27/7 0 31/7 2 -10/7 2
Ta 0 0 0 0 0 0 1 59/7 0 40/7 1 -12/7 4
X1 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 i} 1
Tz 0 0 0 0 0 0 0 977 1 8/7 1 -147 1
X3 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1
X 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 1
Ty 0 0 0 0 1 0 0 247 0 1/7 0 -8/7 1
G 0 0 0 0 0 0 0 6,7 0 17/7 12 32/7 125

Izvor: izrada autora rada

Ovoga puta sve varijable su cjelobrojne te je postignuto optimalno rjeSenje. Varijable koje
oznacavaju projekte iznose x; =x3 =x, =11 x, =0, §to znaci da tvrtka treba prihvatiti
poslove izgradnje stambene zgrade, autobusnog kolodvora i benzinske crpke, dok se projekt
izgradnje sportske dvorane nece prihvatiti. Kako je iznos rjeSenja u milijunima kuna, tvrtka ¢e od

tri prihvacena projekta uprihoditi 125,000,000.00 kn.
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(. Zakljucak

Cjelobrojno programiranje poseban je oblik matematickog programiranja u kojem se za
varijable postavlja zahtjev da moraju poprimiti cjelobrojne vrijednosti, odnosno zahtjev
cjelobrojnosti. Taj zahtjev ne mora biti postavljen na sve varijable, i u tom slu¢aju rije¢ je 0
mjeSovito cjelobrojnom programiranju. Binarno programiranje jedan je poseban oblik

cjelobrojnog programiranja, u kojem varijable mogu poprimiti samo vrijednosti O ili 1.

Prvu metodu za rjeSavanje problema cjelobrojnog programiranja razvio je R. E. Gomory
1958. godine. Ta metoda temeljena je na generiranju odsijecajucih ravnina, pri ¢emu svaka
ravnina smanjuje moguci raspon rjeSenja tako Sto iz skupa mogucih rjeSenja izbaci neka
necjelobrojna. Druga metoda je metoda grananja i ogradivanja, razvijena par godina kasnije i
temeljena na izradi stabla odluivanja. Prema varijablama za koje su dobivene decimalne
vrijednosti vr$i se grananje tako da se varijabla zaokruzi na prvi manji i prvi veéi cijeli broj.
Nema odredenog pravila koja metoda je brza i jednostavnija, jer se kod obje metode rjeSenje

moze posti¢i vrlo brzo, ali se moze i rastegnuti u nekoliko koraka.

Problem fiksnih troSkova govori o troSkovima koji nastaju kad neka varijabla poprimi
iznos veci od nule, taj problem bitan je kod proizvodnog procesa, kako bi se odredio optimalni
program proizvodnje. Problem optimalne investicijske odluke je problem binarnog
programiranja, gdje se donose da-ne odluke, odnosno varijabla moze imati vrijednost 1 ili 0.
Problem ranca takoder spada u probleme binarnog programiranja, odredujemo hoce li se neka
stvar naci u rancu ili ne¢e. Kod tih problema najbitnije je znati u pocetku odrediti funkciju cilja i
ogranicenja, kako bi se mogla napraviti po€etna simpleks matrica. Problem fiksnih troSkova i
problem optimalne investicijske odluke gotovo su identi¢ni u rjeSavanju, oba problema mogu se
rijesiti na obadvije metode. Problem ranca ipak je jednostavnije rijeSiti metodom grananja i
ogradivanja, u protivnom bi se za svaku varijablu x; moralo dodavati ogranicenje x; +y; = 1,
kao S§to se radi kod problema optimalne investicije. Budu¢i da problem ranca ima samo jedno

ogranicenje, metodom stabla odlu¢ivanja moze se rijesiti i bez provodenja simpleks postupka.
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9. Prilog — aplikacija “Zero-One Knapsack”

Zero-One Knapsack aplikacija je koja se bavi rjeSavanjem problema ranca, objasnjenog u
petom poglavlju. Korisnik na po¢etku unosi broj ukupnih varijabli i ograni¢enje ranca, potom za
svaku varijablu pojedinacno unosi neto i tezinsku vrijednost. Aplikacija radi na principu
tezinskih koeficijenata, kako je prikazano u tablici 5.3. (str. 30), odnosno varijable se poredaju
po tezinskim koeficijentima, te se ranac popunjava dok se ne premasi njegov kapacitet.

Vrijednost ranca predstavlja zbroj neto vrijednosti varijabli u rancu.

Slika 9.1. Logo aplikacije

Izvor: izrada autora rada na stranici lconsFlow

9.1. Instalacija aplikacije

'IEI Za pocetak instalacije aplikacije potrebno je pokrenuti
_ﬁ'-' instalacijsku datoteku kao na slici 9.2. Postupak
Zero-One instalacije provodi se identicno kao za svaku drugu

Knapsack . .
[nstaller aplikaciju.

Slika 9.2. Instalacijska datoteka

lzvor: izrada autora rada

Nakon zavrSetka instalacije na radnoj povrsini pojavit
¢e se ikona kao na slici 9.3 1 preko te ikone se

pokrece aplikacija.

Slika 9.3. Ikona za pokretanje aplikacije

Izvor: izrada autora rada
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9.2. KoriStenje aplikacije

Nakon pokretanja aplikacije otvori se forma kao na sljedecoj slici:

o Zero-One Knapsack > = “

Zero-One Knapsack

Slika 9.4. Pocetna forma

Izvor: izrada autora rada

Klikom na gumb Dalje forma se mijenja u oblik prilagoden za unos podataka:

o Zero-One Knapsack > = “

Pomod Odustani

Koliko varijabli zelite unijeti?

Koliki je kapacitet ranca?

Dalje ==

Slika 9.5. Forma za unos podataka

Izvor: izrada autora rada
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U prethodno prikazanoj formi unosi se broj varijabli koliko ¢e se staviti u ranac, te kapacitet
ranca, nakon ¢ega se ponovno odabere gumb Dalje. Potrebno je unijeti cijele brojeve vece od 0,
u suprotnom izbacuje poruke upozorenja: ako se vrijednost ne unese, ispise se poruka “Molimo

unesite ... !”, ako se pak unese vrijednost 0, poruka glasi “... ne moze biti 0!”

Malimo unesite broj varijabli Kapacitet ne moze biti 0!

Slika 9.6. Upozorenja: a) ako se polje ostavi prazno, b) ako se unese vrijednost 0

Izvor: izrada autora rada

Nakon $to se unesu ispravne vrijednosti i odabere gumb Dalje, prelazi se na unos varijabli. 1znad
polja za unos vrijednosti uvijek pise koliko je varijabli ostalo za unijeti. Takoder je potrebno
unijeti pozitivne cijele brojeve, u protivnom aplikacija izbacuje poruke upozorenja identi¢ne

onima kod prethodnog unosa.

Pomaodé

Preostalo za unijeti: 7

Neto vrijednost varijable

Tezinzka vrijednost varijable

Slika 9.7. Unos varijabli
Izvor: izrada autora rada
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Nakon §to se unese i1 posljednja varijabla, aplikacija prikazuje rezultat i varijable koje se nalaze u
rancu, poredane po tezinskom koeficijentu. Klikom na gumb Vrati se na pocetak ponovno se

dolazi na pocetnu formu sa slike 9.4.

Rjesenje:

210

Varijable u rancu: X5 X4 X1 X6

WVratisena

pocetak

Slika 9.8. Prikaz rjesenja

Izvor: izrada autora rada

Kako se moze primijetiti na slikama 9.5. 1 9.7., u gornjem dijelu forme nalaze se opcije Pomoc i
Odustani, koje su dostupne tijekom cijelog procesa unoSenja pocetnih vrijednosti i varijabli.

Klikom na gumb Odustani moguce je prekinuti proces unosenja podataka, te krenuti ispocetka.

Zelite 1i stvarno odustati?

Da Ne

Slika 9.9. Prekid izrac¢una

Izvor: izrada autora rada

Ukoliko korisnik odabere “Da”, aplikacija ga vraca na pocetnu stranicu sa slike 9.4. Pritiskom na

“Ne” vraca se natrag u trenutni proces izracuna.
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Klikom na gumb Pomo¢ prikazuje se stranica s uputama za koristenje aplikacije.

Zero-One Knapsack

Pomoc za korisnike

Nakon £to se otvorl aplikacija, najprije unosite kapacitet ranca i broj
varijabli koliko éete staviti u problem. Nakon toga za svaku od tih
varijabli unoesite njezinu neto 1 tefinsku vrijednost. Na kraju aplikacija
1zraéunava koje varijable ulaze u ranaec te i=pisuje vrijednost ranca,
odnosno ukupan zbroj neto vrijednosti koje se nalaze u rancu.
Takoder ispisuje koje se varijable nalaze u rancu.

U svakom trenutku unofenja rezultata moguce je odustati pritiskom
na tipku Odustani, koja Vas vraca na pofetnu stranicu.

Za pitanja i nejasnoée, ili primijeéene grefke u radu aplikacije,
obratite se autoru aplikacije.

Izradio: Marko Fabijan Pavlovié
Kontalkt: marpavloviEfol hr
Fakulitet organizacije 1 informatike
Varazdin, 2017

Slika 9.10. Stranica za pomo¢

Izvor: izrada autora rada

9.3. KoriStene tehnologije

e pisanje koda — programski jezik C#, radno okruzenje Visual Studio 2017

e izrada ikone — IconsFlow — Free Icon Maker, https://iconsflow.com/

e izrada instalacije — Inno Setup
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