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SAZETAK

Radom je obuhvaden razvoj idejnog rjeSenja i prototipa svjetlovodnog senzora za mjerenje
vibracija na osnovi zahtjeva iz projekta pod nazivom “Konstrukcija i izrada prototipa
svjetlovodnog senzora za mjerenje vibracija za daljinski nadzor elektri¢nih strojeva velikih

snaga” koji se provodi na Fakultetu elektrotehnike i racunarstva (FER) u Zagrebu.

U prvom dijelu rada prikazane su teorijske osnove iz podruc¢ja optike te su napravljena dva
analiticka proracuna optickih znacajki senzora u svrhu odredivanja maksimalne dozvoljene
amplitude pomaka vibrirajuée membrane kao ulaznog podataka u proracun mehanickih
vibracija. Potvrda ispravnosti analitickih optickih prora¢una dobivena je numeri¢kom

simulacijom tog problema u komercijalnom racunalnom programu ZEMAX (licenca FER).

U sklopu rada razvijen je poseban programski kod u softverskom paketu MATLAB s ciljem
optimizacije mehanickih komponenti svjetlovodnog senzora. Kod se temelji na analitickim

matematickim modelima, koji su takoder u okviru diplomskog rada detaljno razradeni.

Na osnovi podataka iz optickog prorac¢una provjereni su nacini vibriranja vise izvedbi senzora
koristenjem razvijenog koda te su preliminarno optimirane dimenzije senzora. Provjera
rezultata dobivenih MATLAB kodom ucinjena je usporedbom s rezultatima dinamicke
analize metodom kona¢nih elemenata u softverskom paketu FEMAP / NASTRAN za razli¢ita
idejna rjesenja. Temeljem provedenih analiza odredene su optimalne dimenzije mehanickih

dijelova senzora.

Temeljem ukupnih dobivenih rezultata osmisljeno je konstrukcijsko rjesenje te su propisani
materijali i tehnologija izrade svih mehanic¢kih dijelova prototipa senzora uvazavajuci
ograniCenja koja proizlaze iz podrucja primjene senzora te financijska ograni¢enja. U tekstu
se nalazi detaljan opis konstrukcije uz priloZzene radionicke crteze. Prototip je izraden

tehnologijom 3D printanja i prikazan na kraju rada.

Na samom kraju ispitan je utjecaj otpora okolnog zraka na vibracije membrane primjenom

racunalne dinamike fluida (CFD).

Kljuéne rijeCi: vibracije, metoda konacnih elemenata, mjerenje vibracija, optika, opticka

vlakna, senzori, frekventna analiza konstrukcija
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SUMMARY

This thesis deals with the conceptual design and prototype development of a fiber optic sensor
for measuring vibrations. The requests and working conditions for this sensor are given in a
project which is being carried out at the Faculty of Electrical Engineering and Computing
(FER) in Zagreb, named “Designing and production of a fiber optic sensor for measuring

vibrations in remote monitoring of high-powered electrical machinery”.

First part of the thesis shows theoretical basis of optical measurements and also consists of
analytical calculations of sensor’s optical characteristics in order to determine the maximal
allowable amplitude of membrane’s vibrations. The computed amplitude is then used as input
data in further calculations of mechanical vibrations. In addition, numerical simulations of the
problem carried out in commercial software package ZEMAX (licensed to FER) were used to

confirm the accuracy of optical analytical calculations.

As part of the thesis, a specific program code was developed in MATLAB software package
in order to optimize the mechanical components of fiber optic sensor. The developed program
code is based on analytical mathematical models, which are also elaborated within this thesis.

Using the program code, various implementations of sensor and their different vibrating
modes were examined on the basis of optical calculations data. Additionally, preliminary
dimensions of the sensor were established at this stage. For several different conceptual
designs, control of results obtained by the MATLAB code was done by comparing them with
results of dynamic finite element analysis in FEMAP / NASTRAN software package. In
regard to conducted analysis, optimal dimensions of sensor’s mechanical parts were

determined.

A structural solution for the sensor was designed according to overall results. Materials and
production technologies for all of prototype sensor’s mechanical parts were defined by taking

into account financial constraints and the constraints arising from sensor’s area of application.
The paper contains a detailed description of the design and the accompanying manufacturing
sheets and drawings. The prototype was made using 3D printing technology and its images
can be seen in penultimate chapter of this paper.

Finally, effect of drag (from the surrounding air) on vibrations of the membrane was

investigated using computational fluid dynamics (CFD).
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Key words: vibrations, finite element analysis, vibration measurement, optics, fiber optics,

sensors, frequency analysis of structures
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1. UvOD

Senzori za mjerenje vibracija su uredaji kojima se mjere parametri vibracija. Naj¢es¢e mjere
frekvenciju 1 amplitudu pomaka ili frekvenciju i akceleraciju, $to korisnik moze oditati s

mjernog zaslona uredaja.

Svjetlovodni senzori su opticko — mehanicki uredaji za mjerenje vibracija koji, u odnosu na
klasi¢éne mehanicke senzore, imaju niz prednosti: veliku mjernu osjetljivost, dinami¢ki mjerni
raspon, neosjetljivost na elektro-magnetske ucinke, elektricnu pasivnost. Glavno podrucje
primjene ovakvih senzora je mjerenje vibracija na objektima uz prisutnost jakog elektricnog
polja, primjerice mjerenje vibracija velikih elektri¢nih strojeva koji stvaraju u svojoj okolici

jako elektri¢no polje.

Osnovni problem kod Klasi¢nih elektro — mehani¢kih senzora za mjerenje vibracija je
elektri¢no napajanje koje se mora dovoditi u jako elektricno polje s obzirom na to da je sama
senzorska glava takvih senzora, koja se montira na objekt mjerenja, napajana elektricnom
energijom. S druge strane kod opti¢kih mjernih sustava u neposrednu blizinu objekta mjerenja
dovodi se samo svjetlost iz ¢ega i proizlazi osnovna prednost takvih mjernih sustava u odnosu

na klasic¢ne.

Premda jos relativno slabije razvijeniji od klasi¢nih, trend je razvoja optickih mjernih sustava,
a tek se ocekuje njihov masovniji prodor na trziSte. Oc¢ekuje da ¢e se u buducnosti poceti sve
viSe koristiti 1 za mjerenje vibracija u standardnim svakodnevnim uvjetima (bez prisutnosti

elektricnog polja) te da ¢e uzeti dio trzista klasi¢nim tipovima senzora za mjerenje vibracija.

Tema ovog rada nadovezuje se na projekt “Konstrukcija i izrada prototipa svjetlovodnog
senzora za mjerenje vibracija za daljinski nadzor elektri¢nih strojeva velikih snaga” koji se
provodi na Fakultetu elektrotehnike i raunarstva u Zagrebu (Zavod za radiokomunikacije).
Za prora¢un mehanickih dijelova prototipa senzora u projekt je ukljucen i Fakultet strojarstva
I brodogradnje u Zagrebu preko ovog rada kojim je obuhvacen razvoj idejnog rjesenja i

prototipa jednog takvog svjetlovodnog senzora za mjerenje vibracija.

Fakultet strojarstva i brodogradnje 1
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1.1. Projekt svjetlovodnog senzora za mjerenje vibracija za daljinski nadzor
elektri¢nih strojeva velikih snaga

Za spomenuti projekt ,,Konstrukcija i izrada prototipa svjetlovodnog senzora za mjerenje
vibracija za daljinski nadzor elektri¢nih strojeva velikih snaga (Proof of Concept)* interes su
iskazali iz Koncar instituta za elektrotehniku, pa su zahtjevi za mjerno podruéje senzora

prilagodeni zahtjevima koje traze iz instituta.

Cilj projekta je izraditi prototip svjetlovodnog senzorskog sustava za mjerenje vibracija.
Prototip bi se izradio, umjerio 1 ispitao (ispitivanje mjerne karakteristike senzora, utvrdivanje
ponovljivosti i obnovljivosti rezultata mjerenja i sl.) na Fakultetu elektrotehnike i raCunarstva
(FER) u AOLab-u (Applied Optics Laboratory). Nakon razvoja Proof of Concept optickog
senzora za mjerenje vibracija, kao idu¢i korak namece se razvoj procesa za serijsku
proizvodnju optickog senzora uz zadovoljavanje ponovljivosti izrade te razvoj specijalnih
alata za obradu svjetlovoda kao §to su npr. rezac svjetlovoda, pozicioner svjetlovoda unutar

senzora itd. Specifikacije koje je Koncar institut za elektrotehniku dao su sljedece:

Karakteristike mjernog mjesta:
» Mjerno podrucje: £10 g
Frekvencijski raspon: 1- 400 Hz
Tocnost: bolja od 2%
Magnetsko polje: cca. 0,5 T
Visoki napon: 5 — 15 kV
Buka uslijed rotacije stroja: cca. 150 dB

Temperatura: do 100 °C

YV V V¥V V VY VY V

10 -20 mjernih mjesta po stroju
Projektom ¢e se probati ostvariti ciljane karakteristike mjernog sustava:

mjerno podrucje akceleracije do 10 g
tocnost bolja od 1 %
linearna karakteristika do 150 Hz

kuéiste do 5x4x4 cm?

YV V VYV V V

Predvidena cijena ispod 1000 €

Fakultet strojarstva i brodogradnje 2
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Primjena ovako izradenog senzora moze biti za daljinski nadzor elektri¢nih strojeva velikih
snaga (prvenstveno rotacijski strojevi kod kojih se javljaju vibracije s frekvencijom drugog
harmonika mrezne frekvencije). Moguca primjena je i u drugim industrijskim granama (npr.
nadzor gradevina). TrziSte ovakvih senzora su tvrtke koje proizvode elektricne strojeve velike

snage (npr. Koncar d.d.) te tvrtke koje proizvode (opticke) senzorske sustave.

Usporedba specifikacija koje je zadao Koncar institut za elektrotehniku sa specifikacijama
koje garantiraju komercijalni senzori i pretpostavljenim specifikacijama FER-ovog senzora

mogu se vidjeti u sljedecoj tablici:

Koncar PoC Komercijf;llni
senzori
+/-10¢ +/-10¢ +/-10¢
0-400 Hz 0-150 Hz 0-300 Hz
Do 100 °C Treba utvrditi -40 do 80 °C

Tablical Usporedba specifikacija

Ovim projektom prvotno je bilo predvideno obuhvatiti konstrukciju optickog senzora koji
simultano mjeri vibracije u dvije osi, metodu proizvodnje i kalibraciju (umjeravanje) senzora
te metodu mjerenja vibracija (mjerenje frekvencije i akceleracije, detekcija osi vibracije). Od
prvotne konstrukcije optickog senzora koji simultano mjeri vibracije u dvije osi odustalo se te
se u ovom dijelu razvoja odlucilo zadrZati na realizaciji senzora koji mjeri vibracije u jednoj
dimenziji. Takoder razvojem senzora koji mjeri vibracije u jednoj dimenziji dati ¢e se ideje i
naputci za izradu senzora za mjerenje vibracija u dvije i tri dimenzije, ali se u ovom dijelu

takav senzor nece izraditi i umjeriti, taj dio biti ¢e ostavljen za drugu etapu razvoja.

1.2. Optomehanicki vibracijski senzor
1.2.1. lzgled senzorskog sustava

Glavni dio optickog vibracijskog senzora je mjerna sonda (senzorska glava) koja se lijepi na
kuciste stroja kojemu se zele odrediti karakteristike vibracija (frekvencija, amplituda,
akceleracija, os vibriranja). Mjerna sonda svjetlovodnim kabelom spojena je na centralni
upravljacki uredaj (optoelektricna jedinica) koja je povezana sa zaslonom za prikaz podataka

o vibriranju stroja. Izgled opti¢kog senzorskog sustava moze se vidjeti na donjoj slici.

Fakultet strojarstva i brodogradnje 3
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Senzorska glava

Optoelektri¢na jedinica
(optoelektricna pretvorba i
procesiranje signala)

B Ugradnja izmedu
C namotaja generatora

Dvozilni svjetlovodni
kabel

Slikal  Izgled optickog senzorskog sustava

Komponenta od najveceg znacaja ovog sustava je mjerna sonda, za ¢iju su se konstrukciju
imale razli¢ite ideje. Trenutno su se zadrzale dvije idejne varijante koje ¢e u nastavku biti
detaljnije opisane, a proracunom c¢e biti odredene karakteristike svake od te dvije varijante. Na
temelju rezultata proracuna, konstrukcijsko rjeSenje s povoljnijim karakteristikama biti ¢e

odabrano kao osnova za izradu prototipa.

U nastavku slijedi kratki pregled glavnih ideja za izradu senzorske glave koje su se do sada
razmatrale. Prvo se navode koncepti senzorske glave s vibriraju¢om svjetlovodnom jezgrom.
Ti koncepti su dijelom ispitani, ali se od njih zbog brojnih poteskoca i problema u realizaciji
odustalo. Na kraju ovog uvodnog poglavlja dan je princip rada i pregled trenutnih idejnih
rjeSenja koja su proraCunata, a tek ih se treba ispitati, te na posljetku prema jednom od
izradenih prototipova krenuti s proizvodnjom. To su koncepti senzorske glave s krutim

optickim vlaknima i vibrirajuéom membranom.

1.2.2. Koncepti senzorske glave s vibriraju¢om svjetlovodnom jezgrom

U pocetku bilo je vise ideja kako izraditi senzorsku glavu, a ve¢inom su se svodile na jedno

opticko vlakno kojemu je jedan kraj uklijeSten a drugi slobodan — senzor s vibriraju¢om

Fakultet strojarstva i brodogradnje 4
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svjetlovodnom jezgrom. Na taj se nacin opticko vlakno moze promatrati kao greda kruznog
poprecnog presjeka uklijestena na jednom kraju, a drugi je slobodan. Takvo opticko vlakno
smjesteno je svoje malo kuciste. Kuciste se lijepi za stroj kojemu se zele odrediti vibracije, te
kako je vlakno uklijesteno na jednom kraju dolazi do vibracija vlakna u odnosu na kuciste
stroja. Kroz vlakno prolazi svjetlost koja izlazi iz slobodnog kraja. Na neki nafin moze se
detektirati izlazni snop svjetlosti, koli¢ina koja izlazi i kut pod kojim svjetlost udara o neki
detektor (prijamnik) signala. Varijante prijamnika mogu biti razne, bile su ideje s drugim
optickim vlaknom koje je ¢vrsto vezano za kuciSte, a smjeSteno je nasuprot vibrirajuéem
vlaknu (slika 2) - prijenosni tip, ili su bile varijante sa zrcalom smjeStenim nasuprot
vibrirajuéem optickom vlaknu gdje bi se snop odbijao od zrcala i tako mjerio signal koji se
odbija (reflektira) od zrcala (koli¢ina i kut snopa svjetla), a koji se nakon refleksije detektira
u detektoru ili prijamniku signala — refleksivni tip. Detektor u tom slu¢aju moze biti i samo

vibrirajuée opti¢ko vlakno u koje ulazi dio reflektiranog snopa svjetlosti i vra¢a se natrag.

1.2.2.1.  Prijenosni tip senzora s vibrirajucom svjetlovodnom jezgrom

Princip rada ovog senzora moze se vidjeti na slici 2. Zbog vibracija kucista senzora, prisilno
vibrira i vibrirajuéa jezgra ¢iji slobodni kraj moze imati znatne amplitude (ovisno o duljini i
promjeru vlakna). Samim tim mijenja se koli¢ina svjetla koju prima opticko vlakno nasuprot

vibriraju¢oj jezgri (detektor signala). Iz toga se dade zakljuciti o karakteristikama vibracija

kudéista.
(_ | A )
" ' 3
A
VIBRIRAJUCA ZASTITNO
JEZGRA KUCISTE
DRIAS SVJETLOVODA

Slika 2 Senzor s vibriraju¢om svjetlovodnom jezgrom (prijenosni tip)

Ovisnost izlaznog intenziteta svjetlosti znatno ovisi 0 pomaku vibrirajuce jezgre, §to se moze
vidjeti na slici 3. Krivulja ovisnosti detektiranog svjetla u detektoru ovisno o pomaku
slobodnog kraja vibrirajuce jezgre u poprecnom smjeru je oblika Gaussove krivulje. Drugim
rijeCima, $to je pomak od stanja ravnoteze veci (poklapanja centralnih osi vibrirajué¢eg vlakna
1 detektora), to je odziv slabiji. Kako pomak raste, tako slabi moguénost detekcija odziva, a

razlucljivost signala se pogorSava.
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Inovativnost kod ovakvog senzorskog sustava o€itovala bi se u algoritmu za detekciju smjera

vibracija zasnovanog na pomaku svjetlovoda po jednoj osi.

1.2

<
o -
1

odziv senzora
(o]
(s3]
1

0.4+ .
02 ...............................................................................
foo 50 0 50 100
pomak (um)
Slika 3 Ovisnost izlaznog signala svjetlosti o pomaku vibrirajuce jezgre

Pomicanjem svjetlovoda po jednoj osi efektivno se pomice po karakteristici senzora, ¢ime se
dobivaju razliciti odzivi za razliite osi, Sto se moze vidjeti na slici 4. Iz ¢ega proizlazi

problem s centriranjem svjetlovoda.

Prijenosna karakteristika

senzora Centrirani svjetlovodi

A = pomakizmedu jezgri svjetlovoda

odziv senzora

pomak (um)

Slika 4 Problem centriranosti svjetlovoda kod prijenosnog tipa senzora

S obzirom na to da se 1 pri malim vertikalnim pomacima znacajno mijenja koliina signala
koju prima detektor, problem se javlja kod centriranja. Naime u praksi prilikom montaZe,

tolerancije koncentri¢nosti dvaju vlakana moraju biti vrlo male. Karakteristika I mjerno
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podru¢je ovakvog senzora vrlo je osjetljivo na sposobnost dobrog centriranja prilikom
montaze, a i na kvalitetu izrade, jer u pogonu se ne smije dogoditi da se zbog eksploatacije
senzora centri¢nost naru$i. Time bi senzor gubio na kvaliteti, a mogao bi davati i u potpunosti
pogresne rezultate mjerenja. Problem centriranja je svakako jedan od nedostataka ovakvog

tipa senzora.

Prijenosna karakteristika Detektor
1.2 T T i

-
T

o
=)
‘

odziv senzora
Q
[e]

AN
|
|
02 e
|
; L i i i i
o0 -50 0 | 50 100 % 20 40 60 80 100
pomak (um) : vrijeme
|
ST TS
//:/ /
-
I A Ee=======--J |
Vibracije j><7i % ] o
nasenzoru . < A = pomakizmedu jezgri svjetlovoda
<<i\/ p Jezg J
= " I = 5
Slika 5 Usporedba detektiranog signala uz dobru i losu koncentricnost vliakana

Na gornjoj slici moze se vidjeti prijenosna karakteristika senzora, te ovisno o pomaku izmedu
jezgri svjetlovoda (pomaku centralnih osi) vidljivo je pogorSanje signala. Ovisno o pomaku
jezgri svjetlovoda ravnotezna toc¢ka senzora se mijenja, a time i radno podrucje. Za isti ulazni
signal, tj. za iste parametre vibracija kuciSta, dobro centrirani senzor davat ¢e manje
amplitude odziva te ¢e frekvencija odziva biti veca (crvena linija), dok ¢e senzor s loSim
centriranjem (A= 35 um) davati vecu amplitudu i manju frekvenciju odziva (plava linija).
Poznavanje podatka o koncentri¢nosti tj. pomaku A i prijenosne karakteristike od presudne su

vaznosti za umjeravanje ovakvog senzora.

Jo§ jedan od problema senzora s vibriraju¢om svjetlovodnom jezgrom je taj Sto se pri
vibracijama svjetlovodna jezgra savija ¢ime snop svjetlosti izlazi pod odredenim kutom, tako

da osim vertikalnog pomaka slobodnog kraja, snop svjetla izlazi i pod nepovoljnim kutem
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¢ime se znacajno smanjuje mjerno podrucje u kojem se signal uspjesno moze detektirati u
nasuprotnom vlaknu, a prijenosna se karakteristika mijenja suzavaju¢i se. Naravno pri
razli¢itim uvjetima kut izlaska snopa svjetlosti se mijenja, tako da bi 1 prijenosna
karakteristika bila tada funkcija tog kuta, a taj kut funkcija nacina vibriranja. Osim toga nije
iskljuCeno da bi svjetlovodna jezgra ponekad mogla vibrirati i u nekom od drugih modova
vibriranja osim u osnovnom modu, §to di bi dodatno zakompliciralo pravilno povezivanje

detektiranog signala s parametrima vibriranja kucista.

1.2.2.2.  Refleksivni tip senzora s vibrirajucom svjetlovodnom jezgrom

Princip rada refleksivnog senzora moze se vidjeti na slici 6. Zbog vibracija kuciSta senzora,
prisilno vibrira i vibrirajuéa jezgra Ciji slobodni kraj moze imati znatne amplitude (ovisno o
duljini i promjeru vlakna). Samim tim mijenja se kut pod kojim snop svjetla udara o zrcalo te
se od njega reflektira natrag. Dio tog reflektiranog svjetla vraca se natrag u vibrirajucu jezgru
te se taj podatak moze detektirati. Zbog te promjene kuta snopa svjetlosti koja izlazi iz jezgre
zbog vibriranja mijenja se i koli¢ina svjetla koja se vrac¢a natrag u vibrirajuéu jezgru. Na
temelju podataka o koli¢ini svjetlosti koja se vraca natrag u vibrirajuu jezgru moze se

zakljucivati o karakteristikama vibracija kucista.

Slika 6 Senzor s vibriraju¢om svjetlovodnom jezgrom (refleksivni tip)

Kod ovog tipa senzora uoceni su problemi s refleksijom od kraja vibrirajuéeg svjetlovoda.

Dolazi do interferencije dvaju reflektiranih valova.
I = A% + A% + 2A1A2 COS((I)I_(I)Z)

Interferencija se ocituje putem spore promjene amplitude vibracija. Kao moguce rjesenje
ovog problema potrebno je koso rezati svjetlovod. Za takvo rezanje bilo bi potrebno razviti
sjekac svjetlovoda vezanog uz mikroskop. Shemu jednog takvog senzorskog sustava s kosim
rezanjem svjetlovoda kakav je bio zamisljen, sa svim svojim elementima prikazuje slika 7. Na

njoj su prikazane 1 prosjecne cijene komponenti jednog takvog sustava u ameri¢kim dolarima.
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Mjerenja

Shema senzorskog sustava

Laserska dioda

1550nm
Approx. 100 USD +
\N Elektromehanicki
senzor

1
i
v

Opticki senzor

Approx. 70 USD Izolator 1550nm

: Senzorska glava
v
Spreznik 1550nm

Approx. 10 USD - ;">

1
1
1
v 28 mm

Approx. 120 USD Detektorska dioda

1550nm
—P—

Slika 7 Shema senzorskog sustava s kosim rezanjem svjetlovoda

Ukupna cijena ovakvog sustava otprilike bi se kretala oko 300 USD. Jedna laserska dioda
moze pokrivati viSe senzorskih glava (neki optimum je otprilike Cetiri) ¢ime cijena po

senzorskoj tocki pada na oko 170 USD.

Na slici 7 takoder moguce je vidjeti usporedbu rezultata mjerenja optickog i

elektromehanic¢kog senzora.

Jos$ jedna varijanta ovakvog tipa senzora bila je predlagana i dijelom i ispitana. To je senzor s
planarnim svjetlovodom. Princip rada je isti jer se zasniva na refleksivnom tipu senzora s
vibriraju¢om svjetlovodnom jezgrom, a izgled i dijelove senzora s planarnim svjetlovodom

prikazuje slika 8.
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planarni svjetlovod

zrcalo

upadni signal Si substrat

izjetkan otvor

Slika8  Refleksivni senzor s vibrirajuc¢im planarnim svjetlovodom

1.2.2.3. Testiranje svjetlovoda u prvoj fazi projekta

U prvoj fazi projekta ispitane su pogodnost nekoliko vrsta svjetlovoda za primjenu u

vibracijskom senzoru.
Testirani svjetlovodi:
» AFS200/220Y - Multimode Fiber, 0.22 NA, Low-OH, @200 um Core, Vis-IR

> FT200EMT - TEQS Hard Cladding Multimode Fiber, Low -OH, 200 pum Core, 0.39
NA

» GUF625 — 10, Graded-Index, Multimode Fiber, 0.275 NA

Ispitivanje svjetlovoda pokazalo je da slobodni vibrirajuéi kraj svjetlovoda ne bi smio biti
duzi od 20 mm zbog vlastitog savijanja. Takoder pri ve¢im duljinama mehanicka rezonancija
samog slobodnog kraja pada ispod 150 Hz Sto onemogucuje mjerenje. Pokazalo se da je
optimalna duljina svjetlovoda izmedu 12 i 18 mm (time je rezonantna frekvencija iznad 250

Hz)

1.2.2.4.  Kljucni nedostaci i razlozi napustanja koncepta s vibriraju¢om svjetlovodnom
jezgrom

Neki od nedostataka senzora s vibrirajuom svjetlovodnom jezgrom ve¢ su izneseni. U

sljedecoj tablici prikazana je usporedba prijenosnog i refleksivnog tipa senzora s vibriraju¢om

jezgrom te su u njoj naznacene prednosti i nedostaci svakog od ova dva tipa. Slika 9 prikazuje

usporedan prikaz ovih dvaju tipova senzora.
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Prijenosni tip senzora Refleksivni tip senzora
nedostaci prednosti nedostaci prednosti
Puno ga je teze umjeriti — Senzor ima Problemi s Samo se jedan
kritican pomak izmedu osi | dvostruko veci refleksijom od svjetlovod dovodi
(problem centriranja) procjep — kraja vibriraju¢eg | do senzora
—— prednost kod svjetlovoda
prq sa}/uar_ua svletIO\{oda proizvodnie
pri vibriranju nepovoljan
kut izlaska snopa svijetla

Tablica 2 Prednosti i nedostaci prijenosnog i refleksivnog tipa senzora s vibriraju¢om svjetlovodnom
jezgrom

Uz gore navedene nedostatke postoje i brojni drugi nedostaci zajednicki objema varijantama

senzora s vibriraju¢om svjetlovodnom jezgrom.

Slika 9 Usporedba prijenosnog i refleksivnog tipa senzora s vibriraju¢om svjetlovodnom jezgrom

Glavni od problema su mogucénost pojave drugih modova vibriranja osim osnovnog, §to
dodatno komplicira o¢itavanje odziva i njegovo povezivanje s parametrima vibriranja. Zbog
mjernog podrucja od 10 g javljaju se problemi s nelinearnos¢u. Problem s izvedivoscu
ovakvih rjeSenja — mikropukotine u vlaknu nastale zbog naizmjeni¢nog naprezanja od
vibriranja mogu dovesti do loma vlakna (Sto se i ¢esto dogadalo prilikom ispitivanja). Naime
kako je materijal optickog vlakna staklo (kvarc ili tzv. pleksiglas) — obi¢no se izraduju iz
staklenih vlakana (na bazi silicij — dioksida), multikomponentnog stakla (na bazi silicijevog,
natrijevog, kalcijevog i borovog oksida), stakleno — plasti¢nih vlakana ili plasti¢nih optickih

vlakana — opticka vlakna su kruta, tvrda, krhka i sklona zamoru materijala.
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Problem je niska rezonantna frekvencija ovakvog sustava §to znacajno ograni¢ava mjerno
podrucje, a problemi osjetljivosti na detekciju osi vibriranja manji su na visSim frekvencijama.
Utjecaj temperature, gravitacije i viemena. Kod mjerenja 1 ispitivanja ovakvih rjeSenja u prvoj
fazi projekta zamijeCen je problem neponovljivosti mjerenja. Naime nakon umjeravanja
senzora, nakon nekog vremena sustav bi mijenjao karakteristiku te ga je bilo potrebno nanovo

umjeravati. U prvoj fazi nije se uspjela osigurati ponovljivost mjerenja.

Problem kod izrade prototipa — nisu se jasno znale propisati tolerancije koncentri¢nosti i
definirati pomak koji ne¢e imati veliki utjecaj na ocitavanje rezultata i mjernu nesigurnost

koja je takoder bila nepoznanica u toj fazi.

Zbog velikih odziva i karakteristike vibriranja svjetlovodne jezgre bilo bi potrebno raditi
priguSenje sustava. PriguSenje bi moglo biti elektri¢no ili mehani¢ko, no nuzna bi bila neka
vrsta mehanickog priguSenja zbog mehanicke rezonancije koja bi vodila do velikih amplituda
u senzoru, nelinearnosti i s vremenom do loma. Ako bi se htjelo prosiriti mjerno podrucje
senzora bez priguSenja, rezonancija bi bila neizbjezna zbog optimalnih dimenzija vlakna koje
su proizasle iz nekih drugih efekata. Kao moguce rjeSenje, za mehanicko prigusenje bila su
predlagana dva koncepta: Senzor napunjen nekim fluidom ili dio senzora ispunjen nekom
vrstom gela (viskoelestiCan materijal), §to se moze vidjeti na slici 10. Kontroliranjem stupnja

ispunjenosti gela 1 svojstava gela mogli bi se posti¢i razni stupnjevi prigusenja.

Gel ili fluid (ispunjen dio ili
cijela Supljina u kojoj se
nalazi vibrirajuca
svjetlovodna jezgra

Slika 10  Refleksivni tip senzora djelomicno ispunjen viskoelasticnim materijalom ili fluidom

Takoder problem je bio detekcija i raspoznavanje X, y i z smjera vibriranja. Tadasnji
prototipovi senzora bili su osjetljivi na sve tri osi zajedno, a potrebno je bilo osigurati

osjetljivost samo na jednu os kako bi ih se moglo razlikovati i pouzdano mjeriti.

Fakultet strojarstva i brodogradnje 12



Bojan Igrec Diplomski rad

Kao moguce rjesenje X, y, z mjerenja vibracija predlagani su koncepti s dva neovisna vlakna s
razli¢itim duljinama, koncept na temelju dvije valne duljine ili pomoc¢u dva razlicita uzorka na
zrcalu. Takoder bilo je predlozeno u senzor ugraditi logaritamsko pojacalo u mehanickoj

domeni. Na taj nac¢in male bi se amplitude viSe pojacale nego one velike.

Jednostavnu postavku dvaju neovisnih vlakana u senzoru za mjerenje vibracija u dvije osi

prikazuje slika 11 (lijevo). Princip rada bazira se na zrcalima nagnutima u X i y smjerovima.

Veca
refleksija

Slika1l  Dva opticka viakna u istom kuéistu (lijevo), razliciti uzorak na istom zrcalu — razlicita
refleksija na istom zrcalu (desno)

Razlikovanje x — y osi vibriranja moguce je bazirati na razli¢itom uzorku na istom zrcalu, od
kojih bi jedan imao vecu, a drugi manju refleksivnost. Na taj nacin bilo bi moguée dobiti veci
pomak u frekvenciji izmedu frekvencija koje se mjere u x 1 y smjeru. Os koja je zahvacena
drugacijim uzorkom davala bi veéi frekvencijski odziv. Shematski primjer takvog zrcala

moguce je vidjeti na slici 11 (desno).

Kao mogucu ideju bilo je predlagano uzeti u obzir interferenciju valova kao prednost.
Pra¢enjem interferencije koja se javlja izmedu slobodnog kraja vlakna i zrcala pomocu dviju
valnih duljina bilo bi mogu¢e mjerenje 1 pracenje vibracija koje se javljaju uzduz osi vlakna.

Slika 12 shematski prikazuje ovaj koncept.

Problem koji se javlja, osim same izvedbe u praksi, ovakvog koncepta, su i poprecni pomaci

(x 1y smjer) koji se isto javljaju u odnosu na zrcalo.
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Slika 12 Koncept senzora temeljen pracenjem interferencije pomocu dvije valne duljine

1.2.3. Koncepti senzorske glave s krutim optickim vlaknima i vibrirajucom membranom

Zbog svih problema koji su opisani u prethodnom poglavlju, a koji se javljaju kod koncepta
senzora s vibrirajuéom svjetlovodnom jezgrom, od njega se odustalo. Uveden je jednostavniji
koncept. Konceptom senzorske glave s krutim optickim vlaknima i vibrirajuéom membranom
koji je u nastavku opisan, efikasno se mogu mijeriti vibracije vezane za jednu os.
Jednostavnim smjeStanjem viSe senzorskih jedinica u isto kuciSte omogucuje se mjerenje
vibracija u sve tri osi. Time je rijeSen problem detekcije osi vibriranja, kao $to su rijeseni i svi
gore navedeni problemi s vibriraju¢im vlaknom, s obzirom na to da su u ovom konceptu
vlakna ¢vrsto vezana za kuciSte, a vibrirajuéa membrana neovisna je od optickih vlakana.
Stoga je izbjegnuta moguénost loma optickih vlakana, kao i potreba za dodatnim prigusenjem

sustava.

Radi jednostavnosti u ovom projektu zadrzalo se na smjeStaju samo jedne senzorske jedinice
u kuciste, ¢ime je dobiven senzor koji mjeri vibracije u jednoj dimenziji. Nakon razvoja

takvog senzora, jednostavnim smjeStanjem dodatne dvije senzorske jedinice u isto kudiste,
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lako se dobiva senzor za mjerenje vibracija u sve 3 dimenzije, gdje svaka senzorska jedinica u

ku¢istu mjeri vibracije u jednoj osi prostora.

Dvije su glavne idejne varijante u ovom konceptu. Od kojih je u prvoj varijanti vibrirajuca
membrana uklijeStena u oba svoja kraja (simetricna izvedba), a u drugoj varijanti jedan kraj

vibriraju¢e membrane je uklijeSten, a drugi je slobodan (nesimetri¢na izvedba).

Obje varijante temelje se na dva opti¢ka vlakna (dva svjetlovoda) paralelno postavljenim na
udaljenosti L. Vlakno 1 izvor je svjetla. Snop svjetla koje odasilje vlakno 1 ulazi u vlakno 2.
Toc¢nije dio svjetlosnog snopa ulazi u vlakno 2 jer dolazi do difrakcije (ogiba na rubovima
izlaznog presjeka vlakna 1), pa na makro razini izgleda kao da se snop svjetlosti rasprsuje i
Siri pod nekim kutem prema vlaknu 2. U sredini je pipac koji djelomi¢no zaklanja snop
svjetlosti rade¢i sjenu (dimenzije pipca su puno vece od valne duljine snopa svjetlosti) te time
utjece na koli¢inu svjetla koja ¢e uéi u opti¢ko vlakno 2. Oba opticka vlakna su kruta i kruto
spojena na kutiju mjerne sonde koja se lijepi na stroj koji vibrira.

A 1 - Opticko viakno 1 (predajnik signala)
2 - Opticko vlakno 2 (prijamnik signala)
3 — Vertikalni pipac

Smier gibanja pipca L — razmak izmedu opti¢kih viakana

Snop svjetla

Xy

Slika 13 Princip rada optickog senzora

Pipac u sredini prisilno vibrira u ovisnosti o vibracijama samog stroja, a time vibrira u odnosu
na kruta opticka vlakna 1 1 2 te kutiju mjerne sonde u kojoj se nalazi. Vremensku funkciju

pomaka pipca po z osi u odnosu na opticka vlakna z = f(t) moze se povezati s vibracijama
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stroja. Na temelju tog vremenski promjenljivog pomaka pipca duz osi z S§to utjeCe na
zaklanjanje snopa svijetla, opticko vlakno 2 biljezi (mjeri) promjenjivu koli¢inu svjetla koja
ulazi u njega. Na temelju emitiranog svjetla vlakna 1 i apsorbiranog svjetla u vlakno 2 mogu

se odrediti karakteristike vibracija stroja.

1.2.3.1.  Izvedba vibrirajuce membrane s oba uklijestena kraja

Prva varijanta temelji se na membrani (lameli) simetri¢éno uklijeStenoj na rubovima koja
vibrira. Konstrukciju treba razraditi, preliminarno se mogu prikazati dvije verzije: dvodijelnog
1 trodijelnog ku¢ista (kasnije u ovom radu je detaljnije razradena konstrukcija prototipa €iji se
radionicki crtezi nalaze u prilogu, a nakon ispitivanja prototipa biti ¢e potrebno razraditi

»lijepsu” verziju kompaktnije konstrukcije senzora prije proizvodnje u ve¢im koli¢inama).

Na sredini uklijeStene membrane nalazi se pipac koji zaklanja snop svjetla. Lamela s pipcem
prisilno vibrira. Lamela je u trodijelnoj izvedbi uklijeStena u oba kraja kucista te ne mora biti
od istog materijala kao i kuciste. Dimenzije 1 mm promjera vlakna i 2 cm razmaka izmedu

vlakana samo su okvirne, a procijenjene su na temelju nekih ranijih razmatranja.

|Smjer oscilatornog gibanja membrane}\

1 - Opticko vlakno 1 (predajnik signala) 3 — Vertikalni pipac
2 - Opticko vlakno 2 (prijamnik signala) ~2cm 4 — Vibriraju¢éa memebrana

Slika 14 Konstrukcija s trodijelnim kuéistem

Optickim i mehanickim proracunom biti ¢e dobiven optimalan razmak vlakana, debljine i
duljine vibriraju¢e lamele, kao 1 materijal lamele te 1 sam izgled 1 oblik, kako lamele tako i

kuc¢ista. Na slikama samo su neke preliminarne ideje o mogucoj izvedbi konstrukcije mjerne
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sonde senzora. Treba napomenuti da su ove slike samo shematske prirode i ne govore nista o
samoj konstrukcijskoj izvedbi senzorske glave ili mjerne sonde. Svi konstrukcijski detalji biti
¢e naknadno razradeni, pa tako 1 nacin spajanja dijelova kucista (vij¢ani spoj koji je naznacen
na shemi s dvodijelnim kuéistem takoder nije definitivan, a na shemi je naznacen tek kao

jedno od mogucih rjeSenja.

Smijer oscilatornog gibanja membrane|

/e
T
L2

&\\%\

&

A IAALIATIY,

~ o1

- L

@is

1 - Opti€ko vlakno 1 (predajnik signala) ~~2am 3 — Vertikalni pipac

2 - Opti¢ko vlakno 2 (prijamnik signala) 4 — Vibrirajuéa memebrana

Slika 15  Konstrukcija s dvodijelnim kucistem

Gornja slika prikazuje dvodijelnu izvedbu kucista, lamela bi tada bila napravljena iz istog
komada kao 1 kudiste (gornji dio kuciSta iznad optickih vlakana). U nastavku slijedi
trodimenzionalan prikaz izvedbe s dvodijelnim kuéiStem, radi lakSe vizualizacije ove

konstrukcijske ideje.

Slika 16  Trodimenzionalan prikaz verzije s dvodijelnim kuéistem (pozicija 1)
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Slika 17 Trodimenzionalan prikaz verzije s dvodijelnim kucistem (pozicija 2)

1.2.3.2.  Izvedba vibrirajuce membrane s jednim uklijestenim i jednim slobodnim krajem

Druga solucija je sli¢na prvoj s razlikom da je vibriraju¢a lamela uklijeStena u jednom kraju, a

drugi na kojem je smjeSten pipac je slobodan, kako prikazuju slike u nastavku.

|Smjer oscilatornog gibanja membrane

N =y

v

1 - Opticko vlakno 1 (predajnik signala) 3 — Vertikalni pipac

2 - Opticko vlakno 2 (prijamnik signala) = 2cm 4 — Vibrirajuéa memebrana

Slika 18  Konstrukcija s trodijelnim kucistem
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Slika 18 prikazuje nesimetri¢nu izvedbu lamele s trodijelnim kucistem, dok slika 19 prikazuje

nesimetri¢énu izvedbu lamele s dvodijelnim kuéistem.

Smjer oscilatornog gibanja membrane

N

~2cm

1 - Opticko vlakno 1 (predajnik signala) < 3 — Vertikalni pipac

A

2 - Opticko vlakno 2 (prijamnik signala) 4 — Vibrirajuéa memebrana

Slika 19  Konstrukcija s dvodijelnim kuéistem

Cilj mehanickog proracuna je pronaci najpovoljniji oblik konstrukcije te materijal kucista s
lamelom 1 pipcem da se zadovolji kriterij maksimalne amplitude u podru¢ju od 0 do 150 Hz
uz zadane Koncareve specifikacije. Kriterij maksimalne amplitude kao i1 pocetni polozaj pipca
odredit ¢e se iz optiCkog proracuna debljine snopa svijetla te njegove karakteristike promjene.

Takoder potrebno je izbjeci rezonanciju u spomenutom frekvencijskom rasponu.

1.3.  Konkurencija

Komercijalni opticki senzori za mjerenje vibracija zasnovani su na svjetlovodnoj Braggovoj
resetki (FBG) kao senzorskom elementu koji poskupljuje cijeli senzorski sustav. Sama
senzorska glava veéih je dimenzija (tipi¢no 50x25x25 mm?®). Ako se Zeli posti¢i mjerenje u
dvije osi ugraduju se dva senzora u jedno kuciste. Frekvencijski raspon tipi¢nih komercijalnih
senzora je npr. za SmartAccel-LF (0-50 Hz, rez. 430Hz), MicronOptics os 7100 (0-300 Hz,
rez. 700 Hz), a temperaturno podrucje je -40 do 80°C
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Tipi¢na cijena senzorskog sustava je oko 4000 €:

* Optoacoustics (3000 € /senzorska glava + ispitna jedinica)

*  Micronor (4500 €)

*  VibroSystM (4000 €)

» Siemens (nepoznata cijena , ne nudi svoje senzore na otvorenom trzistu)

Tablica 3 prikazuje pregled dosadasnjih vibracijskih senzora koji su vise ili manje dostupni na

trzistu.
Length of Resonant
Type of fiber Gap [um] vibrating frequency Source
part [mm] [Hz]
1 Siemens Multimode fiber LED 820 nm
2. Warsaw University | PCS .300/42(? (no 40 54 73 LED
of Technology plastic cladding)
3. Unlvejrsny of 100/1%10 Silica fiber 240 18.4 204 LED
Cantabria (Corning)
. 50/125 Silica 360 — 600
4. Braunschweig . .
Universit graded — index cantilever LD 1,3 um
y (SIECOR) in between
125 Sili
5. Brunel University S0/ _5 Silica <100 5 3560 LD 1,3 um
multimode

Tablica 3 Pregled dosadasnjih vibracijskih senzora
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2. Matematicki dodatak

U ovom dijelu navedeni su neki matematicki izrazi izvedeni iz elementarne geometrije
euklidskog prostora koji ¢e biti koriSteni u daljnjim izvodima u proracunu te ¢e se na njih

pozivati u daljnjem tekstu. Ve¢inom su to algebarski izrazi i trigonometrijski identiteti.

x> —y?=(x—-y)x+y) (@)
sin?x + cos?x =1 (b)
1 — cos(2x
sin?x = 1 - cos(2x) (©)
2
1+ cos(2x
cos?x = # (d)
2
sin 2x = 2sinx cos x (e)
cos 2x = cos? x — sin® x ("
sin(x £ y) = sinxcosy £ cosxsiny (9)
cos(x +y) =cosxcosy + sinxsiny (h)
. n tgx 0
siny = + ——— i
V1 + tan? x
T @
cosx =+——
V1 + tan? x
e = cosx +isinx (k)
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3. Opcenito o optici i optickim vlaknima

3.1. Priroda svjetlosti

Dio fizike koji proucava svjetlost i svjetlosne pojave naziva se optikom. Optika se moze
podijeliti na geometrijsku i valnu (fizikalnu). Geometrijska optika fenomenoloska je
disciplina koja se, pojednostavljeno reeno, bavi pitanjima rasprostiranja svjetlosti, a svjetlost
promatra na pojednostavljen nacin kao zraku. S druge strane valna optika bavi se prirodom
svjetla te objasnjava neke pojave koje geometrijska optika nije u stanju objasniti

(interferencija, ogib, polarizacija), a svjetlost promatra kao val (elektromagnetski val).

Od vremena Newtona postojale su dvije teorije o prirodi svjetlosti. Cestiéna, koju je pod
utjecajem Boylea postavio Isaac Newton (1643. — 1727.). Ta teorija svjetlosnu zraku tumaci
kao skup tijela (Cestica) — korpuskula — koje se Sire jedna iza druge po istom pravcu ili po
viSe pravaca istovremeno. Stoga ovakva definicija svjetlosti zahtjeva cesticni model svjetlosti,
a naziva se korpuskularnom teorijom. Odbijanje svjetlosti, refleksiju i lom ova teorija
objasnjava pojavom odbojnih, a ponekad i privlacnih sila izmedu korpuskula i povrSine
(Cestica) sredstva. Iako ponekad proturjecna sama sebi pri objasnjavanju odredenih pojava u
optici, teorija se zadrzala dugo. Druga teorija iz tog vremena je valna teorija koju je postavio
Christian Huygens (1629. — 1695.). Godine 1678. dovrSena je rasprava o svjetlosti — prvi
znanstveni rad o valnoj prirodi svjetlosti. Huygensova valna teorija nije bila prihva¢ena za
vrijeme Huygensova Zivota (nije prihvacena sve do 19. st.) zbog nerazumijevanja tadasnje
znanstvene elite, stovise ismijavali su je jer je bila suprotna tada popularnoj Newtonovoj
teoriji da je svjetlost niz ¢estica. Ova teorija tumaci svjetlost kao valni poremecaj koji se $iri
od izvora do promatraca, a naziva ju se i undulatornom teorijom. Valna teorija opazanja iz
geometrijske optike kao $to su odbijanje i lom svjetlosti objasnjava valnim principima. Prema
Huygensu svjetlosni se valovi prostiru tako da se svaka tocka valne fronte moze smatrati
elementarnim izvorom kuglastog vala, a nova valna fronta nastaje kao ovojnica (envelopa)
tako nastalih elementarnih valova — Huygensovo nacelo rasprostiranja svjetlosti. Huygens je
izveo zakone odbijanja i loma svjetlosti, a prvi je prijetio i polarizaciju svjetlosti. Valna

teorija dobro se slagala sa svim tada poznatim zakonima optike bez protuslovlja samoj sebi.

Ocito je da su ove teorije suprotstavljene i1 iskljucuju jedna drugu. Koja je teorija ispravna

pokazat ¢e eksperiment — bilo da se njime potvrdi (opovrgne) predvidanje pojedine teorije, ili
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da se uoci neka pojava koju se moze objasniti samo jednom od njih. Takav eksperiment bio je
mjerenje brzine svjetlosti u nekom sredstvu. Naime svjetlost ¢e prema Huygensu imati lom
prema okomici ako prelazi u sredstvo u kojem se Siri s manjom, a ne veCom brzinom, kao $to
je zaklju¢io Newton. Dakle Huygensov je zakljucak da je brzina svjetlosti u sredstvu (npr.
vodi ili staklu), gdje se svjetlost lomi prema okomici manja od brzine svjetlosti u vakuumu,
dok je Newton zakljuCio suprotno. S obzirom na upravo izrecene proturjeCne zakljucke
Newtonove 1 Huygensove teorije, netocnost jedne od njih mogla se utvrditi mjerenjem brzine
svjetlosti u sredstvu. Ta mjerenja prvi je napravio Foucault kojima je izmjerio manju brzinu
svjetlosti u vodi nego u zraku. Time je pokazao da je Newtonova Cesti¢na teorija svjetlosti

netoc¢na.

No to ne znaci potvrdu valne teorije, jer Foucaultova mjerenja naprosto nisu takva kojima bi
se neki od modela svjetlosti potvrdio, ve¢ odbacio. Moze se dogoditi da je priroda svjetlosti
sukladna s nekim tre¢im, jo$ nepoznatim modelom. Takoder treba napomenuti da u fizici ne
postoji strogi dokaz teorija kao u teorijskoj matematici, u fizici fizikalni i matematicki modeli
fizike mogu dobiti samo potvrde eksperimentom na temelju ¢ega se prihvacaju ili odbacuju,
ali to 1 dalje nikada nece znaciti da su fizikalne teorije to€ne same po sebi 1 jedine tocne, niti
da su opéenite. Mogu biti tocne, ali isto tako mogu biti to¢ne kao samo jedan dio, jedan

poseban slucaj neke jo§ nepoznate opéenitije teorije.

Druge potvrde valne teorije stizale su s vremenom. Godine 1803. engleski fizi¢ar T. Young!
napravio je pokus interferencije svjetlosti na dvije pukotine, gdje objasnjava svjetlost kao val.
Zanimljivo je da Youngov pokus u ono vrijeme nije smatran potvrdom valnosti svjetlosti.
Newtonov autoritet tada je bio izrazito jak te je Young protumacivsi dogadaj interferencije
kao potvrdu valnosti svjetlosti, bio napadnut od strane pristaSa Newtonove Cesti¢ne teorije.

Ocito je nekriticno razmiSljanje 1 slijepo vjerovanje jakim autoritativnim li€nostima bilo

1 Thomas Young (1773. — 1829.), engleski je lijecnik fizicar i jezikoslovac, dao je velik doprinos razvoju valne optike,
medicine i filologije. Young je bio talentiran za mnoga podrucja znanosti. U dobi od Cetiri godine citao je Bibliju, a s
Cetrnaest godina znao je osam jezika. Bio je izvrstan glazbenik i svirao je na razlicitim instrumentima, Sto je doprinijelo
njegovu zanimanju za valove. Njegov prvi znanstveni rad u dvadeset drugoj godini odnosio se na akomodaciju oka. Medu
prvima je postigao znatan napredak u desifriranju staroegipatskih hijeroglifa, neovisno od J. F. Champolliona. Diplomirao
je medicinu u Njemackoj i zatim kao lijecnik radio u Londonu. Usput je na podrucju medicine ostvario nekoliko velikih
znanstvenih otkric¢a. Svoju teoriju kako covjek vidi boje osnivao je na ideji da sve boje nastaju kombinacijom triju osnovnih:
crvene , plave i Zute. Na podrucju fizike istrazivao je elasticnost materijala, povrsinsku napetost kapljevina i kapilarnost te se
bavio akustikom i optikom. U glazbi je poceo istrazivati superpoziciju zvucnih valova i prema analogiji proSirio ideju
interferencije na svjetlosne valove. Young je takoder u optiku uveo pojmove valne duljine i frekvencije svjetlosti. Valnu
prirodu svjetlosti potvrdio je pokusom interferencije svjetlosti na dvije pukotine i taj se pokus danas zove Youngov pokus.
Medutim valna teorija svjetlosti bila je tada u suprotnosti s dotad opce prihvacenom Newtonovom Cesticnom teorijom
svjetlosti. Younga je 1803. godine Zestoko napao mladi Henry Brougham tvrdeci da Young ,,nema ni pravih pokusa ni
otkri¢a“. Young se nije uspio obraniti pred znanstvenom elitom, duboko razocaran i ogorcen prestaje se 1803. godine baviti
optikom. Brougham je pak poslije postao slavan odvjetnik i ministar u britanskoj vladi, a po njemu je nazvan i jedan tip
kocije.
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oduvijek prisutno u znanosti jer vecina, danas istaknutih i slavnih znanstvenika koji su
mijenjali fiziku ruSenjem dotadaSnjih paradigmi i upotpunjuju¢i modele, bili za zivota
neshvaceni i ismijavani (npr. N. I. Lobacevski, L. Boltzmann, L. De Broglie...). Nazalost
Young se od tada povlaci iz rasprava i bavljenja optikom 1 okrece drugim interesima. Valnu
prirodu svjetlosti 1816. godine potvrdio je Fresnel, takoder pokusima ogiba i interferencije,
kao 1 Grimaldi i Young prije njega. Ni njegova potvrda nije prosla bez teSkoca. Jedna
»prepreka“, Poissonova primjedba na Fresnelovo tumacenje ogiba valnom teorijom, poznata

kao ,,Poissonova mrlja“ pokazala se odlu¢uju¢om za potvrdu ispravnosti valne teorije.

Naime, Poisson je utvrdio: ,,ako bi bilo to¢no to $to Fresnel tvrdi, tj. da se ogibom svjetlosti
ima ogibanje valova, tada bi prema matematickom izvodu centar geometrijske sjene trebao
biti svijetao, npr. centar sjene malenog diska obasjanog nekom svjetlos¢u.” Dakle, u centru
sjene bi, prema Poissonu trebala biti svijetla mrlja. Kada se je pokus ogiba ponovio, doista se
dobila Poissonova mrlja. Time je sam negator jedne teorije, Poisson, ponudio njezinu ¢vrstu

potvrdu. Tek se od tada u fizici uzima da je svjetlost valne prirode.

Interferencijom se, dakle, moZe pokazati valnost svjetlosti i odrediti valna duljina.
Istrazivanjima valne duljine svjetlosti nadeno je da ona za vidljivu svjetlost iznosi oko 400 nm
do oko 800 nm. Stoga se danas svjetlost smatra elektromagnetskim valom (EM val) u

vidljivom podrucju spektra (400 nm — 800 nm).

Sve do kraja 19. stoljeca smatralo se da klasi¢na fizika moZe objasniti cjelokupan svijet i sve
procese koji se u njemu odvijaju. Tek se dva eksperimenta nisu mogla objasniti klasi¢nom
teorijom: Wienov zakon pomaka — ultraljubicasta katastrofa, koju je predvidala klasi¢na
teorija — i fotoelektricni efekt. Zbog toga se teorija morala proSiriti uvodenjem kvanta
energije? te ulaskom u samu strukturu materije. Otad se pa sve do danas fizika velikom

brzinom razvija dalje uz uvodenje brojnih novih grana fizike.

Fotoelektricni efekt pojava je izbacivanja elektrona iz metala (materijala uopée) pomocu
svjetlosti (zraenja uopce), tj. pojava da iz metala kojemu je obasjana povrSina izlijecu
elektroni. Uc¢inci ove pojave su fotonapon, fotovodljivost 1 fotoemisija. Pojavu

fotoelektri¢nog efekta prvi je uo€io Hertz 1887. godine pri istraZivanju elektromagnetskih

2 U okviru klasicne fizike smatralo se da se energija unutar Supljine crnog tijela zraci kontinuirano. Uzimajuéi u obzir tu
pretpostavku, teorijska ovisnost intenziteta I zracenja i frekvencije f bila bi takva da se intenzitet povedava prema
beskonacnosti kako frekvencija raste, Sto nije zapazeno eksperimentima. Ta teorijska pojava nazvana je ultraljubicastom
katastrofom. U pokuSaju da rijesi ovaj problem, Max Planck 1900. godine uvodi pretpostavku da se energija mozZe emitirati i
apsorbirati samo u obrocima velicine E = h - f — Planckova kvantna hipoteza, gdje je h Planckova konstanta i iznosi h =
6,6260693 - 1073 ] - s = 4,13566743 - 1075 eV - 5, a f frekvencija.
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valova. Pojavu fotoelektricnog efekta klasi¢na teorija nikako nije mogla objasniti. Objasnjava
ju Albert Einstein 1905. godine za §to 1921. dobiva i Nobelovu nagradu — fotonska teorija
svjetlosti. Time Einstein predlaze da se svjetlost ne zamislja kao neprekidni tok energije veé
kao skup kona¢no malenih komadic¢a energije — kvanata energije, u ovom slucaju ih naziva
fotonima. Svaki kvant svjetlosti neke frekvencije f imao bi energiju E = h - f, a Einstein ga
naziva foton. U izrazu za energiju h je Planckova konstanta h = 6,6260693 - 10734 ] -s =
4,13566743 - 107> eV -s . Taj izraz predstavlja novu teoriju svjetlosti — tzv. fotonsku
teoriju svjetla. Ta teorija je u svojoj srzi ¢estiCna teorija, ako dopustimo da fotone zamisljamo
kao cestice, ali kvantizirane Cestice, ne kao u Newtonovoj teoriji kao klasi¢ne Cestice. Prema
fotonskoj teoriji snop svjetla nekog intenziteta koji nosi neku energiju E ustvari je veliki broj

fotona koji je svaki energije h - f.

Dakle svjetlost je prema valnoj teoriji elektromagnetski val (EM val), ali je takoder i Cestica
prema fotonskoj teoriji. Za razliku od Newtonove teorije, nova Cesti¢na teorija ima mnogo
¢vrstih potvrda 1 ne iskljucuje valnu teoriju. Drugim rijeima ove dvije teorije ne proturjece
jedna drugoj te se moze kazati da se smatraju obje ispravnima. Preostaje nam zakljuciti da je
svjetlost i Cesticne (fotoelektri¢ni efekt) i valne (ogib, interferencija) prirode, tj da je svjetlost

dvojne, valno — ¢esti¢ne prirode.

Ef = hf c=Af
H_} H_}

valna svojstva —

Cesticna svojstva — . ..
4 ogib, interferencija

foton (kvant energije)

gdje je Ef energija fotona za danu frekvenciju f, h Planckova konstanta, A valna duljina EM

vala, a ¢ brzina prostiranja vala (brzina svjetlosti).

Sto je zapravo svjetlost, §to je to zapravo foton svjetla, tesko je reéi. Jeli ona val ili Gestica?
Vjerojatno nije ni val ni Cestica, na kraju krajeva i pojam vala i pojam cestice ljudi su uveli
radi komunikacije i1 raspoznavanja odredenih pojava i efekata koje se uz te pojmove vezuju.
Dakle za svjetlo tesko je reci da je val ili Cestica, kada u nasoj percepciji i poimanju svijeta
oko nas nikako ne moZemo percipirati 1 pojmiti ni kvantizirane Cestice, ni elektrone 1 ostale
elementarne Cestice, pa tako ni fotone. Ono §to moZemo detektirati i mjeriti su neka njihova
svojstva 1 nacin na koji se oni ponasaju i kako reagiraju u odredenoj situaciji te se iz toga

stvaraju fizikalni modeli iz kojih se zakljuCuje o njihovoj prirodi. Tako se za svjetlost moze
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re¢i da ima svojstva vala, ali 1 svojstva Cestice, no to nikako ne znaci da je svjetlost a priori
val ili Cestica, i da je to tako odcita istina koja se moze uzeti kao temeljna. No mozemo
konstatirati da je ocito svjetlost svojevrsno strujanje energije koja izvire i prostire se

kona¢nom brzinom.

U ovom radu svjetlost ¢emo promatrati kao EM val posto su ta svojstva svjetlosti (kao §to su
ogib, interferencija, polarizacija) presudna za pravilno funkcioniranje senzora. Priroda
magnetskih pojava je zapravo ista kao i1 elektricnih pojava, zato ih se zajednickim imenom
naziva elektromagnetizam, a elektromagnetska sila u fizici je poznata kao jedna od Cetiri
osnovne, temeljne sile u prirodi (uz gravitacijsku i jaku i slabu nuklearnu silu). Ako postoji
promjena elektricnog polja, tada nastaje magnetsko polje, a kao reakcija na promjenu
magnetskog polja opet nastaje elektricno. Tako da je elektromagnetski val zapravo titranje
elektriénog 1 magnetskog polja. Kako elektri¢no polje titra (mijenja se) nastaje magnetsko
polje, koje takoder titra, a time stvara ponovno elektri¢no polje, te se tako proces ponavlja, a
val putuje u prostoru. Titranja elektricnog i magnetskog polja su u medusobno okomitim

ravninama, kako prikazuje donja slika.

F———Wavelengt,

Slika 20  prikaz elektromagnetskog vala u prostoru

James Clerk Maxwell (1831. — 1879.) matematicki je formulirao jednadzbe za elektri¢na i
magnetska polja na osnovi sinteze dotada$njih spoznaja i uvodenjem dodatne hipoteze da
promjena elektricnog polja uzrokuje stvaranje kruznih magnetskih polja. JednadZbe su
objavljene 1865. godine. Na osnovi rjeSavanja svojih jednadzbi postavio je teoriju
elektromagnetskih valova. Svrstao je vidljivu, kao i infracrvenu svjetlost u EM valove.
Godine 1864. Maxwell piSe: ,Slaganje rezultata, Cini se, pokazuje da je svjetlost

elektromagnetski poremecaj koji se prostire kroz polje prema elektromagnetskim zakonima®.
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Mijenjanje elektri¢nog i magnetskog polja u vremenu Maxwell je opisao s cetiri jednadzbe

koje se danas nazivaju Maxwellove jednadzbe.

Maxwellove jednadzbe sadrze poznati Faradayev zakon u kojem stoji da promjenjivo
magnetsko polje uzrokuje elektricno. Sadrze i Amperovu vezu jakosti struje i magnetskog
polja, ali i ¢injenicu da mijenjanje elektri¢nog polja uzrokuje magnetsko polje (Maxwellova
hipoteza). Ukljucuju i Coulombov zakon, tj. njegovo poopcenje u Gaussovom zakonu, kojim

se utvrduje veza naboja 1 elektricnog polja kao i ¢injenicu da ne postoji magnetski naboj.

U nastavku su prikazane Maxwellove jednadzbe (jednadzbe klasi¢ne elektrodinamike) u

diferencijalnom obliku

0E; _p

—_—=— 3.1
dx; & (3.1a)

9 _ (3.2a)
axi

. 9E_ 0B (33)
Uk x; ot '

9B JE,
Eijk 55— HolJi + o5 (3.4a)

]

Jednadzbe (3.1a — 3.4a) zapisane su u indeksnom zapisu, dok su jednadzbe (3.1b — 3.4D)
zapisane simbolicki. Ovako indeksno zapisane jednadzbe odnose se na Euklidov prostor
opisan Kartezijevim ili Descartesovim koordinatnim sustavom, dok simboli¢ki zapis ima
karakter opCenitosti pa je primjenjiv i na druge koordinatne sustave, ali se time gube evidentni
podaci o slaganju komponenti vektora ili opéenitije tenzora u fizici. U jednadZzbama 3.3a i
3.4a &y je tenzor tre¢eg reda poznat pod nazivom Levi — Civita tenzor ili permutacijski

simbol.

Jednadzbe 3.1a i 3.1b predstavljaju Gaussov zakon za elektri¢no polje, jednadzbe 3.2a i 3.2b
Gaussov zakon za magnetsko polje, jednadzbe 3.3a i 3.3b Faradayev zakon indukcije
(Maxwell — Faradayeva jednadzba), a jednadzbe 3.4a i 3.4b poopéeni Amperov zakon (s

Maxwellovim dodatkom).
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v-E=L (3.1b)
&o
V-BE=0 (3.2b)
S B
VX E = _a_ (3.3b)
ot
Lo ,  OF

U gornjim jednadbama E je elektri¢no polje, B magnetsko polje, p lokalna gustoca naboja
(slobodni naboj), J lokalna gustoca elektri¢ne struje (slobodne struje), &, permitivnost, a

permeabilnost vakuuma. U jednadzbama moze se zamijetiti Hamiltonov operator V3 pomocu

kojeg se u gornjim jednadzbama definiraju div (divergencija®) i curl® vektorskog polja.

3 Hamiltonov operator V naziva se jos i Del operator ili Nabla.

4 Divergencija ili divergens je diferencijalni operator definiran skalarnim umnoskom Del operatora V s vektorskim poljem F
oblika divF =V - F. Fizikalno pokazuje ima li vektorsko polje u nekoj tocki izvor ili ponor, naime, ako u nekoj tocki polja
zamislimo elementarni volumen sa stranicama dxdydz, divergens vektorskog polja ée pokazivati je li ukupan protok polja
kroz granice volumena jednak ili razlicit od nule. Ako je veci protok polja koji ulazi u volumen nego onaj koji izlazi, tada
¢emo reci da u toj tocci postoji ponor polja, u suprotnom postoji izvor jer je veci izlazni protok. Za polje u kojem je
divergencija identicki jednaka nuli kaze se da je solenoidalno ili bezizvorno polje. Stroza definicija divergencije bi rekla da
je divergencija vektorskog polja u tocci P definirana kao volumenska gusto¢a neto protoka kroz zatvorenu povrsinu koja
omeduje elementarni volumen u okolici tocke P.

A~

- _ F-a
dlUF(P) = VILI{]}“} ﬁ st
SW)

gdje je |V| volumen, S(V) povrsina koja omeduje taj volumen,a fi jedinicna normala na povrsinu. Divergencijom se definira
jedan od najvaznijih teorema u diferencijalnoj geometriji, tzv. teorem divergencije ili Gauss-Green-Ostrogradski teorem.
Njime se dovodi u vezu volumni integral divergencije vektorskog polja u nekom volumenu s povrsinskim integralom
vektorskog polja po zatvorenoj povrsini koja omeduje dani volumen (protok polja kroz zatvorenu povrsinu).

ﬂ (V’-ﬁ)w:ﬁ(ﬁ-ﬁ)ds

fvﬂg—gdv = #(anj)dS

av

ili indeksno zapisan

gdje je V volumen, dV zatvorena povrsina koja omeduje volumen V, a fi jedinicna normala na povrsinu S

5 Curl vektorskog polja, koji se jos naziva i rotor ili rotacija (rot), diferencijalni operator definiran vektorskim umnoskom
Del operatora V s vektorskim poljem F oblika curlF =V x F. Naziv ,, curl* prvi je predlozio James Clerk Maxwell 1871.
godine, a kasnije je opce prihvaceno. Fizikalno opisuje rotaciju vektorskog polja Fu nekoj tocki, preciznije u svakoj tocki
polja curlF predstavija vektor ciji smjer i iznos pokazuje smjer i iznos rotacije polja Fu zadanoj tocci. Predznak rotacije
proizlazi iz opéeprihvacene konvencije pravila desne ruke. U slucaju polja fluida, za curl se moze reéi da predstavija
cirkulacijsku gustocu. Matematicki, curl vektorskog polja F u tocki predstavlja projekcije vektora polja po zatvorenoj krivulji
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Iz jednadzbi se dade zakljuciti da iskazuju pet osnovnih fizikalnih postavki:

1) Elektri¢ni naboj stvara elektri¢no polje Eu svojoj okolini.

2) Elektri¢na struja u svojoj okolini stvara magnetsko polje indukcije B.

3) Svaki magnet ima svoj sjeverni i juzni pol (ne postoji magnet s jednim polom), a

silnice magnetskog polja indukcije B zatvorene su krivulje.

4) Magnetno polje B koje se mijenja stvara elektri¢no polje E.

5) Elektri¢no polje E koje se mijenja stvara magnetno polje B.

Za razliku od ostalih valova koji se Sire nekim sredstvom, elektromagnetski valovi mogu se
Siriti 1 vakuumom. Titrajuca elektri¢na i magnetska polja u EM valu uskladena su tako da oba
polja imaju maksimume i minimume u istim trenucima. Smjerovi elektri¢nog i magnetskog
polja okomiti su jedan na drugoga i oba su okomita na smjer Sirenja vala. To znaci da su

elektromagnetski valovi transverzalni. Brzina EM valova jednaka je brzini svjetlosti.

infinitezimalne povrsine u okolici tocke (povrSinska gustoca cirkulacije polja po zatvorenoj krivulji infinitezimalne povrsine)
podijeljene s tom povrsinom. Projekcija curla vektorskog polja na jedinicnu normalu infinitezimalne povrsine fi definiran je
zatvorenim linijskim integralom polja F na zatvorenu krivulju koja omeduje infinitezimalnu povrSinu predstavijenu
normalom @ podijeljen s tom povrsinom.

oy [ L LA
(curlF)-n—(VxF) n—Ll_r}(l) mfF dr
I

gdje je 7 jedinicna normala na infinitezimalnu povrsinu A Koju opisuje zatvorena
krivulja C. S pomocu curla definiran je vazan teorem u matematici, tzv. Stokesov teorem (Curl teorem, Kelvin-Stokes teorem,
poopceni Stokesov teorem ili Newton-Leibniz-Gauss-Green-Ostrogradskii-Stokes-Poincaré teorem), koji dovodi u vezu
povrsinski integral curla vektorskog polja s linijskim integralom vektorskog polja po krivulji koja omeduje danu povrsinu
(klasicni iskaz teorema).

jf[(ﬁxﬁ)-ﬁ]dA: fﬁ-d?

ili u indeksnom zapisu

0F;
J —
ff EmpjanmdA = fF]dx]
A 0A

gdje je A neka povrsina orijentirana jedinicnom normalom fi, 0A je oznaka za zatvorenu krivulju koja omeduje povrsSinu A.
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U svojoj teoriji EM valova Maxwell je izveo izraz za brzinu EM valova u vakuumu koji glasi:

c= = 2,99792458-108 m/s ~ 3-108 m/s

1
v €olo
Ta se vrijednost podudara s izmjerenom vrijednosc¢u brzine svjetlosti u vakuumu. Maxwell je

to smatrao uvjerljivim argumentom da je svjetlost zapravo jedna vrsta EM vala.

Iz gore navedenoga se dade zakljuciti da su izvori elektromagnetskog zraCenja elektri¢ni
naboji koji imaju akceleraciju (koji ubrzavaju). Ako elektricni naboj titra, tada cijelo vrijeme
ima promjenjivu akceleraciju, pa time emitira kontinuirani elektromagnetski val. Ako ima
samo kratkotrajnu akceleraciju, tada emitira pulsni EM val. Frekvencija emitiranih EM valova
ovisi o akceleraciji elektriénih naboja. Sto je akceleracija elektriénih naboja veca, veéa je i

frekvencija EM valova i obrnuto.

Eksperimentalnu potvrdu Maxwellove elektromagnetske teorije dobio je njemacki fiziCar
Heinrich Rudolph Hertz (1857. — 1894.) godine 1886. Pokazao je da valovi svjetlosti i valovi

koje proizvodi akcelerirani naboj imaju istu prirodu.

3.2.  Osnovne veli¢ine u fotometriji

Fotometrija je znanost o mjerenju svjetla. Dio je optike koja se bavi svojstvima i mjerenjem
izvora svjetlosti, svojstvima i mjerenjem svjetlosnog toka i svojstvima i mjerenjem rasvjetnih

povrsina. Bavi se mjerenjem svjetlosti u uZem smislu.

Vidljiva svjetlost samo je dio elektromagnetskog zracenja koje emitiraju svjetlosni izvori
(npr. na vidljivu svjetlost otpada samo oko 10% ukupno emitiranog zracenja elektri¢ne

Zarulje).

Osnovna veli¢ina u fotometriji je jakost izvora svjetlosti (intenzitet svjetla) I, jedinica je
kandela [cd]. Kandela se definira kao svjetlosna jakost izvora koji emitira svjetlost valne
duljine 550 nm 1 kojemu je snaga po jedini¢nome prostornom kutu 1/683 W. Svjetlosni izvor

od oko jedne kandele je npr. obi¢na svijeca.

Svjetlosni tok @ koji izvor jakosti I emitira u prostorni kut € bio bi jednak:

CD=JIdQ=I-Q
Q
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Jedinica za svjetlosni tok je lumen [lm]. Lumen je svjetlosni tok kroz 1 m? povrsine kugle
polumjera 1 m, u ¢ijem je srediStu svjetlosni izvor jakosti jedne kandele. Osvijetljenost
(iluminacija) neke povrsine je ukupni svjetlosni tok koji pada na tu povrsinu kad su svjetlosne
zrake na povrSinu okomite. Dakle moZe se re¢i da je to neka vrsta gustoce svjetlosnog toka.
Jedinica osvijetljenosti povrSine tj. gustoée svjetlosnog toka je luks [Ix] = [lm/m?].
Osvijetljenost neke povrSine ovisi o jakosti svjetlosnog izvora I, kutu upada svjetlosti na

povrsinu « 1 udaljenosti svjetlosnog izvora od povrsine.

Mozemo definirati vektor gustoée svjetlosnog toka E kao vektor u prostoru koji je u svakoj
toCki prostora kolinearan sa svjetlosnom zrakom svjetlosnog snopa, a iznos mu je jednak
svjetlosnom toku koji prolazi kroz neku infinitezimalno malu povr$inu okomitu na svjetlosne

zrake u promatranoj tocci, podijeljen s tom povrSinom. Dakle svjetlosnom snopu dali smo

karakteristike polja u prostoru koje je opisano vektorskim poljem gustoce svjetlosnog toka E.

Sada se moze ponovo definirati svjetlosni tok koji prolazi kroz neku povrSinu kao

d)=j§-ﬁdA d>=JEinidA
A A
gdje je 71 jedini¢na normala na element povrSine.
A dA
'S
A
_ N
P S E
—E’ _—
-
X
y

Slika 21 Prikaz svjetlosnog toka kroz povrsinu
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Na slici 21 prikazano je polje gustoce svjetlosnog toka E (crne strelice) i neka proizvoljna
povrsina A. Na slici je uocen element povrSine dA s pripadaju¢om normalom na taj element

n. U promatranoj tocki prostora vektor normale 71 zatvara kut a s vektorom gustoée

svjetlosnog toka E. Stoga je elementarni svjetlosni tok koji prolazi elementarnom povr§inom
dA jednak in produktu (skalarnom produktu) vektora gustoce svjetlosnog toka s vektorom
normale na povrSinu u toj to¢ci. Ukupni svjetlosni tok kroz povrsinu A dobije se sumiranjem
svih elementarnih svjetlosnih tokova na toj povrSini, kako je prethodno prikazano u

integralnom izrazu za svjetlosni tok.

Za proracun bitna je veli¢ina svjetlosnog toka kroz povrSinu i gustoca svjetlosnog toka.
Mjerna jedinica je irelevantna za sam matematicki model. Naime gustocu svjetlosnog toka
moZe se mjeriti u luksima [Ix] = [lm/m?] ili [W /m?], a sam svjetlosni tok mozZe biti izrazen

u lumenima [Im] ili vatima [W], ovisno kakvi ¢e ulazni podaci biti dostupni.

3.3.  Prijenos svjetla u optickom vlaknu

Vrlo pojednostavljeno gledano, kroz opticko vlakno (svjetlovod ili valovod) putuje svjetlost
tako da se brojnim refleksijama od ruba svjetlovoda svjetlost reflektira (odbija) te tako putuje
kroz vlakno. Princip prijenosa svijetla u valovodu prikazuje slika 22.

M \ / >( \ Zrake svijetla
: >< ~ koje se
) / \ reflektiraju

Slika 22  Princip prijenosa svjetla u optickom viaknu

Na njoj se mogu zamijetiti odredene svjetlosne zrake koje se promatraju te njihov put. Zrake
se brojnim refleksijama odbijaju od ruba svjetlovoda i na kraju izlaze van (pod nekim kutom).
Ako se zamisli veliki broj tih svjetlosnih zraka kad svjetlo putuje kroz valovod, moze se
pretpostaviti da ¢e se na makro razini snop svjetlosti vidjeti kao da se izlaskom iz valovoda
siri pod nekim kutom ©, kako prikazuje slika 23 lijevo, dok se na istoj slici desno moze vidjeti

primjer optickog vlakna u stvarnosti. Svjetlosni snop na makro razini moZemo smatrati
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kontinuiranim, prem da je on zapravo rezultat ogromnog broja svjetlosnih zraka koje se

reflektiraju od membrane valovoda i u jednom trenutku izlaze iz njega.

Slika 23 Prikaz snopa svjetlosti na izlasku iz svjetlovoda (lijevo), opticko viakno u stvarnosti
(desno)

ZamiSljaju¢i brojne zrake svjetlosti koje se brojnim refleksijama prenose kroz valovod, jasno
je da je na izlasku iz valovoda najveca koncentracija svjetlosnih zraka u centru popre¢nog
presjeka snopa svjetlosti, a kako se radius povecava tako je sve manje svjetlosnih zraka koje
tuda prolaze. Zato je gustoca svjetlosnog toka E najveca u centru poprecnog presjeka snopa
svjetlosti, a udaljavanjem od centra, kako radius raste tako gusto¢a opada. Stoga nije bas u
potpunosti to¢no da postoje jasne granice snopa svjetlosti koja izlazi iz vlakna. Naime na slici
23 mogu se vidjeti pravci (u 3D prikazu to bi bio plast stosca) pod kutem © koji predstavljaju
konture svjetlosnog snopa. U stvarnosti mala koli¢ina svjetlosnih zraka prolazi i izvan tih
kontura. Utvrdeno je da je funkcija gustoce svjetlosnog toka u svjetlosnom snopu (u bilo
kojem popre¢nom presjeku snopa) oblika Gaussove krivulje (slika 24). Na makro razini za
potrebe inzenjerske prakse moguce je aproksimativno uzeti granice snopa na vrijednosti 3o ili

60 Gaussove raspodijele gustoce svjetlosnog toka.

Najvecu vjerojatnost Py, POjavljivanja svjetlosne zrake pridijelit ¢emo centru snopa. Na toj
poziciji (r = 0) pridruzit ¢emo vrijednost maksimalne gustoce svjetlosnog toka za taj presjek
snopa E,. Kako se odmic¢emo od centra snopa po radiusu opada vjerojatnost pronalaska
svjetlosne zrake, a time opada i vrijednost gustoce svjetlosnog toka, jer postoji jednoznacna
veza izmedu gustoCe svjetlosnog toka i vjerojatnosti uocavanja svjetlosne zrake E = f(P) =

yP, gdje je y koeficijent proporcionalnosti (pojacanje).
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Izolinija
konstantne z T
gustoée |
svjetlosnog r
toka E

H-oc U uto

Slika 24 Raspodjela gustoce svjetlosnog toka po poprecnom presjeku snopa svjetlosti

Na gornjoj slici ¢ je standardna devijacija (standardno odstupanje), p ocekivanje uz najvecu

vjerojatnost, u ovom slucaju najveca gustoca svjetlosnog toka u centru snopa Ej.

1 -(y-w?

e 202
oV2n

fly) =

Gornja slika (slika 24) radena je za linijsku raspodjelu gustoce svjetlosnog toka duZz y osi.

Tako se aproksimativno moze odrediti kut snopa svijetla koji izlazi iz svjetlovoda. Drugim
rijeCima izlaskom snopa svjetlosti iz vlakna raspodjela gustoce svjetlosnog toka je Gaussova
krivulja, kako svjetlo putuje ta kompletna krivulja (Gaussova raspodjela) se S§iri, zadrzava
oblik, ali se razvlaci. Tako E, postaje sve manja vrijednost, a podru¢je u + ko zahvaéa sve

veci radius (na slici sve vece podrucje y osi).

Zelimo 1li obuhvatiti veliki dio ukupnog svjetlosnog toka koji izlazi iz optickog vlakna
uzimamo interval oko u (1 + ko), za koji se moze ocekivati da obuhvaca veliki dio razdiobe
te b1 se za njega moglo razumno ocekivati da pokriva gotovo cijeli svjetlosni tok koji izlazi iz
optickog vlakna. U tom slucaju k se naziva faktor pokrivanja, a moZe biti bilo koja pozitivna
cjelobrojna vrijednost. Taj interval u + ko se tada moze proglasiti mjerodavnim za proraun
te aproksimativno proglasiti da granice svjetlosnog toka leze na rubu tog intervala, a da se
svjetlosni tok izvan granica tog intervala moze zanemariti. Na taj na¢in moguce je odrediti kut

0.

Moguce je uvesti pojam nivoa pouzdanosti P. MozZe se reci da nivo pouzdanosti govori koliko

smo sigurni da ¢e se zraka svjetlosti nalaziti u odabranom intervalu u + ko. Drugim rije¢ima
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nivo pouzdanosti (u postocima) govori koliko posto svjetlosnih zraka smo obuhvatili u
odabranom intervalu u + ko, tj. koliki dio svjetlosnog toka je time obuhvacen. Tako da nivo
pouzdanosti govori podatak koliko je nasa aproksimacija da je sav svjetlosni tok unutar
granica u + ko dobra i dali je vjerodostojna stvarnosti. Nivo pouzdanosti P u postocima usko

je povezan s faktorom pokrivanja k. Tako ¢e biti:

k=1 = P =68268% ~ 68%
k=2 = P =9545%~95%
k=3 = P=99,73%

Kao sto se moze vidjeti na donjim slikama.

68.268%

p—o H u+o

Slika 25  Prikaz nivoa pouzdanosti uz k=1

95.45%

i— 20 Iz i+ 20

Slika 26  Prikaz nivoa pouzdanosti uz k=2

09.73%

j— 3o H p+ 3o
Slika 27  Prikaz nivoa pouzdanosti uz k=3

Razmisljajuc¢i na nacin kako je gore objasnjen prijenos svjetlosti u optickom vlaknu preko
refleksije svjetlosnih zraka, jasno je da je taj aproksimativno odreden kut ® Sirenja snopa

svjetlosti funkcija oblika i dimenzija valovoda. No za to¢no odredivanje tog kuta i svjetlosnog
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toka uopce koji izlazi iz vlakna trebaju se uzeti u obzir i drugi fenomeni koji na njega utjecu
kao Sto je i difrakcija (ogib) svjetlosti na rubu izlaznog poprecnog presjeka vlakna i realna
svojstva valovoda (nehomogenosti, uklju¢ine u materijalu, refleksije na izlaznom i ulaznom

presjeku valovoda, numericka apertura i slicno).

3.4. Difrakcija ili ogib svjetlosti

Opcenito govoreci, kad svjetlost naide na prepreku dolazi do ogiba ili difrakcije. Pojavu je
otkrio Talijanski fizi¢ar F. M. Grimaldi (1618. — 1663.), a moZe ju se opisati kao skup pojava
koje su rezultat skretanja valova s prvobitnog pravca prostiranja (oblikovanje novih pravaca
prostiranja) pri njihovom nailasku na rubove otvora ili na prepreku. Ogib je opca
karakteristika svih valova, valna fronta tada se deformira te se javlja svjetlo i u podruéju

geometrijske sjene (zalazenje svjetlosti iza prepreke).

Ogib se opaza kad su dimenzije prepreke ili pukotine usporedive s valnom duljinom vala.
Ukoliko su dimenzije prepreke manje od valne duljine vala dolazi do rasprSenje svjetla i ne
primjecuje se sjena objekta tj. prepreke.

Prema Huygensovom principu svaka tocka valne fronte moze se promatrati kao novi izvor
elementarnog kuglastog vala, to je jedna od formulacija nacela rasprostiranja svjetlosti. A.
Fresnel prvi je objasnio pojavu ogiba dopunjuju¢i Huygensov princip interferencijom
elementarnih sekundarnih valova. Naime kako je svaka tocka valne fronte jadan elementarni
izvor, dolazi do interferencija svjetlosti koje se §ire iz raznih elementarnih izvora, te se neki
valovi poniStavaju, a neki algebarski zbrajaju — na taj naCin se moze stvoriti nova valna fronta
(npr. nakon nailaZenja na prepreku). Slika 28 prikazuje valnu frontu iz ¢ije svake tocke izvire
kuglasti val, mogu se vidjeti mjesta gdje dolazi do interferencije valova te stvaranja nove

valne fronte.
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Slika 28  Huygensov princip
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Prolaskom vala kroz pukotinu prema Huygensovom nacelu val se ne §iri samo u smjeru

okomitom na pukotinu nego i u drugim smjerovima (slika 29).

o podrucje sjene
smjer Sirenja I e
vala ™

i max

™\, ogib vala

.: 5 max
4] min
* ’:: TN "
U e valna
' fronta

max
First screen

W

izvor vala

Second screen | min

“H max

Slika 29  Difrakcija svjetlosti prolaskom kroz pukotinu

Sto je valna duljina manja, a pukotina veca, ogib je manji (’1/ 4 manji,manji je i ogib). S
druge strane §to je valna duljina priblizno istog reda veli¢ine kao i pukotina, ogib je veci

(4/ 4 veti,veti je i ogib), sto prikazuje slika 30,

(a) Smaller value for /W, (h) Larger value for MW,
less diffraction. more diffraction.

Slika 30  Utjecaj velicine pukotine i valne duljine na efekt ogiba

Do difrakcije dolazi kod prostiranja valova svih vrsta (EM valova svih valnih duljina, zvu¢nih

valova, valova na moru itd.). Osim toga difrakcija je potvrdena i kod Cestica na atomskoj

Fakultet strojarstva i brodogradnje 37



Bojan Igrec Diplomski rad

razini, jer Cestice takoder pokazuju valne osobine — pojava se objasnjava nacelima kvantne
mehanike. Tako do difrakcije dolazi kad god val naide na prepreku ¢ije su dimenzije vece ili
jednake valnoj duljini vala, efekti su najuocljiviji kada je veli¢ina otvora pukotine ili prepreke
d reda veli¢ine valne duljine vala A (d o« 14). Najpovoljnija situacija za promatranje difrakcije
je kada val nailazi na prepreku koja ima vise bliskih otvora dimenzija reda veli¢ine valne
duljine vala jer se tada formira difrakcijsko — interferencijska slika uslijed razli¢itih putanja

kojima se prostiru novonastali valovi (Youngov pokus na dvije paralelne pukotine).

U pokusu kada valna fronta nailazi na dvije paralelne pukotine, nakon prolaska pukotine
prema Huygensovom nacelu dolazi do interferencija elementarnih kuglastih valova iz
koherentnih elementarnih izvora pa se na nekoj plo¢i (zastoru) na nekoj udaljenosti od
pukotina zamjeéuju niz svijetlih i tamnih pruga kao posljedica konstruktivnih i destruktivnih
interferencija (slika 29 1 31). SrediSnja pruga interferencije biti ¢e svijetla (srediSnji

maksimum), a slika interferencije je simetricna s obzirom na sredi$nji maksimum.

Screen

Double slit

Single slit

Light source
(single wavelength)

Slika 31  Difrakcija svjetla prolaskom kroz dvije pukotine
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Sli¢na stvar se dogada i prolaskom svjetlosti kroz jednu pukotinu. Ako zamislimo svjetlost
odredene valne duljine (monokromatska svjetlost) koja pada na prepreku s uskom pukotinom.
Ta pukotina djeluje iza prepreke kao izvor koherentnih monokromatskih valova svjetlosti.
Dolazi do ogiba iza prepreke, pa se na zastoru (plo¢i) dobiva ogibna slika kako prikazuju
donje slike. Na ogibnoj slici srediSnja je svijetla pruga mnogo Sira od ostalih pruga. S
udaljavanjem od srediSnje, pruge postaju sve uze i manje svijetle. Koliko ¢e se valovi ogibati,
ovisi o §irini otvora pukotine u odnosu na valnu duljinu valova. Kao $to je i ranije re¢eno, ako
je Sirina otvora mnogo veca od valne duljine svjetlosti, ogib je malen. Smanjivanjem Sirine

otvora ogib postaje izrazitiji.

Yo  sin Qg =24/a
0 —— sin O, = A/ a

- ——

(i =Y 0

s Y1 sin Q4,4 = -A/a

—¥o sin B4, = —24/a

Viewing screen

Slika 32  Difrakcija svjetlosti prolaskom kroz jednu pukotinu

Slike 32 i 33 prikazuju raspodjelu intenziteta svijetla na ploci prolaskom kroz jednu pukotinu.
Mogu se zamijetiti svijetle i tamne pruge ovisno o0 prostornoj poziciji na zastoru. Gdje je a
dimenzija pukotine (8irina), a ©® kut otklona na zastoru mjeren u odnosu na ravninu koja
prolazi srediStem pukotine, a okomita je na prepreku i dimenziju a. Moze se zamijetiti da se

tamne pruge javljaju za kuteve + kmr, k € Z, uz uvjet k # 0.
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(a)

(b)

Slika 33  Prikaz raspodjele intenziteta svjetla na zastoru nastalom difrakcijom svjetla pri prolasku
kroz jednu pukotinu

Na slici 34 prikazan je usporedni prikaz raspodijele svjetla na prikaznom zastoru prolaskom
svjetla kroz jednu usku pukotinu s i bez difrakcije. Lijevi dio slike prikazuje slucaj u kojem se
difrakcija nije javila (nije vjeran realnosti), dok se na desnoj strani vidi raspodjela uz

difrakciju, Sto bi se u realnosti i dogodilo.

/
J

(a) Without diffraction (b) With diffraction

Slika 34 Prikaz raspodjele svjetla na zastoru prolaskom svjetla kroz usku pukotinu bez difrakcije
(lijevo) i s difrakcijom (desno)
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Ako koherentna monokromatska svjetlost pada na prepreku ostrih rubova (npr. zilet), tada se
uzduz ruba sjene pojavljuju uske interferentne pruge. Medutim, nije ih lako razaznati golim

okom.

S prakticne strane difrakciju svjetla koja se javlja kad svjetlost naide na prepreku s oStrim
rubovima moze se promatrati preko ukupnog svjetlosnog toka. Uvodeci hipotezu kontinuuma
I promatraju¢i svjetlosni tok kontinuiranim. Prema slici 35, ako zamislimo beskonacni
svjetlosni snop (prostire se kao ravni val) u prostoru koji se prostire u smjeru x koordinatne
osi kako prikazuju strelice. Neka je y — z ravnina popre¢nog presjeka beskona¢nog snopa
svjetlosti. Zamislimo li da taj snop nailazi na oStar predmet oblika kvadrata u x — z ravnini s

beskonacnom dimenzijom uzduz y koordinatne osi.

7 A
.
O,
' |
- f
Ay
—_—
—_—
—_—

Slika 35  Ogib svjetla nailaskom na prepreku ostrih rubova na (prikaz kontinuiranim snopom)

Ako zamislimo neku povrsinu Az kao na slici i nademo svjetlosni tok @, koji prolazi kroz tu
povrsinu. Poznavaju¢i fenomen difrakcije mozemo naci neku povrsinu Az kroz koju prolazi
odredeni veliki postotak svjetlosnog toka @;. PovrSina mora biti odabrana tako da joj se
stranica u y smjeru poklapa sa stranicom u y smjeru povrsine Az (po smjeru i duljini), samo
da je pomaknuta za neku vrijednost po x osi. Dok se stranica u z smjeru mora malo produljiti
u podrucje geometrijske sjene da bi se efekti difrakcije svjetla uzeli u obzir. Tako se moze
traziti da kroz povrsinu A prolazi npr. 99,73 % svjetlosnog toka @, te prema tom uvjetu naéi

kut ©,. Stoga makroskopski gledano prema hipotezi kontinuuma se moze tvrditi da se
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nailaskom svjetla na prepreku svjetlo ogiba, te zrake svjetlosti skrecu pod kutem ©, prema
unutrasnjosti geometrijske sjene. Tako mozemo proglasiti da se sjena osjeca samo unutar tih
linija koje su otklonjene za kut ©, te je svjetlosni tok oCuvan za bilo koju povrsinu koja lezi
do pravaca otklanjanja s vanjske strane, tj. povrSna Az se linearno povecava kako raste x
koordinata, uvecava se za Ax - sin®, - y. Naravno treba napomenuti da u realnosti nema jasne
granice svjetlosnog snopa nakon ogiba, pa je trazenje ,,dobrog® kuta ©, samo bolja ili losija
aproksimacija. Naime kako je ranije pokazano zbog interferencija sekundarnih valnih fronti u
¢itavoj poluravnini (0, = 90°) postoji nekakvo prisustvo svjetlosti, ali je izvan kuta 0,
njezin intenzitet zanemarivo mali. Tako ¢e samo priblizno biti zadovoljena jednakost ®;~®,,

premda je zapravo ®; > &@,.
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4. Optic¢ki proracun

4.1. Osnovne postavke matematickog modela

Osnovna pojednostavljenja matematickog modela za opticki proraCun senzora za vibracije biti
¢e iznesena u ovom poglavlju. Nece se uzeti u obzir refleksija od izlaznog presjeka vlakna 1,
niti refleksija od ulaznog presjeka vlakna 2°. Naime te refleksije su zanemarivo male te se
njihov utjecaj na konacni rezultat moze zanemariti. Takoder neki ostali utjecaji realnog
optickog vlakna ovim prora¢unom nece se uzeti u obzir. Ovdje ¢e se vlakno promatrati kao

idealno.

1 - Opticko vlakno 1 (predajnik signala)

3 — Vertikalni pipac

©y

Slika 36  Prikaz kuteva Sirenja snopa svjetlosti na izlasku iz svjetlovoda i poslije pipca zbog ogiba

Takoder bitna stvar koju treba napomenuti je, kao $to je ranije objasnjeno, snop svjetlosti koji
izlazi iz vlakna 1 §iri se pod kutem © prema vlaknu 2. Zbog pipca koji se moze promatrati kao
prepreka oStrih rubova nadolazeCem snopu svjetlosti, svjetlost se ogiba iza pipca te

makroskopski promatrano snop skrec¢e pod kutem 0, kako prikazuje gornja slika.

Strogo gledajuci, prema slici 22 i1 37, neke zrake koje izlaze iz vlakna 1 blize donjem rubu, a
imaju neki kut izlaza u odnosu na horizontalu te se kre¢u prema pipcu, mogu proc¢i pokraj

pipca i prije¢i u dio snopa koji se zanemaruje (koji skre¢e pod kutem ©,). Primjerice

6 Opcenito Transmisija (transmisija svjetlosti) predstavija prolaz svjetlosti kroz odredeni medij (npr. kroz staklo), bez
izmjene valne duzine. Osim udjela transmisije prilikom upada svjetlosnog zracenja na staklenu povrsinu postoji i udio koji se
reflektira i apsorbira. Svojstva transmisije stakla opisana su koeficijentom transmisije svjetlost.
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promatrajuci sliku 37 koja prikazuje vertikalni pipac i par nasumi¢no odabranih svjetlosnih
zraka koje svojim uzastopnim refleksijama putuju vlaknom 1 i naposljetku izlaze van pod
nekim kutem u odnosu na horizontalu. Jasno je da svjetlosne zrake koje izlaze iz vlakna 1 s
gornje strane simetrale nikako ne mogu dospjeti iza pipca s gornje strane. Tako npr. zrake a,
b, i ¢ mogu ili se reflektirati od pipca, ili dospjeti u donju polovicu iza pipca. Za zrake koje
izlaze iz vlakna 1 s donje strane simetrale teorijski postoji vjerojatnost da mogu zavrsiti S
gornje strane iza pipca (npr zraka e na slici 37). To ovisi o poziciji na izlaznom poprecnom
presjeku vlakna 1 i1 kutu u odnosu na horizontalu. Vjerojatnost da ¢e zraka zavrsiti iza pipca s
gornje strane jako je mala, a tim je manja $to je pipac blize vlaknu 1 i $to je promjer vlakna
manji. S druge strane postoje i ve¢ kod samog procesa emitiranja svjetlosti u vlakno 1 uredaji
koji pokuSavaju zrake usmjeriti tako da ulaze u samo vlakno 1 pod Sto manjim kutem u

odnosu na horizontalu, tj. §to je moguce vise paralelno vlaknu 1.

1 - Opticko vlakno 1 (predajnik signala)
3 — Vertikalni pipac

a, b, c, d, e, f— Svjetlosne zrake 3

Ly —

/

Simetrala uzduz vlakna

Slika 37 Prikaz svjetlosnih zraka koje izlaze iz vlakna 1 i vertikalnog pipca

Stoga su ti efekti takoder zanemareni jer nemaju veliki utjecaj na rjeSenje, poSto je razmak
medu vlaknima mali te ve¢ina zraka svjetlosti izlazi pod malim kutem prema horizontali.
Makroskopski promatrano preko kontinuiranog svjetlosnog snopa, kao $to je gore navedeno,

te zrake takoder moZemo promatrati preko Gaussove raspodjele te 1 njih ubaciti pod kut ©,.

S obzirom na to da je kut ® mali, a ©, jo§ puno manji te vrijedi © > ©,, pa se utjecaj

difrakcije zbog pipca i utjecaj zraka koje prolaze pipac iza polovine udaljenosti dvaju optickih
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vlakana moze zanemariti. Stoga ¢e se smatrati da se ogib nakon pipca nece dogadati te da ¢e

put svjetlosti nakon pipca biti paralelan vlaknu 1, tj kut ©, biti ¢e jednak ©, = 0, kako

prikazuje slika 38.

1 - Opticko vlakno 1 (predajnik signala)

3 — Vertikalni pipac

©\

{’ *
/

Slika 38  Prikaz kuteva Sirenja snopa svjetlosti uz kut @, =0

Dalje treba definirati gustoc¢u svjetlosnog toka E po poprecnom presjeku snopa svjetlosti. Vec

je receno da ¢e se snop promatrati kontinuiranim, gdje ¢e se smatrati da se on Siri pod kutem

0. lzvan pravaca koji su otklonjeni za kut © i koji opisuju plast stosca (slika 40), svjetlosni

tok jednak je nuli. Unutar tog plasta, po radiusu, gustoca svjetlosnog toka je krivulja. Tri

pojednostavljena modela su ovdje prikazana, a proracun ¢e se napraviti za prva dva.

1)

2)

3)

Smatra se da je gustoca svjetlosnog toka konstantna duz poprecnog presjeka snopa
svjetlosti E = konst.

Smatra se da je gustoca svjetlosnog toka krivulja drugog reda oblika parabole drugog
reda koja glasi:

S

gdje je a radius svjetlosnog snopa, E, gusto¢a svjetlosnog toka u centru snopa, a r
radijalna koordinata cilindarskog koordinatnog sustava.

Smatra se da je gustoca svjetlosnog toka krivulja oblika Gaussove krivulje za
normalnu razdiobu, koja je na 3¢ ili 60 intervalu presjeCena, te se smatraju to granice
svjetlosnog toka (kut © bi se dobio na nacin da pravci granice svjetlosnog toka prolaze
kroz interval 3o ili 60).
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Slika 39 kvalitativno prikazuje krivulje gustoce svjetlosnog toka po popre¢nom presjeku

snopa svjetlosti za ta tri modela preko radijalne koordinate.

Eo Eo Eo

\
\

a

2
E=E, [1 - (%)l E = konst. E= oblika Gussove krivulje

Slika 39  Pretpostavijene krivulje gustoce svjetlosnog toka za tri slucaja proracuna

Ovim proracunima dobiti ¢e se okvirne vrijednosti odziva vlakna 2 na poziciju pipca. Drugim
rijeima dobiti ¢e se koliko svjetlosnog toka, kojeg je odaslalo vlakno 1 prima vlakno 2 u
ovisnosti 0 poziciji pipca. Fizikalno najto¢niji model je uz pretpostavku Gaussove raspodjele
(model 3), ali razlika izmedu tre¢eg i drugog modela je za konkretan slu¢aj vrlo mala te se

moze zanemariti, pa se tre¢i model nece analiticki racunati.

Na kraju kao potvrda ispravnosti ovih pojednostavljenih analiti¢kih proracuna biti ¢e
napravljena numeri¢ka simulacija tog problema u komercijalnom racunalnom programu
ZEMAX, ¢iju licencu ima Fakultet elektrotehnike 1 racunarstva (FER). Ta simulacija uzeti ¢e

sve parametre u obzir, i one koji su u ovom analitiCkom proracunu bili zanemareni.

Na taj nacin moci ¢e se propisati dozvoljena maksimalna amplituda pipca koja se u podrucju

1g — 10 g smije javiti u senzoru.

4.2.  Matematicki model opti¢kog prorac¢una

Za potrebe matematickog modela, opticka vlakna smjeStena su u koordinatni sustav xyz,
simetricno u odnosu na vertikalnu, z koordinatu (slike 40 i 41). Vertikalni pipac biti ¢e
smjeSten paralelno z koordinatnoj osi tako da je u nultom polozaju vrh pipca u ishodistu

koordinatnog sustava, kao §to se moze vidjeti na slici 44.
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Slika 40  Prikaz optickih vlakana u koordinatnom sustavu (3D prikaz)

Slika 40 prikazuje smjeStaj opti¢kih vlakana u koordinatnom sustavu u trodimenzionalnom
prikazu. Na slici 41 moze se vidjeti taj isti prikaz u dvije dimenzije (z — X ravnina). Prema

slici 41 promatrat ¢emo popreéne presjeke svjetlosnog snopa za slu¢aj da nema vertikalnog
. . e L . L . .
pipca, na pozicijama x = —=, x = 0 i x = -. Dogovorno uzimamo oznaku za promjer vlakna

1 i vlakna 2 (identi¢na su) d, oznaka za radius (polumjer) popre¢nog presjeka svjetlosnog
snopa za bilo koju poziciju x je a(x), a L oznaka za medusobnu udaljenost optickih vlakana.

Trenutno promatrajmo tri karakteristi¢éna poprecna presjeka snopa svjetlosti uvodeci oznake:

1) Na poziciji x = —%, imat ¢emo povrSinu popre¢nog presjeka snopa A, i promjer
poprecnog presjeka snopa 2a (— %) = d. Za taj poprecni presjek povrSina i promjer

snopa podudaraju se s vrijednostima povrsine 1 promjera poprecnog presjeka vlakna 1.

2) Na poziciji x =0, imat ¢emo povrSinu popre¢nog presjeka snopa A’, i promjer
popre¢nog presjeka snopa 2a(0) = d'.

3) Na poziciji x = g, imat ¢emo povrSinu popre¢nog presjeka snopa A", i promjer

popre¢nog presjeka snopa 2a (g) =d".
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1 - Opticko vlakno 1 (predajnik signala)

2 - Opticko vlakno 2 (prijamnik signala)

) [0 A\
g i S s ke

Granice svjetlosnog snopa

R B

Slika 41l  Prikaz optickih vlakana u koordinatnom sustavu s naznacenim bitnim povrsinama

Kako je svjetlosni tok & ocuvan, jasna je stvar da ¢e on biti jednak kroz sve tri povrSine

A,A"1 A", Vrijedit Ce:

= jﬁ(x,y,z)-ﬁdA= jﬁ(x,y,z)-ﬁdA= fﬁ(x,y,z)-ﬁdA=konst.
A Al A’

ili indeksno zapisano

b = ]Eini dA = JEini dA = jEini dA = konst.
AI AII

Pretpostavimo li da su vektori gustoce svjetlosnog toka E i vektor normale na povrsinu
poprecnog presjeka snopa u svakoj tocki snopa svjetlosti kolinearni, kut medu njima tada je
0°, pa se gornji integrali mogu zapisati bez in produkta, a vektori se mogu promatrati kao

skalari, kao Sto ¢e 1 biti slu€aj u daljnjem proracunu. Gornji integrali prelaze u oblik:

D = j E(x,y,z)dA = j E(x,y,z)dA = fE(x, y,z) dA = konst. (4.1)
A A A7

Nadalje odredivanjem polumjera i promjera snopa svjetlosti za tri karakteristina presjeka

dobivamo (slika 42):
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. @_le_xu
sin —L—L

d=d+2x"=d+ Lsin®

d'"=d+2x"=d+ 2Lsin®

x' (x")

L (L/2)

Slika 42  Trokut svjetlosnog snopa s kutom @

Izrazi za izraCunavanje karakteristi¢nih povrsina slijede u nastavku.

d?m

A= - (4.2)

s (d’izn _ (d+1L :in 0)%m (4.3)
"2 2L si 2

A”=(d )7T=(d+ sin @)“m (4.4)

4 4

Uvode¢i novu oznaku 7y koja ima fizikalno znacenje polumjera (radiusa) optickog vlakna 1 1
optickog vlakna 2

TOZ

)

d
2
sumarno mozemo pisati:

zax=—3z >a=-=T,

2

zax=0 2a=—=1,+—=sin®
)
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n

L
zax=§ =>a=7=r0+LsinG)

. “ . . . L.
Izraz za radius poprecnog presjeka snopa svjetlosti na x > — 5 J€

L
a(x) = (ro + Esin G)) + xsin® (4.5)

Izraz (4.5) opisuje koliki je radius snopa svjetlosti za neku proizvoljnu poziciju x, uz uvjet da

na putu snopa ispred promatrane pozicije x nema nikakvih prepreka. Takoder jasno je da je

domena jednodimenzionalne funkcije a(x) x € R, uz uvjet x > —g.

Slika 43 Ovisnost povrsine snopa svjetlosti o poziciji vertikalnog pipca

S obzirom na to da pipac putuje vertikalno po osi z, a po€etni mu je polozaj u tocci T (0, 0, 0),
logi¢no je pomak iskazati u Kartezijevim koordinatama. Izvod povrSine snopa svjetlosti na
nekoj poziciji x = 0 u ovisnosti o vertikalnom pomaku pipca prikazan je u nastavku (izraz ¢e

vrijediti uz pretpostavke iznesene u proslom poglavlju). 1z slike 43 slijedi:
t =t(2)

[t(Z) 2

=a

t = +4(a? — z?)
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Ocito da rjeSenje t = —/4(a? — z2) nije fizikalno, prema tome jedina fizikalno opravdana

solucija je relacija:

t(z) = 24/a? — z2

Stoga je povrSina popre¢nog presjeka snopa svjetlosti na nekoj poziciji x = 0 0visno o

pomaku pipca, uz uvjet z € [—a(x), a(x)]:

2 z 2 z
Ax,2) =@+ f t(z)dz=@+ f 2/[a@)]? - 2 dz (4.6)

0 0

Izraz (4.6) moze prijeci u sljedeci oblik.

A(x,z) = ft(z)dz= f 24/ [a(x)]? —z% dz (4.7)
—a(x) —a(x)

1 - Opticko viakno 1 (predajnik signala)
2 - Opticko vlakno 2 (prijamnik signala)
3 — Vertikalni pipac

L — razmak izmedu optickih vlakana

Slika 44 Prikaz optickih viakana i vertikalnog pipca u nultom polozaju u koordinatnom sustavu

Slika 44 prikazuje opticka vlakna 1 i 2 te vertikalni pipac u dvodimenzionalnom
koordinatnom sustavu (z — x ravnina). Na slici se moze vidjeti da je u nultom polozaju

pozicija pipca takva da tocno dira x koordinatnu os, tj. vrh pipca je u tocki T (0, 0). Time
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pipac u nultom polozaju zaklanja tocno polovicu povrsine presjeka svjetlosnog snopa, tj.

polovicu svjetlosnog toka.

U nastavku slijede matematicki modeli koji na razli¢it nacin definiraju funkciju gustoce

svjetlosnog toka E (x, y, z).

4.2.1. Matematicki model uz pretpostavku konstantne gustoce svjetlosnog toka du?
presjeka svjetlosnog snopa E = E(X)

Pretpostavimo li da je gustoca svjetlosnog toka funkcija smo x koordinate u koordinatnom
sustavu E = E(x) — po popreénom presjeku snopa gustoca svjetlosnog toka je konstantna. Po
x koordinati E kontinuirano opada, a poprecni presjek snopa svjetlosti se linearno povecava
pod kutem ©. Stoga za slucaj da pipac ne zaklanja snop svjetlosti, svjetlosni tok iz izraza (4.1)

se reducira i prelazi u:
®=E-A=E'"-A'=E"-A" = konst. (4.8)
gdje je

F=E(- g) E' = E(0) E"=E (5)

Iz izraza (4.8) proizlazi:

E'=E 4
—p 4
A
E" = F— 4.9
= (49)

Tada u vlakno 2 ulazi svjetlosni tok &, = E"" - A = @, %, pa vrijedi:

P, A

®, A"
gdje je @, svjetlosni tok kojeg $alje vlakno 1, a @, svjetlosni tok kojeg prima vlakno 2. S

obzirom na to da ¢e nas zanimati vrijednost svjetlosnog toka koji ulazi na poziciji x = - U

N |~

vlakno 2 u ovisnosti 0 poziciji pipca, izraz za svjetlosni tok koji ulazi u vlakno 2 prelazi u
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N>

q)_A
_A

+ 2\/ —22 dz (4.10)
2]

H_J¥ -7
-~
E" A(2), - Povrsina viakna 2 kroz koju ulazi
svjetlosni tok ovisno o poziciji pipca

Prema izrazu (4.5), a(— —) jednako je radiusu popre¢nog presjeka vlakna r,. Nadalje

potrebno je razrijesiti integral u izrazu (4.10). Uvodeéi supstituciju = —=sin B slijedi:

——sinB
fZ a? — z2 dz—2af /1——dz Z—asm,B =2af(\/1—sin2ﬁ)a(cosﬂ)dﬂ

dz = a(cos B)dp
Nakon preuredenja gornjeg integrala koristeéi relaciju (b) integral se moze iskazati u obliku:
1
Zaf(a cos? B) dp = 2a? ff([l + cos(2B)]dp,

gdje je takoder primijenjeno i pravilo (d). Daljnjim rjeSavanjem dobiva se

1
2a? _[E([l + cos(2B)dp = a? [,6’ + j cos(2B) d,B] +C, (4.11)
gdje je C proizvoljna integracijska konstanta. Daljnjim rjeSavanjem integrala u izrazu (4.11),
uz novu supstituciju 28 = t slijedi:

26 =t

2dB =dt| 1 _sint
Jcos(Zﬁ)da dt —EJcostdt—T+C

dﬁ:?

Vracajuci natrag pocetnu varijablu 8 u gornji izraz slijedi:

(4.12)

f cos(2B) dp = sin(22[>’) +C

Uvrstavajuci izraz (4.12) u izraz (4.11) te koristeci pravilo (e) dobiva se:
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: 2
a’ [2'8++m(2'8)l+C=a7[2[3+251n[3c05/3]+C

Daljnjim uvrstavanjem stare varijable z u gornji izraz, uz koristenje relacije (b) dobiva se:

)

p =sin™1

N

QIN

2
{%[2,8+Zsin,8cosﬁ]+6} sin f = = a’ [sin_1 (2)+%\/a2—22]+C

1
cosf =—+a?—z?
a

Nakon sredivanja dolazimo do konac¢nog rjeSenja pocetnog integrala.

f 2vJa? —z2dz = a?sin™?! (Z) +zya2—z2+C (4.13)

Uvrstavajudi izraz (4.13) u relaciju za izracunavanje povrsine u izrazu (4.10) dobiva se
A Tolm z z
A(2), = —— f —z%2dz=——+ [roz sin™?! (—) + 74192 — ZZ]
2 2 T 0
0

Konacno, uvr§tavanjem granica integracije dobivamo izraz za povrsina vlakna 2 kroz koju

ulazi svjetlosni tok u ovisnosti o vertikalnom pomaku pipca, na poziciji x = >

Tolm z
A(2), = OT + 792 sin”? (—) + z,/1y% — 22 (4.14)

To

uz uvjet z € [—1y, 15). Nakon kombinacije izraza (4.14), (4.10), (4.4) i (4.2) dobiva se krajnji

izraz za svjetlosni tok koji prima vlakno 2 ovisno o poziciji pipca (4.15).

d? A . z
d,=F @+ 2L5in0)? . [E + 192 sin~? (a> + z/19% — ZZ] (4.15)

Time je dobiven matematicki model uz pretpostavku konstantne gustoce svjetlosnog toka po

popre¢nom presjeku svjetlosnog snopa E = E(x).
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4.2.2. Matematicki model uz pretpostavku da je gustoca svjetlosnog toka duz presjeka
svjetlosnog snopa funkcija radijalne koordinate E = E(X,r)

Pretpostavimo li da je gustoca svjetlosnog toka funkcija x I r koordinate u cilindricnom
koordinatnom sustavu E = E(x, ). Po x koordinati E kontinuirano opada, a popre¢ni presjek
snopa svjetlosti se linearno povecava pod kutem 0. Za slucaj da pipac ne zaklanja snop
svjetlosti imamo za bilo koju poziciju x veéu od —L/2, za bilo koji a, tj. za bilo koju povrsinu

poprecnog presjeka snopa svjetlosni tok:

2m a(x)

=ffE(x,r) dA=J. f rE(x,7v) dr de (4.16)
A 0 0

Krajnji cilj je pronaci koliko svjetlosnog toka ulazi u vlakno 2 ovisno o poziciji vertikalnog
pipca. Kako je prethodno re€eno, gustoca svjetlosnog toka E ovisi 0 x i r koordinati u
cilindarskom koordinatnom sustavu E = E(x,r). S druge strane zbog vertikalnog pomaka
pipca duz z osi, najlogi¢nije je prije¢i u Kartezijeve koordinate da bi se lakSe opisao pomak
vertikalnog pipca te njegov utjecaj na svjetlosni tok koji ulazi u vlakno 2. Stoga se funkcija

gustoce svjetlosnog toka prevodi iz cilindarskih u Kartezijeve koordinate.
E=E(x,r) = E(x,y,2)

S obzirom na to da po presjeku snopa svjetlosti gustoca snopa E ovisi i 0 z i 0 y koordinati,

potrebno je povrSinski integral
o = ]E(x,y,z) dA
A

integrirati i po y, i po z koordinati. PovrSina svjetlosnog snopa ovisno o pomaku pipca,

koristeci izraz (4.7), tada prelazi u izraz (4.17). Na slici 45 moze se vidjeti element povrSine.

z  Va@)?-z2
A(x,z) =!dA = j f dy dz (4.17)

—-a(x) — /a(x)] —z2

Izraz (4.17) predstavlja povrsinu presjeka svjetlosnog snopa na nekoj poziciji x = 0 ovisno o

pomaku pipca, uz uvjet z € [—a(x), a(x)].
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dA

Slika 45  Prikaz elementa povrsine svjetlosnog snopa u Kartezijevom koordinatnom sustavu

. ) . . .. . s L ] }
Konaéno izraz za svjetlosni tok koji ulazi u vlakno 2 na poziciji x = U ovisnosti 0

vertikalnom pomaku pipca koristeéi izraz (4.1) i (4.17) glasi:

a_,
z 4
o, = ] ] E(x,y,z)dydz (4.18)

d 2
= d 2
2 - Z —Z

Izraz (4.18) od velikog je znaCaja jer predstavlja opcenitu jednadzbu za izracunavanje
svjetlosnog toka koji ulazi u vlakno 2 u ovisnosti 0 poziciji vertikalnog pipca za bilo koju
funkciju gustoce svjetlosnog toka E (x,y, z). Ubacivanjem neke funkcije E(x, y, z) jednadzba
se lako moze rijeSiti numeri¢ki upotrebom nekog od dostupnih numerickih alata (npr.

MATLAB).

4.2.2.1. Matematicki model uz pretpostavku funkcije gustoce svjetlosnog toka oblika
E(x,r)=Eo(x)=[1-(r*¥/a(x?)]

Pretpostavimo li da je gustoca svjetlosnog toka funkcija x i r koordinate u cilindarskom
koordinatnom sustavu kako prikazuje izraz (4.19). Kvalitativan izgled te krivulje duz

poprecnog presjeka svjetlosnog snopa moguce je vidjeti na slici 39 (skroz lijevo).

E(x,r) = Ey(x) l1 - (ﬁ)l (4.19)
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U izrazu (4.19) E,(x) je gustoca svjetlosnog toka u centru snopa na poziciji x, pa vrijedi:

Ey(x) = E(x,r =0)

Ili u Kartezijevim koordinatama:

Ey(x) =E(x,y=0,z=0)

S obzirom na to da gustoca svjetlosnog toka nije funkcija ¢ koordinate u cilindarskom
koordinatnom sustavu, linije konstantnog parametra ¢ su izolinije, tj. linije konstantne
gustoce svjetlosnog toka (kruznice s centrom u x koordinatnoj osi). Da bi se mogao izvesti

matemati¢ki model pomocu izraza (4.19), mora biti poznata gustoca svjetlosnog toka u centru
snopa na poziciji x = —% [EO (x = — g)], tj. u centru izlaznog presjeka vlakna 1, a koristit ¢e
se kao ulazni podatak u proracun.

S obzirom na to da je svjetlosni tok ocuvan 1 konstantan za svaku povrSinu snopa svjetlosti —

izraz (4.1) — moze se pisati:

2m a(x)

r2
D= b[ Of rEq(x) [1 - (W)l dr de = konst.

Pa tako ¢e vrijediti i sljedeca jednakost:

d
2w 2 2m a(x)

L 47?2 r?
ffrE()(x:—E)l— Tz drd<p=ff rEq(x) |1 — a2 dr do
00 0 0
Uvedemo li novu oznaku E,,,, = E, (x = — g) gornja jednadzba prelazi u oblik:

2m 42 2m a(x) 2
J TEmax [1 - <F>l dr do =J j rEy(x) ll - <W>l dr do
0 0 0

Rjesavanjem gornjeg integrala i uvrStavanjem granica integracije dobiva se:

e TN

d2 2
Emax En = Ey(x) [a(;)] s

1z Cega slijedi
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d 2
EO(x) = Emax [T(X)] (4.20)

Uvrstavanjem izraza (4.5) u izraz (4.20) dobiva se:

2

d
i (4.21)
Eo(x) = Emax (d + Lsin ® + 2x sin @)

UvrStavanjem x = % tj. na poziciji ulaznog presjeka vlakna 2 dobivamo

E (x - 5) —E,=E (L)z (4.22)
0 2 0 MmaxX\d + 2L sin©

Izrazi (4.20) i (4.21) predstavljaju gustocu svjetlosnog toka u centru snopa svjetlosti za neku

proizvoljnu poziciju x > 0, a izraz (4.22) gustocu svjetlosnog toka u centru snopa svjetlosti
2
na ulaznom presjeku vlakna 2. Dalje je potrebno funkciju E(x,7r) = Ey(x) [1 - (ﬁ)]

prevesti iz cilindarskih u Kartezijeve koordinate kako bismo mogli postaviti integralni izraz

za racunanje upadnog svjetlosnog toka u vlakno 2 u ovisnosti o pomaku vertikalnog pipca.

1

a(x)

Slika 46  Prelazak iz cilindarskih u Kartezijeve koordinate

1z slike 46 proizlazi:

r2 =2z%+y?
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r=4yz%+y?

Jedino fizikalno rjesenje je

Stoga izraz (4.19) prelazi u:

z% + y?
E(x, v, Z) = EO(X) [1 - Wl (423)
UvrStavanjem izraza (4.21) i (4.5) uizraz (4.23) slijedi:
E( )=E ( d )2 1 Zty” 4.24
OV, 2) = Emax \T T 5in® + 2x sin © d L . _ 2 (4.24)
(7+751n@ + xsm@)

UvrStavanjem x = % u izraz (4.23), tj. na poziciji ulaznog presjeka vlakna 2 funkcija gustoce

svjetlosnog toka E (x, y, z) prelazi u:

L z? +y?
E<x=§,y,z)=E0 1- Lyz (4.25)
a(3)
Konaéno uvrstavanjem izraza (4.21) i (4.5) uizraz (4.25) slijedi:
L d 2 z2 + y? (4.26)
E(x:_ry'z):Emax<—.) B I
2 d+ 2Lsin® d Lsin®
(7 + Lsin )
. 7
e
Eo

Izrazi (4.23) i (4.24) predstavljaju funkciju gustoce svjetlosnog toka za neku proizvoljnu
poziciju x = 0, a izrazi (4.25) i (4.26) funkciju gustoce svjetlosnog toka na ulaznom presjeku
vlakna 2. lzrazi (4.23), (4.24), (4.25) i (4.26) vrijede uz uvjet z € [—a(x), a(x)] i uvjet y €

[—a(x), a(x)]. U daljnjem tekstu ako uz oznaku E, ne bude stajalo za koju se poziciju x
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odnosi, smatrat ¢e se da se podrazumijeva da je to gustoca svjetlosnog toka u centru

svjetlosnog snopa na poziciji x = =, 4. vrijedi:

L
E0<x:§>:E0

Kona¢no se moze prikazati konacni integral za ukupni svjetlosni tok kojeg prima vlakno 2 u

ovisnosti o poziciji vertikalnog pipca.

2
e

[ & 1_3\ ares w
[+(z)]

z
d 2
_a d .
2 _,Z -z

Uvrstavajuci izraz (4.26) u izraz (4.27), on se transformira u:

q)2=

Z
d 2 z% + y?
_ . BT PR 4.28
®: ,f Emax (d + 2L sin G)) 1 2| 4y dz (4.28)

g i (%+Lsin(§))
7

Izrazi (4.27) i (4.28), koji predstavljaju jednadZzbu za izraCunavanje svjetlosnog toka koji ulazi
u vlakno 2 u ovisnosti 0 poziciji vertikalnog pipca, pogodni su za direktno numericko

integriranje upotrebom nekog od dostupnih numerickih alata (npr. MATLAB).

Dalje je potrebno razrijesiti integral u izrazu (4.27). Sli¢no kao i za E, u daljnjem tekstu

uvodimo novu oznaku a,, koja se odnosi na radius snopa svjetlosti na poziciji x = > b

vrijedi:

L
a<x=§)=a0

Rjesavanjem integrala u izrazu (4.27) slijedi:

/dz 5 .
z vz % z a —z2
Z2 + yZ ZZ 1 y3 4
¢>2=on j 1-—— dydzonf Sy —g dz
’ ) a, : a, a, T
Z -3 -2 2 7 %
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Nakon uvrStavanja granica integracije te sredivanjem dobivenog izraza, uz grupiranje

pojedinih ¢lanova slijedi:

d2
— — 72 _ — 2. |Z 2
o, =E, f z 3a0 z > 2 z%|dz

Daljnjim cijepanjem gornjeg integrala na tri manja dobiva se:

Gornji izraz moze se preurediti i zapisati u obliku dva integrala kako slijedi u nastavku:

Z |2 z 2
P, = Ep |1 zf & 4 Y [2|¢ -2
= — - —Z Z——'—' z° |= —z° dz

3 2

U lzrazu (4.29) potrebno je rijesiti integrale I i II. U integralu I prepoznajemo oblik

neodredenog integrala kakvog smo ve¢ rijesili, a rjeSenje je izraz (4.13). Ako u izrazu (.13)
zamijenimo a s % dobiti ¢emo upravo rjeSenje neodredenog integrala I u izrazu (4.29) koje

glasi:
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’dz 1 2
I = Zf i z2dz = 7 [dz sin™?! (FZ) + 2z4/d? — 422] + C; (4.30)

Nadalje, radi jednostavnosti zapisa, iskazimo dimenziju popre¢nog presjeka optickog vlakna
. . d . . .
polumjerom r,, a ne promjerom d — r, = - — ba rjesavanjem neodredenog integrala II u

izrazu (4.29), uz supstituciju z = ry sin t, slijedi:

Z=1pysint
dz = ry(cost)dt

I = sz\/roz —z2dz

‘ = f 1o2(sin? t)/152 — 152 sin? t 1,(cos t)dt

Koriste¢i pravilo (b), izraz pod korijenom prelazi u:

J1ro?2 — 12 sin? t = \/1y2(1 — sin2 t) = |r, cos t]

Ocito da je radius optickog vlakna ry uvijek pozitivna veli¢ina, a kosinusna funkcija je
pozitivna u intervalu t € [0, %] U [37",27r] + 2km, k € Z. Pretpostavimo li da je t doista u tom

intervalu, mozemo se rijesiti apsolutne vrijednosti u gornjem izrazu, pa neodredeni integral II

uz primjenu pravila (c) i (d) prelazi u oblik:
0%
= froz(sin2 t) 152 (cos?t) dt = Tf[l —cos(2t)][1 + cos(2t)] dt

Koriste¢i izraz (a) 1 (d) dobivamo:

4 4 1+ 4t
11 =%][1 — cos?(2t)] dt =%j [1—%”] dt

Nakon sredivanja gornjeg integrala, razdvajanja na dva dijela te djelomi¢nog integriranja i

preuredivanja dobivamo:

4 4 4
To 1 1 T Ty
O || Zgr—2 -0 ,_0 4.31
11 2 U 5 dt 3 ] cos(4t) dt] 3 t 3 Jcos(4t) dt + Cy ( )

Dalje je potrebno rijesiti integral u izrazu (4.31). Novom supstitucijom 4t = f dobivamo:

4t =f
= 1 1
fcos(4t) dt 4dt = df =f—cosfdf=—sinf+C
1 4 4
dt=de
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Nakon vrac¢anja pocetne varijable t u gornji izraz slijedi:
1

J. cos(4t) dt = Zsin(4t) +C (4.32)
Ubacivanjem izraza (4.32) u izraz (4.31) slijedi:

1, 1 . 1, 1 .
Il = g7 [t — Zsm(4t)] +Cpp = g7 [t — Zsm[z . (Zt)]] + Cy;
KoriStenjem pravila (e) i (f) dalje proizlazi:

1 1 . 1 ) )
e g"o4 [t — Esm(Zt) - cos(2t)] +C = gro“[t —sint-cost- (cos?t —sin?t)] + Cy;

Nadalje koriStenjem pravila (b) te vracanjem pocetne varijable z iz prve supstitucije

dobivamo:
. z
1 sin t = T'_
11 ={—r04 [t—sintxll—sinzt(l—ZSin2 t)] +C,,} OZ
8 t =sin™? (r_>
0

1 . z z z2 z?
I ==ry* sm—1<—)—— 1-—-(1-2-=)|+¢,
8 o/ 7o 1% 1%

Daljnjim preuredenjem 1 sredivanjem gornjeg izraza dolazimo do krajnjeg rjeSenja

neodredenog integrala II

1 z
11 = Jzzw/roz —z2dz = 3 [r04sin_1 (a> + 212 — 2% - (222 — TOZ)] + Cp; (4.33)

Sada je potrebno vratiti se u izraz (4.29) i uvrstiti granice integracije u rjeSenja za neodredene
integrale 1 i II. U nastavku je dano rjesenje odredenih integrala I i II iz izraza (4.29). Nakon
zamjene promjera optickog vlakna s polumjerom u izrazu (4.30) slijedi rjeSenje odredenog

integrala I.

‘ zZ
Z
I'=2 j\/ro2 —z? dz= [Toz sin~* (r_> + 24/152 —zz]
0

1o —Ty
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UvrStavanjem granica integracije u gornji izraz te daljnjim sredivanjem slijedi konacno

rjeSenje odredenog integrala I.

z
I =7y%sin™?! (—) + 2192 — 2% — 15% sinT1(—-1) (4.34)

To
RjeSenje odredenog integrala II slijedi u nastavku.

Z Z

1 z
I = sz\/rOZ —z2 dz = 3 [n{"sin‘1 (r_) + zJ19% — 2% - (22% — roz)]
0

1o —To

UvrStavanjem granica integracije u gornji izraz te sredivanjem slijedi kona¢no rjeSenje

odredenog integrala II.

1 z
=g [r04sin‘1 (r_) + 2y 1g% — 22+ (22% — 1p?) — rp*sinT (—1) (4.35)

0

Uvrstavanjem izraza (4.34) 1 (4.35) u izraz (4.29) uz zamjenu promjera optickog vlakna s

polumjerom dobiva se:

Ey? To2 z
®, = a—22{<a02 — %) - [roz sin”! (—) + 2z 192 — 22 — 12 sin‘l(—l)]

To
1

z
—z [r04sin_1 (r_> + 7192 — 22 - (22% —1%) — r04sin_1(—1)]}
0

Daljnjim raspisivanjem ¢lanova u gornjem izrazu i novim grupiranjem dobivamo konacni
oblik jednadZbe za izraCunavanje svjetlosnog toka koji ulazi u vlakno 2 u ovisnosti o poziciji

vertikalnog pipca.

E,* z 1 1 1
o, = — [r02 sin™! (—) - (aoz - —roz) + z/19? — 2% - (aoz —=z% - —roz)
2 T 2 37 7%
(4.36)

1
+ 19%sin™1(—1) (Eroz — aoz)]

Izrazom (4.36) izveden je matematicki model uz pretpostavku da je gustoca svjetlosnog toka

2 N\1 +. .. .
a(x)?

funkcija E(x,r) = Ey(x) [1 — (

izrazi koji ¢ine ovaj matematicki model:
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(s N

ao =r0+LSin®

d 2
Ey = Enmax <—)

d+ 2Lsin®
Ey’ z 1 1 1
D, = — [roz sin™? (—) - (aoz — —r02> + z4J1% — 2% - (aoz —=z% - —roz)
ay? o 2 3 6

1
+ 192sin"1(=1) - (57”02 — a02>]

o /

Zadane vrijednosti, kao ulazni podaci u proracun moraju biti poznati gustoca svjetlosnog toka

u centru snopa u izlaznom presjeku optickog vlakna 1 E,,,,, promjer optickih vlakana d, kut
Sirenja snopa svjetlosti na izlasku iz optickog vlakna 1 © te medusobna udaljenost optickih
vlakana 1i2 L.
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5. Odabir optickih vlakana

Odabrano je opticko vlakno (le¢a) Multimode GRIN Fiber Collimator, 1550 nm, relativho

veceg promjera snopa svjetlosti 1,8 mm.

Common Specifications
Collimator Pair Performance
Working Distance?®| 154+ 5 mm
Eair Il:'usertion <0.35 dB
0ss |
Individual Performance
Insertion Loss® <0.35 0B (c)
>60 dB Typ., 30 dB
Return Loss® K
General
Operating :
Alignment
':;hravelength Wavelength + 40 nm
ange
Clear Aperture @1.8 mm
Optical Power 300 mW (Max)
GRIN Lens .
Material Oxide Glass
Coming PI360
Fiber Type Graded Index, 1 m
Long
Fiber NA 0.275 £ 0.015
Core Diameter | ©62.5 % 3.0 ym (b)
Cladding Diameter 2125+ 2.0 ym
. @900 pm Tubing
Fiber Jacket (Orange)
Tensile Load 5N
Operating °
Temperature =B e
Storage -
Temperature W05 C

(@)

Slika 47  Prikaz specifikacija odabranog optickog viakna (a), fotografija odabranog optickog
vlakna (b i c)

Slika 47a prikazuje tablicu tehnickih specifikacija odabranog opti¢kog vlakna sa stranice
proizvodaca, dok se na istoj slici pod (C) moze vidjeti upareni set dvaju opti¢kih vlakana
(takoder sa stranice proizvodaca [62]). Primjerak jednog takvog opti¢kog vlakna slikanog na
Fakultetu elektrotehnike i ra¢unarstva u Applied Optical laboratoryu (AOLab-u) prikazuje
gornja slika pod (b).
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Dijagram radnih performansi odabranog optickog vlakna prikazan je na slici 48. Na apscisi
nalazi se radna udaljenost dvaju paralelnih vlakana dok se na ordinatama nalaze transmisija
(desno) i uneseni gubici (lijevo). Unesene gubitke predstavljaju svi gubici svjetlosnog toka
kojima su uzroci unutarnji gubici (npr. refleksija od izlaznog presjeka vlakna koje emitira

svjetlosni tok).

50-1550M Collimator Pair Performance
0

-100

] L 90
—, -
0 -1 4 _80 j
=) _-70 g
@ 27 L 60 @
o -3
-l -3 -50 ¢
c L @
@) 0
B 41 40 5
o - e
0 S
£ 30~

-6 T T T T T T T T T T T
0 25 50 75 100 125 150

Working Distance (mm)

Slika 48  Radne performanse odabranog optickog viakna

Na slici 49 prikazan je pojednostavljeni presjek optickog vlakna Multimode GRIN Fiber

Collimator, 1550 nm, dok je u prilogu moguée pogledati njegov to¢an nacrt [62].
00.13"

0.54"
(13.6 mm) (3.4 mm)
Boot

@0.07"
(1.8 mm)
Housing GRIN Lens

\ Pigtailed Ferrule with 8° Face Angle

Slika 49  Presjek optickog viakna Multimode GRIN Fiber Collimator, 1550 nm
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6. Prikaz i analiza rezultata opti¢kog proracuna

Rezultati prethodno izvedenih matemeri¢kih modela prikazani su u ovom poglavlju. Rezultati
Simulacije odnose se na ulazne podatke u prora¢un koji su prikazani u nastavku a slijede iz

specifikacija odabranog opti¢kog vlakna Multimode GRIN Fiber Collimator, 1550 nm.
d =0,0018m =1,8mm

L=0,017m =17 mm

0=16"°

Epoy = 117,9 mW /mm? = 117900 W /m?

Odabrana udaljenost optickih vlakana L = 0,017 mm proizlazi iz mehanic¢kog dijela, a kut ©

dobiva se iz numericke aperture NA = 0,275 — sin® = 0,275 - 0 = 15,96° ~ 16°.

Svjetlosni tok @, [W]

x 107

7-7886 T T T T T | | I I

E = E(x) : : : ;
FO097TN ——E(n) = ExyT-Paxy ]
sael S
Y SRR R NTRE ST SO NS (CITIIE I S

e : : : : : ‘ : ; :
e 46731 T DI I L R

x B . . f . .

o : ‘ : : : ‘ ‘ ; :
: 38943+ - R e RS S feee R R EEREE .

2] . . . . . . . . .
C T Lt SRt AR O ST ST SRR SRR

2 : ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ : ‘
O 233661 SR Y 408 Freee S SRR P s
18577 S o
orzsel S

0 i i i i I
-9 72 -54 -36 -1.8 0 1.8 3.6 5.4 7.2 9
Pozicija pipca [m] x10™

Slika 50  Usporedan prikaz rezultata dvaju optickih modela u istom dijagramu
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Slika 50 prikazuje u istom grafu krivulje upadnog svjetlosnog toka u vlakno 2 u ovisnosti o
poziciji vertikalnog pipca za oba sluCaja pretpostavljene funkcije gustoce svjetlosnog toka.
Crvena linija prikazuje ovisnost odziva uz pretpostavku konstantne gustoce svjetlosnog toka
duz poprecnog presjeka svjetlosnog snopa, dok plava linija pretpostavlja da se gustoca
svjetlosnog toka po popre¢nom presjeku smanjuje s radiusom. 1z slike se moze vidjeti da se za
istu promjenu ulaznog signala, istu pobudu, odziv najvisSe mijenja oko pocetnog polozaja
pipca, u okolici tocke T (0, 0), a odmicanjem od te tocke razlu¢ivost je sve loSija. Drugim
rijeCima, ako pipac titra u okolici nulte pozicije, Sto su manje amplitude titranja, odziv ¢e se

mo¢i jasnije 1 tocnije detektirati.

Moze se vidjeti da je crvena linija nesto viSa od plave. Razlika je tim izrazenija §to se
smanjuje kut @ i udaljenost L. To je i logi¢no posto je u prvom matematiCkom modelu uzeta
konstantna gustoca svjetlosnog toka duz popre¢nog presjeka snopa svjetlosti, a u drugom
funkcija kojom je gustoca u centru maksimalna, a opada po radiusu udaljavanjem od centra. S
obzirom na to da je u prvom modelu uzeta konstantna gustoca jednaka E,,,,, jasno je da ¢e
svakako uvijek biti nesto vec¢i odziv za prvi prorac¢un. Kako raste udaljenost L i kut @, tako se

sve viSe toka opcenito rasipa, pa je i razlika izmedu crvene i plave linije manja.

Radi vece preglednosti u nastavku je dan dijagram usporednog prikaza simulacija dvaju
matemati¢kih modela (slika 51). Svaki od grafova ima na ordinati sebi karakteristi¢cnu mjernu
skalu. Moze se zakljuciti da je, bez obzira na slican karakter krivulja, krivulja iz drugog

proracuna ipak malo polozitija. Razlika bi bila tim veca $to se kut @ i udaljenost L smanjuju.
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. Svjetlosni tok P, [wW] . Svjetlosni tok P, [W]

x10 x10
77886 T T T T T T I 76875 T T T T T T T \ T
—— E =E(x) s E(x,r) = Eo(x)‘[1-(r2/a(x)2] :
7.0097 - 69187 - b po
6.2309 e e 6151 et o 1
o o~
o . . . o . . .
o : Y : <] . o L
= . . . c . 4 .
S : : : s :
K= °
e o . Y L
(7] 7] o : L
2.3366F it e - 23062 i o
1.5577 - : 158751 Rt RERE SITE SRR
0.7789 - . 0.7687 - ‘ : : ‘ : ‘ s
0 | i I | 1 i i | i 0 1 i i 1 i i L 1 i
-9 -7.2-54-36-18 0 1.8 36 54 72 9 -9 -7.2-54-3.6-18 0 18 3.6 54 7.2 9
Pozicija pipca [m] xi0™ Pozicija pipca [m] x 10~

Slika51  Usporedan prikaz rezultata dvaju optickih modela s razlicitim mjernim skalama

Iz prikazanih rezultata dade se zakljuciti da je odziv na promjenu pozicije vertikalnog pipca
tocki T (0, 0). Kako pomak pipca raste u pozitivnom ili negativnom smjeru osi z, tako
osjetljivost odziva na promjenu poloZaja slabi, a mjerenje se otezava. Ako pipac prijede
poziciju z = L /2 ili z = - L /2, mjerenje je tada onemoguceno jer odziv na promjenu
poloZaja pipca tada viSe ne postoji. Stoga mozemo zaklju¢no konstatirati da za dobro mjerenje
i optimalan rad senzora amplituda pipca ne bi smjela biti veéa od +0,6 mm. Stoga
propisujemo da u senzoru za mjerenje vibracija od 1 do 10 g u podrucju frekvencija 0 —

150 Hz amplituda pomaka pipca mora biti u granicama do 0,6 mm.

Rezultati numericke simulacije u komercijalnom racunalnom programu ZEMAX na Fakultetu
elektrotehnike i1 racunarstva (FER) potvrdena je propisana maksimalna amplituda pipca na
temelju analitickih modela, $to je ujedno i potvrda da pretpostavke iznesene u prethodnim
poglavljima nisu znatno narusile krajnji rezultat te da se takve jednostavnije analize mogu

koristiti pri optickim prora¢unima u kojima je dozvoljeno odstupanje rezultata do 5 %.
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7. Mehanicki proracun

U ovom dijelu napravljen je detaljan matematicki model vibracija vibriraju¢e membrane s
pipcem. Prvo su napravljeni analiticki matematicki modeli vibracija s pretpostavkom malih
otklona, time se pretpostavljaju vibracije u linearnom podrucju (linearna analiza vibracija).
Zatim je napravljen numericki model u racunalnom programu FEMAP / NASTRAN koji radi
na bazi metode kona¢nih elemenata. Numeri¢ki proracun potreban je u svrhu provjere

analitickih modela te na temelju njih odabranih dimenzija i oblika membrane.

Prvi analiticki model pretpostavlja elastichu membranu bez mase, a smatra se da je cijela
masa membrane i pipca koncentrirana u sredini membrane u slu¢aju membrane uklijeStene u
oba kraja, odnosno na slobodnom kraju kod membrane uklijeStene u jednom kraju, a s
slobodnim drugim krajem. Ovaj model daje okvirno dobre rezultate u sluc¢ajevima kada je
masa pipca m,, usporediva s masom membrane m,,. Model je time to¢niji Sto je masa pipca
veca, a masa membrane manja. U slucaju kada je masa pipca puno veéa od mase membrane
My, >> My, ovaj model davati ¢e vrlo dobre rezultate. S druge strane u sluCajevima kada je
masa pipca puno manja od mase membrane m,, < m,, tocnost ovog modela opada, ali i dalje
moze davati okvirne vrijednosti vibriranja membrane i1 pokazivati trendove promjene

vibriranja mijenjanjem odredenih ulaznih podataka.

Drugi analiticki model napravljen je uz pretpostavku kontinuirano rasporedene mase duz
vibrirajuée membrane uz zanemarivanje mase pipca te opéenito ne uzimajuéi u obzir utjecaj
vertikalnog pipca na vibracije membrane. Ovaj model davati ¢e okvirno dobre rezultate u
slucajevima kada je masa pipca m, manja od mase membrane m,,. Model je time to¢niji $to
je masa pipca manja, a masa membrane veca. U slucaju kada je masa pipca puno manja od
mase membrane m, < m,,, ovaj model davat ¢e vrlo dobre rezultate. S druge strane u
sluCajevima kada je masa pipca puno veca od mase membrane m,, > m,, ovaj model nece

davati dobre rezultate.

Idealan bi bio matematicki model koji uzima u obzir kontinuirano rasporedenu masu duZz
membrane, ali s koncentriranom masom pipca u sredini. Takav model analiticki je vrlo
zahtjevan, pa nece biti ovdje obraden. Moguce je napraviti analiticki model s koncentriranim
masama duZz membrane. Ovaj model pretpostavlja elasticnu membranu bez mase s

koncentriranim masama duZ nje s nekim korakom. Takvim bi se modelom djelomi¢no
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zadovoljio gornji uvjet jer se koncentrirana masa na membrani na poziciji pipca moze uvecati

za masu pipca, ali takav model ovdje nece biti iznesen.

Ni jedan od ovih modela ne uzima u obzir utjecaj oblika pipca na vibriranje koji je posljedica
nacina izrade membrane s pipcem ili eventualnog spajanja pipca i membrane, ako su oni
izradeni odvojeno. Zato se na kraju radi numericki proracun kojime se uzimaju u obzir sve
pojedinosti vibriranja sustava membrana — pipac na odgovarajuci nacin ugradenog u kuciste

Senzora.

7.1. Analitiéki modeli s centriranom diskretnom masom

Napravljen je pojednostavljeni preliminarni analiticki proracun vibracija membrane gdje se
ona promatra kao uklijeStena greda. Napravljena su dva slu€aja, u prvom se promatra greda
uklijeStena na jednoj strani gdje se smatra da je cijela masa koncentrirana na slobodnom
kraju, a u drugom slucaju promatra se greda uklijestena u oba kraja s masom koncentriranom
u sredini. Za oba slucaja dana je uzbudna frekvencija i amplituda kuéista (tj. ukljestenja), a
promatra se odziv pomaka slobodnog kraja grede za prvi slucaj, odnosno sredina grede za
drugi slucaj. Oba slu¢aja prevode se u ekvivalentni guseni harmoni¢ki oscilator s uzbudnom

podlogom (kucistem).

Slika 52  Guseni harmonicki oscilator
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7.1.1. RjeSenje homogene linearne diferencijalne jednadzbe gusenog harmonickog
oscilatora

Kao §to prikazuje slika 52, koordinatni sustav postavljen je tako da je oscilatorni pomak duz x
osi. Radi jednostavnijeg proracuna pretpostavimo da je x 0S okomita na z os duz koje djeluje
sila gravitacije. Neka se u stanju mirovanja (kod nerastegnute opruge) tijelo mase m nalazi u
ishodistu koordinate x (nulti polozaj). U tom slucaju osnovna jednadzba gibanja (drugi

Newtonov zakon) za slobodno titranje s guSenjem za slucaj sa slike 1 glasi:

gdje je m masa koja titra, K krutost (konstanta opruge), a b prigusenje. Postavimo li
koordinatni sustav kao na slici 53, gdje je z koordinata usmjerena uvis, a u stanju mirovanja
(kod nerastegnute opruge) tijelo mase m nalazi se u ishodis$tu koordinate z (nulti polozaj).
Kod danog pomaka z javlja se povratna sila F = —kz. Tada bi masa titrala duz z osi paralelno
sili gravitacije, a gornju jednadzbu trebali bi tada prosiriti za ¢lan sile gravitacije. Gdje je g

gravitacijsko ubrzanje, g ~ 9,80665 m/s? — standardna vrijednost gravitacijskog ubrzanja.

Slika 53 Uobicajeni prikaz harmonickog oscilatora

Zbog kompatibilnosti s optiCkim proracunom, gdje je pomak pipca bio iskazan otklonom duz
z koordinate, ovdje ¢e se za titrajni model membrane promatrati ekvivalentni mehanicki

slu¢aj harmonickog oscilatora (HO) sa slike 53, ali uz zanemarivanje sile gravitacije. Prva je
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pretpostavka da se sila gravitacije moze zanemariti jer nema veliki utjecaj na konacno
rjesenje, a s druge strane nitko ne garantira da ¢e se z os iz ovih prorauna stvarno poklapati
sa smjerom sile gravitacije u prototipu senzora za mjerenje vibracija u jednoj osi. Naime
moguce je odabrati bilo koju od tri nezavisne dimenzije prostora za mjerenje vibracija

senzorom. Stoga osnovna jednadzba ekvivalentnog HO prelazi u oblik:

Prebacivanjem svih ¢lanova na lijevu stranu i dijeljenjem cijele jednadzbe s masom m

dobivamo homogenu linearnu diferencijalnu jednadzbu drugog reda.

d’z 1 dz

i T 2, =0 7.1
dt2 + T dt + Wo"Z ( )
Gdje je wq vlastita kruzna frekvencija sustava (prirodna frekvencija), a T relaksacijsko

vrijeme. Te veli¢ine definirane su jednadzbama (7.2) i (7.3).

w0y = % (7.2)

_m
=%

(7.3)

Fizikalno prirodna kruzna frekvencija w, je konstanta 1 ovisi isklju¢ivo o gradi sustava. U
sluc¢aju da je HO pomaknut iz ravnoteznog polozaja i prepusten slobodnom titranju uz uvjet
da nema trenja u sustavu (b = 0), HO C¢e titrati to¢no kruznom frekvencijom wy. Kruzna ili
kutna frekvencija, iako se tijelo u ovome sluc¢aju ne giba kruzno, nego isklju¢ivo duz
vertikalnog pravca z, dobila je ime po jedini¢noj kruznici, a moze ju se povezati sa sinusnom
funkcijom. Naime rjeSenje gibanja slobodnog harmonic¢kog oscilatora (HO) bez gusenja je
sinusna funkciju z(t) = Asin(wg + @), gdje su A i ¢, proizvoljne integracijske konstante
koje ovise o poCetnim uvjetima (A je amplituda, a ¢, faza u pocetnom trenutku). S druge
strane sinusnu funkciju mozemo matematicki smatrati projekcijom rotiraju¢eg jedini¢nog
vektora na neku os. Ako jedini¢ni vektor rotira kutnom brzinom w,, onda njegova projekcija
oscilira kruznom frekvencijom w,. Titranje se moze prikazati i metodom rotirajucih vektora.
Stoga se moze re¢i da je kruzna frekvencija broj prijedenih radijana u jednoj sekundi, a

poveznica s obi¢nom frekvencijom f (broj ponavljanja u jedinici vremena, odnosno broj
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punih okretaja jedini¢nog radij — vektora) je w = 2rf. Vlastita frekvencija sustava moze se

dobiti iz vlastite kruzne frekvencije.

(Oh)
21

fo (7.4)

Jos§ jedna vazna veli¢ina je period titranja T. To je vrijeme za koje HO napravi puni ciklus, tj.

jedan titraj. Poveznica frekvencije HO i perioda titranja je:

(7.5)

Relaksacijsko vrijeme ovisno je o masi tijela i prigusenju, a moze ga se povezati s brzinom
kojom se energija HO gubi (zbog trenja). Ocito je relaksacijsko vrijeme duze §to je guSenje
slabije, a skracuje se kod jaceg guSenja. Kasnije ¢e se pokazati veza izmedu relaksacijskog
vremena i gubitka energije tijekom jednog perioda titranja uzrokovanog trenjem (prelazak

energije HO u toplinsku energiju).

Diferencijalna jednadzba (7.1) sadrzi u pojedinim svojim ¢lanovima funkciju z(t), te njenu
prvu i drugu derivaciju. Prema tome, rjesenje te diferencijalne jednadzbe mora biti takva
funkcija koja uzastopnim derivacijama reproducira samu sebe, mnozena nekom konstantom.
Poznato je da jedino eksponencijalna funkcija zadovoljava ovakav uvjet (barem koliko se

trenutno zna), pa postavimo rjesenje u obliku
z(t) = Ce®t (7.6)
gdje su C i w konstante koje treba odrediti. Deriviranjem funkcije rjeSenja dobivamo:

dz

E = a)Cewt (77)
d?*z
W = wzCe“’t (78)

Uvrstavajuci pretpostavljeno rjesenje iz izraza (7.6) i njegovih derivacija iz izraza (7.7) i (7.8)

u polaznu diferencijalnu jednadzbu (7.1) dobivamo:

w
w?Ce®t + ?Ce‘*’t + wy?Ce®t =0
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Ova jednadZba zadovoljena je u svakom trenutku t ako vrijedi uvjet:
w
w? + -+ we> =0 (7.9)

Rjesenje kvadratne jednadzbe (7.9) glasi:

1 1\2
2 (AY 2 (7.10)
D12 =70 E (2¢> ®o

Dobili smo dva rjeSenja za w, pa moramo opcenito predvidjeti i dvije razliite konstante za C.

Stoga moZemo napisati opcenito rjeSenje u obliku:
Z(t) = Clewlt + Czewzt (711)

Rjesenja jednadzbe (7.10) mogu biti
1) dva realna rjeSenje
2) jedno dvostruko realno rjesenje

3) konjugirano — kompleksni parovi.

Ocito postoji fizikalno znacenje svakog od ovih slucajeva. Promatrajmo slucaj vrlo slabog
gusenja tzv. potkriti¢nog gusenja, kriticnog gusenja i natkriti¢énog gusenje. Uzmimo kao uvjet

nejednadzbu:

1
57 <wo = Slabo gusenje (potkriti¢no gusenje) (7.12)

1
> - w, = Kriti¢no guSenje (7.13)

1

> > w, = Natkrititno gusenje (7.14)
Iz jednadzbi (7.12), (7.13) i (7.14) moze se zakljuciti da ¢e kod slabog gusenja rjesenja
jednadzbe (7.10) biti kompleksno — konjugirani parovi, te ¢e jedino tada do¢i do oscilatornog

gibanja koje s viemenom trne (zbog gusenja). S druge strane u slucaju kriticnog 1 natkriticnog

gusenja oscilacije ¢e izostati, a rjeSenja jednadzbe (7.10) biti ¢e realna. Razlog tomu je veliki
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faktor guSenja (priguSenja), pa ¢e pomicanjem sustava HO iz ravnoteze i puStanjem oscilacije
izostati, a sustav ¢e se asimptotski priblizavati ravnoteznom stanju. Sustav ¢e se tada ponasati
slicno kao automobilski amortizer gdje ¢e velikim prigusenjem energija biti pretvorena u

toplinu, a titranje ¢e izostati. Sumarno se tri slucaja mogu prikazati u tablici 4, kako slijedi u

nastavku.
. NI e TSI, y Oscilatorno
Uvjet Tip guSenja Rjesenja karakteristicne jednadzbe o
gibanja

1 Slabo gusenje . . .

— . , Konjugirano — kompleksni parovi Da
27 S @0 (potkritiéno gusenje) JUg P P

1 . ..

— > w Kriti¢no gusenje Jedno dvostruko realno Ne
27 0

1 . . .

P > W Natkriti¢no gusenje Dva realna Ne

Tablica4 Tipovi guSenja harmonickog oscilatora

S obzirom da je cilj senzora za mjerenje vibracija da se vibracije mogu $to to¢nije izmjeriti, pa
je ne fizikalno ocekivati da ¢e prigusenje membrane biti kriti¢no ili natkriti¢no. S druge strane
i krajnji je cilj da membrana oscilira u odnosu na kuciste radi mjerenja njegovih vibracija, pa
¢e se teziti pri konstrukciji senzora materijalu 1 dimenzijama membrane koji ¢e imati
karakteristiku slabog guSenja ekvivalentnog HO. Stoga ¢e biti obraden samo slucaj slabog

gusenja opisanog izrazom (7.12). Sto je guSenje slabije to je duze relaksacijsko vrijeme.

Uvazavajuéi izraz (7.12) i (7.10) mozemo pisati

gdje je i imaginarna jedinica, a w, kruzna (kutna) frekvencija guSenog titranja. Ocito je da je
wgy uvijek manja od kruzne frekvencije slobodnog titranja bez guSenje wg (wg < wo). 1z

gornje jednadzbe proizlazi izraz za kruznu frekvenciju guSenog titranja.
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2

1
wg = wy [1— (Zwor) (7.15)

Opce rjesenje za slabo guSeni HO postaje

t . t .
z(t) = Cle[_?“wgt] + Cze[_ﬁ_lwgt] =(C, + Cz)e_% cos(wgt) +i(C; — Cz)e_% sin(wgyt)

Gdje je iskoriStena Eulerova relacija (Eulerova formula), izraz (k) iz matematickog dodatka.
Uvazimo sada fizikalni zahtjev da z(t) mora biti realna veli¢ina (otklon od polozaja
ravnoteze). Dakle, imaginarni dio u gornjem izrazu mora iS¢eznuti, $to znac¢i da mora biti

C; = C,. Tada dobivamo rjesSenje za slabo guSeno titranje.

z(t) = Ae_% cos(wyt) (7.16)

Konstanta A predstavlja pocetni otklon iz polozaja ravnoteze jer za pocetni trenutak t = 0
nalazimo z(0) = A. Na prvi pogled, rekli bismo da titranje dano izrazom (7.16) nastaje
jednostavnim otpustanjem tijela iz pocetnog otklona. No, provjerom ove pretpostavke
deriviranjem, kako slijedi u nastavku,

dz A _t L

— =v(t) = ———e 27 cos(wyt) — Awye 2t sin(wy,t) (7.17)
dt 2T

nalazimo izraz za brzinu tijela. Ako uvrstimo t = 0 dobivamo da pocetna brzina u ovom

slu¢aju ne is¢ezava. Brzina u poc¢etnom trenutku t = 0 je

A
U(O) = _2_7,'

To znadi da titranje prema izrazu (7.16) podrazumijeva kako je tijelo lagano gurnuto prema
polozaju ravnoteze. Opcenitije rjeSenje za priguseno titranje mozemo napisati tako da dodamo
neku pocetnu fazu ¢, u argumentu funkcije kosinus u jednadzbi (7.16). Tada u rjesenju
imamo dvije konstante A i ¢, kako prikazuje izraz (7.18), koje su potrebne da bi se mogla

zadovoljiti dva pocetna uvjeta.

t
z(t) = Ae 2t cos(wgt + <p0) (7.18)
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U slucaju veoma malenog gusenja (jako velik 7) moze se re¢i da izraz (7.16) priblizno
predstavlja titranje nastalo otpustanjem tijela iz pocetnog otklona. Predmet interesa za potrebe
optickog senzora za vibracije su upravo prisilne vibracije membrane, prethodna analiza
odnosi se na rjeSenje homogene linearne diferencijalne jednadzbe, tj. rjeSenje za slobodno
titranje guSenog HO. Ta analiza bitna je jer ¢e se njeno rjeSenje u izrazu (7.18) Koristiti kao
dio opceg rjeSenja nehomogene linearne diferencijalne jednadzbe prisilnog vibriranja. Izraz
(7.18) opisivati ¢e nestacionarne (tranzijentne) tj. prijelazne pojave vibriranja prije uspostave
stacionarnog rjeSenja (jednog partikularnog rjeSenja nehomogene linearne diferencijalne
jednadzbe). Za potrebe senzora vibracija pocetna faza ¢ biti ¢e odabrana tako da u pocetnom
trenutku membrana miruje z(0) =0, v(0) =0, a nametnuta prisila dalje pobuduje

membranu na vibriranje.

7.1.1.1. Gubitak energije

Zbog trenja tijekom titranja energija oscilatora prenosi se u okolinu. Zanimljivo je
kvantitativno pratiti energiju oscilatora tijekom vremena. U tu svrhu potrebno je odrediti

kineti¢ku E i potencijalnu Ep energiju u nekom vremenskom trenutku.

1

Ex = Emvz (7.19)
1

Ep = EI(ZZ (7.20)

U izraz (7.19) za trenutnu brzinu uvrstimo izraz (7.17) i potrazimo srednju vrijednost
kineticke energije u jednom periodu titranja od t do t + T. Simbol { ) oznaCuje srednju

vrijednost, tj. veli¢ine osrednjene u nekom periodu.

t+T

(Eg) = % ] Ex(t')dt’ (7.21)
t

t
Nasa je pocetna pretpostavka da je gusenje veoma maleno, tako da mozemo smatrati daje e <

konstantno za vrijeme jednog titraja. Stoga nam preostaje usrednjavati izraze

(sin?(wyt)) = (cos?(wyt)) = %
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(sin(wgt) . cos(wgt)) =0
Time dobivamo rezultat:

ml/ 1\ t
— 2| 42,7
(Eg) = Zl(ﬂ) + w, lA et (7.22)
Izraz u uglatim zagradama predstavlja w,? sukladno izrazu (7.15). Uvazimo li jo§ ¢injenicu
da se u titranju ravnopravno izmjenjuju kineticka i potencijalna energija, tako da su im
srednje vrijednosti izjednacene, dobivamo za srednju vrijednost ukupne energije slijedeci

izraz.
1 _t
(E) = (Ex) + (Ep) = om wyA%eT (7.23)

Energija guSenog harmonickog oscilatora (HO) gubi se po eksponencijalnom zakonu, a u
eksponentu nalazimo relaksacijsko vrijeme 7. Dulje relaksacijsko vrijeme znaci da se energija
oscilatora sporije gubi, ili obrnuto, brz gubitak energije znaci da je relaksacijsko vrijeme
kratko. Takoder moze se reci da je T vrijeme u kojemu energija oscilatora padne na vrijednost

1/e od prvobitne.

Snagu oscilatora predstavlja rad koji oscilator izvrsi prema okolini u jedinici vremena. No,
rad oscilatora se obavlja na racun tro$enja njegove energije, pa mozemo izracunati trenutnu
snagul.
d 1 /1 t
P=—(E)=—-—" (—mw ZAZe_?) 7.24
dt< ) T \2 0 ( )
Predznak minus znaci da je trenutna snaga negativna veli¢ina, $to pak znaci da se energija
oscilatora gubi. U svakom trenutku, apsolutna vrijednost snage jednaka je omjeru trenutne
srednje energije (E) i relaksacijskog vremena 7. Kako se tijekom vremena srednja energija

smanjuje, tako se smanjuje i apsolutna vrijednost snage.
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7.1.2. RjeSenje nehomogene linearne diferencijalne jednadibe guSenog harmonickog
oscilatora — prisilne vibracije

Ako na harmonicki oscilator s guSenjem djeluje vanjska periodi¢ka sila F(t) = F, cos(wt),
tada se govori o prisilnim oscilacijama pod utjecajem vanjske nametnute periodicke sile.
Treba napomenuti da vanjska periodicka sila moze biti bilo kakva periodicka funkcija (npr.
funkcija zbrojeva i razlika sinusnih i kosinusnih funkcija). Sto je kompliciranija funkcija
vanjske periodicke sile to ¢e biti 1 teze dobiti odziv HO, ali sustina fizike biti e ista. Zato se
radi jednostavnosti pretpostavlja periodicka sila oblika F(t) = F, cos(wt), a s druge strane
veéina realnih prisilnih vibriranja moze se relativno dobro aproksimirati funkcijom takvog

tipa.

Vazno je naglasiti da iznos ove vanjske sile ne ovisi o trenutnom otklonu tijela z(t) iz
polozaja ravnoteze. Takoder, frekvencija w nije odredena gradom oscilatora, nego pogonskim
strojem Koji tjera oscilator na titranje. Jednadzba gibanja tijela tada glasi:

d?z dz

m—=—Kz—b-

7.25
102 I + F, cos(wt) ( )

S desne strane znaka jednakosti u izrazu (7.25) imamo ukupnu silu koja djeluje na tijelo u
harmonijskom oscilatoru. Ovu jednadZbu mozemo preinaciti u oblik usporediv s jednadzbom
(7.2).

d’z 1 dz F,

ot wo’z = Ecos(a)t) (7.26)
Clan u kojem nema varijable z stavljen je na desnu stranu jednadzbe. U matemati¢koj
terminologiji, ovakva diferencijalna jednadzba naziva se nehomogenom, dok se jednadzba
(7.1) s nulom na desnoj strani znaka jednakosti naziva homogenom. Za potrebe senzora za
vibracije jednadzba (7.26) nije pogodna za daljnju razradu s obzirom na to da se senzor lijepi
na kuciste stroja koji vibrira. Tako da mozemo re¢i da podloga HO prisilno vibrira i na taj

nacin pobuduje i sam HO da titra u odnosu na vibriraju¢u podlogu.

Na slici 54 prikazan je takav slucaj ekvivalentnog HO s pobudenom podlogom. Na toj slici
mogu se vidjeti dva koordinatna sustava. Koordinatni sustav z, —x je neinercijski
koordinatni sustav vezan na podlogu koja prisilno oscilira. Promatra¢ iz tog koordinatnog

sustava mjerio bi vibracije membrane (ekvivalentnohg HO) u odnosu na vibrirajucu podlogu,
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upravo onako kako ¢e se u senzoru mjerenja odvijati. Koordinatni sustav z — x je inercijski
koordinatni sustav, a mozemo ga, sa stajalista tehnike nazvati 1 apsolutno mirujuci koordinatni

sustav’ ili apsolutni koordinatni sustav.

Zp A z A Prisilno titranje
podloge kruznom
frekvencijom w

Slika 54 Prisilno titranje HO zbog vibrirajuce podloge

U oba koordinatna sustava z i z, koordinata usmjerena je uvis, a u stanju mirovanja (kod
nerastegnute opruge) tijelo mase m nalazi se u ishodiStu koordinate z i z, (nulti poloZzaj).
Indeks p oznacuje da se radi o podlozi tj. 0 koordinati podloge. Sila koja sada pobuduje HO
na osciliranje je vibriraju¢a podloga, pa je jednadzbi (7.25) potrebno ukloniti vanjsku
periodic¢ku silu, a dodati ¢lanove prisilnog osciliranja podloge, kako je prikazano u jednadzbi

(7.27).

m—=—-K(z—z,)—b- (— — —) (7.27)

" Treba napomenuti da se pod terminom apsolutno mirujuci koordinatni sustav misli na koordinatni sustav évrsto vezan za
Zemlju, isto kao i kod izraza apsolutna brzina, iako se zna da se i Zemlja giba. Danasnja fizika smatra da ne postoji
apsolutni koordinatni sustav koji miruje, isto kao ni apsolutna brzina, naime sve je u stalnom gibanju te postoji samo
relativna brzina u odnosu na nesto. Albert Einstein je u specijalnoj relativnosti — koju je prosirio na opcu teoriju relativnosti
(gdje prosiruje teoriju kroz utjecaj gravitacije i inercije na krivljenje prostor-vremena, tada vise ne mozemo govoriti o
Euklidovu prostoru na koji smo navikli iz naSe percepcije) — pokazao da ni vrijeme nije apsolutno, nego postoji ovisnost
vremena o prostoru te se barata s 4D sustavom tzv. prostor-vremenom (space-time). No za tehnicku primjenu baratamo
klasicnom newtonskom mehanikom te smatramo da su vrijeme i prostor apsolutni, tj rec¢i ¢emo da je nas planet Zemlja
apsolutni koordinatni sustav te ¢emo za racune koristiti Galileijeve transformacije (Sto smo i do sada kroz ovaj rad i
koristili), zanemariti ¢emo relativisticke efekte koji se naravno pri malim relativnim brzinama i ne Osjecaju te necemo
koristiti Lorentzove transformacije koje se javljaju u specijalnoj teoriji relativnosti.
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Ako jednadzbu (7.27) podijelimo s masom i prebacimo sve ¢lanove na lijevu stranu dobit

¢emo prikladniji oblik jednadzbe za daljnju razradu.

d’z 1 (dz dz,
2 1
dt? 1

i a) rerle=a) =0 (7.28)
Ako jednadzbu (7.28) raspiSemo i grupiramo sve ¢lanove s varijablom z na lijevu stranu, a
ostale ¢lanove na desnu stranu dobivamo jednadZzbu, po formi sli¢nu jednadzbi (7.26).

d’z 1 dz 1 dz

U jednadzbi (7.29) z, je funkcija gibanja vibriraju¢e podloge. Ta funkcija moze biti bilo koja
periodicka funkcija. S obzirom da se za potrebe senzora ne zna unaprijed kako ¢e stroj
vibrirati, tj. kuciste stroja, a time i podloga HO, najbolja pretpostavka je uzeti sinusnu ili
kosinusnu funkciju. Na kraju takva funkcija je i najbliza realnim vibriranjima, tj. optimum
aproksimacije po Kkriteriju zadovoljenja dvaju uvjeta: tocnosti 1 jednostavnosti. Stoga

pretpostavimo za funkciju z, (t) kosinusnu funkciju oblika
Z,(t) =A, cos(wt) (7.30)

gdje je A, amplituda podloge, a w kruzna frekvencija titranja podloge. Derivacija funkcije
zy(t) je:
dz,

P _ _ i 7.31
T Apw sin(wt) ( )

Tada jednadzba (7.29) prelazi u oblik (7.32).

d’z 1 dz Ay

FTe] + . + wylz = — Tsm(wt) + wy?A, cos(wt) (7.32)
Jednadzbe (7.29) i (7.32) napisane su za apsolutni inercijsku koordinatni sustav z — x sa slike
54, a iste su forme kao i jednadzba (7.26). Stoga su jednadzbe (7.29) i (7.32) takoder

nehomogene linearne diferencijalne jednadzbe drugog reda s konstantnim koeficijentima.
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Iz matematicke je teorije poznato je da je opce rjeSenje nchomogene jednadzbe jednako
zbroju opcéeg rjeSenja homogene jednadzbe i1 jednog partikularnog (posebnog) rjeSenja

nehomogene jednadzbe. U ovome bismo slu¢aju mogli napisati

z(t) = zy(t) + zp(t) (7.33)

gdje indeks H oznacuje rjeSenje homogene jednadzbe, a indeks P jedno partikularno rjeSenje
nehomogene jednadzbe. RjeSenje nehomogene jednadzbe poznato nam je iz proslog odjeljka
— jednadZba (7.18) — a ono ovisi 0 nekim pocetnim uvjetima te trne u vremenu. Naime,
energija koja je pocetno bila pohranjena u oscilatoru, eksponencijalno se smanjuje uslijed
gubitaka trenjem. S druge strane, pogonski stroj (u ovom slu¢aju pobudena podloga koja
vibrira) stalno pobuduje titranje oscilatora, i to svojom frekvencijom w, pa mozemo ocekivati
uspostavu stacionarnog titranja u kojemu se trenjem gubi upravo onoliko snage koliko stroj

(pobudena podloga) prenosi oscilatoru.

7.1.2.1. RjeSenje za stacionarno titranje

Promotrimo li jednadzbu (7.33) lako je ustanoviti da nakon isteka dovoljno dugog intervala
vremena, tj. kada utrne homogeno rjesenje zy(t), mora rjesenje jednadzbe z(t) odgovarati
upravo partikularnome rjesenju zp(t). Takvo bi titranje trebalo trajati u nedogled. Stoga

pretpostavimo jedno partikularno rjeSenje nehomogene diferencijalne jednadzbe u obliku:

zp(t) =A cos(wt — @) (7.34)

gdje su A i ¢ konstante koje treba odrediti. Fizikalno A oznacava amplitudu stacionarnog
prisilnog titranja, a ¢ kasnjenje u fazi za pobudom, tj. fazni pomak u odnosu na pobudu
(kasnije ¢emo utvrditi da odziv titranja HO kasni za pobudom). Deriviranjem funkcije

rjeSenja dobivamo:

dz

— = —Aw sin(wt — @) (7.35)
dt

d?z

= —Aw? — 7.36
1r2 w* cos(wt — @) ( )

Za razliku od slobodnog titranja izrazenog jednadzbom (7.18), ovdje konstanta ¢ nema

nikakve veze s pocetnim uvjetima, kao konstanta ¢,. Naime, svaka informacija o pocetnim
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uvjetima se izgubi kako utrne homogeno rjesenje zy(t), pa preostaje jedino relativan odnos
faze titranja oscilatora prema pobudi. Mozemo provjeriti da izraz (7.34) uistinu predstavlja
jedno rjesenje diferencijalne jednadzbe (7.32) tako da ga uvrstimo u samu diferencijalnu

jednadzbu.

Aw
—Aw? cos(wt — @) — Tsin(a)t — @) + wy?A cos(wt — @)

Ayw )
= — Tsm(a)t) + wo*A, cos(wt)

Upotrebom poznatih relacija za sinus i kosinus razlike kutova (wt — ¢) iz matemati¢kog

dodatka — izrazi (g) i (h) — te sredivanjem dobivene jednadZzbe dobivamo slijedeci izraz.
w w
[woz cos ¢ + ?sin @ — w? cos qa] A cos(wt) + [woz sing — —CosQ — w? sin (p] Asin(wt)
_ p® . 2
=— Tsm(wt) + wo“A, cos(wt)

Ova jednadzba moze biti zadovoljena u svakome trenutku t samo ukoliko su izjednaceni
koeficijenti uz cos(wt) na obje strane jednadzbe. Takoder moraju biti izjednaceni i
koeficijenti uz sin(wt) na obje strane jednadzbe. Ti uvjeti, koji moraju biti zadovoljeni, dani

su u nastavku u izrazima (7.37) i (7.38).

w

[(woz — w?)cosp + ?sin go] A = w4, (7.37)
) A,w

[(woz — w?)sing — —cos (p] A=— pT (7.38)

Iz ove dvije jednadZbe mozemo jednozna¢no odrediti dvije nepoznate konstante A i ¢.
Podijelimo li jednadzbu (7.37) s jednadzbom (7.38) i izlu¢imo li cos ¢ u brojniku i nazivniku

lijeve strane dobivene jednadZbe dobivamo.

w sin
CoS @ [(‘Uoz —w?) + ?—cos(g) Tw?
sin wl -
cosp|wo? —w G E -2 @

v e e v e . sin . . . . . .
Uvazavajum cinjenicu da je ﬁ = tan @ u gornjem 1zrazu te njegovim sredlvanjem Slljedl

konacni izraz za fazni pomak ¢.
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0.)2

tang = > (7 39)
) -
T+ T(we? — w?)

A sam kut faznog pomaka dobiva se iz jednadzbe (7.39) i jednak je

@ =tan™" > (7.40)

Mozemo uociti da fazni pomak ¢ stacionarnog titranja zp(t) u odnosu prema pobudi ovisi 0
tome koju frekvenciju w ima pobuda u odnosu prema vlastitoj frekvenciji oscilatora w,, koja

je pak zadana gradom oscilatora.

Q 4

-

'IT/2: ——————————————————————————

A J

Slika55  Ovisnost faznog pomaka ¢ o frekvenciji prisile w

Na slici 55 moze se vidjeti ovisnost faznog pomaka ¢ 0 frekvenciji pobude (uz pretpostavku
slabog priguSenja tj. dugackog relaksacijskog vremena). Iz dijagrama se vidi da odziv kasni
za pobudom (jer je ¢ pozitivan), §to je i fizikalno potpuno logi¢no. Naime, zamislimo li prvo
jako malu frekvenciju pobude w < w,, tada zbog jako male frekvencije w HO oscilira tako
da mu je i amplituda u odnosu na podlogu zanemarivo mala, tj. oscilira s podlogom gotovo

kao kruto tijelo (tako da je iz apsolutnog koordinatnog sustava gledano amplituda podloge i
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HO gotovo ista), jer je elasti¢nost opruge tada dovoljno velika da gotovo trenutno reagira na
vrlo sporu promjenu brzine, tj. malu akceleraciju sustava, a time i malu inercijalnu silu kao

posljedicu mase HO. Tada je kaSnjenje u fazi zanemarivo malo, pa HO titra u fazi s pobudom.

Dalje povecavaju¢i frekvenciju tako da frekvencija pobude bude sumjerljiva vlastitoj
frekvenciji sustava, ali i dalje neSto manja od vlastite frekvencije w < w,. Tada zbog inercije
sustav viSe jednostavno ne moze pratiti pobudu koja sada titra zamjetno brze, pa pocinje
kaSnjenje u fazi. Pove¢avamo li dalje frekvenciju pobude w, kaSnjenje postaje sve izrazenije,
a amplituda sustava vrlo brzo raste. U jednom trenutku kasnjenje u fazi dostize /2,
amplituda je tada najveca, dostize svoj maksimum. Za tu frekvenciju kazemo da je rezonantna

frekvencija, a ona je nes$to malo manja od w, (zbog prigusenja sustava).

Strogo matematicki i fizikalno gledano, proucavajuci fazni pomak moze se zakljuciti da se
fazni kut ¢ = m/2 postize na nesto vecoj frekvenciji od vlastite frekvencije sustava w,, na
§to upucuju jednadzbe (7.39) i (7.40). Ta razlika je jako mala, a time je manja §to je
prigusenje slabije, a relaksacijsko vrijeme duze. S druge strane, promatranjem izraza (7.42) za
stacionarnu amplitudu HO zakljuc¢ujemo da ¢e se pak maksimalna amplituda ostvariti na nesto
nizoj frekvenciji od vlastite frekvencije sustava w,. Tu frekvenciju na kojoj se ostvaruje
maksimalna amplituda A,,,, nazivamo rezonantnom frekvencijom w,..,. Moze se zakljuciti
da je razlika izmedu w, I w,, jako mala, a tim je manja $to je slabije prigusenje, tj. $to je

vece relaksacijsko vrijeme.

Posto je naSa pocetna pretpostavka slabog guSenja, moZemo konstatirati da kod slabog
prigusenja te razlike postaju zanemarive pa moZemo ustvrditi da ¢e u rezonanciji vrijediti w =
Wrez = Wy, @ =1/2, A= Apyq.. Maksimalna amplituda posljedica je upravo titranja HO s
kasnjenjem od /2 za pobudom. Naime, tada je sav rad koji pobuda unosi u HO pozitivan jer
se brzina HO u svakom trenutku poklapa sa smjerom sile koju stvara pobuda, pa se
stacionarna maksimalna amplituda HO uspostavlja onda kada se sva energija unesena
pobudom u sustav tokom jednog titraja potrosi na rad trenja tokom jednog titraja zbog trenja u

sustavu (prigusenja).

Daljnjim povecanjem frekvencije pobude preko vlastite frekvencije sustava w > wy,
nemogucnost prac¢enja brze promjene podloge oscilatora zbog njegove mase i inercije postaje
sve izrazenije, a time i kasnjenje prelazi /2. Tokom jednog perioda postoje intervali u

kojima se smjer vanjske sile od vibriranja podloge ne poklapa sa smjerom brzine HO, §to
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dovodi do negativnog rada koji ima za posljedicu smanjivanje amplitude sustava. Daljnjim
povecavanjem frekvencije, odziv HO sve vise kasni za pobudom i priblizava se kasnjenju za
kut ¢ = m. Time se povecavaju intervali negativnog rada vanjske sile tokom jednog perioda,
a smanjuje pozitivan rad vanjske sile tokom jednog perioda, pa se i amplituda dalje smanjuje.
Konac¢no kod jako velikih frekvencija pobude, daleko ve¢im od vlastite frekvencije sustava
w > wy, oscilacije podloge postaju toliko velike da sustav vise nikako ne mozZe pratiti gibanje
podloge zbog svoje inercije, tako da amplituda tezi ka nuli, a titranje HO je gotovo u protufazi

s pobudom ¢ = 7.

Treba napomenuti da su gornje €injenice iznesene za apsolutni koordinatni sustav. Iz sustava
vezanog za podlogu, situacija ¢e biti malo drugacija, o ¢emu ¢e biti vise rijeci kod analize
rezultata. Naime pri vrlo malim frekvencijama pobude amplituda HO u odnosu na podlogu ¢e
izostati, ali kod jako velikih frekvencija pobude amplituda HO u odnosu na podlogu teziti ¢e
amplitudi podloge (s obzirom na inerciju sustava u apsolutnom koordinatnom sustavu ¢e

amplituda HO teziti nuli).

Cilj ovog proracuna je izraCunati amplitudu A stacionarnog titranja HO kako bi se mogla
dimenzionirati vibriraju¢a membrana senzora. Iz jednadzbe (7.37) mozemo izvuci amplitudu

kako slijedi u nastavku.

2 wo?4,
= 7.41
(wp? — w?) cos<p+%sin(p (7:41)

Posluzimo se poznatim trigonometrijskim relacijama kojima se sin¢ i cos ¢ mogu izraziti
putem tan ¢ iz matematickog dodatka u izrazima (i) i (j), koji je pak dan jednadzbom (7.39).
Nakon raspisivanja i sredivanja dobivenog izraza, dobivamo kona¢ni rezultat za amplitudu

HO u prisilnom titranju.

2
o+ 2)

(o2 — w?)? + (9)2

T

A= 4, (7.42)

Izraz (7.42) odnosi se na stacionarnu amplitudu titranja iz apsolutnog koordinatnog sustava.
Ako pak zelimo dobiti relativnu amplitudu A4,.,; titranja HO u odnosu na pomic¢nu podlogu,

potrebno je od apsolutne amplitude A oduzeti amplitudu podloge A,,.
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ont +(3)

o+

-1

Desna strana jednadzbe je pod apsolutnom vrijednoscu jer je amplituda po definiciji pozitivna
vrijednost. Na prvi pogled zamisao da se na taj nacin dobije amplituda HO relativno u odnosu
na podlogu ¢ini se uredu, ali daljnjim promisljanjem moze se do¢i do zakljucka da bi tako
izraCunata relativna amplituda A,.,; bila pogresna. Naime, treba uzeti u obzir da se u odnosu
na apsolutni, miruju¢i koordinatni sustav i podloga i HO gibaju po odredenim funkcijama
(istom frekvencijom). Tako da treba traziti u svakom trenutku njihovu medusobnu razliku.
Drugim rijecima treba se preseliti u neinercijalni koordinatni sustav vezan za podlogu i tako
traziti nanovo amplitudu. U tom slu¢aju proces odredivanja relativne amplitude A,; znatno bi
se zakomplicirao, jer bi se u sam koordinatni sustav trebale uvesti neke ,,fiktivne* sile koje su
posljedica neinercijalnog sustava, time bi se u polaznoj diferencijalnoj jednadzbi nasli jo§

neki dodatni ¢lanovi.

Do relativne amplitude A,.; moze se do¢i i na jednostavniji nacin koriStenjem prethodno
izvedenih izraza iz apsolutnog koordinatnog sustava. S obzirom da je, kao §to smo ranije
najavili, relativna amplituda zapravo maksimalna razlika apsolutnih vrijednosti polozaja
podloge i HO tokom jednog perioda titraja (i podlozi i HO u prethodnoj analizi postavili smo
referentni, nulti polozaj u ishodiSte koordinatnog sustava), koriStenjem izraza (7.30) i (7.34)

mozemo pisati:
Arey =max|z(t) —z,(t)|, t€E [ty to+T) tER (7.43)

Opet apsolutna vrijednost stoji u izrazu (7.43) iz razloga S§to je amplituda po definiciji
pozitivna vrijednost, a jasno je da ako pratimo titranje tokom jednog titraja, tj. u vremenskom
intervalu od jednog perioda, varijabla t ide u intervalu t, >t < t,+ T, gdje je t, neko
proizvoljno vrijeme. Posto su z(t)i z,(t) funkcije poloZaja HO i podloge u stacionarnom
stanju titranja, proizvoljno vrijeme t, moze biti bilo koje. Pa radi jednostavnosti uzimanjem

zat, = 0 i uvrStavanjem izraza (7.30) i (7.34) u izraz (7.43), on prelazi u slijedeci oblik.

Aror = max|A cos(wt — @) — A4, cos(wt)|, te[0,T), teR (7.44)
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U izrazu (7.44) A je apsolutna amplituda HO, a ¢ fazni pomak i oboje su konstante za
odredenu frekvenciju. Izraz (7.44) numericki se lako rjeSava, stoga se nece dalje razradivati.

Gledano stroze matematicki, moglo bi se pisati:
A=A(w)

¢ = ¢(w)

Uvodimo dalje novu varijablu §(t, w).
5(t, w) = |A(w) cos[wt — p(w)] — A, cos[wt]|

Dalje trazimo da nova funkcija § bude za neki w maksimalna. Tada je vrijednost funkcije &
za neki w jednaka relativnoj amplitudi A,..;. Naravno, funkcija § biti ¢e maksimalna za neko

vrijeme t, Nazovimo ga t,, .-
8 (tmax @) = max|A(w) cos[wt — p(w)] — A, cos[wt]| = Ayer(w)

Vidimo da je funkcija 6(t, w) periodi¢na za parametar vremena t, a period je jednak vremenu
T — izraz (7.5). Stoga je dovoljno traziti lokalni maksimum za varijablu t u vremenskom
intervalu t, >t <ty,+T. Lokalni parcijalni ekstrem nalazimo izjednacavanjem prve

parcijalne derivacije funkcije 6 (t, w) po varijabli t s nulom.

95(t,w) _ 9

Framialer |A(w) cos[wt — p(w)] —A,cos[wt]]| =0 = ()

Tako smo nasli vrijeme t,,,,(w) za koje ¢e funkcija 6(t, w) u vremenskom intervalu t, >
t <ty,+ T dozivjeti svoj lokalni maksimum. Treba napomenuti da ¢e funkcija §(t,w) u
vremenskom intervalu t, >t <ty + T vjerojatno imati vise lokalnih ekstrema, no nas
zanima najveci od njih. Stoga mozemo reci da nas zanima globalni ekstrem funkcije 6 (¢, w) u
vremenskom intervalu t, >t < t, + T. Tako da je vrijeme t,,.(w) vrijeme za koje ce
funkcija §(t,w) u vremenskom intervalu t, >t < t,+ T dozivjeti svoj najveci lokalni
maksimum tj. globalni maksimum u doticnom vremenskom intervalu. Pa je amplituda

harmonickog osilatora relativno prema podlozi jednaka:

8 (tmax, w) = |A((‘)) Cos[wtmax - (P((U)] - Ap Cos[wtmax]l = Are(w)
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Time su, izrazima (7.42) i (7.44), dobiveni bitni parametri za konstrukciju vibrirajuce
membrane senzora za vibracije. Slika 56 prikazuje kvalitativnu ovisnost amplitude HO u

stacionarnom prisilnom titranju o frekvenciji pobude.

Ak

Manje prigusenje

—— Vece priguSenje

Slika 56  Ovisnost amplitude A o frekvenciji prisile w

Dijagram na slici 56 odnosi se na apsolutni koordinatni sustav. Kao §to je ranije napomenuto,
iako je rezonantna frekvencija w,., nesto niza od vlastite frekvencije oscilatora w,,
pretpostavkom slabog guSenja one se gotovo poklapaju, a razlika medu njima postaje
zanemariva, §to se moZze 1 vidjeti na kvalitativnom dijagramu na slici 56. MoZe se primijetiti
da se maksimalna amplituda ostvaruje na rezonantnoj frekvenciji. Razlog tomu obja$njen je
ranije. Na gornjoj slici mogu se zamijetiti dvije krivulje. Plava krivulja pretpostavlja slabije
priguSenje b; i dulje relaksacijsko vrijeme 7;. Crvena krivulja napravljena je uz vecée
prigusenje b, i krace relaksacijsko vrijeme 7,. Tako da vrijedi b; < b, i T, > 7,. Bez obzira
na uvjet b; < b,, oba slucaja spadaju u kategoriju slabog gusenja, Sto je i pocetna
pretpostavka, stoga je razlika za oba slucaja izmedu rezonantne frekvencije i vlastite
frekvencije zanemariva. Pa se za oba sluCaja rezonancija, a time i maksimalna amplituda

ostvaruje na frekvenciji w,., = w,.
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Povecavaju¢i frekvenciju uzbude preko vlastite frekvencije, amplituda se smanjuje te tezi ka
nuli kako frekvencija pobude tezi ka beskonacnosti, §to se matematicki moze zapisati na

slijede¢i nacin.
lim A(w) =0
w—00

Kako je sustav na slici 56 promatran iz apsolutnog koordinatnog sustava, kod jako malih
frekvencija pobude, zbog brzog odziva, sustav titra zajedno s podlogom prakticki kao Kruto
tijelo, gotovo bez relativnog pomaka u odnosu na podlogu. Stoga kod malih frekvencija
pobude amplituda sustava A tezi amplitudi podloge A4,,.

lim A(w) = 4,

w—0

Maksimalnu amplitudu mozemo to¢no odrediti kao ekstrem (maksimum) funkcije A(w) iz
izraza (7.42). U tu svrhu potrebno je derivirati tu funkciju A(w) po varijabli w.

Izjednacavajuéi prvu derivaciju s nulom dobiva se rjeSenje za rezonantnu frekvenciju.

(1)2
0A 0 wo4+(;)
—=—| 4, - ]=0 = e

dw OJw (wo? — w?)? + (%)

7.1.2.2. Prijelazne pojave

Na kraju je potrebno razmotriti opce rjeSenje nehomogene linearne diferencijalne jednadzbe
harmonickog oscilatora. Ponekad je prikladnije partikularno rjeSenje nehomogene jednadzbe
umjesto u formi zp(t) =A cos(wt — @), kako je prikazano u izrazu (7.34), rastaviti koriste¢i

trigonometrijske izraze za sinus i kosinus razlike kutova na:

zp(t) =A4 cos(wt) + A, sin(wt) (7.45)

Titranje je ovdje prikazano kao superpozicija jednog titranja u fazi s pobudom i drugog
titranja koje kasni za pogonskom silom za fazu /2. Za takvo titranje se obi¢no kaze da je

izvan faze. Amplitude titranja su:

Ay =A cos(p) (7.46)

koja se naziva disperzijska amplituda, te

Fakultet strojarstva i brodogradnje 92



Bojan Igrec Diplomski rad

A,=Asin(p) (7.47)

koja predstavlja apsorpcijsku amplitudu. Takoder mogucée je i izraz (7.18) koji predstavlja
rjeSenje homogene jednadzbe rastaviti koriste¢i trigonometrijske izraze za sinus i kosinus iz
matematickog dodatka. Tako da je uobiCajeno opce rjesenje nehomogene jednadzbe, okvirno

dano izrazom (7.33), pisati u slijede¢em obliku.

z(t) = e_%(Al cos|wyt] + A, sin[wyt]) + Ag cos(wt) + A, sin(wt) (7.48)

Ekvivalentan oblik jednadzbe (7.48) bio bi sastavljen od ranije izvedenih izraza (7.18) i
(7.34).

t
z(t) =Ase 2z cos(wyt + o) + A cos(wt — @) (7.49)

U jednadzbama (7.48) i (7.49) prvi dio predstavlja opce rjeSenje homogene diferencijalne
jednadzbe, a drugi dio je partikularno rjeSenje nehomogene diferencijalne jednadzbe.
Matematicki gledano funkcija z(t) zadana je za sve vrijednosti varijable —oo <t < 4oo.
Medutim, u fizikalnom se problemu podrazumijeva primjena te funkcije samo za t = 0.
Naime, za t < 0 eksponencijalna bi funkcija rasla u nedogled, §to bi znacilo da je u
prethodnim vremenima oscilator imao vecu energiju. U realnosti uvijek postoji neki trenutak
u kojemu je oscilator mogao dobiti neku pocetnu energiju, pa onda taj trenutak odabiremo kao

onaj od kojega pocinjemo racunati vrijeme, tj. kao trenutak u kojemu je t = 0.

Nadalje, pretpostavlja se da su u trenutku t = 0 poznati pocetni uvjeti, tj. z(0) i v(0). Iz tih
je uvjeta moguée odrediti vrijednosti dviju konstanti, A; i A, odnosno A; i ¢, ali postupak
nije tako jednostavan kao prethodnom odjeljku gdje smo imali samo guseno titranje. Naime,
sada u jednadzbama (7.48) i (7.49) imamo i konstante A; i A,, odnosno A i ¢ koje nisu
odredene pocetnim uvjetima, nego iznosom pobude, gusenjem i relativnim odnosom prisilne

frekvencije w prema vlastitoj frekvenciji oscilatora w,.

Drugim rijecima, ti ¢lanovi postoje u rjesenjima (7.48) i (7.49) ve¢ od pocetnog trenutka t =
0 i to u punome iznosu. Oni su posljedica matematickog rjesenja nehomogene diferencijalne
jednadzbe koja sadrzi vanjsku pobudu u svakome trenutku, te se ne moze pomisljati na to da

prisilno titranje "naraste" od trenutka priklju¢ivanja vanjske pobude u t = 0. Prema tome,
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pocetne uvjete moramo zadovoljiti tako se konstante A; i A, odnosno A; i ¢, prilagode

postojanju konstanti A; i A,, 0dnosno A i ¢ u rjeSenjima (7.48) i (7.49).

Jedan od bitnih parametara je vrijeme potrebno da se ustali stacionarno titranje, tzv. vrijeme
prijelaznih (tranzijentnih, nestacionarnih) pojava. To vrijeme nazovimo t,.s; — Vrijeme
nestacionarnosti. Dakle u tom slu¢aju nakon upustanja u pogon HO koji u poc¢etnom trenutku
t = 0 ima neki otklon od ravnoteznog polozaja i neku brzinu, istovremeno u t = 0 djeluje i
vanjska pobuda, pa se nakon vremena t,. uspostavlja stacionarno rjeSenje titranja tj.
partikularno rjeSenje prisilnog titranja. Kod prijelaznih pojava, prije isteka vremena t, ¢
rjeSenje homogene jednadzbe jo$ nije utrnulo, stoga postoji istodobno titranje na dvjema

frekvencijama $to moze dovesti do pojave udara u prijelaznom periodu titranja.

Kod senzora za mijerenje vibracije poznavanje vremena koje je potrebno za uspostavu
stacionarnog vibriranja membrane moze biti itekako korisno. Naime, senzor prije uspostave
stacionaranosti nece davati dobre rezultate mjerenja. Potreba za poznavanjem vremena

prijelaznih pojava ocituje se u dva slucaja.

1) Kod ispitivanja senzora za mjerenje vibracija na uredaju koji simulira razne slucajeve
vibriranja. Senzor se postavlja na uredaj te se pri pokretanju uredaja prvo odvijaju
prijelazne pojave, a tek nakon isteka vremena t,.;; moze se zakljuéivati o
karakteristikama senzora te njegovom umjeravanju. Takoder prilikom mijenjanja
karakteristika vibriranja na mjernom uredaju, takoder treba pro¢i neko vrijeme t, ¢
da se postigne novo stacionarno stanje vibriranja te da senzor poc¢ne davati smislene

rezultate.

2) Kod same eksploatacije senzora. Nakon lijepljenje senzora za kuciSte stroja koji
vibrira, potrebno je proc¢i neko t,.s; da senzor pocne davati dobre rezultate (onako
kako je umjeren). Takoder pri pokretanju stroja kojemu se Zele izmjeriti vibracije i pri
njegovoj promjerni snage takoder potrebno je ¢ekati t,.s da bi se u senzoru ustalilo
stacionarno vibriranje membrane u odnosu na kuciste stroja 1 da bi senzor poceo

ispravno funkcionirati.

Stoga poznavanje vremena prijelaznih pojava t,.s; u senzoru moze biti veoma koristan
podatak. U tu svrhu potrebno je prvo odrediti konstante A, i A, u izrazu (7.48). Te konstante
odredujemo iz pocetnih uvjeta. Na prvi pogled najlogi¢nije bi bilo pretpostaviti da HO miruje

u trenutku t =0, tj. da je z(t = 0) = 0 i v(t = 0) = 0. Ali ako se prisjetimo izraza (7.30)
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kojim smo pretpostavili funkciju gibanja podloge, radi preglednosti napisimo ju jo$ jednom
Z,(t) =A, cos(wt), vidimo da je u pocetnom trenutku t = 0 otklon podloge jednak A,. S
obzirom na to da senzor promatramo iz apsolutnog koordinatnog sustava, ako pretpostavimo
da u pocetnom trenutku membrana, tj. ekvivalentni HO miruje u odnosu na podlogu tada ¢e
zaista brzina HO u pocéetnom trenutku ¢t = 0 biti v(t = 0) = 0, ali ako zelimo da u po¢etnom
trenutku t = 0 membrana miruje u odnosu na podlogu tj. kuciSte stroja, da nema otklona
membrane u odnosu na podlogu, tada u apsolutnom miruju¢em koordinatnom sustavu mora
biti z(t = 0) = A,. Za odredivanje dviju konstanti iz pocetnih uvjeta potrebno je potraziti

funkciju brzine deriviranjem izraza (7.48).

v(t) = % = — zlre_z_tr(Al cos[wgt] + A, sin[wgt])

t
+ e 2t(—A wy sinfw, t] + Ay, cos|wyt]) — Agw sin(wt) + Ay w cos(wt)
Postavljanjem pocetnih uvjeta slijedi:

20)=A, = A +4q = A =4, Aq (7.50)

A, — A w
S (7.51)

1

Ukoliko je guSenje oscilatora maleno (Ta)g > 1) te ukoliko je pogonska frekvencija w tek
malo razli¢ita od wg, U izrazu (7.51) moze se zanemariti prvi Clan, dok drugi ¢lan daje

priblizno A, =~ —A,. Rjesenje za titranje oscilatora tada poprima jednostavan oblik.
A, _t _t
z(t) = Ay [cos(wt) + (E - 1) e 2t cos(wgt)] + A4, [sin(wt) —e 2 sin(wgt)] (7.53)

Ovo rjesenje predstavlja titranje harmonickog oscilatora koji je mirovao u poloZaju ravnoteze
u odnosu na podlogu, a u trenutku t = 0 je priklju¢en na vibriraju¢u podlogu koja vibrira na
frekvenciji w nesto razlicitoj od wy. U samome pocetku, izrazi u zagradama u jednadzbi
(7.53) se uzajamno gotovo ponistavaju, pa je z(t) jako maleno. No, zbog ipak postojece
razlike u frekvencijama w i wg,, dva se titranje polako razilaze u fazi. Kada dodu u protufazu,
pojavi se u jednadzbi (7.53) efektivno njihov zbroj, tako da z(t) poprima izrazito velike

vrijednosti. U daljnjem razvoju, titranja se opet priblizavaju u fazi tako da se z(t) opet
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smanjuje. Zbog eksponencijalnog faktora, vise ne dolazi do potpunog uzajamnog ponistavanja
dvaju ¢lanova, pa titranje samo ostvari neki minimum, a nakon toga opet raste, ali do manjeg
lokalnog maksimuma, itd. Titranje je slikovito (kvalitativno) prikazano na slici 57a. Istodobno
titranje na dvjema frekvencijama ocituje se u obliku udara. Ipak, protekom vremena umanjuje
se eksponencijalni faktor u jednadzbi (7.53) tako da slabi titranje na frekvenciji w,. Na slici
57a vidi se da amplitude uzastopnih udara bivaju sve manje tako da titranje poprima

stacionarni oblik na frekvenciji w koju uvjetuje vibrirajuca podloga.

Zanimljivo je analizirati i poseban slu¢aj kada vibriraju¢a podloga ima frekvenciju w koja je
upravo jednaka frekvenciji w, slabo guSenog oscilatora. Jednadzba (7.53) se svodi

jednostavno na oblik:

z(t) = A4 cos(wt) [1 + (ﬁ—z — 1) e_%] + A, sin(wt) [1 — e_%] (7.54)

Vibriraju¢a podloga predaje oscilatoru energiju tako da se njegova amplituda kontinuirano
povecava kako prikazuje slika 57b. Zasic¢enje nastaje kada oscilator gubi onoliko snage koliko

je dobiva od podloge i tada nastupa stacionarno stanje.

ZA ZA

I

(a) — w # wy (bliske frekvencije) — pojava udara (b) — w = wy

Slika 57  Kvalitativni prikaz prijelaznih pojava i uspostave stacionarnog prisilnog titranja HO

Slika 57a prikazuje HO kojeg pokrece pobudena vibriraju¢a podloga iz pocetnog stanja
mirovanja. Frekvencija pogonske sile vibriraju¢e podloge se razlikuje od vlastite frekvencije
oscilatora, pa u pocetku titranja nastaju udari, no kasnije se udari ublazavaju i nastupa
stacionarno titranje. Na slici 57b prikazan je isti slucaj s razlikom da frekvencija vibrirajuce
podloge upravo odgovara vlastitoj frekvenciji oscilatora, amplituda titranja kontinuirano raste

do zasi¢enja u stacionarnom titranju

Fakultet strojarstva i brodogradnje 96



Bojan Igrec Diplomski rad

Za svako moguce ponasanje koje se javlja od pocetnog trenutka do uspostave stacionarnog
titranja kaze se da predstavlja prijelazne pojave (engl. transients). Opcenito, prijelazne pojave
nastaju i kada naglo promijenimo frekvenciju pogonskog stroja (vibriraju¢e podloge). Ako je
u tome trenutku oscilator zatecen s nekim otklonom iz poloZaja ravnoteze U 0dnosu na
podlogu i nekom brzinom, mozemo re¢i da su zadani pocetni uvjeti i postupiti primjenom
opc¢e jednadzbe (7.48) ili (7.49). U prijelaznim pojavama se ocituje superpozicija titranja na
dvjema frekvencijama. Sto je gusenje veée (kradi ), brze se uspostavi novo stacionarno

stanje.

Na kraju ovog dijela potrebno je jo§ procijeniti vrijeme nestacionarnosti, tj. vrijeme trajanja
prijelaznih pojava. Pa promatraju¢i osnovnu jednadzbu (7.48) vidimo da je prvi dio (rjeSenje
homogene jednadzbe) odgovoran za nestacionarnost u opéem rjeSenju. Kada rjeSenje
homogene jednadzbe utrne nastupaju stacionarne pojave. Posto eksponencijalna funkcija u
homogenom rjeSenju matematicki asimptotski tezi ka nuli, §to znaci da matematicki nikada
neée skroz utrnuti. Zadovoljimo se uvjetom da kad se iznos homogenog rjeSenja smanji na
recimo 1% svog pocetnog iznosa, mozemo proglasiti da su prijelazne pojave zavrSene te da je
nastupilo stacionarno titranja. Taj uvjet, koji proizlazi iz jednadzbe (7.48), napiSimo u
slijede¢em obliku.

_tnest

e 2t (A; cos|wyt] + Ay sin[w,t]) = 0,01 - (4; cos[w,yt] + A, sin[w,yt]) (7.55)

Uvjet iz jednadZbe (7.55) reducira se na:

tnes
e 3t = 0,01 (7.56)

Nakon logaritmiranja izraza (7.56) logaritmom s prirodnom bazom proizlazi vrijeme

prijelaznih pojava t,q;.
tnese = —27 - 1n 0,01 (7.57)

Izraz (7.57) mozemo poopéiti i uvesti parametar ¢ za koji ¢emo reci da uvjetuje to¢nost nase
procjene vremena prijelaznih pojava t,,..;. Tada za & mora vrijediti £ € (0,1], ¢ € R. U tom

slucaju izraz (7.57) prelazi u opcenitiji oblik.

thest = —2T-Iné& (7.58)
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Na taj nacin proizvoljnim odabirom parametra ¢ mozemo viSe ili manje to¢no odredivati nase
dogovorno vrijeme prijelaznih pojava t,.s;. Naravno, treba teziti da & bude Sto blize nuli, ali
treba imati na umu da jako mala vrijednost parametra ¢ neée puno doprinjeti to¢nosti
odredivanja t,.g, jer kako ono raste tako homogeno rjeSenje sve sporije i sporije trne, ali s
druge strane odabirom premale vrijednosti parametra ¢ dobiti ¢e se kontra efekt, rjesenje se
nece znatno promijeniti, ali ¢e se dogovorno vrijeme nestacionarnosti jako produljiti 1 moze

poskupjeti sam proces umjeravanja senzora ili njegove eksploatacije.

Treba joS napomenuti da ovako odredeno vrijeme prijelaznih pojava u svojoj srzi sadrzi
greSsku koja proizlazi iz pretpostavki ovakvog pojednostavljenog analitickog modela
vibriranja membrane senzora. No s druge strane vrijeme t,..; daje veoma koristan podatak o
okvirnom vremenu koje je potrebno za uspostavu stacionarnog rjeSenja, daje podatak o redu

veli¢ine tog vremena u realnosti.

7.1.3. Metoda kompleksnih brojeva

Najvazniji podatak ovog matematickog modela je amplituda prisilnog titranja ekvivalentnog
HO u stacionarnom stanju. Radi provjere ve¢ izvedenog izraza, postupak odredivanja
stacionarne amplitude A ¢emo ponoviti metodom kompleksnih brojeva i uvjeriti se da je
kona¢ni rezultat dobiven ovom metodom identi¢an izrazu (7.42). Krenimo od oshovne

nehomogene jednadzbe (7.27). Radi preglednosti napiSimo tu jednadzbu ponovno.

dzz_ K( ) 5 (dz dzp>
mae = Z= 7 dt dt

Pretpostavimo li sada rjeSenje oblika

z(t) = Ae'®t (7.59)
a rjeSenje pomaka uzbudne podloge oblika

z,(t) = A e™t (7.60)

Nakon uvrStavanja rjeSenja 1 grupiranja ¢lanova pomaka membrane tj. ekvivalentnog HO 1

podloge na suprotnu stranu dobiva se:

A = [-w’m + biw + K]e't = 4,[biw + K]e'* (7.61)
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Na koncu dobivamo konacni oblik izraza za amplitudu membrane u kojoj je koncentrirana

masa u ovisnosti o frekvenciji i amplitudi podloge.

A K2 + (bw)?

= (7.62)
V(K — mw?)? + (bw)?

Podijelimo li i brojnik i nazivnik na desnoj strani izraza (7.62) s masom sustava m,
uvazavajuéi izraze (7.2) i (7.3), dobivamo dobro poznatu relaciju za amplitudu ekvivalentnog
HO u stacionarnom prisilnom titranju izrazenu preko vlastite frekvencije w, i relaksacijskog
vremena t, kako prikazuje izraz (7.42). Stoga zakljuCujemo da su izrazi (7.42) i (7.62)

ekvivalentni, §to potvrduje ispravnost dosadasnjeg proracuna.

7.2. Odredivanje krutosti i mase ekvivalentnog harmonickog oscilatora

Kao $to je napomenuto u uvodnom dijelu, ovaj model pretpostavlja membranu bez mase,
naknadno se masa koncentrira u jednoj tocci membrane. Dva modela ¢e biti razradena za

membranu oblika grede i jedan dodatni uz pretpostavku membrane oblika tanke kruzne ploce.

7.2.1. Model membrane oblika grede

U prvom modelu membrana je uklijeStena u jednom kraju, a drugi je slobodan, kako prikazuje
slika 59, a drugi model pretpostavlja membranu uklijeStenu u oba kraja, §to shematski
prikazuje slika 60. Oba modela kao parametre imaju koncentriranu masu i poprecni presjek
membrane. Masa membrane, koja je koncentrirana u jednoj tocci, izraCunava se preko gustoce
materijala membrane p i volumena membrane V pri standardnim uvjetima prema NIST —
ovom standardu (National Institute of Standards and Technology) T = 293,15K (9 =
20°C), p = 101325 Pa. Gdje je T apsolutna (termodinamicka) temperatura, 9 temperatura
izrazena Celzijevom temperaturnom skalom, a p atmosferski tlak ili tlak okoline. Masa se
tada izraunava prema donjem izrazu. Gdje je my;,, Masa pipca koji se nalazi na membrani

u to¢ci gdje se smatra da je koncentrirana masa.

m= fp av + Mpipca (7.63)
14

Pretpostavimo li da je materijal membrane homogen, tada izraz (7.63) prelazi u jednostavniji
oblik
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m=p-V+mMyipca = PLA+ Mpipcq (7.64)

Gdje je ! duljina membrane, a A povrsina popre¢nog presjeka membrane. Dva razliita

poprecna presjeka Ce se uzeti u razmatranje, kako prikazuje slika 58.

Na toj slici lijevo prikazan je popreéni presjek membrane kruznog oblika, gdje je d promjer
(dijametar) poprecnog presjeka. Na slici 58 desno mogucée je vidjeti poprecni presjek
vibriraju¢e membrane pravokutnog oblika, gdje se a stranica pravokutnika poklapa sa
smjerom y osi koordinatnog sustava, a b stranica poklapa se sa z osi koordinatnog sustava, a

time i sa smjerom vibriranja membrane.

Kruzni poprecni presjek Pravokutni poprecni presjek

Slika 58  Poprecni presjeci membrane

Stoga je povrsina kruZznog popre¢nog presjeka jednaka:

2
A= ‘%T (7.65)

a pravokutnog:
A=ab (7.66)

Jo§ jedan bitan parametar poprecnog presjeka je staticki moment inercije (tromosti)

poprecnog presjeka membrane /. Za kruzni popre¢ni presjek on iznosi:
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B nd*

IL,=1,= = (7.67)

i jednak je za obje osi, dok za pravokutni popre¢ni presjek za savijanje oko y 0si iznosi:

ab3
I J—

el 7.68
y =13 (7.68)

StroZe teorijski, staticki moment inercije je zapravo tenzor drugog reda I, ali odabirom

odredene osi savijanja on postaje skalar za tu os. Moze se podijeliti na:

1. Aksijalni —s obzirom na os
2. Polarni — s obzirom na toc¢ku (pol 0)

3. Devijacijski ili Centrifugalni — prema dvjema osima

Stoga je I, samo jedna komponenta tenzora inercije za savijanje oko osi y. Aksijalni staticki

moment inercije za 0s y racuna se prema slijede¢em izrazu:

ly= [ 7 aa (7.69)

I, = f f z2dydz (7.70)
d

Za slucaj kruznog poprecnog presjeka mnogo je lakse odrediti polarni moment inercije za pol
O (ishodiste koordinatnog sustava), od aksijalnih. Polarne koordinate prikladnije su od
pravokutnih, pa posluZivsi se njima, mozemo pisati izraz za polarni moment inercije kruznog

poprecnog presjeka.

21
L=
0

r3drde (7.71)

o"al\)lﬁ.

27T
r?2-rdrde =f
0
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Nakon integriranja i uvrStavanja granica integracije dobivamo izraz za polarni staticki

moment inercije za kruzni poprecni presjek.

B nd*

I, = £V (7.72)

Aksijalni moment inercije oko bilo koje osi kroz srediste kruga medusobno su jednaki, pa se
moze pisati [, = I,. Takoder vrijedi I, = I, + I, iz Cega se nakon uvrStavanja dobiva izraz

(7.67). Za pravokutni poprecni presjek izraz (7.69) nakon raspisivanja prelazi u oblik:

72 dy dz (7.73)

~
<
Il
|
N N
|
N[~ o

Kada se izraz (7.73) integrira i uvrste granice integracije, dobiva se rjeSenje za staticki
moment inercije za 0s y za pravokutni poprecni presjek, kako prikazuje ranije navedeni izraz

(7.68). Za odredivanje krutosti bitan je nacin ukljeStenja membrane.

7.2.1.1.  Prvislucaj — membrana uklijestena na jednom kraju

Na slici 59 shematski se moze vidjeti membrana (greda) uklijeStena na jednom kraju, a drugi
je slobodan. Tada se pretpostavlja da je cijela masa koncentrirana na slobodnom kraju, $to
prema teoriji ¢vrsto¢e materijala odgovara sili koja djeluje na slobodnom kraju membrane
stvarajui moment savijanja, a time izaziva fleksijsko naprezanje (naprezanje na savijanje) u

materijalu.

Za slucaj optereéenja kao na slici 59 moment savijanja (moment fleksije) jednak je:
M; = Fl (7.74)

a progib w slobodnog kraja racuna se prema donjem izrazu.

bbb (7.75)
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A
Y

Slika59  Greda uklijestena na jednom kraju

Tada je krutost ekvivalentnog harmonickog oscilatora jednaka:

_ 3EI

=0 (7.76)

U gornjim izrazima E je modul elasti¢nosti (Youngov modul) materijala membrane, a [
staticki moment inercije (tromosti) popre¢nog presjeka membrane za y 0S, kako je ranije

naznaceno.

7.2.1.2.  Drugi slucaj — membrana uklijestena u oba svoja kraja

Na slici 60 shematski se moze vidjeti membrana (greda) uklijeStena u oba kraja. Tada se
pretpostavlja da je cijela masa koncentrirana u sredini grede (na udaljenosti [/2), §to prema
teoriji ¢vrsto¢e materijala odgovara sili koja djeluje na udaljenosti [/2 stvaraju¢i moment

savijanja, a time izaziva fleksijsko naprezanje (naprezanje na savijanje) u materijalu.

Za slucaj opterecenja kao na slici 60 moment savijanja (moment fleksije) jednak je:

My =— (7.77)

a progib w sredine grede rac¢una se prema donjem izrazu.

F 3

_rr 7.78
W= El 192 (7.78)
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1/2

A
A

Slika 60  Greda uklijestena u oba kraja

Tada je krutost ekvivalentnog harmonickog oscilatora jednaka:

192E1
K =

I3 (7.79)

U gornjim izrazima E je modul elasti¢nosti (Youngov modul) materijala membrane, a [
staticki moment inercije (tromosti) popre¢nog presjeka membrane za y 0S, kako je ranije

naznaceno.

7.2.2. Model membrane oblika tanke kruzne ploce

Napravljen je model membrane oblika tanke kruzne ploce debljine h i polumjera R

uklijestene po rubu, kako prikazuje slika 61.

Na slici 6la prikazana je sama membrana oblika kruzne plo¢e u 2D prikazu. Slika 61b
prikazuje membranu u izometriji (3D prikaz), a pod 61lc moze se shematski vidjeti spoj
membrane oblika kruzne ploce i kucista. Membrana je uklijeStena po svom rubu. Na donjoj
slici h je debljina ploce, a R radius (polumjer) ploce do ukljestenja (slika 61c). Pretpostavlja
se da je cijela masa koncentrirana u sredini ploc¢e (u ishodiStu koordinatnog sustava), Sto
prema teoriji ¢vrstoce materijala odgovara sili koja djeluje u ishodiStu koordinatnog sustava

(centru ploce) stvaraju¢i momente Koji izazivaju naprezanje u materijalu ploce.
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Slika 61  Prikaz membrane oblika uklijestene tanke kruzne ploce

Masa membrane, koja je koncentrirana u centru, izraunava se preko gustoe materijala
membrane p i volumena membrane V pri standardnim uvjetima prema NIST — ovom
standardu (National Institute of Standards and Technology) T = 293,15 K (9 = 20°C), p =
101325 Pa. Gdje je T apsolutna (termodinamicka) temperatura, ¥ temperatura izraZzena
Celzijevom temperaturnom skalom, a p atmosferski tlak ili tlak okoline. Ukupna masa se tada
izratunava prema donjem izrazu. Gdje je my;,c, Masa pipca koji se nalazi na membrani i
prolazi centrom membrane. Aproksimativno mozemo smatrati da je i masa pipca

koncentrirana u centru, §to je vrlo dobra aproksimacija.
m=p-V+Myipeq = PATR? + Mpipcq (7.80)

Izrazi koji slijede u nastavku vrijede uz sljede¢a ogranicenja:

1) Ploca je tanka. Najveca debljina ploce odredena je izrazom

1

<
10

x| =

2) Progibi ploce su mali, tj. vrijedi:
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Wm ax

h

1
S —
5
3) Ploca je osnosimetri¢na, osnosimetricno opterecena i uc¢vrsé¢ena

Posljedica je toga da sve geometrijske i statiCke veli¢ine ovise o koordinati r, poneke o
koordinati z, a nijedna ne ovisi o koordinati ¢. Geometrijske veli¢ine su pomaci, deformacije,
a staticke veli¢ine su naprezanja i komponente unutarnjih sila. Tada se progib na nekom

radiusu ploce uz uvjet 0 < r < R dobiva prema izrazu:

L P 1+(R)2 (7.81)
WeTend | T r '

U izrazu (7.81) D je fleksijska krutost ploce, a raéuna se prema donjoj jednadzbi:

Eh3

T 12(1—v2) (7:82)

D

U izrazu za fleksijsku krutost ploce v je Poissonov broj (Poissonov faktor ili omjer).

Maksimalni progib u sredini plo¢e (r = 0) iznosi:

FR?

Winax = 7 (7.83)

Cirkularni M, i radijalni M, momenti mogu se za neku poziciju r uz uvjet 0 <r <R

izraCunati preko izraza:

d F R
MrzD[—a+vE]=—[(1+v)ln——1] (7.84)

dr r 4n r

a da F R
_pl®, g _F R_ 7.85
M, D[r+vdr 47_[[(1+v)lnr v] ( )

Gdje je a nagib ploce. U sredini plo¢e oba momenta teze u beskonacnost. U realnosti sila
nikad ne djeluje u tocki nego je podijeljena na malu povrsinu polumjera ry. lako u realnosti ne

teZe u beskona¢nost, momenti u sredini plo¢e vrlo su veliki. Na rubu ploc¢e (r = R), vrijedi:

F (7.86)
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vF
M,=—— 7.87
¢ 41 (7.87)

Konac¢no iz izraza (7.83) mozemo dobiti krutost ekvivalentnog harmonickog oscilatora u

slu¢aju membrane oblika tanke kruzne ploce.

16mD
K =

R? (7.88)

7.3. Faktor i omjer prigusenja materijala membrane

Prigusenje vibrirajuc¢ih (oscilirajuc¢ih) sustava (struktura) povezuje se s disipacijom mehanicke
energije, naj¢es¢e konverzijom u toplinsku energiju zbog trenja u sustavu. Disipacija energije
jednaka je mehanickom radu sile trenja (prigusenja). Kod slobodnih vibracija prisutnost
prigusSenja ocituje se kontinuiranim smanjenjem amplitude titranja tokom vremena sve do
stanja ravnoteze. Za odrZavanje konstantne amplitude kod prisilnih vibracija, disipirana
energija priguSenjem mora se kontinuirano nadomjeStati iz vanjskog izvora mehanicke

energije.

U slucaju oscilatorne funkcije sile, naprezanje (unutarnje sile) vodi ka deformaciji. Stoga se

formira petlja histereze koja se zatvara svaki ciklus, kao §to se moze vidjeti na slici 62b.

®q
——i-

Slika 62  Pomak u fazi (a) i petlja histereze (b)

WtT = fﬂdé‘ (7.89)

Povrsina W, unutar petlje histereze predstavlja disipiranu mehanicku energiju, odnosno rad

sile trenja u jediniénom volumenu materijala. U izrazu (7.89) o je naprezanje, a &
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deformacija. Faktor priguSenja 1 materijala proporcionalan je omjeru disipirane energije We,

i maksimalne potencijalne energije zbog deformacije materijala Ep (slika 62Db).

(7.90)

po L W
2 Ep

Na slici 63 mogu se vidjeti razli¢iti oblici i tipovi priguSenja kakve se susrec¢e u tehnici

opcenito.

PRIGUSENJE

UNUTARNJE VANJSKO

j Dodirne povrsine
U materijalu izmedu struktura
(materijala)
Histereza Relativno gibanje Vanijski kontakt (ne
(viskoznost, trenje) izmedu substruktura strukturni elementi)

(materijala), relativno
gibanja slojeva - lezaji,
zglobovi itd.

Slika 63  Tipovi prigusenja

Faktor prigusenja kontinuuma (strukture) g dobiva se integriranjem po volumenu te

osrednjavanjem, kako je prikazano u nastavku.

1 1 Wy
be = [wav =
14

2 By (7.91)

Za homogeni kontinuum (materijal) vrijedi jednakost faktora prigusenja za element volumena
i cijeli volumen, pa je s = . Ako se kontinuum modelira kao jednostavni ekvivalentni
linearni harmonicki oscilator s harmonickom uzbudnom funkcijom, kao u naSem slucaju,

jednadzba gibanja dana je izrazima (7.25) i (7.29). Koeficijent prigusenja b u tim
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jednadzbama predstavlja viskozno ili linearno prigusenje. U tom slucaju disipacija energije u
kontinuumu tokom jednog ciklusa (u vremenskom trajanju jednog perioda T')) moZe se napisati

na slijede¢i nacin.

W, = b% %dt = ThwA, ;> (7.92)
tr,s — dt dt - rel '
0

Potencijalna energija deformacije dana je izrazom (7.20), a maksimalna potencijalna energija

biti ¢e kod maksimalnog pomaka (maksimalna deformacija), kako prikazuje donji izraz.
1 2
Epmax = Eps = EKArel (7.93)

Stoga jednadzba faktora priguSenja prelazi u oblik:

1 Wys bw
=5 B, =% (7.94)

Vs

Najcéescée je prigusenje vrlo malo i1 znacajnije utjeCe na ponasanje vibracija blizu rezonancije.

Zasluca) w = wy = /K /m, faktor prigusenja za rezonantnu frekvenciju postaje:

bw, b

Yso = Naaic (7.95)

U polaznoj diferencijalnoj jednadzbi (7.1) i (7.29) nalazi se relaksacijsko vrijeme koje je pak
definirano jednadzbom (7.3). Relaksacijsko vrijeme funkcija je mase ekvivalentnog HO m i
koeficijenta priguSenja materijala vibriraju¢e membrane b. Koeficijent priguSenja je
dimenzijska veli¢ina i ima dimenziju [M/T], gdje je M dimenzija mase, a T dimenzija
vremena. Prema SI sustavu mjernih jedinica mjerna jedinica koeficijenta priguSenja je
[kg/s]. U praksi Cesto je zgodnije Koristiti bezdimenzijske veli¢ine kao §to je faktor
prigusenja definiran jednadzbama (7.90), (7.91), (7.94) i (7.95). Takoder uz faktor priguSenja
Cesto (ako ne 1 ¢esce) se koristi bezdimenzijska veli¢ina omjer priguSenja (eng. damping ratio)
koji se oznacava oznakom {. Njime se iskazuje stupanj priguSenja u sustavu u odnosu na

kriti¢no prigusenje.
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b

bkrit

¢ (7.96)

Prisjetivsi se ranije izvedenog kriterija za kriticno guSenje harmoni¢kog osilatora — izraz

(7.13) — mozemo odrediti kriticno prigusenje, tj. kriti¢ni koeficijent prigusenja.
ka‘it =2 mawg = 2 VmK (797)

Uvrstavajuéi jednadzbu (7.97) u jednadzbu (7.96) dobivamo izraz za omjer prigusenja {

harmonickog oscilatora.

(= (7.98)

N =

b
vmK

Omjer prigusenja Cesto se u praksi koristi, a ima niz prednosti, jer za razliku od koeficijenta
prigusenja, nema dimenzije. Stoga se jednom odreden bezdimenzijski podatak o prigusenju
iskazan jednadzbom (7.96) i (7.98) moze primijeniti na citavu familiju istovrsnih
(matematicki sli¢nih) slucajeva priguSenja realnih osilatornih mehanickih sustava. Iz tog
razloga eksperimentalno se obicno utvrduje upravo omjer priguSenja te se podaci mogu
prona¢i u raznim priru¢nicima, tablicama, znanstvenim c¢lancima ili na specijaliziranim
internetskim stranicama gdje se uz ostala svojstva materijala navodi i omjer prigusenja. Iz
jednadzbe (7.98) slijedi izraz za raCunanje koeficijenta priguSenja uz poznati omjer

prigusenja.
b =2{VmK (7.99)

Pri rezonantnoj frekvenciji imamo da je faktor priguSenja to¢no dva puta veéi od omjera

prigusenja Ygo = 24.

7.4. Odredivanje maksimalne amplitude uzbude Apmax prema zahtjevima za mjerno
podrucje senzora

Kao zahtjev na senzor za mjerenje vibracija postavljen je uvjet mjerenja vibracija u podrucju
do 150 Hz i do 10 g, kako je navedeno u uvodnom dijelu ovog rada. Prisjetimo li se izraza

(7.30) kojim smo pretpostavili funkciju gibanja uzbudene podloge z,(t) (kuciSta stroja
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kojemu se Zele izmjeriti vibracije), njegova druga derivacija davati ¢e osilirajucu akceleraciju

podloge a,(t).
d*z,
a,(t) = o —A,w? cos(wt) (7.100)

Kako kosinusna funkcija oscilira izmedu —1 i 1, apsolutna vrijednost izraza (7.100) biti ¢e

maksimalna kada ¢lan uz kosinus cos(wt) bude bio jednak —1 i 1. Stoga jednadzbu za
maksimalnu akceleraciju podloge a, max(w,4,) = max|—A,w? cos(wt)|, t € [0,T), t € R

koja oscilira nekom kruznom frekvencijom mozemo zapisati u obliku:
ap max(@, 4p) = Apw? (7.101)

Iz izraza (7.101) slijedi da je amplituda podloge A, u ovisnosti 0 maksimalnoj akceleraciji

podloge i kruznoj frekvenciji jednaka:

Ap max

w2

Ap(w,apmax) = (7.102)

Iz toga mozemo ustvrditi da ¢e amplituda podloge ovisiti o kruznoj frekvenciji prisile, i
apsolutnoj vrijednosti njene maksimalne akceleracije. U matematickom modelu jedan od
ulaznih podataka je amplituda podloge A,. Vidimo da ona drasti¢no varira u mjernom
podruc¢ju koje senzor mora zadovoljiti. Amplituda podloge je tada funkcija dviju varijabli,
akceleracije i frekvencije. Iz zahtjeva koji se postavljaju na senzor stoji da su te dvije varijable

u mjernom podrucju senzora ogranicene na intervale:

1. Uvjet maksimalne akceleracije: 0 < appmax < 10 g

2. Uvjet frekvencije: 0 < f < 150 Hz

Prem da bi prvi uvjet, uvjet maksimalne akceleracije, mogli malo korigirati i postavit ga
19 < apmax(w) <10 g, s obzirom na to da su akceleracije od 1g relativno male te
predstavljaju silu jednaku vlastitoj tezini membrane i pipca, Sto moze dovoditi do problema u
oCitavanju rezultata, tj. problema detekcije parametara vibriranja stroja senzorom zbog

premale osjetljivosti pri malim akceleracijama podloge.
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Stoga mozemo izraz (7.102) napisati kao funkciju jedne varijable uz drzanje druge

konstantne. Time opcenito dobivamo dvije funkcije amplitude podloge A,.

Ap max
Ap(ap'max)|w=konst = w2 (7.103)
Ay ()] = Zpmox (7.104)
p Ap,max=konst w?

Tako da bi trebalo provjeriti odziv senzora za kontinuirane funkcije (7.103) i (7.104) drze¢i
drugu varijablu konstantnom te vidjeti dali senzor ima dovoljnu osjetljivost u cijelom
mjernom podru¢ju. Opéenito promatrajuci izraz (7.102) Kkoji je funkcija dviju varijabli,
mozemo zakljuciti da ¢e kod nekih kombinacija varijabli w I @, g, doci do jako velikih
amplituda koje nisu moguée u realnosti kod vibracija strojeva. Tako promatrajuci izraze
(7.102) i (7.103) vidimo da bi za bilo koju akceleraciju podloge u trazenom intervalu
akceleracija (osim za slucaj akceleracije bliske nuli) imali za jako male frekvencije prisile

(ako w tezi nuli) amplitudu podloge koja tezi beskonacnosti, tj. matematicki iskazano
}jg}, Ap(apmax) =

Sto naravno nije za oCekivati da ¢e se u praksi dogadati. Stoga se namece potreba da se uvede
novi parametar kojim ¢e se ograniCiti amplituda iz izraza (7.102), (7.103) i (7.104) na
maksimalno mogucu amplitudu koja se moZe ocekivati da se u realnosti moze postici.
Uvedimo dakle oznaku Ay maxrea: za koju ¢emo smatrati da je maksimalno moguca
amplituda podloge koja se u realnosti moze posti¢i pri radu strojeva odredene namjene. Ta
vrijednost bi se trebala odrediti statistickim pra¢enjem amplituda pojedinog stroja ili pojedine

skupine strojeva, a moze ga se nac¢i u odgovarajuc¢im tablicama.

Jo$ se mogu prikazati dva grani¢na uvjeta koja proizlaze iz jednadzbi (7.103) i (7.104). Naime

mozZemo ispitati odziv senzora uz maksimalnu jednu varijablu u ovisnosti o drugoj.

7.4.1. Kriterij maksimalne amplitude podloge Apmax pri akceleraciji od 10 g

U ovom slucaju ispitati ¢emo kolika je maksimalna amplituda podloge Ay mqx UZ UVjet

maksimalne akceleracije od 10 g. Oznaka bi mozda bila malo nezgrapna jer Smo s @y, mqx ve¢
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oznacili maksimalnu akceleraciju tokom jednog perioda titranja, stoga bi maksimalnu
akceleraciju koja se uopce u cijelom mjernom podru¢ju moze javiti mogli oznaliti s
Apmaxmax = 10 g. 12 toga proizlazi izraz za maksimalnu amplitudu podloge kao funkciju

varijable w uz akceleraciju od 10 g

10
Apmax(@)| =7 (7.105)

apmax=10g w?

Izraz (7.105) vrijediti ¢e uz uvjet Ay, max(0) < Ay maxreat-

7.4.2. Kriterij maksimalne amplitude podloge Apmax pri frekvenciji od 150 Hz

U ovom ¢emo pak slucaju ispitati kolika je maksimalna amplituda podloge A 4, UZ Uvjet
maksimalne frekvencije podloge od 150 Hz. Ozna¢imo ju s fpq = 150 Hz, iz Cega proizlazi
da je maksimalna kruzna frekvencija jednaka w.,,, = 300 . Iz toga proizlazi izraz za
maksimalnu amplitudu podloge kao funkciju varijable aymqyx uz kruznu frekvenciju od

300 m.

Ap max

Ap,max(ap,max)|w=300n = 90000 772

(7.106)

Izraz (7.106) isto ¢e tako vrijediti uz uvjet A, max (@) < Ay max,rear- OVi podaci i izrazi biti
¢e nam bitni za kasnije kod provjere Cvrsto¢e membrane, jer podatak o maksimalnoj
akceleraciji podloge tokom jednog titraja ukazuje na maksimalnu silu inercije podloge tokom

jednog perioda titranja.

7.5.  Provjera ¢vrsto¢e membrane

Vibriraju¢a membrana dinamicki je optereCena tokom vibriranja, stoga je potrebno provjeriti
maksimalni iznos naprezanja membrane u pogonu. Nakon dugotrajnog ispitivanja uz variranje
zadanih parametara na raznim oblicima popre¢nih presjeka i na¢ina ukljeStenja, zakljuceno je
da se najbolji odzivi senzora dobivaju za pravokutni poprecni presjek. Stoga je ovdje
prikazana provjera Cvrstoce za pravokutni popre¢ni presjek grede uklijeStene u oba i u jednom
kraju. Na slici 58 desno moguce je vidjeti poprecni presjek i oznake dimenzija koje se na
njega vezuju. Promatrajuci slike 59 i 60 membrana je opterecena na fleksiju (savijanje), ali
formalno i1 na smik. S obzirom da su posmi¢na naprezanja puno manja od naprezanja na

fleksiju (za jedan ili viSe redova veli¢ine), smi¢no naprezanje moze se zanemariti te uzeti da
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je naprezanje na fleksiju, koje je posljedica momenta savijanja, jedino naprezanje u materijalu
membrane. Na slici 64 moguce je vidjeti dijagrame raspodjele momenata savijanja (fleksije)

Mg i poprecnih sila F, u materijalu duz membrane za dva karakteristi¢na slucaja ukljesten;ja.

Ma Ma
Fa Fa Fg

F/2
Fo 5 ' § g
Gl

F1/8
Mg % M; /(ﬂ/(@m
Fl -F1/8 W \J\Q -F1/8

@) (®)

Slika 64  Dijagram poprecnih sila i momenata fleksije za dva sluc¢aja ukljestenja membrane

Za membranu uklijeStenu u jednom kraju, a s drugim slobodnim (slika 64a) kriticni presjek je
u tocki A, jer moment fleksije u toj tocci postize svoju maksimalnu vrijednost My = Fl, kao
§to je ranije navedeno u izrazu (7.74). Za membranu uklijeStenu u oba svoja kraja maksimalni
moment fleksije My = FI/8 postize se u tockama A, B i C. No zbog zareznog djelovanja

realnog ukljestenja kriti¢ni presjeci, $to se ti¢e naprezanja, Su A i B.
Naprezanje na fleksiju oko y osi ra¢una se prema izrazu

Mf Y

gy = =2 (7.107)
y Wy
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Gdje je o5, naprezanje na fleksiju, a W), moment otpora popre¢nog presjeka. Veza momenta
otpora i momenta inercije oko y osi je W, - e = I,,. Gdje je e udaljenost od neutralne osi (e =

b/2). Stoga izraz za fleksijsko naprezanje poprima oblik:

bM; ,,

Ofy =
21,

(7.108)

Kombinirajuéi izraz (7.106) s izrazima (7.74) i (7.75) za gredu s jednim slobodnim krajem,
odnosno (7.77) i (7.78) za gredu s oba uklijeStena kraja dobivamo konacne izraze za

naprezanje na fleksiju izrazeno preko maksimalnog progiba membrane w;, .

3EDb

Of max(a) = 21z Wmax (7.109)
12Eb

Of max(b) = 1z " Wmax (7.110)

Izraz (7.109) vrijedi za membranu s jednim slobodnim krajem, a izraz (7.110) za membranu s

oba uklijestena kraja.

|
|
Of !
\
|

Slika 65  Prikaz zareznog djelovanja i rubnog pritiska na spoju dvaju materijala
U proracunu ¢vrstoce realnih spojeva s ukljeStenjem nailazimo na teskoce, buduci da dijelovi
u spoju dobivaju prednaprezanje jer se formira stezni spoj. Prednaprezanje nije moguce

racunski obuhvatiti, jer osim 0 obliku dijelova u spoju ovise i o0 tolerancijama izrade. Zbog
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toga prednaprezanje ne uzimamo u obzir i usporedujemo ostala naprezanja s dopustenim
iskustvenim naprezanjima. Slika 65a prikazuje raspodjelu fleksijskog naprezanja po debljini
membrane (po dimenziji b). Kod realnog savijanja treba uzeti u obzir dodatne faktore koji
povecavaju naprezanje. Kako prikazuje slika 65 pod (b) i (¢), zbog djelovanja sile na kraku
dolazi do momenta savijanja i deformacija sto dovodi do stvaranja kontaktnog pritiska p zbog
oblika utora u kucistu. Takoder zbog ostrih rubova kucista treba uzeti u obzir i dodatni utjecaj

zareznog djelovanja na povecanje izraCunatog naprezanja u idealnom slucaju savijanja.

Zbog svega toga potrebno povecati izracunato naprezanje na fleksiju mnozeci ga s odredenim
iskustvenim faktorima, ili uzeti te utjecaje u obzir povecanim faktorom sigurnosti. Naime

naprezanje u realnom sluc¢aju moze biti i duplo vece od idealnog fleksijskog naprezanja.

Kako je membrana izrazito dinamicki opterecena (dinamicko naizmjeni¢no naprezanje),
potrebno je maksimalno izraCunato naprezanje usporediti s iskustvenim dopusStenim
naprezanjem og,,. Ako je za izabrani materijal poznato, potrebno je usporediti izracunato
maksimalno naprezanje s trajnom dinamic¢kom CvrstoCom na savijanje opf ili dinamickom

izdrZljivos$¢u materijala R; umanjeno za faktor sigurnosti s.

o

Oy < —2L (7.111)
R

O < ?d (7.112)

gdje je faktor sigurnosti s > 1. Ako za odabrani materijal nisu dostupni gore navedeni podaci,
moguce je maksimalno izracunato naprezanje usporediti s granicom razvlacenja R, ili

konvencionalnom granicom razvlacenja Ry, », ali uz veliki faktor sigurnosti.

O-max S

R
—e (7.113)
S

R
< P02 (7.114)

Umax — S

7.6. Analiti¢ki model s kontinuiranom masom

Mambrana se promatra kao uklijeStena greda pravokutnog ili kruznog popre¢nog presjeka s

kontinuirano rasporedenom masom m'. Pretpostavlja se homogenost i izotropnost svih
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mehanickih svojstava materijala duz grede. Pretpostavlja se uzbuda podloge (tocke na
ukljestenju) po sinusnoj ili kosinusnoj funkciji s amplitudom A,,. Promatra se progib grede z u
odnosu na koordinatu x, koja je postavljena duz grede, u vremenu t. Takoder promatran je
progib grede na slobodnom kraju (x =1[) u ovisnosti o uzbudnoj frekvenciji f. Drugim

rije¢ima traze se funkcije rjeSenja oblika z (x, t) i z(x = [, f).

Slobodni

Uklijesteni kraj (x = 1)

kraj (x = 0)

Slika 66  Vibracije membrane s kontinuiranom masom

7.6.1. Matemati¢ki model

Diferencijalna jednadzba popre¢nih vibracija grede uz oznaku m' mase po jedinici duljine

glasi

0*z(x,t) ,0%z(x, t)
+m

El = ot 7.115
dx* o~ I®D (7:115)

Pretpostavlja se op¢i oblik rjesenja

z(x,t) = Z Zp(x) - cos(wyt) (7.116)

n=1
gdje su n prirodne frekvencije kontinuiranog sustava.

7.6.1.1. Krilove funkcije

KoriStenjem Krilovih funkcija (funkcije Krilova)
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Up1 = %[cosh(ﬁnx) + cos(Brx)]
1

Upz = E [Sinh(ﬁnx) + Sin(ﬁnx)]
1

Uns =5 [cosh(Brx) — cos(fnx)]
1

Upge = E [Sinh(ﬁnx) - Sin(ﬁnx)]

Za x = O, Unl = 1, Un2’3’4, =0

pretpostavljeno rjesenje ima oblik [uz zamjenu cos(w,t) — sin(w,t)].

4
zZy(x, t) = Z ApiUpisin(wyt) (7.117)
i=1
gdje je faktor S,
“lm’ +[pA
— =, 2= [E£ 2 7.118)
Pn \/Elw" \/Elw” (

7.6.1.2.  Svojstva Krilovih funkcija

dUp; 1 . , _
T Eﬂn [sinh(Bpx) — sin(Brx)] = BrUna
oo 1, sy
= E,Bn[cos (Bnx) + cos(Brx)] = BrUny
s 1, . sy
dx = Eﬁn[SIH (ﬁnx) + Sln(ﬁnx)] - ﬁn n2
dUpy 1 h — B U
= Eﬁn [cosh(B,x) — cos(Bpx)] = fnUns

7.6.1.3.  Prisilne vibracije kontinuiranog sustava
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I z(0,t) = Aysin(w, t)

0
o

[/ /1))

Slika 67  Uzbudne vibracije kucista (ukljestenja membrane)

S obzirom na to da je rije¢ o prisilnim vibracijama, sustav ¢e (nakon odredenog tranzijentnog
perioda) vibrirati frekvencijom uzbude w. Istodobno, ne postoji optere¢enje q(x,t), odnosno

kontinuirano opterecenje koje ovisi o x i t. Stoga je potrebno odrediti rjeSenje

4
2(x,t) = zAiUisin(a)t) (7.119)
i=1
uz
4 m’ 4 pA
— 2= [ 2 (7.120)
B \/Elw \/Elw

koje zadovoljava polaznu diferencijalnu jednadzbu uz q(x, t) = 0.

Kruzna frekvencija w i funkcije U; su poznate, a nepoznati koeficijenti A; odreduju se iz

rubnih uvjeta.

7.6.1.4. Rubni uvjeti

a) Prvi rubni uvjet

Prvi rubni uvjet govori da ¢e se tocka u kojoj je greda uklijestena, tj za x = 0, gibati kao i
uzbudeno kudiste.

z(0,t) = Apsin(wt)

UvrStavanjem

(A Uy + AyUp + A3Us + AyUy)sin(wt) = Apsin(wt)
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dobiva se

(A1°1+A,-0+A;5-0+ A, 0)sin(wt) = Apsin(wt)

Iz Cega slijedi

A1:Ap

b) Drugi rubni uvjet

Drugi rubni uvjet govori da ¢e u tocki ukljestenja, tj za x = 0 nagib elasti¢ne linije grede biti

jednak nuli.
0z(x,t)
a(0,t) = x| 0
S
a(0,t) = sin(wt) Y A;— =0
0x ly—o

i=1
a = sin(wt) - B - (AU, + AU + AU, + AU3) =0
uvrStavanjem za x = 0
a(0,t) =sin(wt)"B-(A;-0+A4,-1+A43-0+4,-0)=0

slijedi

A, =0

c) Tredii Cetvrti rubni uvjet

Treci i Cetvrti rubni uvjeti govore da ¢e u tocki na slobodnom kraju, tj. za x = [, fleksijski

moment i poprec¢na (smicna) sila biti jednake nuli.
M(l,t) =0
QLt)y=0

922(x, t)

M= —El———=
0x?

gy 02
0x3

Q=-—
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Iz Cega slijedi da mora biti

0%z(x,t
Mo = -2 Z&0
O0x?
x=1
_ 03z(x,t) — 0
Q= 0x3 N
x=1

Cime se dobiva set od dvije jednadzbe s dvije nepoznanice
M: B2EIl-[A;U5(D) + A,U,(D) + AU (D) + A, U,(D] =0
Q: B?EI-[A1Up(D) + A2Us(D) + AsU,(D) + AU (D] = 0
Gdje se nakon sredivanja dobiva

A Us (D) + AsU (D) + AU (1) =0

ApUZ(l) +A3U4(l) + A4U1(l) =0

Nakon rjeSavanja gornjeg sustava jednadzbi dobivaju se koeficijenti Az i A,.

IS AORACENACR
T U(D - Us(D) = Uy (D?

A, = AP[UZ(I) ' U1(l) - Us(l) ' U4(l)]
! U, (D) - Uy (D) — U; (1)2
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8. Odabir materijala i oblika konstrukcije mehanic¢kih komponenti
senzora prema zahtjevima narucitelja

8.1. Zahtjevi na konstrukciju mehanickih komponenti senzora

Osnovni mehanicki zahtjevi narucitelja (Fakultet elektrotehnike i raCunarstva) na konstrukciju
prototipa senzora dijelom su ve¢ izneseni u uvodnom dijelu. Osnovni zahtjevi izneseni su u

nastavku:

» mjerno podrucje akceleracije do 10 g
» mjerno podrucje frekvencija do 150 Hz

> linearna karakteristika senzora do 150 Hz

Iz optickog proracuna propisana je maksimalna dozvoljena amplituda pomaka vertikalnog
pipca od 0,6 mm. S druge strane mjerna osjetljivost mjernog sustava (elektronika + optika) na
detektoru signala daje donju granicu amplitude pomaka vertikalnog pipca od 5 um koja se jo§
uvijek moze detektirati. Prema rijeCima naruditelja, optimum senzora trebao bi se posti¢i na
frekvenciji od oko 100 Hz s obzirom da su za primjenu senzora najbitnija mjerenja u podrucju
frekvencija od 50 — 100 Hz. Donje vrijednosti zahtijevanih frekvencija i akceleracija koje se
zele mjeriti su frekvencija od 20 Hz i akceleracija od 2g. Ako se uspije, bilo bi pozeljno
prosiriti mjerno podrucja na frekvenciju 10 Hz i akceleraciju 1g. Takoder prva prirodna

frekvencija membrane ne smije biti ispod 210 Hz.

Dodatni zahtjevi vezani su pretezito na dopuStene materijale, ukupnu masu i1 dimenzije
kucista. Naputak je da treba odabrati materijal koji ima svojstva dielektrika. Idealno bi bilo
odabrati polimerni materijal i za kuéiSte i za vibriraju¢u membranu. Naime svrha ovakvog
tipa senzora je mjerenje vibracija velikih elektricnih strojeva. Senzor bi se lijepio na kuciste
stroja na raznim mjernim mjestima i tako mjerio vibracije na pojedinom mjestu. U okolici
velikih elektriénih strojeva stvara se jako elektrino polje, tako da se trebaju izbjegavati
materijali s jakom elektricnom vodljivos¢u (npr. metali) zbog probojnog napona u zraku
(problem iskrenja). Zahtjev naruditelja je obavezna uporaba polimernog materijala za kuciste,
a preporuka je teziti polimernoj membrani. AKo to ne bude mogucée, membrana moze biti i od
metala. 1z gore opisanoga proizlazi osnovna prednost optickih senzora u odnosu na klasi¢ne

elektro — mehanicke. Osnovni je problem kod klasi¢nih elektro — mehanickih senzora §to je
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neizbjezno elektricno napajanje koje se dovodi u jako elektricno polje koje je prisutno u

okolici velikih elektri¢nih strojeva, dok se kod opti¢kih dovodi samo svjetlost.

Slijede¢i zahtjev veze se na dopustenu masu i dimenzije kucista. Treba teziti Sto manjim
gabaritima kucista 1 §to je moguée manjoj masi. Oprema na kojoj ¢e se ispitivati i umjeravati
prototip senzora u laboratoriju na FER-u moze prihvatiti masu do 0,5 kg, stoga ukupna masa
kuciSta, membrane, utega na membrani 1 optickih vlakana mora biti My kypne < 0,5 kg.
Visina kuc¢ista nebi smjela premasiti 40 mm. Kljucni se zahtjevi mogu sazeti u slijedecoj

tablici.

Mjerno podrucje frekvencija 20- 150 Hz
Mjerno podrucje akceleracija 2g - 10g
Maksimalna amplituda pomaka pipca 600 um
Minimalna amplituda pomaka pipca 5um

Materijal kudista

Obavezno dielektrik (idealno polimer)

Materijal vibriraju¢e membrane

Idealno polimer, ali moze 1 metal

Ukupna masa

<0,5kg

Visina kuéista

<40mm

Tlocrtna povrsina osnovnog kudista

~ 50 x
(bez priklju¢nih uski za umjerni stroj) 50 x 50 mm

Prva prirodna frekvencija membrane > 210 Hz

Tablica5 Zahtjevi na konstrukciju mehanickih komponenti senzora

Jo§ jedan od zahtjeva je izraditi multifunkcionalno kuciSte. Potrebno je omoguciti da se u
laboratoriju na FER-u mogu ispitivati razli¢ite membrane (omoguciti variranje materijala i
duljine membrane), tako da se dodatno moZe eksperimentalno ispitati utjecaj raznih dostupnih

materijala i duljina membrane na odziv senzora.
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8.2.  Odabir materijala mehanic¢kih komponenti senzora

Iz zahtjeva koji se postavljaju na materijal jasno je da se traze dosta opre¢na svojstva. Klju¢na
je pretpostavka krutog kucista kao ulazni podatak u dinamicku analizu, a taj se uvjet moze
zadovoljiti masivnijom konstrukcijom i odabirom materijala velike krutosti (velik modul
elasti¢nosti). S druge strane mali gabariti kucista te trazena §to manja masa zahtijevaju laksu
konstrukciju uz uporabu materijala male gustote. Na slici 68 moguce je vidjeti modul
elasticnosti u odnosu na gustocu za pojedine skupine materijala. Za kuciSte potrebno je

odabrati materijal Sto viSe lijevo gore u tom dijagramu.

it AlLO Celici
Tehnicka sic 23 i Ni-legure

1000 + i keramika - g«i& l“"‘*g.“fei,_w o O/wc
: 4

Al-legure “75a— W-legure
CFRP A 9

1 Kompoziti @ 5 /
100 4 S;:lo\ A\ 47— Culegure
: g L v A / »
; oiit ; ,4,- Metali
10 - PMMA. CUNT e Pb-legure
E Zn-legure p

Prirodni  -&A
materijali £ ps - Netehnicka
A b :E;‘JCKS*G' keramika

=N
e | L

Modul elastiénosti, GPa
-—_
(=2
I
d
»
e
3
el
S 8
3
o
\ / =
§ @

71 Y
N 3 5
Noox ! .
\ ;g‘ %

-
o
3
D
= |
=N
&
gl
3

~

p/E

Pjene
/ S

s A ﬂ Silikonski

ti en-vmxl-acvfzvta‘l O/ elastomeri

Plut PU e
uto d Vodece linije za

] / izoprenski ™~ konstruiranje za
/ + elastomer | D Neopreneski i | minimalnu teZinu

lieias! > . ol J=—_elaslomer

3 O_________ Savitljive : i

1 polimerne £\ ~=. 5

] SLtin] 7~ Elastomeri

—_
o
|
N
L

=
o
|
w
I

pjene elastomer

S
o
i

_MFA, 09

10 100 1000 10000
Gustoéa, kg/m’

Slika 68  Karta svojstava: modul elasticnosti — gustoca za pojedine skupine materijala

S mehanicke strane idealan materijal za izradu kuc¢ista bio bi aluminij (Al), magnezij (Mg) ili
neka od njihovih legura. Naime oba materijala imaju iznimna mehanicka svojstva u odnosu na
gustoéu. Vrlo su lagani (py, = 1740kg/m®, pa = 2700 kg/m?®), uz relativno visoku
vrijednost modula elasti¢nosti (Ey, = 45100 N/mm?, Ey, = 70000 N/mm?). Takoder
karakteriziraju ih vrlo visoke vrijednosti specificne ¢vrstoc¢e (u odnosu na gustocu). Ali ti
materijali ne zadovoljavaju uvjet elektricne vodljivosti. Kako je strogo propisan polimerni
materijal, potrebno je voditi ratuna i o dostupnoj tehnologiji izrade (oblikovanja) te o

dostupnim polimernim materijalima.
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S obzirom na vrlo male dimenzije cijelog kudista, 1 jako stroge zahtjeve za tolerancijama,
kako duzinskih tolerancija tako i tolerancija oblika, istrazivanjima dostupnih tehnologija i
analizom cijena izrade utvrdeno je da je najisplativije prototip izraditi tehnologijom 3D
printanja. Naime opticka vlakna trebaju biti vrlo to¢no centrirana, jer svaki pomak osi jako
utjeCe na tocnost mjerenja. Takoder povrSine nalijeganja ploha moraju imati visok stupanj
ravnosti jer neravnine izravno utjecu na centri¢nost optickih vlakana. Izgled konstrukcije

moguce je vidjeti u sljede¢em poglavlju, a radionicki crtezi nalaze se u prilogu.

Zbog tih zahtjeva na tolerancije i vrlo male dimenzije, izrada dijelova klasi¢nim
tehnologijama oblikovanja bila bi visoka, visa od 3D printanja. Oni ponudaci koji su ponudili
nizu cijenu od 3D printera nisu mogli garantirati postivanje navedenih tolerancija. Stoga je
kao tehnologija izrade odabrana tehnologija 3D printanja. Izrada se izvrSila na Fakultetu
strojarstva i brodogradnje u Centru za aditivne tehnologije (Zavod za tehnologiju — Katedra za
preradbu polimera i drva). Materijal kucista odabran je DM 8515 Grey 35. Odabir se vrsio na
temelju zahtjeva §to vece krutosti (Sto ve¢i modul elasti¢nosti) i $to veée ¢vrstoce. S obzirom
da polimeri obi¢no ako su poboljSane krutosti i cvrstoce postaju i krhki, pa se tezilo i $to vecoj
Zilavosti. Materijal na FSB-u koji objedinjuje sva ta svojstva je Digital ABS Green RGD5160
— DM, ali trenutno nije dostupan. Stoga je za ovu etapu projekta, tj. za izradu prvog prototipa
odabran ve¢ spomenuti materijal DM 8515 Grey 35 s nesto slabijim mehanickim svojstvima
koji je trenutno na raspolaganju. U slijedecoj tablici mogu se vidjeti usporedna mehanicka
svojstva materijala DM 8515 Grey 35 i Digital ABS Green RGD5160 — DM.

Digital ABS Green RGD5160- DM 8515 Grey 35
DM

Rastezna ¢vrstoca, MPa 55-60 40 - 60
Rastezno istezanje, % 25 -140 15— 25
Modul rastezljivosti, MPa 2600 — 3000 1700 — 2300
Savojna ¢vrstoca, MPa 65— 75 5575
Modul savitljivosti, MPa 1700 — 2220 1500 — 2500
HDT, °C @ 0,45 MPa 58 — 68 40 - 45
HDT, °C @ 1,82 MPa 51-55 -
Savojna Zilavost prema 65— 80 29 _ 35
Izodu, J/m
Ty C 47 — 53 -
Tvrdoca, Shore D 85— 87 -
Gustoca, g/cm?® 1,17 —-1,18 -

Tablica 6 Prikaz mehanickih svojstava materijala DM 8515 Grey 35 i Digital ABS Green RGD5160

- DM
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Za daljnje etape istrazivanja i razvoja optickog senzora za vibracije ovdje se daju naputci da
bi se u buducnosti istrazivanja mogla usmjeriti ka kompozitnim materijalima kao materijalu
kuciSta (npr. polimerna matrica oja¢ana ugljiénim vlaknima) radi dobivanja vece ¢vrstoce i
krutosti. U ovom dijelu projekta za takva istrazivanja nije bilo novca ni vremena, Stoga su

ona ostavljena za daljnji razvoj.

Odabir materijala vibrirajuée membrane klju¢an je za pravilno funkcioniranje senzora.
Zahtjevi koji se postavljaju na membranu su S$to manji modul elasticnosti (potrebna je
elasticnost membrane za osiguravanje dostatnog progiba) uz §to vecu dinamicku izdrzljivost
radi dinamickih naprezanja koja s vremenom mogu voditi do zamora materijala. Na slici 69

moguce je vidjeti ¢vrstoc¢u u odnosu na gustocu za pojedine skupine materijala.
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Slika 69  Karta svojstava: ¢vrstoca — gustoca za pojedine skupine materijala

Jedan od dostupnih materijala koji ima relativno mali modul elasti¢nosti je aluminij. Razlog
njegova odabira je laka dostupnost aluminijskih limova. S druge strane aluminij ima bitne
nedostatke u vidu male granice razvlaCenja te male dinamicke izdrZljivosti, pa je njegov
odabir isklju¢ivo vezan za prototip. Na Kraju cilj projekta u ovoj fazi je dokaz koncepta rada
takvog senzora (Proof Of Concept).
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Materijal koji se preporuca osim aluminija je Celik za opruge. Izbor tog celika bazira se na
¢injenici da se od opruge ocekuje da pod djelovanjem radnog optereéenja ostvari trazenu
elasticnu deformaciju. U podru¢ju elastiénih deformacija svi ¢e celici ostvariti jednako
opruzno djelovanje jer je to posljedica jednakog modula elasti¢nosti. Stoga se veca
opteretivnost opruga ostvaruje visokim podru¢jem elastiCnosti — §to viSom granicom
razvlacenja odnosno granicom elasti¢nosti, §to se moze vidjeti na slici 70. Visoka granica
razvlacenja se kod celika za opruge ostvaruje povisenim masenim udjelom ugljika te

legiranjem sa silicijem, manganom, kromom i vanadijem.
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Slika 70 Karakteristicna svojstva celika za opruge u o — ¢ dijagramu u usporedbi s mekim Celikom

Svojstva celika za opruge:
»> Visoka granica razvlaCenja (R, Rpo,1), visoka granica elasti¢nosti (Rg) i visoka vlaCna
¢vrstoca (R
Sigurnost protiv krhkog loma
Visoka dinamicka izdrZljivost (Ry)

Otpornost na udarna opterecenja — dovoljna Zilavost

S obzirom da je membrana jedna vrsta lisnate opruge, preporuka je za membranu Kkoristiti

opruzni &elik za normalno optereéene lisnate opruge - 60SiCr7 (C2332).

S obzirom kako je naputak narucitelja po moguénosti koristiti polimernu membranu,
ostavljamo otvorenu moguénost eksperimentalnog ispitivanja polimerne membrane od

materijala DM 8515 Grey 35 koja je takoder isprintana, ali ne mozemo garantirati njezina
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svojstva iz viSe razloga. Dinamicka analiza pokazuje da bi i takva membrana davala
zadovoljavajuce rezultate ukoliko je uklijeStena u oba svoja kraja (detaljnije o konstrukciji u
slijede¢em poglavlju), ali analiza je napravljena uz konstantan srednji modul elasti¢nosti
materijala i uz procijenjeno prigusenje polimernog materijala. Naime ne postoje podaci za
prigusenje polimernih materijala kao broj (npr. omjer prigusenja za metale je oko ¢ = 0,01),

taj podatak potrebno je za svaki polimer ispitivanjem dobiti.

S druge strane polimeri su osjetljivi na izlozenost UV zrafenju i osuncanost te ovisno o0
izlozenosti mijenjaju svojstva. Tako da naj¢eSce nisu poznati pocetni uvjeti osuncanosti pa
time ni mehanicka svojstva. Takoder veliki je utjecaj polimera na promjenu temperature.
Promjenom temperature modul elasti¢nosti i prigusenje jako variraju (mogu 300 % i vise
varirati u samo 10 °C temperaturne razlike). Razlog tome je $to makromolekule koje vibriraju
oko ravnoteznog polozaja u strukturi polimera (to je posljedica unutarnje energije ¢ija je pak
mjera temperatura) pri nekim odredenim temperaturama mogu uci u rezonanciju, pa dolazi do

znacajnijih promjena u prigusenju i modulu elasti¢nosti na makro razini.

Polimerna membrana bi se zbog veéeg prigusenja tijekom vibriranja zagrijavala (rad trenja bi
prelazio u toplinsku energiju), a time bi joj se mijenjala svojstva modula elasti¢nosti i
prigusenja $to nikako nije pozeljno. Stoga se bez eksperimentalnog ispitivanja ne moze
garantirati za takvu membranu kako ¢e se tocno ponasati. Kao Sto je ranije napomenuto,
ostavljen je prostor i za ispitivanje takve membrane, ali preporuka je u svakom slucaju

koristiti ¢elik za opruge kao materijal membrane.

U drugom dijelu projekta kao naputak moze se dati sugestija eksperimentalno ispitati neke
kompozitne materijale kao Sto su vlaknima ojacani kompoziti. Za njih se sva svojstva moraju
eksperimentalno utvrditi. Kompozit bi mogao biti dobar izbor jer se pravilnim usmjeravanjem
vlakana mogu dobiti Zeljena svojstva mase, ¢vrsto¢e i modula elasti¢nosti. Takav materijal bi

zadovoljavao 1 uvjet elektricne vodljivosti, tj. ponaSao bi se kao dielektrik.
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8.3. Odabir oblika konstrukcije mehani¢kih komponenti senzora

S obzirom na zahtjev multifunkcionalnosti kucista, bilo je potrebno proracunati sustav kuciste
— membrana tako da se u isto polimerno kuciSte mogu montirati membrane razli¢itih
materijala i duljina koje ¢e se moci eksperimentalno ispitivati na FER-u. Stoga je zahtjev
strozi od samo jedne dinamicke analize kojom bi se prora¢unalo kuciste optimalnih dimenzija
za membranu od optimalnog materijala i optimalne duljine. Potrebno je osigurati da ¢itav niz
membrana od raznih materijala i duljina bude unutar dopustenih granica pomaka pipca prema
zahtjevima iz prethodnih poglavlja. Tako da je pri konstrukciji bilo potrebno provesti veliki
broj dinamickih analiza za razne materijale i razne duljine membrane te osigurati Sto vece
podrucje primjenjivosti kuciSta za $to Siri spektar membrana, ali pritom ne ugroziti krutost

ku¢ista 1 ostati unutar granica zahtjeva iz prethodnih poglavlja.

Razvijen je poseban kod u MATLABU za tu svrhu, a kad bi se nasli idealni omjer duljine
membrane i mase za odredeni materijal, provjera se vrsila u komercijalnom paketu FEMAP /

NASTRAN na bazi kona¢nih elemenata, kojim su se potvrdili rezultati dobiveni Matlabom.

S obzirom na zahtjev multifunkcionalnosti kuciSta, opcenito membrana c¢e pri
eksperimentalnom ispitivanju biti od drugacijeg materijala nego samo kudiste, stoga je
odabrana verzija trodijelnog kucista (slika 71). Samo kuéiste se sastoji od tri dijela. Svaki od
dijelova posebno je isprofiliran za prihvat komponenti koje sa na njih vezuju. Pri konstrukciji
vodilo se racuna da se broj oStrih rubova §to je moguce viSe smanji maksimalno ih zaoblivsi.
Razlog tomu je Zelja da se smanji utjecaj zareznog djelovanja i na nekim, po ¢vrstocu
Kriticnim mjestima, poveca debljina materijala. Kuciste je koncipirano tako da se na postolje
1 nadovezuju dva srednja dijela 2, a na njih poklopac 3, kao Sto se moZe vidjeti na donjoj
slici. Komponente kucista spojene su vij¢anim spojem. Koristena su Cetiri vijka s metri¢kim
navojem MS5 s pripadaju¢im maticama. Radi postizanja §to veée povrSine nalijeganja vij¢anog

spoja na polimerno kuciste koriStene su osam podloski za navo; MS.

Opticka vlakna takoder trebaju biti kruto spojena na kuciste, ali zbog osjetljivosti same lece
na preveliki tlak, odluceno je opticka vlakna spojiti s ku¢iStem u labavom spoju (labavi dosjed
?®3,4 E9/h9 i §4,8 E9/h9). Ta odluka donesena je u dogovoru s naruciteljem koji je posebno
naglasio da su vlakna osjetljiva na pritisak. Problem osiguravanja gibanja optic¢kih vlakana s
ku¢istem biti ¢e naknadno rijeSen u optiCkom laboratoriju na FER-u na naéin da ¢e se vlakna
obloZiti tankim slojem od specijaliziranog mekanog materijala za opticka vlakna. Variranjem

debljine sloja dobiti ¢e se trazeno svojstvo improviziranog ¢vrstog dosjeda, gdje ¢e se prisnost
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osigurati dodatnim mekanim optickim materijalom. To je uobicajeni nacin spajanja optickih
vlakana u ¢vrsti spoj u optickoj praksi. Pri odabiru dosjeda tezilo se §to manjoj zracnosti, ali
obzirom nato da to¢ne tolerancije optickog vlakna nisu poznate ipak se nije iSlo na premalu
zra¢nost. Tocne dimenzije pokuSali smo ustanoviti mjerenjem promjera vlakna na raznim
mjestima u laboratoriju na FER-u, no zbog mjerne opreme za mjerenje duljine ogranicene
kvalitete u optickom laboratoriju, nismo uspjeli posti¢ci manju mjernu nesigurnost od 0,01

mm.

1 - Postolje 5 — Pipac 9 — Sredi$nja rupa

2 — Sredniji dio 6 — Spliter 10 — Provrt za montazne vijke M4
3 - Poklopac 7= Vijak M2 11 — Provrt za Opticka viakna

4 — Vibrirajuéa membrana 8 — Vijak M5

Slika 71 Prikaz konstrukcije mehanickih dijelova prototipa optickog senzora za mjerenje vibracija

Opticka vlakna smjeStena su u provrt 11. Pritiskom postolja i srednjeg dijela osigurava se
ukljestenje optickih vlakana s dodanim slojem specijaliziranog materijala. Membrana je
uklijestena s kuciStem pritiskom poklopca na srednji dio. U poklopcu i srednjem dijelu
napravljen je precizan profil s naslonima u koji dolazi membrana. Taj profil prolazi kroz

cijelu duzinu srednjeg dijela i poklopca (slike 70 i 71) tako da je time osigurana varijabilnost
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duljine jedne membrane koja se moze pomicati uzduz kuéiSta varirajuéi time duljinu
savijanja, a time naravno i odziv progiba. Takoder kuciste je zbog svoje simetrije pogodno za
prihvat membrane uklijeStene u jednom kraju, a s drugim slobodnim, isto kao i1 za prihvat
membrane s oba uklijestena kraja. Slika 71 prikazuje samostalne komponente kucista bez
ostalih dijelova u gotovom sklopu. Na slici se mogu vidjeti poklopac i postolje u jednom
pogledu, dok je srednji dio prikazan u dva bitna pogleda.

POStOlje . "
Srednji dio
‘ Poklopac ‘g

Slika 72 Odvojeni prikaz komponenti kuéista prototipa optickog senzora za mjerenje vibracija

Utor za membranu i membrana moraju biti ¢vrsto spojeni (Cvrsti dosjed) po debljini
membrane, a u labavom dosjedu po Sirini. Tako da su oformljni labavi dosjed @6 H7/f7 i
¢vrsti dosjed 90,5 H7/r6. Treba napomenuti da su ovi dosjedi formalno navedeni za
konstrukciju s idealnom membranom (kakva je isprintana iz polimera), dok se zbog
multifunkcionalnosti kucista omoguéuju membrane debljina od 0,2 do 0,6 mm. Naime kod
membrana manjih debljina od 0,5 mm jednostavno ¢e se nekim dodatnim materijalom
(dodavanjem tankog lima na dijelu kontakta membrane i kudiSta) osigurati ukljeStenje
membrane. Za izradu dijelova tehnologijom 3D printanja potrebno je dostaviti ra¢unalni 3D
model osobi odgovornoj za pustanje printera u pogon. Potrebno pretvoriti 3D model u STL
datoteku, oblak toc¢aka koji se onda ,,direktno printa“ sloj po sloj. Debljina sloja je 16 um. U

radioni¢kim crtezima formalno se navode tolerancije, no za tehnologiju 3D printanja bitan je
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3D racunalni model, tako da se printaju tocne dimenzije kakve su modelirane. Tocne
dimenzije su proracunate, a za sitne detalje negdje su iskazane ¢ak i tre¢com decimalom. Radi

preglednosti, u radioni¢kim crtezima te su dimenzije prevedene u tolerancije i dosjede.

Membrana mora imati na jednom svom kraju (slu¢aj membrane sa slobodnim krajem) ili u
sredini (sluaj membrane s oba uklijeStena kraja) provrt kojim prolazi vijak s metrickim
navojem M2 i pripadajucom maticom. Taj vijak spaja dva splitera s pipcem i, po potrebi,
dodatnim utegom. Sam pipac isprintan je od polimernog materijala kao i kuciste i ima oblik L
profila. Ako ¢e biti potrebno za neke membrane dobiti ve¢u masu tereta na kraju, moguce je
koristenje pipca nainjenog od metala jednostavnim savijanjem lima. Pipac ima ulogu
presijecanja snopa svjetlosti. Dva su splitera takoder isprintana iz polimernog materijala kao i
kuciste. Uloga splitera je da odvajaju membranu od pipca i eventualnih utega. Druga zadaca
splitera je da osiguraju ravno nalijeganje na membranu pritom pomicuc¢i dodatnu masu $to
viSe na kraj (slu¢aj membrane sa slobodnim krajem) odnosno u centar (slu¢aj membrane s oba
uklijestena kraja) membrane. Na slici 73 moguce je vidjeti detalj spajanja sklopa membrana —

pipac — spliter vijkom s metri¢kim navojem M2.

Slika 73 Detalj spajanja komponenti na vibriraju¢u membranu

Kako je uloga pipca da presijeca snop svjetlosti, svejedno je dali ¢e pipac presjeci snop u

sredini razmaka dvaju optickih vlakana, ili negdje blize jednom od vlakana. Time se
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osigurava temelj za tre¢i uvjet multifunkcionalnosti jer se duljina membrane moZze varirati U
rasponu +6 mm. Konacno cetvrti i najvazniji uvjet multifunkcionalnosti osigurava se
priklju¢ivanjem dodatne mase na membranu vijkom M2. Ta dodatna masa moze biti
prikljuénu masu koristiti odredeni broj podloski za vijak M2 ili pripadaju¢ih matica. Ukoliko

¢e biti potrebna veca masa, moguce je razmisljati i o drugim oblicima utega.

Na poklopcu je napravljena srediSnja rupa 9 koja ima dvije uloge. S jedne strane smanjuje
ukupnu masu, a s druge omogucuje priklju¢ivanje dodatne mase na membranu U uvjetima
montiranog kucista (kroz rupu moguce je umetnuti vrh odvijaca za pritezanje ili otpustanje
vijka M2). Na samom postolju 1, s vanjske strane nacinjene su dvije platforme (uske) sa
simetri¢no postavljena Cetiri provrta @5 za montazu na ispitni uredaj u optickom loboratoriju
na FER-u (slika 74). Kroz ta Cetiri provrta prolaziti ¢e montazni vijci M4 kojima ¢e se
osiguravati kruti spoj senzora za ispitnu stanu stanicu u laboratoriju. Na slici 73 moguce je
vidjeti uredaj kojim se kontrolirano mogu pobudivati vibracije Zeljene amplitude pomaka i

frekvencije, a kojim ¢e se eksperimentalno ispitati prototip senzora za vibracije koji je tema

ovog rada. Uredajem ¢e se pokusati umjeriti prototip.

Slika 74 Mjerna postava za umjeravanje prototipa senzora u Optickom laboratoriju na FER-u
(Applied Optics Laboratory)

Fakultet strojarstva i brodogradnje 133



Bojan Igrec Diplomski rad

9. Prikaz i analiza rezultata proracuna mehanickih vibracija

U ovom dijelu iznijeti ¢e se rezultati prorac¢una mehanickih vibracija koji su bili temelj za
konstrukciju koja je opisana u prethodnom dijelu, dok je matemati¢ki model analiticko -
numerickog proracuna za koji je razvijen kod u MATLAB-u prikazan u poglavlju 7.
Rezultati koji su dobiveni MATLAB-om usporedeni su rezultatima numericke simulacije u
Komercijalnom softverskom paketu FEMAP / NASTRAN (tablica7). Na temelju dobivenih
rezultata vidjelo se odlicno slaganje izmedu rezultata MATLABA i numericke simulacije
kona¢nim elementima. Puno bolje slaganje rezultata s numerickom simulacijom dobiveno je

MATLAB kodom analiti¢kih proracuna s centriranom masom nego s kontinuiranom.

Primije¢eno je znatno odstupanje rezultata numeri¢ke simulacije realne membrane s pipcem
kona¢nim elementima od analitiCkog modela s kontinuiranom masom. razlog tomu je $to je
bilo nuzno dodavati dodatnu masu pipcu na kraju membrane, ¢ime je naruSen uvjet
kontinuirane mase. Znatno manje odstupanje rezultata ustanovljeno je izmedu rezultata
analitickog proracuna s diskretnom masom i numeri¢ke simulacije. Razlog tomu je opet
velika masa na mjestu membrane gdje je montiran pipac. odstupanja su ipak postojala, a
ovisila su prvenstveno o omjeru ukupne mase membrane i dodatne mase pipca, ali i o duljini

membrane i1 nac¢inu ukljestenja (u jednom ili oba kraja).

Brojnim simulacijama i usporedivanjem rezultata ustanovilo se da je moguce joS dodatno
smanjiti pogreSku analitike i numerike uvodenjem dodatnog faktora korekcije F, kojim se
mnozila masa membrane iz analitickog proracuna koja se smjesta u tocku pipca. Ustanovljeno

je da se time greska moZe gotovo u potpunosti izbjeci.

Fizikalna podloga toga je ta da u slucaju kontinuirane mase membrane svaki element mase
stvara opterecenje na nekom svom kraku od ukljeStenja, dok se u analitickom modelu smatra
da je sva masa pozicionirana na mjestu pipca ¢ime je i optere¢enje vece. Odabirom pravilnog
faktora F;, kojim bi se mnozila masa membrane u analitickom prora¢unu bi smanjivao ukupnu
masu membrane te bi se dobio isti, ili slican efekt kao da je ta masa zaista kontinuirano

rasporedena. Tada bi korigirana masa membrane M,y empy 1 9lasila:

Mmembrk = Fy * Mypempr
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Uz uvjet F, < 0.

Faktor korekcije Fj opcenito je funkcija omjera mase membrane i mase pipca, duljine i

povrsine popre¢nog presjeka membrane te nacina ukljestenja

F,=f <M, [,A, nacin ukljeétenja)
Myipca
Trazenje funkcije faktora korekcije nema smisla, ali obzirom na to da su u MATLABU
kodirani razni pokazatelji i dijagrami za optimizaciju dimenzija membrane i pipca bilo je
korisno za svaki specifi¢ni slucaj potraziti faktor korekcije na temelju numericke simulacije.
Redoslijed je bio prvo okvirno potraziti zadovoljavaju¢e dimenzije uz faktor korekcije jednak
jedinici. Zatim bi se izradio numericki model kona¢nim elementima te bi se usporedili
rezultati. Zatim se ,,nastimao* faktor korekcije za taj specifi¢ni slucaj. Kada bi se rezultati
poklopili s odredenom visokom to¢nos$c¢u, konstatiralo bi se da je matlab kod vjerodostojan
realnosti za taj specifi¢ni slucaj te da se na temelju matlab rezultata moze zakljucivati 0
parametrima vibriranja. Na taj nacin drasti¢no se smanjio broj generiranih numerickih modela
jer je bilo dovoljno da se poklope rezultati krivulje amplitude pomaka pipca uz amplitudu
podloge od 1 mm pa da se matlab kod moze proglasiti vjerodostojnim. Naime tada je bilo
moguce raditi samo jednu simulaciju kona¢nim elementima, pa da se ostali podaci mogu
zakljucivati iz MATLABA jer je mnogo varijabli koje se mogu varirati, problem je
optimizacije koja je djelomi¢no programirana u MATLABU. Kod bi se u budu¢nosti mogao

nadograditi da se vrSi potpuna optimizacija.

U pocetku ideja je bila da se membrana izradi kao tanka kruZna ploca uklijeStena po rubu.
Stoga su prvi numeri¢ki modeli izradeni za tanku kruznu ploc¢u. Isprobani su modeli ravne i
valovite kruzne ploce, razvijen je ¢ak i program u MATLABU za generiranje sinusnih i
kruznih valova na plo¢i. Time se zeljelo utvrditi utjecaj veliCine 1 oblika valova te njihove
udaljenosti od ukljeStenja na krutost ploce. Od ideje tanke kruzne ploce kao membrane se
odustalo zbog prevelikih gabarita kucista u tom slucaju, a istrazivanja na valovitoj plo¢i
pokazala su da se porastom valovitosti krutost povecava za trazeni smjer opterecenja. Veliki
je broj analiza provedeno za membranu oblika grede uklijeStene u oba kraja i s jednim
slobodnim. Istrazivanja su pokazala da kruzni poprecni presjek nije povoljan zbog prevelike
krutosti takve membrane isto kao i nepovoljnog oblika za smjeStaj pipca. Analizom

pravokutnog popre¢nog presjeka ustanovljeno je da je za metalnu membranu povoljnije
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koristenje membrane uklijestene u jednom kraju zbog relativno velike krutosti, dok je za
polimernu membranu obavezno koriStenje membrane uklijeStene u oba kraja, jer se uporabom

membrane sa slobodnim krajem dobivaju preveliki progibi.

Ustanovljeno je da se za razne materijale (razne module elasti¢nosti 1 gusto¢e) mogu dobiti
gotovo identi¢ni odzivi pravilnim odabirom duljine membrane i dodatne mase na pipcu. Stoga
je u nastavku odabran jedan slu¢aj materijala za koji su pokazani rezultati simulacija. Za

prikaz rezultata odabran je materijal aluminij sa svojstvima:

p = 2700 %
E= 70000mm2
v = 0,34
[=21mm
b=05mm
a=6mm

¢ =0,01

Gdje su p gustoca materijala, E modul elasti¢nosti, v Piossonov faktor, [ duljina membrane, a
Sirina membrane, a b debljina membrane. Prethodno se vrSila provjera konvergencije rjeSenja
variranjem broja konac¢nih elemenata da bi se ustanovila optimalna dfoltna mjera za prosjecni
konacni element (Deafoult size). Na kraju je generiran numeri¢ki model s 795 konacnih

elemenata.

Iako je ponekad uobiCajeno za analizu grede koristiti gredni kona¢ni element (Beam
elements) i jednodimenzijsku analizu, ovdje se odlucilo na dvodimenzijski model upotrebom
plocastih kona¢nih elemenata (Plate elements). Razlog tomu je nalijeganje pipca i dodatne
mase preko splitera. Spliteri tako stvaraju ravnomjerno kontinuirano opterecenje koje je
posljedica mase pipca i utega na slobodnom kraju membrane. To dodatno opterecenje zahvaca

jedan dio povrSine membrane pozicioniranog od slobodnog kraja pa za dimenziju Sirine
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splitera od 5 mm (umanjenoj za radius zaobljenja od 0,5 mm) u unutrasnjost membrane prema

ukljestenju.

Na numeri¢kom modelu to se modeliralo tako da se kona¢nim elementima koji zahvacaju to
podrucje na kojem djeluje dodatna masa preko splitera povecala masa, tj gustoca (crveni
elementi). Trazila se takva gustoca kojom ¢e ukupna masa tih elemenata biti jednaka ukupnoj
dodatnoj masi pipca uveéanoj za masu tog dijela membrane. Dok je ostalim elementima
zadrzana gusto¢a aluminija (zeleni elementi) kako prikazuje donja slika. Na drugom kraju
koriSten je rubni uvjet ukljeStenja na pocetnoj krivulji. Na taj je nacin dobivena mreza
kona¢nih elemenata koja vjernije opisuje stvarni problemu nego Sto bi se dobilo upotrebom

grednih konacénih elemenata. Mreza kona¢nih elemenata prikazana je na slici 75.

(B

Slika 75  Mreza konacnih elemenata na modelu membrane

Prethodnim dataljnim analizama ustanovljeno je da prvih par prirodnih frekvencija koje
FEMAP / NASTRAN nade odgovaraju realnosti, a da se nakon ¢etvrte prirodne frekvencije
rezultati na istom modelu rac¢unati raznim numerickim modelima implementiranim u softver
po¢inju znacajnije razilaziti. U nastavku na slici 76 mogu se vidjeti modovi vibriranja

membrane za prvih osam prirodnih frekvencija izracunati u FEMAP / NASTRAN paketu.
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Slika 76 Modovi vibriranja membrane za prvih osam prirodnih frekvencija
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Analizom harmonijske prisilne uzbude pri amplitudi pomaka kucista od 1 mm dobivena je
raspodjela pomaka pipca po frekvencijama kako prikazuje slika 77. Na slici je prikazana
apsolutna amplituda pomaka u ovisnosti o uzbudnoh frekvenciji. S obzirom da je prva
rezonantna frekvencija oko 210 Hz, fazni pomak je vrlo mali (Sto je prije i ispitano), tako da
se sa zanemarivo malom pogreSkom relativna amplituda pomaka pipca u odnosu na uzbzdeno
kuciste moze dobiti jednostavnim algebarskim oduzimanjem apsolutne amplitude od relativne

(u podrucju frekvencija do 150 Hz za ovaj slucaj).
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Slika 77  Ovisnost apsolutne amplitude pomaka pipca o frekvenciji uzbude (Numericka simulacija)

0.0

Harmonijska prisilna uzbuda modelirana je u softverskom paketu FEMAP / NASTRAN na
nacin da je uklijeStenim tockama membrane pridruZen oscilatorni pomak (sinusna funkcija).
U nastavku su prikazani rezultati raspodjele progiba duz membrane za tri karakteristi¢ne

frekvencije od 50 Hz, 100 Hz i 150 Hz.
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Slika 78  Raspodjela progiba duz membrane pri frekvenciji od 50 Hz
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Slika 79 Raspodjela progiba duz membrane pri frekvenciji od 100 Hz
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Slika 80  Raspodjela progiba duz membrane pri frekvenciji od 150 Hz

U nastavku prikazani su rezultatati dobiveni MATLAB kodom za model membrane
karakteristika kao i u prethodno prikazanoj simulaciji metodom konacnih elemenata paketom
FEMAP / NASTRAN. Podaci izracunati simulacijom prikazani su u MATLAB korisnickom

sucelju u nastavku teksta.

= Myipce = 0,68201 g

= Mmemprane = 0,1701 g

= Mykupno = 0,85211 g

- f, = 205,25 Hz

- fg = 204,23 Hz

— staticki progib = 5,8963 um

Za naprezanje u stanju mirovanja izracunato je:

= Of mirovanje — 0,70194 N/mmz
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Vrijeme nestacionarnih pojava procijenjeno je na:
= thest. = 0,35709 s,
dok je period jednak:

- T =0,01s.

Ovisnost apsolutne amplitude pipca o frekvenciji uz Ap =1mm
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Slika 81  Prikaz ovisnosti apsolutne i relativne amplitude pomaka pipca te maksimalnog naprezanja
na fleksiju o frekvenciji uzbude (MATLAB kod)

Na slici 81 moguce je vidjeti ovisnost apsolutne i relativne amplitude pomaka pipca o
frekvenciji uzbude kao i ovisnost maksimalnog naprezanja na fleksiju, takoder ovisno o
frekvenciji uzbude. Vidljivo je da porastom frekvencije uzbude amplitude pomaka i
naprezanje imaju trend sve brzeg povecanja, §to je i logicno zbog relativno niske prve
prirodne frekvencije od oko 210 Hz. Kvalitativno je moguce usporediti prvi dijagram sa slike
81 sa slikom 77. Oba dijagrama prikazuju ovisnost apsolutne amplitude o frekvenciji uzbude s

razlikom da je dijagram na slici 77 dobiven numerickom analizom metodom kona¢nih
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elemenata u komercijalnom paketu FEMAP / NASTRAN, dok je dijagram na slici 81
proizasao iz MATLAB koda. Kvalitativno se moze zamijetiti vrlo dobro poklapanje krivulja.

Toc¢na kvantitativna usporedba prikazana je tablicom 7.

FEMAP / NASTRAN | FEMAP / NASTRAN
/ Analitika Analitika Analitika 795 konacnih 19725 konacnih
elemenata elemenata
Frekvencija | Fazni pgm‘ak Relativ.ni pomak Apsolu’Fni pomak Pomak pipca Pomak pipca
uzbude (stupnjevi) pipca pipca

0 0 0 1 1 1

10 0,00013283 0,0023793 1,0024 1,00227 1,0023

20 0,0010703 0,0095856 1,0096 1,00915 1,00925

40 0,0088158 0,039477 1,0395 1,03761 1,03806

60 0,031297 0,093433 1,0934 1,08872 1,0899

80 0,079997 0,17912 1,1791 1,16924 1,17179
100 0,17374 0,31122 1,3112 1,29179 1,29702
120 0,34783 0,51922 1,5192 1,48099 1,4917
140 0,67971 0,86969 1,8695 1,78972 1,81296
160 1,3823 1,5475 2,5471 2,35334 2,41119

Tablica 7 Usporedba rezultata numericke simulacije konacnim elementima i analitickog proracuna
vibracija

Tablica 7 navodi to¢ne numeri¢ke podatke apsolutnog pomaka pipca (apsolutna amplituda

pomaka pipca) za tri provedene analize — analiti¢ki proracun i dvije numericke simulacije

kona¢nim elementima na mreZama s razli¢itim brojem konacnih elemenata. Prva mreZa

sastoji se od 795 kona¢na elementa, a druga, puno gusca, ima 19725 konacna elementa.

Usporedbom podataka numerickih simulacija s analitikom mogu se izvuéi dva zakljucka.

Prvi je zaklju¢ak dobro slaganje obiju numeri¢kih simulacija s rezultatima proizaslim iz
analiti¢kog proracuna (na slici 82 moze se vidjeti to¢na razlika u postocima). Drugi zakljucak
je da, iako je velika razlika u broju kona¢nih elemenata dviju ispitivanih mreza, nema velike
razlike u rezultatu. Rezultati dobiveni simulacijom s ve¢im brojem konac¢nih elemenata su tek
neznatno blize rezultatima analitickog proracuna. To je o¢ekivano jer je geometrija membrane
jednostavna i mreza konacnih elemenata gotovo idealna. S druge strane broj konacnih
elemenata direktno utjece na vrijeme trajanja simulacije koje se ve¢im brojem konacnih
elemenata znatno produljuje. Stoga je zakljuCak da ¢e 1 mreza s manjim brojem konacnih

elemenata davati veoma dobre i zadovoljavajuce rezultate.
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Slika 82  Odstupanje rezultata numericke simulacije od analitickog proracuna vibracija u ovisnosti
0 uzbudnoj frekvenciji

Slika 82 prikazuje odstupanje rezultata numericke simulacije od analitiCkog proracuna
vibracija u ovisnosti o uzbudnoj frekvenciji. Vidi se da pri malim frekvencijama gotovo da i
nema odstupanja, porastom frekvencije ono eksponencijalno raste. Razlog tomu je
priblizavanje rezonantnoj frekvenciji. Vidljivo je da odstupanje do 150 Hz ne prelazi 5%,

odnosno 6% $to je vrlo dobar rezultat.

U tablici 7 moguce je jo$ vidjeti koliki su fazni pomaci i relativna amplituda na prikazanim
uzbudnim frekvencijama. Vidljivo je da kut faznog pomaka (kasnjenje u fazi) ne prelazi dva
stupnja. Razlog tomu je §to je rezonantna frekvencija relativno daleko od 150 Hz. Raspodjelu
kasnjenja u fazi memebrane s pipcem za kucisStem prikazana je na slici 82. Promatrajuci slike
81 1 77 moguce je zamijetiti da relativna amplituda pomaka pipca pri 150 Hz prelazi 1 mm
pomaka, a poznato je od ranije da je jedan od uvjeta da maksimalna amplituda pipca ne smije
prelaziti 0,6 mm. Razlog tako velikoj amplitudi je taj §to je pri amplitudi kuéista od 1 mm pri
150 Hz akceleracija kuciSta znatno iznad 10 g, Sto se u praksi pri namjeni senzora nece
dogadati. Dijagrami 81 1 77 imaju svrhu samo usporedbe numericke analize s analitickom te

potvrde analitickog proracuna.
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Kut faznog pomaka (u stupnjevima)

Ovisnost faznog kuta o frekvenciji
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Slika 83  Ovisnost kasnjenja pipca u fazi za uzbudenim kucistem ovisno o frekvenciji prisile

Kriterij maksimalne amplitude pomaka pipca u ovisnosti o frekvenciji prikazuju slike 84 i 85.

Na slici 85 prikazane su amplitude podloge te relativna i apsoluta amplituda pipca pri

maksimalnoj akceleraciji podloge od 10 g u ovisnosti o frekvenciji. Maksimalna amplituda

podloge ograni¢ena je s 10 mm, $to je vidljivo na dijagramu amplitude podloge.

Relativha amplituda Arel(f) uz ap = konst
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Slika 84  Prikaz familije krivulja relativne amplitude pomaka pipca
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Slika 84 prikazuje €itavu familiju krivulja relativnog pomaka pipca u ovisnosti o frekvenciji

uzbude. Moguce je vidjeti odzive relativne amplitude za razliite akceleracije podloge.

Amplituda podloge Ap(f) uza = 10*g
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Slika 85  Prikaz ovisnosti apsolutne i relativne amplitude pomaka te amplitude pomaka podloge o
frekvenciji uzbude

S gornjih slika vidljivo je da je maksimalna amplituda pipca pri akceleraciji od 10 g oko 150
um, dok je sa slike 84 vidljivo da je pri akceleraciji od 2 g i pri frekvenciji od 20 Hz relativni

pomak pipca oko 10 um. Time se moze zakljuciti da su zadovoljeni osnovni uvjeti kojima je

propisano dozvoljeno podrucje relativne amplitude pomaka pipca.

Slike 86 i 87 prikazuju Relativnu amplitudu pipca u ovisnosti o akceleraciji i frekvenciji
podloge.
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Relativha amplituda pipca
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Slika 86  Polje relativne amplitude pipca u ovishosti o frekvenciji i akceleraciji podloge

Relativha amplituda pipca [mm]
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Slika 87  Karta relativne amplitude pipca u ovisnosti o frekvenciji i akceleraciji podloge
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Na slici 88 prikazana je familiju krivulja naprezanja na fleksiju u kriticnom presjeku
membrane u ovisnosti o frekvenciji uzbude. Moguce je vidjeti odzive naprezanja za razlicite

akceleracije podloge.

Maksimalno naprezanje na fleksiju uz ap = konst
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Slika 88  Prikaz familije krivulja naprezanja na fleksiju u kriticnom presjeku membrane

Na slikama 89 i 90 prikazano je naprezanje na fleksiju u ovisnosti o akceleraciji i frekvenciji
podloge.
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Maksimalno naprezanje na fleksiju
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Slika 89  Polje maksimalnog naprezanja na fleksiju u ovisnosti o frekvenciji i akceleraciji podloge
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Slika 90  Karta maksimalnog naprezanja na fleksiju u ovisnosti o frekvenciji i akceleraciji podloge
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Nestacionarne pojave takoder su obuhvacéene proracunom. Na slijedecoj slici moze se vidjeti

uspostava stacionarnog vibriranja pri frekvenciji od 100 Hz iz pocetnog trenutka mirovanja.

Gibanje podloge iz mirujuzeg sustava
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Slika91  Prikaz uspostave stacionarnog vibriranja podloge i pipca pri frekvenciji od 100 Hz

Na dijagramu relativnog gibanja pipca u pocetku se moze zamijetiti pojava udara kao
posljedice titranja na dvjema frekvencijama. Protekom vremena nestacionarnosti ustaliti ¢e se
stacionarno rjeSenje vibriranja Sto se moze vidjeti na slici 92. Slika 92 takoder odnosi se na

frekvenciju od 100 Hz, a prikazuje otklone podloge i pipca u vremenu od dva perioda.
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Prikaz gibanja pipca i podloge
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Slika 92  Prikaz stacionarnog gibanja pipca i podloge u vremenu od dva perioda pri frekvenciji od
100 Hz

Na kraju ovog poglavlja prikazuju se jo§ dva dijagrama izracunata pri frekvenciji od 100 Hz.
Dijagrami prikazuju prvu prirodnu frekvenciju u ovisnosti o masi pipca i duljini membrane.
Dijagrami imaju ulogu pri optimiranju duljine membrane i mase pipca. 1z dijagrama je
vidljivo da prva prirodna frekvencija pada produljenjem membrane, a raste smanjivanjem

mase pipca.
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Prirodna frekvencija

700
8O0~ ..o
e 500
700 |
600~ .o
=
=
5 500~ 500
5
5
2 4m-
[
&
g
300
3 F 400
=
o
200
100
500
200
100

Masa pipca [g]

Duljina membrane [mm]

Slika 93  Polje prve prirodne frekvencije u ovisnosti o duljini membrane i masi pipca
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Slika 94  Karta prve prirodne frekvencije u ovisnosti o duljini membrane i masi pipca
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10. Proces izrade mehanickih dijelova prototipa optickog senzora za
mjerenje vibracija

Izrada mehanickih dijelova prototipa optickog senzora za mjerenje vibracija obavila se na
Fakultetu strojarstva i brodogradnje u Centru za aditivne tehnologije (Zavod za tehnologiju —
Katedra za preradbu polimera i drva).

Kuéiste senzora s dva splitera, pipcem i membranom izradeni su PolyJet Matrix tehnologijom
3D printanja. Za materijal odabran je DM 8515 Grey 35 kako je prethodno pojasnjeno.

Slika 95  Prikaz slaganja dijelova za printanje u racunalnom programu na zaslonu 3D printera
Stratasys CONNEX 350

Na slici 95 moze se vidjeti priprema dijelova za proces 3D printanja na zaslonu 3D printera
Stratasys CONNEX 350 kojim su dijelovi isprintani. Za izradu dijelova tehnologijom 3D
printanja potrebno je dostaviti ra¢unalni 3D model osobi odgovornoj za pustanje printera u

pogon. Potrebno pretvoriti 3D model u STL datoteku, oblak tocaka koji se onda ,,direktno

printa®“ sloj po sloj. Debljina sloja je 16 um, a printaju se tocne dimenzije kakve su

modelirane.

Na slici 96 desno prikazan je sam uredaj dok se proces printanja kuciSta senzora u centru za
aditivne tehnologije na FSB-u moze vidjeti na istoj slici lijevo.
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Slika 96  Proces printanja kucista senzora (lijevo), 3D printer Stratasys CONNEX 350 (desno)

Slika 97 prikazuje izradene samostalne dijelove prototipa senzora za mjerenje vibracija, a

slika 98 sklopljen senzor.

Slika 97  Izradeni dijelovi senzora za mjerenje vibracija

Fakultet strojarstva i brodogradnje 154



Bojan Igrec Diplomski rad

Slika 98  Prikaz sklopljenog senzora za mjerenje vibracija (samo mehanicke komponente)
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11. Utjecaj okolnog zraka na vibriraju¢u membranu

U sklopu diplomskog rada napravljen je i pojednostavljeni numeri¢ki model strujanja zraka
oko vibriraju¢ée membrane. Svrha ovog modela je procijeniti red veli¢ine oscilatorne sile kao
posljedice otpora zraka. Stoga je napravljena jednostavna numericka analiza pomaka
membrane kao krutog tijela u fluidu (okolnom zraku) — pridijeliv§i membrani oscilatorni
pomak u z koordinatnom smjeru. Radi jednostavnosti pretpostavljena je dvodimenzijska slika
strujanja u y — z ravnini, a smatralo se da su po x osi svi gradijenti fizikalnih veli¢ina jednaki

nuli.

Analiza je provedena pri amplitudi pomaka od 1 mm i frekvenciji od 100 Hz, a u tu svrhu
koristen je OpenFOAM Open Source kod.

Slika 99  Polje brzine oko oscilatorne membrane pri amplitudi pomaka 1 mm i frekvenciji 100 Hz

Slika 99 prikazuje polje brzine oko osciliraju¢e membrane u okolnom zraku, a na slici 100
prikazano je polje tlaka i vektori brzine zraka oko membrane. Oscilatornu silu otpora zraka pri

amplitudi membrane od 1 mm i frekvenciji 100 Hz prikazuje slika 101.
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Slika 100 Prikaz polja tlaka i vektora brzine okolnog zraka oko oscilatorne membrane pri amplitudi
pomaka 1 mm i frekvenciji 100 Hz

0.0004

::f\\ /\ AR

\
W I
IR IR
IR AR
iR
T

0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 01
ts

Slika 101  Prikaz oscilatorne poprecne sile na membranu u vibriranju amplitudom 1 mm i
frekvencijom 100 Hz kao posljedice okolnog fluida (zraka)
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Analiza je pokazala da je maksimalna apsolutna vrijednost sile pri kolebanju od maksimalne
do minimalne vrijednosti jednaka 0,0003 N. S druge strane, kako je masa sustava pipac —
membrana priblizno jednaka 0,85 g, to znaci da je sila vlastite tezine membrane i1 pipca oko
0,0085 N, a ta sila na kraku duljine membrane uzrokuje progib od cirka 6 mikrometara. To
znaci da je sila otpora zraka za red veli¢ine manja od stati¢ke sile na membranu, pa ju se moze
zanemariti jer ¢e na ostvareni progib prilikom vibriranja imati manji utjecaj od 0,01 %. S tim
da je amplituda membrane od 1 mm pri frekvenciji 100 Hz jako velika 1 premasuje zahtjev
narucitelja po pitanju akceleracije koja u tom slucaju premasuje 10g. To znaci da ¢e u

trazenom rasponu frekvencija i akceleracija ta sila biti jo§ manja.
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12. ZAKLJUCAK

U radu je prikazan razvoj idejnog i konstrukcijskog rjeSenja optickog senzora za mjerenje
vibracija. Opti¢kim proracunom dobiveni su ulazni podaci za prorac¢un mehanickih vibracija.
Proratunom mehanic¢kih vibracija pokazano je da se uspjeSno moZe Kkonstruirati
multifunkcionalno kuéiste prototipa za prihvat vibriraju¢ih membrana razli¢itih duljina i s
razli¢itom dodatnom masom, gdje se pazljivim odabirom duljine i dodatne mase mogu
ispuniti zahtijevani uvjeti maksimalne i minimalne amplitude pipca (5 — 600 pm) u podrucju

frekvencija 20 — 150 Hz i akceleracije podloge 2g — 10g.

Prototip je uspje$no izraden tehnologijom PolyJet Matrix (tehnologija 3D printanja) iz
materijala DM 8515 Grey 35.

U radu je pokazano da se pojednostavljenim analitickim prora¢unima u kombinaciji s
sloZzenijim numerickim paketima mogu posti¢i Zeljeni rezultati brze nego koriStenjem
iskljucivo slozenih numerickih softvera. USteda je u vremenu znatna ako se analiticki model

dobro postavi i ubaci u dostupan programski jezik.

Na samom kraju ispitan je utjecaj otpora okolnog zraka na vibracije membrane primjenom
racunalne dinamike fluida (CFD) kojim je potvrdena ¢injenica da se utjecaj okolnog zraka na

vibriranje membrane moze zanemariti.
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