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Sazetak

U radu su prikazani analiticki modeli za predvidanje naprezanja u parodontnom ligamentu
kod ortodontske terapije.

Ortodoncija kao specijalisticka grana stomatologije predstavljena je u uvodnom prvom
poglavlju. Navedeni su primarni ciljevi i trenutni izbori lijeCenja te njihove prednosti i
nedostaci.

U drugom poglavlju prikazana je klasifikacija i morfologija zubi te je opisana grada i funkcija
zubi kao i okolnih tkiva. Posebno su naglaseni parodontni ligament i alveolna kost jer imaju

znacajnu ulogu kod ortodontskog pomaka zuba.

Osnovni pojmovi ortodontske terapije prikazani su u tre¢em poglavlju. Zbog potpunog
razumijevanja procesa ortodontskog pomaka zuba, objasnjena je biomehanika koja stoji iza
pomaka zuba, kao 1 pojam sredista otpora zuba.

Cetvrto poglavlje obuhvaca razvoj analiti¢kih modela. Korijen zuba aproksimiran je pomoéu
dva modela, a to su paraboloid i elipticni paraboloid. Uvedene su odredene pretpostavke i
ograni¢enja modela na temelju kojih su dobivene analiticke formule. Izvod je proveden
pomocu klasiéne teorije elasti¢nosti, a 0dnosi se na horizontalnu translaciju jednokorijenskog
zuba.

U petom poglavlju prikazani su rezultati provedenih analiza naprezanja za oba modela.
Raspodjela komponenti naprezanja prikazana je: graficki, jednadzbom 1i tabli¢no. Kako su za
oba modela koristene iste dimenzije i Svojstva parodontnog ligamenta, dobiveni rezultati su
medusobno usporedeni pomocu relativne razlike. Naknadno su grafi¢ka raspodijela i rezultati
usporedbe potkrijepljeni dokazima.

Na kraju je dan zakljucak na temelju provedenih analiza naprezanja.

Kljucne rijeci: parodontni ligament, ortodontski pomak, analiticki model, naprezanje.
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Summary

This study focuses on analytical models for stress prediction of periodontal ligament in
orthodontic therapy.

Orthodontics as specialist branch of dentistry is introduced in the first chapter. The primary
goals and current choices of treatment as their advantages and disadvantages are listed in
introductory chapter.

The second chapter presents the classification and morphology of the teeth and describes the
structure and function of the teeth as well as the surrounding tissues. Periodontal ligament and
alveolar bone are particularly emphasized as they play a significant role in orthodontic tooth
movement.

The basic concepts of orthodontic therapy are presented in the third chapter. To fully
understand the process of orthodontic tooth movement, it is necessary to explain the
biomechanics behind the tooth movement, as well as the term center of tooth resistance.

Chapter four covers the development of analytical models. The root of the tooth was
approximated by two models, namely the paraboloid and the elliptical paraboloid. Certain
assumptions and limitations of the model were introduced, on the basis of which analytical
formulas were obtained. The excerpt was performed using the classical theory of elasticity,
referring to the horizontal translation of a single root tooth.

Section five presents the results of the stress analyzes performed for both models. The
distribution of stress components is shown: graphically, by equation and in tabular form. As
the same dimensions and properties of periodontal ligament were used for both models, the
obtained results were compared by relative difference. Subsequently, the graphical
distribution and results of the comparison were supported by the evidence.

Finally, a conclusion is made based on the performed stress analyzes.

Key words: periodontal ligament, orthodontic displacement, analytical model, stress.
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1 Uvod

Ortodoncija je specijalisticka grana stomatologije koje se bavi rastom, razvojem i
odrzavanjem dentofacijalnog kompleksa te proucavanjem razvojnih poremecaja i svih
¢imbenika koji mogu uzrokovati poremecaj normalnog zagriza. Primarni cilj je dobivanje

to¢nog morfoloskog odnosa izmedu zubi gornje i donje celjusti. Trenutni izbor lijecenja
temelji se na iskustvu ortodonta i postupku pokusaja i pogresaka. Takav pristup moze
produljiti trajanje lijeCenja, a samim time i troSkove. Upravo ti nedostaci su glavni poticaj za
primjenu softverskih paketa, koji omogucuju simulaciju ortodontske terapije za svakog
pojedinog pacijenta. Prvi korak u razvoju takvih softvera je modeliranje ortodontskog pomaka
jednoga zuba [1].

Slijed pojava koje rezultiraju ortodontskim pomakom zuba poc¢inju mehanickim djelovanjem
ortodontske naprave. Sile i momenti, ¢iju pojavu poti¢e ortodontska naprava, razmjestaju
zube na predvidiv nacin te na nacin koji je moguce kontrolirati. Mijenjajuci iznos i smjer sila
te momenata koji djeluju na zub, ortodont je u moguénosti regulirati pomak zuba, a upravo taj
pomak je moguée simulirati pomoc¢u softverskog paketa. Svaka ortodontska naprava moze biti
ispitana kako bi se utvrdila mehanicka sila koju proizvodi. NuZzno je poznavanje
biomehanickih principa i nacina koriStenja ortodontskih naprava kako bi se poboljsali
softverski paketi, a posljedicno tome obavilo efikasno i uspjesno lijeCenje [2]. Za bolje
razumijevanje rada, u idu¢im poglavljima prikazat ¢e se nuzne definicije i terminologija
vezana uz geometriju i kretanje zuba.

Fakultet strojarstva i brodogradnje 1
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2 Zubi

Zubi su kalcificirani organi, koji se nalaze u ustima vecine kraljeznjaka. Nalaze se na pocetku
probavnog trakta, u usnoj Supljini, gdje su ulozeni u alveolarne kosti gornje (maksile) i donje
Celjusti (mandibule) te su obloZeni gingivom. Na polozaj i oblik zuba, u Celjusti, utjeCu:
genetska determinanta, ravnoteza sila misi¢a obraza i jezika, temporomandibularni zglobovi,
kosti Celjusti, sile Zvakanja te razli¢ite sile koje djeluju tijekom rasta i razvoja. Postavljeni u
gornjoj i donjoj ¢eljusti, zubi ¢ine zubne lukove koje dijelimo na gornji zubni luk i donji zubni
luk. Gornji zubni luk ima oblik elipse, dio je lubanje, a samim time je i nepokretan, s druge
strane donji zubni luk ima oblik parabole i dio je pomi¢ne donje Celjusti. Svaki zubni luk ima

Sesnaest zubi, od toga: Cetiri sjekuti¢a, dva o€njaka, Cetiri pretkutnjaka i Sest kutnjaka.

2.1 Klasifikacija zuba

Zubi se mogu podijeliti prema: periodu nicanja, lokalizaciji u zubnom luku i morfoloskom
obliku. Posebno ¢e biti prikazana morfologija zuba, kako bi se ukazalo na razlike medu
zubima jer ¢e se modeliranje ortodontskog pomaka prikazati isklju¢ivo na primjeru
jednokorijenskog zuba.

Gledaju¢i period nicanja, ¢ovjek tijekom svojeg zivotnog vijeka izmjeni dvije generacije
zuba, mlije¢nu 1 trajnu denticiju. Mlije¢nu denticiju ¢ini ukupno dvadeset zuba, a trajnu
trideset i dva zuba. Period izmjene mlijeCne i trajne denticije naziva se mjeSovitom
denticijom, a zapo€inje nicanjem prvog trajnog zuba.

Prema mjestu u zubnom luku, zubi se dijele na: gornje i donje zube, desne i lijeve zube te
prednje i bocne zube. Prednji zubi su sjekuti¢i i o€njaci, dok su bo¢ni zubi pretkutnjaci i
kutnjaci.

2.2 Morfologija zuba

Prema morfoloskim karakteristikama zubi se dijele na: sjekuti¢e, oc¢njake, pretkutnjake i
kutnjake. Gornji zubni niz ¢ine dva srediSnja sjekuti¢a, dva lateralna sjekutica, par prvih i par
drugih pretkutnjaka te prvi, drugi i tre¢i para kutnjaka. Treé¢i kutnjaci ¢esto mogu nedostajati.
Ista zubna formula vrijedi i za donji zubni niz, kako je i prikazano na slici 2.1.

Fakultet strojarstva i brodogradnje 2
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kutié / \Lateralni siekutié

Prvi gornji sje L
/ N
Ocniak / X\Prvi pretkutniak
N

Drugi pretkutnjak Prvi kutnjak

Drugi kutnjak /

“; { ‘." !

f

r \ £ Treci kutnjak
Drugi kutnjak \
Prvi kutnjak
Drugi pretkutnjak | ‘

/ Prvi pretkutnijak

5 | Lateralni sjekutic
Prvi donji sjekutic \ / jekuti

Slika 2.1 Morfologija zuba [3]

J/Trec’i kutniak
1

Ocniak

2.2.1 Sjekutiéi

Smyjesteni su sprijeda u zubnom luku, a ima ih osam, po Cetiri u svakoj ¢eljusti. Imaju jedan
korijen, koji ima oblik konusa spljostenog u lateralno — medijalnom smjeru i zato na njemu
razlikujemo medijalnu i lateralnu povrsinu. Na sredinama tih povrsina, katkad, se nalazi jedna

vrlo plitka brazda. Svi sjekuti¢i su medusobno razli¢iti [4].

2.2.2 Oc¢njaci

Duzi su od sjekuti¢a. Ima ih Cetiri, po dva u svakoj Celjusti. Na njihovoj kruni razlikujemo
slobodan rub i Cetiri povrsine: facies lingualis, labialis, medial i lateral. O¢njaci imaju jedan

koni¢an korijen, malo spljosten u stranu s obzirom na medio — sagitalnu ravninu, s uzduznim
zlijebom. Korijen je zavijen prema lateralnoj strani. Donji o¢njak moze imati dva korijena, ali
su gornji o¢njaci ve¢i od donjih. Korijen gornjih o¢njaka je tako dug da seze do razine dna

nosne Supljine, ali kako je smjesten nesto lateralno, ne dopire u nju [4].

Fakultet strojarstva i brodogradnje
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2.2.3 Pretkutnjaci

Pretkutnjaci su razvijeni samo u trajnom zubalu, kod mlije¢nog zubala ih nema, a na
njihovom su mjestu kutnjaci. Ima ih osam, po Cetiri u svakoj Celjusti. Korijen je obi¢no
spljoSten u smjeru naprijed — natrag, te ima zljebove na prednjoj i straznjoj strani. Prvi gornji
pretkutnjak obi¢no ima dva korijena, jedan mu lezi lateralno, a drugi medijalno. I drugi gornji
pretkutnjak moze imati dva korijena. Gornji pretkutnjaci ve¢i su od donjih [4].

2.2.4 Kutnjaci

Kutnjaka ima dvanaest, po Sest u svakoj Celjusti. Veli¢ina kutnjaka se smanjuje od prvog
prema treCem. Gornji kutnjaci su manji od donjih te imaju kruna u obliku romba, dok je
donjima kruna kvadrati¢na. Gornji zubi imaju smjer koso prema dolje i van, a donji prema
gore i unutra [4].

2.3 Grada zuba

Anatomski gledano, na svakom zubu se razlikuju tri osnovna dijela: kruna, vrat i korijen kako
je i prikazano na slici 2.2. Dio zuba koji slobodno str$i u usnu Supljinu je kruna zuba, a dio
koji se nalazi u kosti je korijen zuba. Dio koji se nalazi izmedu krune i korijena, a pokriven je
sluznicom, naziva se vrat zuba. Zubni korijen zavrsava Siljkom koji se naziva apex radicis
dentis.

—
Kruna —
-
Vrat —{
—
Korijen—
 UEE—

Slika 2.2 Anatomija zuba [5]
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Strukturalna grada zuba prikazan je na slici 2.3. Svaki ljudski zub izgraden je od tri
kalcificirana tkiva: cakline, dentina i cementa te od posebnog vezivnog tkiva - zubne pulpe.
Parodontni ligament, cement, alveolna kost i gingiva ¢ine funkcijsku cjelinu potpornih tkiva
zvanu parodont.

Caklina

/

Dentin

Gingiva -

Alveoln
kost “.\ r

e - T ™
(oo oo Eomte ony)

Slika 2.3 Grada zuba [6]

Caklina je najtvrde tkivo u ljudskom organizmu, ona Stiti strukturu zuba od jakih zva¢nih sila
te daje vanjski oblik kruni zuba. U predjelu krune prekriva dentin s kojim je u kontaktu na
caklinsko — dentinskom spojistu (CDS). Dentin tvori najveci dio zuba, tvrdi je od Kkosti, a
meksi od cakline. U korijenskom dijelu zuba prekriva ga cement. Cement je tanki sloj
mineraliziranog tkiva koje prekriva vanjsku povrSinu korijena zuba. Ima funkciju vezivanja
kolagenih vlakana parodontnog ligamenta za povrSinu dentina i omoguc¢avanje funkcioniranja
potpornog aparata zuba te odrZzavanje odgovarajuce Sirine parodonta i duZine korijena koje su
potrebne za savladavanje fizioloskih i funkcionalnih optereéenja. Supljina zuba ispunjena je
mekom crvenkastom supstancijom, koja se naziva zubna pulpa, ona je odgovorna za
produkciju dentina. Osnovni strukturni elementi pulpe su vezivno - tkivne stanice, koje su
bogate krvnim Zzilama 1 zivcima.

Posebno ¢e biti prikazani dijelovi parodonta jer se pomoc¢u njih osigurava ortodontski pomak
zuba. Ti dijelovi imaju funkcije po kojima su sposobni prilagoditi se tijekom svog Zivotnog
vijeka. Primjerice, tijekom lijeenja, pomak zuba ostvaruje se primjenom ortodontskih sila na
zub. Pod utjecajem tih sila, u dijelu korijena zuba koji je tlatno optereCen pojavit ¢e se
resorpcija kosti Celjusti (alveolne kosti), dok ¢e se kost formirati u dijelu na kojem djeluje
vlaéno opterecenje. Koordinacija ova dva procesa rezultira trajnim pomakom zuba u alveolnoj
kosti [2].
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2.3.1 Parodontni ligament

Parodontni ligament je gusto vezivno tkivo, koje kao dio parodonta osigurava vezivanje zuba
putem cementa na okolnu alveolnu kost. Njegova zadaca je zadrzati gingivu u pravilnom
polozaju spram zuba te amortizirati i prenositi okluzalne sile sa zuba na alveolnu kost. Grada
parodontnog ligamenta prikazana je na slici 2.4, tvore ga: stanice, medustani¢ne tvari i vlakna.
U stanice parodontnog ligamenta spadaju: fibroblasti, osteoblasti, osteoklasti, cementoblasti te
epitelne i obrambene stanice. Stanice parodontnog ligamenta sudjeluju u stvaranju i resorpciji
tvrdih tkiva parodonta. Vlakna parodontnog ligamenta, mogu biti kolagena (90%, tip 1 i tip
I1), oksitalanska, retikulinska i elasticna vlakna. Vise vlakana poredanih paralelno formira
kolageni snop, koji se vezan u cementu i alveolnoj kosti naziva Sharpeyev snop. Parodontni
ligament je opskrbljen krvnim i limfnim zilama te zivcima koji prolaze kroz vrSni otvor i
ulaze u pulpu. Krvne zile parodontnog ligamenta osiguravaju hranu stanicama parodontnog
ligamenta te okolnim stanicama cementa i alveolne kosti. Zivci parodontnog ligamenta su
sastavni dio proprioceptivnog mehanizma zaduzenog za prijenos osjeta boli, pritiska, dodira i

sl.

Sharpeyeva
viakna unutar ~—— —
alveolne kosti [

\

\
Sharpeyeva / S

/i,

Vs

vlakna unutar O\ ‘
cementa - 7 - Dento alveolna viakna
Alveolni greben - ; Ei Horizontalna viakna
# (8l '
Alveolna kost - = : s
é Q - ’
Y N N 4 Kosa vlakna
¥ N = $
B~ 3 ”
Interradikularni septum —+ : - 3 [ f
“ < ‘ =
Interdentalna kost 75— AR ¥
£ N s g
Cement /£= ~ > :f
s p S & Vrinaviakna
) > 1 "

Interradikularna viakna

Slika 2.4 Grada parodontnog ligamenta i okolnih potpornih tkiva [7]

Debljina parodontnog ligamenta je oko 0,25 mm (varira od 0,2 do 0,4 mm). Parodontni
ligament omogucuje da sile, izazvane zvakanjem i drugim dodirima zuba, budu raspodijeljene
i resorbirane tijekom alveolnog procesa pregradnje kojeg omogucuju svojstva alveolne Kosti.
Takoder, omogucuje pomake zuba koji su odredeni $irinom, visinom i kvalitetom PDL-a [8].
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2.3.2 Alveolna kost

Alveolna kost je kostano tkivo koje ima zadatak okruziti i uévrstiti zube. lzgraduje alveolni
nastavak koji predstavlja kontinuiranu cjelinu s bazalnim kostima maksile i mandibule.
Alveolna kost se razvija tijekom nicanja zubi i resorbira se po njihovom gubitku. Ima dvije
osnovne uloge: potpornu (sudjeluje u vezivanju parodontnih vlakana) i prijenosnu (preko nje
se sile oslobodene tijekom zvakanja, gutanja, govora i sl. razlazu, prenose i amortiziraju). S

obzirom na funkciju, alveolna kost se moze podijeliti na dio kosti u koji se pripajaju vlakna
parodontnog ligamenta i potporni dio kosti kojeg Cine vanjska kompakta (zbita kost) i
spongioza (spuzvasta kost). Gledaju¢i masene udjele, alveolna kost izgradena je od
neorganskog dijela koji zauzima 45% [hidroksiapatit (60%)], organskog dijela na koji otpada
35% [kolagen, (preko 90%)], dok preostalih 20% ¢ini voda [9]. Histoloska struktura alveolne
kosti je sli¢na strukturi kostanog tkiva u drugim dijelovima organizma, kako je prikazano na
slici 2.5.

Osteon
(Haversov sustav)

Cirkumferencijske lamele

Krvne Zile u
sredidnjem
(Haversovom) ==
kanalu

Osteocite u

lakunama Periost

Intersticijske lamele
Krvne Zile u
Volkmannovom
kanalu

Slika 2.5 Histoloska grada kosti [10]

Alveolna kost je perforirana brojnim otvorima koji potje€u od Volkmanovih kanala i kroz
koje prolaze krvne i limfne Zile te zivéana vlakna. Kroz spongiozu prolaze nutritivni kanali sa
arterijama, venama, limfnim zilama i zivéanim vlaknima. Vanjska povrSina alveolnog
nastavka je pokrivena periostom, ¢iji je fibrozni sloj srastao s kolagenim vlaknima iz gingive.
Unutarnji dio alveolnog nastavka je prekriven osteoblastima, za koje se smatra da su dio
parodontnog ligamenta. Za stvaranje i resorpciju alveolne kosti odgovorne su osteogenetske
stanice i osteoklasti. Osteogenetske stanice stvaraju kost i ovisno o aktivnosti mogu biti
preosteoblasti, osteoblasti (formativne stanice koje sintetiziraju proteine kolagenog i
nekolagenog kostanog matriksa), osteociti (prenose signale kanali¢ima do stani¢ne povrsine).

Nasuprot tome nalaze se osteoklasti, stanice koje resorbiraju alveolnu kost [8].
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3 Osnovni pojmovi ortodontske terapije

Ortodontsko lijecenje temelji se na Cinjenici, da je primjenom odgovarajucih sila moguce
premjestiti zube kroz alveolnu kost bez trajnog oste¢enja zubi ili njihove vezanosti za kost. Za
potpuno razumijevanje procesa ortodontskog pomaka zuba, potrebno je objasniti biomehaniku
koja stoji iza pomaka zuba, kao i pojam sredista otpora zuba (S).

3.1 SrediSte otpora

Srediste otpora obicno se definira kao tocka u kojoj se postize translacija. U toj tocki pravac
djelovanja rezultantne sile, koja djeluje na zub, okomito sije¢e uzduznu os zuba. Ukoliko
ortodontska sila djeluje u srediStu otpora, dolazi do €iste translacije zuba kao §to je prikazano
na slici 3.1.

UzduZna os zuba |

\
N Pravac djelovanja

|
Y I rezultante F=
S

l
\ S - srediSte otpora zuba

d - Cisti distalni pomak

Slika 3.1 Srediste otpora prilikom ¢iste translacije [11]

Na temelju slike 3.1, lako se moze zakljuciti kako trebaju biti konstruirane naprave za
ortodontski pomak zuba. Najbolji rezultati se postizu ako pravac djelovanja sile koja djeluje
na kukicu vanjskog luka ortodontske naprave bude okomit na uzduznu os zuba te ako u
sagitalnoj projekciji prolazi kroz srediste otpora zuba (tocka S) [11].

Polozaj srediSta otpora zuba varirat ¢e izmedu razli¢itih zuba, veliki utjecaj ¢e imati sama
anatomija zuba, kao i duljina korijena. SrediSte otpora takoder ¢e se mijenjati S visinom
alveolne kosti, tako da ¢e biti drugacije kod djeteta u odnosu na odraslu osobu koja boluje od
parodontne bolesti (srediSte otpora kod odraslih osoba koje gube koStanu masu pomice se
korijenu zuba). Razli¢iti polozaji sredista otpora zuba u ovisnosti o duljini korijena i visine
alveolne kosti prikazani su na slici 3.2,
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Slika 3.2 Razliditi poloZaji sredista otpora [12]

Srediste otpora u jednokorijenskom zubu, mjereno od grebena alveolne kosti po uzduznoj 0Si
. o 1 1 " . L .
zuba, nalazi se priblizno na 3 do 2 duljine korijena zuba, kako je i prikazano na lijevom

dijelu slike 3.3. Srediste otpora visekorijenskog zuba, mjereno po uzduznoj osi zuba, nalazi se
1 — 2 mm niZe od mjesta grananja korijena zuba, sto se vidi na desnom dijelu slike 3.3.

Slika 3.3 Srediste otpora jednokorijenskog i viSekorijenskog zuba [13]

Prethodno spomenuto odredivanje srediSta otpora zuba predstavlja nacin koji se temelji na
iskustvu, do tocnog polozaja srediSta otpora zuba moze se do¢i na analiticki nacin,
jednadzbom (1.1). Komponente sile F kojom se djeluje na zub, svode se samo na F, jer se
promatra slucaj Ciste translacije. Zbog ravnoteZze, moment vanjske sile Fx u odnosu na
globalnu os Z treba biti ponisten momentom reakcijske sile [14]. 1z te ravnoteze slijedi
udaljenost sredista otpora zuba od vrha korijena istog (Ys):

M
FoYo=M, 2 Yo="*. (1.1)

X
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3.2 Biomehanika pomaka

Ortodontski pomak zuba okarakteriziran je promjenama pregradnje dentalnih i parodontnih
tkiva, $to ukljucuje: pulpu, parodontni ligament, alveolnu kost i gingivu. Znacajno se razlikuje
od obi¢nog fizioloskog zubnog pomaka, koji se odlikuje sporim kretanjem zuba u
trabekularnu kost ili zbog rasta u kortikalnu kost. Nasuprot tome, ortodontsko kretanje zuba
moze se ostvariti jako brzo ili jako sporo ovisno o primijenjenoj sili te veli¢ini i bioloskom
odgovoru parodontnog ligamenta. Sila se ostvaruje pomocu ortodontske naprave, te se prenosi
na krunu zuba, pa sve do korijena te naposljetku do parodontnog ligamenta i alveolne kosti
koji okruzuju korijen zuba. Biomehanika ortodontskog pomaka prikazana je na slici 3.4.

Djelovanje sile Djelovanje sile Djelovanje sile

Pocetni poloZaj zuba Viadna Tiacna Kostana Kostana
naprezania naprezanis  pregradnja razgradnja

Slika 3.4 Biomehanika ortodontskog pomaka [15]

Optimalna ortodontska sila u¢inkovito pomice zub na Zzeljenu poziciju bez uzrokovanja
neugode i oStecenja tkiva, nasuprot tome prevelika sila uniStava parodont. U osnovi, najbolji
pomak zuba se ostvaruje djelovanjem kontinuirane sile kroz duzi vremenski period. Na
povrsSini zuba u smjeru njegova pomaka, parodontna membrana se skupi, $to dovodi do
tlaénih naprezanja u parodontnom ligamentu. Na povrSini kosti koja je u dodiru s
parodontnom membranom, pocinje resorpcija koju poti¢u osteoklasti svojim djelovanjem. Na
povrsini korijena, u suprotnom smjeru od pomaka zuba, razvla¢i se parodontna membrana.
Pocinju djelovati osteoblasti koji stvaraju dijelove alveolne kosti u podru¢ju gdje se nekada
nalazio zub. Zbog toga zubi mogu, tijekom ortodontskog lijecenja, biti labavi. Kada je pomak
postignut, ligamenti se nalaze u neutralnom poloZaju, a kost se stvori i popuni prostor oko
parodontnog ligamenta, istovremeno uc¢vrsc¢ujuci zub [16].
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4  Analiticki modeli

Potrebno je analiticki odrediti naprezanja u parodontnom ligamentu koja se javljaju kod
horizontalne translacije jednokorijenskog zuba. Analiti¢ke formule izvedene su za prvi gornji
sjekuti¢. Korijen zuba aproksimiran je pomoc¢u dva modela, a to su paraboloid i elipti¢ni
paraboloid. Za oba analiticka modela koristit ¢e se isti koordinatni sustavi i pretpostavke pa ¢e
vrijediti i1 iste jednadZzbe za: matrice transformacije, pomake, deformacije i naprezanja.
Uvedene su odredene pretpostavke i ograni¢enja modela koja su navedena u iduéem
poglavlju.

4.1 Pretpostavke

Analiticke formule pripadnih modela izvodit ¢e se pomocu klasi¢ne teorije elasti¢nosti, a to
posljedi¢no podrazumijeva, da ¢e pomaci ligamenta imati mali iznos. Nakon primjene sile na
zub, ravnoteza u parodontnom ligamentu postize se kroz nekoliko minuta, nasuprot tome
remodeliranje alveolne kosti odvija se znacajno duze. Takoder, sile koje se primjenjuju pri
ortodontskoj terapiji maloga su iznosa, a kako alveolna kost i korijen zuba imaju Youngov
modul elasti¢nosti mnogo ve¢i od ligamenta, pretpostavlja se da su alveolna kost i korijen
zuba kruta tijela. Usprkos tome $to je parodontni ligament nelinearan i anizotropan materijal s
vremenski ovisnim ponaSanjem, u ovim modelima ¢e biti pretpostavljen kao homogen,
izotropan i linearno elastican materijal [1]. Radi preglednosti, sve dodatne i prethodno
navedene pretpostavke svrstane su u listu:

1) parodontni ligament ima jednoliku debljinu o,

2) na cervikalnom rubu ligamenta naprezanja iznose 0, a cervikalni rub ima oblik
pravilnog kruznog konusa kod paraboloida,

3) caSica, koja oblikuje vanjsku granicu modela, fiksna je i beskona¢no kruta,

4) Korijen zuba, koji oblikuje unutarnju granicu modela je pomican i beskona¢no krut,

5) parodontni ligament je homogen, izotropan i linearno elasti¢an materijal,

6) ortodontske sile, koje se primjenjuju, su male po iznosu, kao i pomaci zuba,

7) alveolni greben je horizontalan,

8) parodontni ligament gotovo je nestlaciv.
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4.2 Geometrije modela

Korijen zuba okruZen je parodontnim ligamentom debljine J, mjereno okomito na povrsinu
korijena, kao S$to je prikazano na slici 4.1. Os zuba je vertikalna, te se pretpostavlja da je
alveolni greben horizontalan. Duljina korijena h definira se kao udaljenost izmedu vrha

korijena zuba i pocetka parodontnog ligamenta mjereno duz osi zuba te predstavlja visinu

parodontnog ligamenta. Promjer D mjeri se na alveolnom grebenu.

Alveolni greben / ,/L 11 o
T n *
h
Ys
PDL
,,,,,,,,,,,,, A —p
X

Vrh korijena zuba

Slika 4.1 Osnovni pojmovi i geometrija modela [14]

Kako su geometrija paraboloida i elipticnog paraboloida sli¢ne, a polozaj koordinatnih
sustava isti, na jednom modelu ¢e se prikazati i objasniti polozaj koordinatnih sustava. Na

slici 4.2 prikazan je model paraboloida s pripadnim koordinatnim sustavima.

12

Fakultet strojarstva i brodogradnje



Antonio Juric Zavrsni rad

Slika 4.2 PoloZaj koordinatnih sustava [1]

Globalni trodimenzionalni koordinatni sustav (X, Y, Z) pridruZzen je zubu. Kao S$to je
prikazano na slici 4.2 (A), ishodiste lezi u vrhu korijena zuba, a XZ-ravnina vodoravna je
ravnina, paralelna s alveolnim grebenom. Osim globalnog koordinatnog sustava, za svaku
tocku korijena P (px, py, p;) definiran je lokalni koordinatni sustav (n, t, 8). Os n predstavlja
normalu na povrSinu zuba, a os 6 je vodoravna i tangencijalna na povrsinu. Kako bi se
olaksala transformacija izmedu globalnog i lokalnog koordinatnog sustava, definiran je jos
jedan lokalni koordinatni sustav (x', y', ). Ovaj se sustav dobiva rotiranjem globalnog
koordinatnog sustava oko Y osi i pomicanjem ishodista u tocku P [1]. To¢na orijentacija ovih
lokalnih osi prikazana je na slici 4.2 (B).
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4.3 Matrice transformacije

Kako bi bilo moguce prikazati raspodjelu naprezanja i deformacija u parodontnom ligamentu,
potrebno je provesti transformacije iz lokalnog u globalni koordinatni sustav. U ovom slu¢aju
provodit ¢e se dvije transformacije jer model obuhvaca tri koordinatna sustava.

Prva transformacija iz lokalnog koordinatnog sustava (n, t, 8) u pomo¢ni lokalni koordinatni
sustav (x', y', 0) je rotacija oko osi 0, definirana kutem o, kako je i prikazano na slici 5.3.

y’l {

g x

n“‘
Slika 4.3 Transformacija iz (n, t, ) u (x',y', 6)

Navedena transformacija postize se matricom transformacije T, ¢iji su clanovi kosinusi
smjera osi u lokalnom koordinatnom sustavu (n, t, #) u odnosu na pomoc¢ne lokalne
koordinatne osi (X', y', 6). |zraz za matricu T* glasi:

cos(n,x") cos(n,y") cos(n,d)
T'=|cos(t,x) cos(t,y) cos(t,8) |. (1.2)
cos(@,x") cos(dy") cos(8,0)

Ako je kut izmedu koordinatnih osi X' i t jednak a, prema slici 4.3 vrijede sljedece jednakosti:

cos(n, x") =cos(90— &) =sina (1.3)
cos(n,y’) =cos(90+(90—«a)) =—cos « , (1.4)
cos(t,x") =cos« , (1.5)

cos(t,y") =cos(90— ) =sina . (1.6)
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Kona¢ni oblik matrice transformacije T! dobiva se uvrStavanjem izraza (1.3), (1.4), (1.5) i
(1.6) u matricu (1.2):

sina¢ -cosa O
T'={cosa sina 0 |. (1.7)
0 0 1

Pri ¢emu se treci red i stupac odnose na kut zakreta.

Druga transformacija iz pomoc¢nog lokalnog koordinatnog sustava (x', y', 6) u globalni
koordinatni sustav (X, Y, Z) je rotacija oko osi Y, definirana kutem ¢, kako je i prikazano na
slici 5.4.

’

X

Slika 4.4 Transformacija iz (X', y*, @) u (X, Y, Z)

Navedena transformacija postize se matricom transformacije T, ¢iji su Clanovi kosinusi
smjera osi u pomo¢nom lokalnom koordinatnom sustavu (x', y', #) u odnosu na globalne
koordinatne osi (X, Y, Z). Izraz za matricu T2 glasi:

cos(x', X) cos(x'Y) cos(x',Z)
T?=|cos(y', X) cos(y,Y) cos(y,Z)]|. (1.8)
cos(d,X) cos(6)Y) cos(6,2)
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Ako je kut izmedu koordinatnih osi X' 1 X jednak ¢, prema slici 4.4 vrijede sljedece jednakosti:

cos(x', X)=cos¢ , (1.9)
cos(x',Z) =cos(90+ @) =—sing (1.10)
cos(@, X) =cos(90— @) =sing , (1.11)
cos(6,Z)=cos e . (1.12)

Konaéni oblik matrice transformacije T? dobiva se uvrtavanjem izraza (1.9), (1.10), (1.11) i
(1.12) u matricu (1.8):

cosp 0 =sing
T°=| 0 1 0 : (1.13)
sinp 0 cose

Pri ¢emu se drugi red i stupac odnose na kut zakreta.

4.4 Pomaci

Svako pomicanje korijena moze se opisati kao kombinacija translacije vrha korijena (uy, Uy,
u,) i rotacije oko vrha korijena (6y, 6y, 6;). To rezultira pomakom tocke P, odnosno tla¢enjem i
vlacenjem parodontnog ligamenta. Kako je PDL vrlo tanak i kako se direktni kontakt izmedu
korijena zuba i alveolne kosti u ortodontskoj terapiji izbjegava, vrijednosti rotacija ostaju vrlo
male te se mogu zanemariti. Posto se u zadatku prati horizontalna translacija jednokorijenskog
zuba, ostaje samo jedan pomak:

u,=u,=6,=6,=6,=0, (1.14)
=u. (1.15)

KoriStenjem matrica transformacije (1.7) i (1.13) svaki se pomak tocke P na korijenu moze
prikazati u globalnom koordinatnom sustavu. Prvo se provodi transformacija pomaka (un, U,
Ug) iz lokalnog koordinatnog sustava u pomo¢ni lokalni koordinatni sustav. Za tu
transformaciju se koristi prva matrica transformacije T, a izraz glasi:

u, sine -cosa 0 || U,

u |=|cosa sina O |lu,|. (1.16)

Uy, 0 0 1 u,
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Iz jednadzbe (1.16) proizlaze pomaci lokalnog koordinatnog sustava izrazeni pomoc¢u pomaka

pomocnog lokalnog koordinatnog sustava:

u,=Uu,sinae—u,cosa , (1.17)
U, =U, cosa+U sina , (1.18)
u,=u, . (1.19)

Iduc¢a transformacija pomaka koja se provodi jest transformacija pomaka (uy, Uy, Up) iz
pomoc¢nog lokalnog koordinatnog sustava u globalni koordinatni sustav. Za tu transformaciju
se koristi druga matrica transformacije T2, a izraz glasi:

u,. cosp 0 -sing ||u,
u,.|=| O 1 0 u, | - (1.20)

y y
u, sinp 0 cose u,

Uzimajuéi u obzir da se prati Cista translacija, odnosno izraze (1.14) i (1.15), iz jednadzbe
(1.20) proizlaze pomaci pomoc¢nog lokalnog koordinatnog sustava izrazeni pomoc¢u pomaka
globalnog koordinatnog sustava:

U, =ucose, (1.21)
u,.=u,=0, (1.22)
u, =using. (1.23)

UvrStavanjem izraza (1.21), (1.22) i (1.23) u (1.17), (1.18) i (1.19) dobivaju se pomaci

lokalnog koordinatnog sustava izrazeni u globalnom koordinatnom sustavu:

u, =ucosesinga , (1.24)
U, =UcospCcose , (1.25)
u, =using. (1.26)
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4.5 Deformacije

Gledajuci lokalni koordinatni sustav, debljina parodontnog ligamenta u smjeru osi n iznosi J.
U ostalim smjerovima, debljina parodontnog ligamenta je puno veca od pomaka. 1z toga
proizlazi, da deformacije u tim smjerovima imaju vrijednost priblizno nula, a izrazi za ostale
deformacije lokalnog koordinatnog sustava glase:

g =——, 1.27

e 1.27)

__Y S ¢ 1 Y (1.28)
}/ne 5 nég 27/n9 25 ! -

u, 1 u,

=—— ==y =——, 1.29

=7 Y Y (1.29)

St =600 =€ =0 ® 0. (1-30)

Potrebno je naglasiti da ovi izrazi vrijede samo za male deformacije. Uvrstavanjem jednadzbi
(2.24), (1.25) i (1.26) u izraze (1.27), (1.28) i (1.29) dobivaju se deformacije lokalnog
koordinatnog sustava izrazene pomocu pomaka u globalnom koordinatnom sustavu:

ucos@sina

Ep=—"T7—", 1.31
n s (1.31)
using
Epp=— , 1.32
v =" (1:32)
__ucosgcosa (1.33)
nt 25 ' )

Deformacije u lokalnom koordinatnom sustavu potrebno je transformirati u globalni
koordinatni sustav. To se postize koriStenjem matrica transformacije (1.7) i (1.13), poSto se
ovdje deformacije u globalnom koordinatnom sustavu prikazuju preko deformacija iz
lokalnog koordinatnog sustava, potrebno je navedene matrice transponirati. Posljedi¢no,

uzimajucéi u obzir izraz (1.30), proizlazi jednadzba transformacije deformacija:

Exx ng Exe S Ent Cno

_ _ T T

e=|¢e, ¢, &, =T, T-|g, 0 O |'T} T, . (1.34)
E, Ey € & 0 0
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Uvrstavanjem izraza (1.31), (1.32) i (1.33) u jednadzbu (1.34) dobivaju se deformacije
globalnog koordinatnog sustava:

usin ¢ cos ¢

&, =———— 1.35
’ 5 (1.35)
ucosa
Eg =Ep = 5 (1.36)
N _usinasing | (137)
20
Ey=6,=6,=6,=0. (1.38)
Konac¢no, matrica deformacije u globalnom koordinatnom sustavu glasi:
| _usinacosp ucosa  usinasing |
o 20 20
g=| U852 0 0 . (1.39)
20
usinasing 0 0
i 20 |

4.6 Naprezanja

Cilj je komponente naprezanja prikazati kao funkcije deformacije jer su izrazi za deformacije
ve¢ poznati. Parodontni ligament promatra se kao linearno elastican, homogen i izotropan
materijal. 1z toga slijedi matri¢ni prikaz veze izmedu naprezanja i deformacije, odnosno
Hookeov zakon:

c=|r, o, 7, |=D-¢g, (1.40)

pri ¢emu je &€ matrica deformacije u globalnom koordinatnom sustavu (1.39), a D matrica
elasti¢nosti za troosno stanje naprezanja kod linearno elastiénog, homogenog i izotropnog
materijala [17]:
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(1-v) v 1% 0 0 0
1% @-v) v 0 0 0
D E 1% 1% @-v) o0 0 0 (141)
@+v)@a-2v)| 0 0 0 @1-2v) 0 0
0 0 0 0 @-2v)y 0
0 0 0 0 0 (1-2v) |

UvrStavanjem matrice elasti¢nosti (1.41) u jednadzbu (1.40) proizlaze komponente tenzora
naprezanja za troosno stanje naprezanja:

E

=— | (1- + + : 1.42
vl e Cae] (1.42)
E
o, = m[a—v)gw V(e +5,) ] (1.43)
E
= (1-v)e, +v(ie, +¢& , 1.44
% = Tz L T Enray) ] (1.44)
E
Ty =Ty =Gy, =mexy , (1.45)
E
Tyz = sz = G}/yz —m vz ! (1.46)
TZX = TXZ = G7/ZX :igzx : (147)
1+v

Kona¢no, uvrStavanjem izraza (1.35), (1.36), (1.37) 1 (1.38) u prethodno prikazane
komponente tenzora naprezanja za troosno stanje naprezanja, dobivaju se komponente
naprezanja u ovisnosti o pomacima u globalnom koordinatnom sustavu:

_EQ@-v)sinacosg

oy = u, (1.48)
o(l+v)1-2v)
P Evsinacosg u. (1.49)
o(l+v)(1-2v)
o = Evsinacosg " (1.50)
o(l+v)(1-2v)
ry =1, = o8, (1.51)
25(1+v)
7, =7,=0, (1.52)
¢ =g —ESINasing (1.53)
20(1+v)
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4.7 Paraboloid

U ovome modelu, pretpostavljeno je, da korijen ima oblik paraboloida. To je ploha drugog
reda s kruznim popre¢nim presjecima u horizontalnoj ravnini i paraboli¢nim presjecima u
vertikalnoj ravnini, koja ujedno sadrzi i 0S zuba. Poznate su vrijednosti: debljine
parodontnoga ligamenta (o), promjera korijena (D), visine korijena (h) i pomaka (u). Cilj je
komponente naprezanja prikazati upravo preko tih veli¢ina. Iz izraza (1.48) — (1.53) vidljivo
je da se trigonometrijske funkcije moraju prikazati pomoc¢u poznatih geometrijskih veli¢ina.

Prvo ¢e se prikazati drugaciji zapis trigonometrijskih funkcija vezanih uz prvu transformaciju,
odnosno kut a. Paraboloid se sijece u vertikalnoj ravnini iz ¢ega proizlazi paraboli¢ni presjek
kako je prikazano na slici 4.5.

y

T (5 h)
: |
r(y) 3! ;
T
n
_ T

Slika 4.5 Paraboli¢ni presjek - Paraboloid

Kako je o0s t tangencijalna na parabolu u tocki P, moguce je preko funkcije tangens doc¢i do
izraza za ostale trigonometrijske funkcije vezane uz prvu transformaciju, odnosno kut a. Po
svojoj definiciji, tangens predstavlja omjer sinusa i kosinusa nekog kuta, a to se moze
promatrati kao nagib pravca (osi t) koji zatvara taj kut («) s apscisom (0s x'). Prvo je potrebno
zapisati parabolu uvr§tavanjem poznate tocke T (D/2, h):

y=ax’ > y=—x". (1.54)
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Potom je potrebno iz jednadzbe (1.54) izvesti X jer ¢e naknadno trebati za definiranje
tangensa:

_DJy
X = Nl (1.55)

Definicija tangensa preko nagiba pravca za ovaj slucaj glasi:

tga =Y | (1.56)

uvrStavanjem izraza (1.54) i (1.55) u jednadzbu (1.56) dolazi se do definicije tangensa preko
poznati geometrijskih veli¢ina:

4+/h
tga = Tf\/? . (1.57)
Ako se tangens zapiSe kao omjer sinusa 1 kosinusa te kvadrira:

_sin(y)
~cos’(y) '

tg*(y) (1.58)

moze se uvesti funkcija dvostrukog argumenta i izraz (1.54) iz ¢ega slijedi funkcija kosinusa
za kut a, zapisana preko poznatih geometrijskih veli¢ina:

CoOSa = _ . (1.59)

Pomoc¢u omjera sinusa i kosinusa te funkcija (1.57) i (1.59), dolazi se do funkcije sinusa za
kut a, zapisane preko poznatih geometrijskih veli¢ina:

(1.60)
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Potom je potrebno prikazati prilagodeni zapis trigonometrijskih funkcija vezanih uz drugu
transformaciju, odnosno kut ¢. U ovom slucaju paraboloid se sije¢e u horizontalnoj ravnini iz
¢ega proizlazi kruzni presjek kako je prikazano na slici 4.6.

A
&

—

X
(xgtAX, 7g) w

!

(XgtAX, 75+ AZ) X

Z v 6 (X()‘ 7yt AZ)

Slika 4.6 Kruzni presjek - Paraboloid

Kako bi bilo moguce prikazati trigonometrijske funkcije preko poznatih geometrijskih
veli¢ina, potrebno je uvesti jedini¢ni vektor duz koordinatnih osi. Os 6 nalazi se u

horizontalnoj ravnini i tangencijalna je na povrSinu korijena te se duZ nje uvodi jedini¢ni
vektor 8", Taj jedini¢ni vektor ée biti tangencijalan na kruZnicu i nalazit ¢e se na visini

presjeka py. Prema slici 4.6 vektor 0 glasi:
0 =(-Ax, 0, Az) . (1.61)

Takoder, za rjeSavanje ovog problema posluzit ¢e trigonometrijska funkcija tangens. Prosje¢ni
nagib pravca izmedu Xo 1 Xo + AX1znosi:

EZ% éAz:%Ax. (1.62)
Ax  dx dx

Jednadzba kruZznice sa slike 4.6 glasi:

X2 +2° =r%(y) . (1.63)
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Implicitnim deriviranjem jednadzbe (1.63) dolazi se do izraza:

gz __x. (1.64)
dx Z

koji se moze uvrstiti u jednadzbu (1.62) kako bi se dobio izraz za Az , sada vektor ] glasi:

§=£—Ax, 0, —EAxJ . (1.65)
Z

Ako se vektoru smjera promijeni duljina ili orijentacija to nece utjecati na pravac, Sto znaci da

se AX smije izvuci iz izraza (1.65), prema tome vektor 6 iznosi:

z

é:(—l, 0, —fj . (1.66)

Za dobivanje jedini¢nog vektora potrebno je postojeci vektor podijeliti s njegovom normom
koja glasi:

‘5‘ =x*+z%=p, , (1.67)

takoder, ako se umjesto X i z uvrste koordinate tocke P (pyx, py, p;) izraz za jedini¢ni vektor 0"
jest:

é*:(&, 0, &J . (1.68)
D, P,

Pomocu slike 4.6 i izraza (1.68) vidljivo je da funkcija kosinusa za kut ¢, zapisana preko
poznatih geometrijskih veli¢ina iznosi:

cosgp=Px | (1.69)
Py
a funkcija sinusa za kut ¢, zapisana preko poznatih geometrijskih veli¢ina:
PO
sinp=—%- . (1.70)
Pn

Fakultet strojarstva i brodogradnje 24



Antonio Juric Zavrsni rad

4.8 Elipti¢ni paraboloid

U ovome modelu, pretpostavljeno je da korijen ima oblik elipticnog paraboloida. Bas kao i za
paraboloid, isti postupak je potrebno provesti za elipti¢ni paraboloid. To je ploha drugog reda
s elipticnim popre¢nim presjecima u horizontalnoj ravnini i parabolicnim presjecima u
vertikalnoj ravnini, koja ujedno sadrZi i os zuba. 1z izraza (1.48) — (1.53) vidljivo je, da se
trigonometrijske funkcije moraju prikazati pomoc¢u poznatih geometrijskih veli¢ina navedenih
u prethodnom poglavlju.

Prvo ¢e se prikazati drugaciji zapis trigonometrijskih funkcija vezanih uz prvu transformaciju,
odnosno kut a. Elipti¢ni paraboloid se sijece u vertikalnoj ravnini iz ¢ega proizlazi paraboli¢ni
presjek kako je prikazano na slici 4.7.

by

()

Slika 4.7 Paraboli¢ni presjek - Elipti¢ni paraboloid

Isti polozaj koordinatnih sustava kao i kod paraboloida uvjetuje, da vrijede isti izrazi za
dobivanje trigonometrijskih funkcija prve transformacije. Jedina razlika je u vezi y(x) jer
ovdje nece vrijediti ista tocka T. Kako se ovdje radi o eliptiécnom paraboloidu, prilikom
horizontalnog presjeka dobit ¢e se elipsa, koja u XY ravnini na visini h ima vrijednost velike
poluosi a. Vrijednost male poluosi b je poznata i iznosi D/2 te se uz pomo¢ linearnog (1.71) i
numerickog ekscentriciteta (1.72):

e?=a’-b*, (1.71)
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, (1.72)

moze do¢i do tocke T. UvrStavanjem linearnog ekscentriciteta (1.71) u numericki
ekscentricitet (1.72) i vrijednosti male poluosi b na visini h, dolazi se do vrijednosti velike
poluosi a na visini h, koja glasi:

a=—— . (1.73)

Iz navedenog proizlazi tocka T [LZ, hj , koja se uvrStava u jednadZzbu parabole:
2\1-¢
_ 22
y=a,xt > y=%x2 , (1.74)

Potom je potrebno iz jednadzbe (1.74) izvesti X jer ¢e naknadno trebati za definiranje
tangensa:

0|y
= 1.75
" Zﬁxll—gz ( )

Definicija tangensa preko nagiba pravca za ovaj slucaj ista je kao kod paraboloida,
uvrStavanjem izraza (1.74) i (1.75) u jednadzbu (1.56) dolazi se do definicije tangensa preko
poznatih geometrijskih veli¢ina:

tger (1.77)

afhi-22
o

Koristenjem jednadzbe (1.58) i uvodenjem funkcije dvostrukog argumenta slijedi funkcija
kosinusa za kut a, zapisana preko poznatih geometrijskih veli¢ina:

CoOSa = L (1.78)

— .
J1+16h(1—g ) y

D2
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Pomoc¢u omjera sinusa i kosinusa te funkcija (1.77) 1 (1.78), dolazi se do funkcije sinusa za
kut a, zapisane preko poznatih geometrijskih veli¢ina:

16h(1-&%)

. D?
sina = Toh(_e?) (1.79)
14160027

D2

Zatim je potrebno prikazati prilagodeni zapis trigonometrijskih funkcija vezanih uz drugu
transformaciju, odnosno kut ¢. U ovom slucaju elipticni paraboloid se sijee u horizontalnoj
ravnini iz ¢ega proizlazi elipti¢ni presjek kako je prikazano na slici 4.8:

b

(%o AX. 20V AZ) X
(Xg. ZotAZ)

Slika 4.8 Elipti¢ni presjek — Elipti¢ni paraboloid

Isti polozaj koordinatnih sustava kao i kod paraboloida uvjetuje da vrijede isti izrazi za
dobivanje trigonometrijskih funkcija druge transformacije. Jedina razlika je u vezi z(x) jer se
ovdje horizontalnim presjekom dobije elipsa, a ne kruznica. Kako bi bilo moguce prikazati
trigonometrijske funkcije preko poznatih geometrijskih veli¢ina, kao i kod paraboloida,

potrebno je uvesti jedinicni vektore duz koordinatne osi 6. Jedini¢ni vektor 7N tangencijalan

je na elipsu i nalazi se na visini presjeka py,. Prema slici 4.8 vektor 0 glasi:

0 =(-Ax, 0, Az) . (1.80)
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Takoder, za rjesavanje ovog problema posluzit ¢e trigonometrijska funkcija tangens. Prosje¢ni
nagib pravca izmedu Xg | Xo + AX iznosi:

Ezﬁ > Az:%Ax. (1.81)
AX  dx dx

.. dz . : . . : .
Za odredivanje e potrebna je veza z(x) koja se moze dobiti pomocu linarnog i numerickog
X

ekscentriciteta ako se vrijednosti promijenjivih poluosi zamijene kordinatama:

2 2

52:1—% > 8221—%. (1.82)

Implicitnim deriviranjem jednadzbe (1.82) dolazi se do izraza:

dz x(-&%)

, 1.83
dx Z ( )

koji se moze uvrstiti u jednadzbu (1.81) kako bi se dobio izraz za Az , sada vektor 7] glasi:

éz(—Ax, 0, ><(1+52)ij. (1.84)

Ako se vektoru smjera promijeni duljina ili orijentacija to nece utjecati na pravac, $to znaci da

se Ax smije izvudi iz izraza (1.84), prema tome vektor € iznosi:

z

é:[—l, 0, X(l;‘gz)j . (1.85)

Za dobivanje jedini¢nog vektora potrebno je postojeci vektor podijeliti s njegovom normom
koja glasi:

‘é‘:\/zz +(x@-€2))2 =p, , (1.86)
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Kona¢no, ako se umjesto X i z uvrste koordinate tocke P (py, Py, P;) izraz za jedini¢ni vektor

0" jest:

g*:(__BL,O,_BJE:ffl)_ (1.87)

Pomocu slike 4.8 i izraza (1.87) vidljivo je da funkcija kosinusa za kut ¢, zapisana preko

poznatih geometrijskih veli€ina iznosi:

2
cos(p:M ’ (1.88)

Py

a funkcija sinusa za kut ¢, zapisana preko poznatih geometrijskih veli¢ina:

ﬁn¢=—%£. (1.89)

5 Rezultati

U ovom poglavlju prikazat ¢e se vrijednosti naprezanja. Za oba modela primijenit ¢e se iste
dimenzije i svojstva PDL-a, kako bi se dobiveni rezultati mogli medusobno usporediti. Modul
elasticnosti i Poissonov faktor parodontnog ligamenta iznose: E = 0,68 MPa i v = 0,49.
Debljina parodontnog ligamenta je jednolika i iznosi ¢ = 0,39 mm, vrijednost visine je h =
12,48 mm, a promjer iznosi D = 6,70 mm. Kod elipti¢énog paraboloida polumjer parodontnog
ligamenta ¢e predstavljati malu poluos odnosno: b = 3,35 mm i a = 3,42 mm. Naprezanja se
racunaju za horizontalni pomak jednokorijenskog zuba u = 0,0002 mm.

5.1 Graficki prikaz rjeSenja za paraboloid

U jednadzbe komponenti naprezanja za troosno stanje (1.48) — (1.53) uvrStavaju se poznate
vrijednosti parodontnog ligamenta i trigonometrijske funkcije zapisane preko geometrijskih
veli¢ina za prvu transformaciju (1.59) i (1.60) te za drugu transformaciju (1.69) i (1.70) kod
paraboloida.
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Jednadzbom (1.90) odredena je raspodjela komponente naprezanja u smjeru osi X duz
koordinate y, odnosno od vrha korijena zuba do alveolnog grebena. Raspodjela je dobivena
uvrStavanjem poznatih vrijednosti u izraz (1.48), a prikazana je na slici 5.1.

o, —0,00596799174 |1 448206728y (1.90)
1+ 4,448206728y
Y (mm)
14
10
;
-0.006 -0.005 -0.004 -0.003 -0.002 -0.001 0 Oxx (N/mmz)

Slika 5.1 Raspodjela naprezanja u smjeru osi X za paraboloid

Iz dijagrama sa slike 5.1, navedene su neke karakteristi¢ne vrijednosti naprezanja u smjeru osi
X, za paraboloid, u tablici 1.1.

Tablica 1.1 Karakteristi¢ne vrijednosti naprezanja u smjeru osi X za paraboloid

y/mm 0 6,24 12,48

0 /N/mm? 0 —0,00586331 | —0,00591495
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Jednadzbom (1.91) odredena je raspodjela komponente naprezanja u smjeru osi Y duz
koordinate y, odnosno od vrha korijena zuba do alveolnog grebena. Raspodjela je dobivena
uvrStavanjem poznatih vrijednosti u izraz (1.49), a prikazana je na slici 5.2.

o, ——0,005733952848, | 448206728y (1.91)
W 1+ 4, 448206728y
14| Y (mm)
10
4
-0.006 -0.005 -0.004 -0.003 -0.002 -0.001 0 O-yy (N/mmz)

Slika 5.2 Raspodjela naprezanja u smjeru osi Y za paraboloid

Iz dijagrama sa slike 5.2, navedene su neke karakteristi¢ne vrijednosti naprezanja u smjeru osi
Y, za paraboloid, u tablici 1.2.

Tablica 1.2 Karakteristi¢ne vrijednosti naprezanja u smjeru osi Y za paraboloid

y/mm 0 6,24 12,48

a,,/N/mm? 0 | —0,0056333734 | —0,0056829957
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Jednadzbom (1.92) odredena je raspodjela komponente naprezanja u smjeru osi Z duz
koordinate y, odnosno od vrha korijena zuba do alveolnog grebena. Raspodjela je dobivena
uvrStavanjem poznatih vrijednosti u izraz (1.50), a prikazana je na slici 5.3.

o, ——0,005733052848 | 448200728y (1.92)
1+ 4,448206728y
L]y om
10
4
-0.006 -0.005 -0.004 -0.003 -0.002 -0.001 0 0y ZN/mmZ)

Slika 5.3 Raspodjela naprezanja u smjeru osi Z za paraboloid

Iz dijagrama sa slike 5.3, navedene su neke karakteristi¢ne vrijednosti naprezanja u smjeru osi
Z, za paraboloid, u tablici 1.3.

Tablica 1.3 Karakteristi¢ne vrijednosti naprezanja u smjeru osi Z za paraboloid

y/mm 0 6,24 12,48

0,,/N/mm? 0 —0,0056333734 | —0,0056829957
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Jednadzbom (1.93) odredena je raspodjela posmic¢ne komponente naprezanja duz koordinate
Yy, odnosno od vrha korijena zuba do alveolnog grebena. Raspodjela je dobivena uvrStavanjem
poznatih vrijednosti u izraz (1.51), a prikazana je na slici 5.4.

1
J1+4.448206728y

7,, = 7,,= 0,0001170194

Xy

(1.93)

Y (mm)
14

N
ra

r

0 0.00002 0.00004 0.00006 0.00008 0.0001 0.00012 Txy (N/mmz)

Slika 5.4 Raspodjela posmi¢nog naprezanja za paraboloid

Iz dijagrama sa slike 5.4, navedene su neke karakteristicne vrijednosti posmi¢nog naprezanja,
za paraboloid, u tablici 1.4.

Tablica 1.4 Karakteristi¢ne vrijednosti posmi¢nog naprezanja za paraboloid

y/mm 0 6,24 12,48

‘rxy/N/mmZ 0,0001170194 | 0,0000218216 | 0,0000155662
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5.2 Grafic¢ki prikaz rjeSenja za elipti¢ni paraboloid

U jednadzbe komponenti naprezanja za troosno stanje (1.48) — (1.53) uvrStavaju se poznate
vrijednosti parodontnog ligamenta i trigonometrijske funkcije zapisane preko geometrijskih
veli¢ina za prvu transformaciju (1.78) 1 (1.79) te za drugu transformaciju (1.88) i (1.89) kod
eliptinog paraboloida.

Jednadzbom (1.94) odredena je raspodjela komponente naprezanja u smjeru osi X duz
koordinate y, odnosno od vrha korijena zuba do alveolnog grebena. Raspodjela je dobivena
uvrStavanjem poznatih vrijednosti u izraz (1.48), a prikazana je na slici 5.5.

o =—0,00596799174, | 4207979891y (1.94)
1+4,267979891y
Y (mm)
14
10
8
4
-0.006 -0.005 -0.004 -0.003 -0.002 -0.001 0 O:XX (N/mmz)

Slika 5.5 Raspodjela naprezanja u smjeru osi X za elipti¢ni paraboloid
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Iz dijagrama sa slike 5.5, navedene su neke karakteristi¢ne vrijednosti naprezanja u smjeru osi
X, za elipti¢ni paraboloid, u tablici 1.5.

Tablica 1.5 Karakteristi¢ne vrijednosti naprezanja u smjeru osi X za elipti¢ni paraboloid

y/mm 0 6,24 12,48

0 x/N/mm? 0 —0,0058590068 | —0,0059127461

Jednadzbom (1.95) odredena je raspodjela komponente naprezanja u smjeru osi Y duz
koordinate y, odnosno od vrha korijena zuba do alveolnog grebena. Raspodjela je dobivena
uvrStavanjem poznatih vrijednosti u izraz (1.49), a prikazana je na slici 5.6.

o, =—-0,005733952848 | 201979891y (1.95)
w 1+4,267979891y
| Y (mm)
10
8
4
-0.006 -0.005 -0.004 -0.003 -0.002 -0.001 0 O'yy (N/mmz)

Slika 5.6 Raspodjela naprezanja u smjeru osi Y za elipti¢ni paraboloid
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Iz dijagrama sa slike 5.6, navedene su neke karakteristi¢ne vrijednosti naprezanja u smjeru osi
Y, za elipti¢ni paraboloid, u tablici 1.6.

Tablica 1.6 Karakteristi¢ne vrijednosti naprezanja u smjeru osi Y za elipti¢ni paraboloid

y/mm 0 6,24 12,48

ayy/N/mm2 0 —0,0056292418 | —0,0056808737

Jednadzbom (1.96) odredena je raspodjela komponente naprezanja u smjeru osi Z duz
koordinate y, odnosno od vrha korijena zuba do alveolnog grebena. Raspodjela je dobivena
uvrStavanjem poznatih vrijednosti u izraz (1.50), a prikazana je na slici 5.7.

o, = —0,005733952848, |+ 20197989y (1.96)
1+ 4, 267979891y
" [ Y (mm)
10
4
-0.006 -0.005 -0.004 -0.003 -0.002 -0.001 0 07z (N/mmz)

Slika 5.7 Raspodjela naprezanja u smjeru osi Z za elipti¢ni paraboloid
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Iz dijagrama sa slike 5.7, navedene su neke karakteristi¢ne vrijednosti naprezanja u smjeru osi
Z, za elipti¢ni paraboloid, u tablici 1.7.

Tablica 1.7 Karakteristi¢ne vrijednosti naprezanja u smjeru osi Z za elipti¢ni paraboloid

y/mm 0 6,24 12,48

0,,/N/mm? 0 —0,0056292418 | —0,0056808737

Jednadzbom (1.97) odredena je raspodjela posmic¢ne komponente naprezanja duz koordinate
Yy, odnosno od vrha korijena zuba do alveolnog grebena. Raspodjela je dobivena uvrStavanjem
poznatih vrijednosti u izraz (1.51), a prikazana je na slici 5.8.

1

7,, =7,=0,0001170194 .
J1+4.267979891y

(1.97)

Y (mm)
14

(xn]

(=]

N

) 2 { - 3 6 . 8 0001 00012
0 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.000 0.000 Txy (N/mmz)

Slika 5.8 Raspodjela posmi¢nog naprezanja za elipti¢ni paraboloid

Fakultet strojarstva i brodogradnje 37



Antonio Juric

Zavrsni rad

Iz dijagrama sa slike 5.8, navedene su neke karakteristicne vrijednosti posmi¢nog naprezanja,

za elipti¢ni paraboloid, u tablici 1.8.

Tablica 1.8 Karakteristi¢ne vrijednosti posmi¢nog naprezanja za elipti¢ni paraboloid

y/mm 0 6,24 12,48

rxy/N/mmz 0,0001170194 | 0,0000226128 | 0,0000158855

5.3 Usporedba analiti¢kih modela

Oblik parodontnog ligamenta pretpostavljen je pomocu paraboloida i eliptiénog paraboloida
te su za ta dva modela dobiveni rezultati naprezanja. U tablici 1.9 prikazana su naprezanja za
analiticke modele na visini y = 6,24 mm, te je navedena njihova relativna razlika.

Tablica 1.9 Usporedba naprezanja analiti¢kih modela na visini y = 6,24 mm

NAPREZANJA [N/mmz] Paraboloid Elipti¢ni paraboloid Relativna razlika, %
Oxx —0,00586331 —0,0058590068 0,07342
Oyy —0,0056333734 —0,0056292418 0,07337
0z —0,0056333734 —0,0056292418 0.07337
Txy 0,0000218216 0,0000226128 3,9612
Sve relativne razlike izra¢unate su pomocu sljedecih izraza:
- + X
x=2% (1.98)
2
AX=X =X, , (2.99)
AX
—-100%, (1.100)
X

gdje su :
X1 — Vvrijednosti naprezanja za paraboloid,
X2 — Vrijednosti naprezanja za elipti¢ni paraboloid.
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Iz tablice 1.9 vidljivo je, da su razlike u vrijednostima naprezanja izraCunatih pomoc¢u dva
razliCita analiticka modela izrazito male. Malo vec¢a razlika u odnosu na ostale komponente

naprezanja, gledajuéi relativnu razliku, javlja se tek kod posmi¢ne komponente naprezanja.

Razlog tome jesu izrazi za trigonometrijske funkcije prikazane pomocéu poznatih
geometrijskih veli¢ina. Gledajuéi trigonometrijsku funkciju kosinus vezanu uz prvu
transformaciju, tj. izraze (1.59) i (1.78), vidljivo je, da je jedina razlika u tim jednadZbama
dodatak (1-&%), koji se nalazi u nazivniku kod eliptiénog paraboloida. Kako je linearni
ekscentricitet (1.71) mali, a posljedi¢no tome i numeri¢ki ekscentricitet (1.72) jasno je da ¢e
dodatak (1—&?) teziti jedinici i samim time imati mali utjecaj na jednadzbu. Upravo zbog
tako male vrijednosti numerickog ekscentriciteta i vrijednosti naprezanja kod elipti¢nog
paraboloida su utoliko manje od onih kod paraboloida §to je i vidljivo iz tablice 1.9.

Kako je vidljivo iz dijagrama sa slika (5.1) — (5.8), najve¢a naprezanja pojavljuju se na
alveolnom grebenu, odnosno na visini y = h. Ako se pogledaju jednadzbe za komponente
naprezanja (1.48) — (1.51) onda je jasno, da ti dijagrami u potpunosti odgovaraju analiti¢kim
formulama. Trigonometrijska funkcija sin(a) pojavljuje se u brojniku u navedenim izrazima,
pa samim time porastom sin(a) raste i naprezanje. Najvecu vrijednost kut a postize kod
alveolnog grebena gdje iznosi priblizno 90°, a s padom vrijednosti y tako se i smanjuje
vrijednost kut o sve do 0° na vrhu korijena zuba. lako matematicki ispravna, takva tvrdnja se
kosi s rubnim uvjetom da naprezanja na cervikalnom rubu ligamenta iznose 0. Usprkos tome,
analiticki modeli su prihvatljivi zbog Saint Venantovog principa, koji kaze da je takva
devijacija prisutna samo na povrsini blizu ravnine y = h.

Gledaju¢i analiticke izraze za naprezanja (1.48) — (1.51) te izraze za trigonometrijske funkcije
sinus i kosinus (1.69), (1.70), (1.78) i (1.79) moze se uoditi, da za istu vrijednost naprezanja,
uz povecanje promjera D i visine h parodontnog ligamenta, raste i horizontalni pomak u.
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6 Zakljucak

Poznavanje raspodjele naprezanja i deformacije u parodontnom ligamentu, koristi se za
predvidanje gibanja zubi kod ortodontske terapije te se na temelju toga razvijaju softverski

paketi. Takvi softveri omoguc¢uju simulaciju ortodontske terapije i samim time umanjuju
troskove 1 potrebno vrijeme.

U radu su prikazana dva analiticka modela za izraCunavanje naprezanja u parodontnom
ligamentu uslijed ciste translacije jednokorijenskog zuba. Prvi analiticki model opisuje
geometriju parodontnog ligamenta pomocu paraboloida, a drugi pomocu elipticnog
paraboloida. Analiticke formule pripadnih modela dobivene su pomocéu klasi¢ne teorije
elasticnosti jer modeli imaju pojednostavljeni mehanicki opis parodontnog ligamenta. Upravo
to je velika prednost ovih modela u odnosu na ostale. Za izracun analiti¢kih izraza potrebne su
samo geometrijske karakteristike (h, D, d) i dva svojstva materijala (Poissonov faktor v i
modul elasticnosti E). U stvarnosti je parodontni ligament visestruko kompleksniji materijal
koji je nelinearan, anizotropan i ima vremenski ovisno ponaSanje. Nekoliko radova je
pokusalo opisati ta svojstva i ponaSanje parodontnoga ligamenta. Cattaneo je predstavio
nelinearan izotropan model, Pietrzak je razvio nelinearni elasti¢ni zakon valjan za sve
vrijednosti naprezanja, a mozda i najnapredniji model je napravio Zhurov Koji je parodontni
ligament opisao kao kompresibilno, poprec¢no izotropno visko — hiperelasticno tkivo [1.].
Prema stvarnom ponaSanju parodontnog ligamenta, jasno je da navedeni modeli puno
preciznije opisuju parodontni ligament. Nedostatak to¢nih eksperimentalnih podataka i znanja
0 stvarnoj strukturi parodontnog ligamenta otezava stvaranje i interpretaciju takvih modela pa
se prednost daje jednostavnijim modelima, koji daju zadovoljavajuce rezultate.

Najveca prednost prikazanih analitickih modela je jednostavnost. Analiticki modeli ne
zahtijevaju stvaranje 3D modela i postavljanje mreze, ve¢ samo unos nekoliko geometrijskih
parametara 1 svojstva materijala. To rezultira znatno kra¢im vremenom racCunanja i
omogucava automatizaciju procesa, a time i smanjenje troskova prilikom primjene u klinic¢koj
praksi. Nedostatak analitickih modela je nemoguénost preciznog opisivanja Stanja unutar
parodontnog ligamenta, tj. ne uzimaju u obzir nelinearnu distribuciju pomaka. Medutim, ovi
analitiCki modeli imaju praktiénu primjenu te se mogu Kkoristiti kao nadopuna ili provjera
FEM analize pri translacijskom pomaku zuba.
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