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Sazetak

Fokus ovog rada su optimalna krila s raspodjelom opterecenja koja minimizira inducirani
otpor za razli¢ita ograni¢enja. Ogranicenja, uz uzgon, mogu biti geometrijska ili general-
nija koja sagledavaju tezinu strukture optimalnog lete¢eg krila. Na pocetku su definirani
osnovni pojmovi potrebni za razumijevanje problema, zatim su izneseni i usporedeni do sada
poznati analiticki rezultati za predmetni problem. Konac¢no, u proracunu je koristena numer-
icka adaptacija klasi¢ne Prandtlove nosece linije za proizvoljna krila, koja je implementirana
pomocu knjiznice NumPy u programskom jeziku Python. Koriste¢i navedenu metodu us-
poredeno je krilo s elipticnom raspodjelom optere¢enja i krilo sa "zvonolikom" raspodjelom

opterecenja te je validirana geometrija ravnog PrandtlD krila.
Kljucne rijeci: minimalni inducirani otpor krila, integrirani moment savijanja krila, nu-

mericka metoda za nosecu liniju Prandtlog tipa, elipticna raspodjela uzgona, "zvonolika'

raspodjela uzgona
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Summary

This thesis focuses on ideal wings with load distribution that minimizes induced drag for
different restrictions. Restrictions, beside lift, can be geometrical, or more general that take
in account structure weight of optimal flying wing. In the first part basic concepts needed
for understanding the problem are introduced. After that, known analitical solutions for this
problem are explained and compared. For calculation, Numerical adaptation of Prandtl’s
classic lifting line theory is used and is implemented in Python using library NumPy. Using
aforementioned method, wings with eliptical load distribution and with bellshaped load dis-

tribution were compared and geometry of straight PrandtlD wing was validated.

Key words: wing minimum induced drag, integrated wing bending moment, Numerical

Prandtl type ligting line method, elliptical lift distribution, bellshaped lift distribution
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1. Uvod

1.1 Osnovni pojmovi

U ovom poglavlju ¢e biti definirani i pojasnjeni osnovni pojmovi potrebni za razumijevanje

i analizu strujanja oko krila konac¢nog raspona.

1.1.1 Potencijalno strujanje

Potencijalno strujanje je idealizacija realnog fluida u kojoj se pretpostavlja neviskozno, nest-
lacivo, bezvrtlozno strujanje. Moze se opisati skalarnim potencijalom ® za koji vrijedi da je

divergens gradijenta jednak nuli i da je vektor brzine gradijent tog polja:

od

L
Z_(?:z:i

Potencijalno strujanje daje dovoljno dobre rezultate uzgona i induciranog otpora za pre-
liminarnu konstrukciju krila za podzvucne brzine te je zbog niskih racunalnih zahtjeva vrlo

praktic¢no.

1.1.2 Cirkulacija

Opcenito, cirkulacija je linijski integral tangencijalne komponente vektorskog polja duz
zatvorene pozitivno orijentirane glatke krivulje. U ovom radu ¢e se pod pojmom cirkulacije

podrazumijevati cirkulacija vektora brzine.

r:fv.dl
C



Obzirom da je pretpostavljeno bezvrtlozno strujanje, cirkulacija ¢e postojati kao bezvrtlozno
cirkulacijsko gibanje oko singulariteta i po teoremu bit ¢e jednaka za bilo koju zatvorenu
krivulju koja obuhvaca singularitet. U potencijalnom strujanju oko aeroprofila uvjet za
nastajanje cirkulacije se posuduje iz viskoznog strujanja. Nefizikalnost beskonac¢ne brzine
na zadnjem bridu aeroprofila otklanja se Kuttinim uvjetom. Cirkulacija koja nastaje oko
aeroprofila je takva da se tocka zastoja pomice na zadnji brid.

Polje vrtloznosti se moze prikazati vrtloznim nitima, krivuljama kojima tangenta u svakoj
tocki ima isti smjer kao i vektor vrtloznosti u toj tocki. Za strujanje oko konacnog krila
vrtlozne niti daju puno vise informacija od samih strujnica pa se njih koristi u razmatranju.
Vazan teorem za cirkulacijsko gibanje je drugi Helmholtzov teorem prema kojem vrtlozna nit

ne moze zavrsiti u fluidu nego mora biti zatvorena ili mora zavrsavati na granicama fluida.

1.1.3 Konacéno krilo

Strujanje oko krila konacnog raspona je trodimenzionalno jer razlika u tlaku izmedu gornjake

i donjake rezultira prestrujavanjem fluida preko vrhova krila.

|

I

Slika 1.1: Strujanje oko konaé¢nog krila [1]

To prestrujavanje u odnosu na razliku u tlaku prakticnije je povezati s cirkulacijom.

Na vrhovima krila cirkulacija mora pasti u nulu. Po drugom Helmholtzovom teoremu to



nije moguce bez odvajanja slobodne vrtlozne plahte koja se proteze u beskonac¢nost, tj. do
startnog vrtloga. Ako se vrtlozna plahta prikaze pomocu vrtloznih niti, cirkulacija oko
slobodne vrtlozne niti koja se odvaja na zadanoj sekcije je jednaka promjeni cirkulacije oko

te sekcije:

) = ——=T"(y) (1.1)

Inducirana brzina

U strujanju oko konac¢nog krila zbog promjene cirkulacije duz raspona polje brzina je takvo
da uz horizontalnu brzinu u smjeru raspona postoji i vertikalna brzina. Ta vertikalna brzina
¢esto se naziva induciranom brzinom jer ju je prakti¢no prikazivati kao brzinu koju inducira
vrtlozna plahta. Takav opis nije fizikalno najtocniji jer je vrtloznost karakteristika polja
brzina i singularitet vrtlozne niti nema mehanizam induciranja brzine u nekoj tocki u pros-
toru. No, obzirom da se u polju u kojem postoji singularitet vrtlozne niti polje brzina moze
odrediti po Biosavarteovom zakonu, brzina u vertikalnoj ravnini opisuje se kao brzina koju
induciraju slobodne vrtlozne niti. Pri tome treba imati na umu da to nije potpuno fizikalno
tocan opis. Brzina koju slobodna vrtlozna nit sekcije yo inducira na sekciji y moze se odrediti

prema Biosavarteovom zakonu:

¥(%0)

i = 1.2

Ukupna inducirana brzina na sekciji y9 odreduje se integriranjem brzina koju vrtlozne niti

induciraju na sekciji yo:

b/2
1
wi(y):_ﬂ/ V%O)dy (1.3)
—b/Qy Yo

Noseca linija

Prema [2] krilo se moze svesti na jednu vrtloznu nit koja se nalazi na jednoj cetvrtini
tetive. Intenzitet vrtloznosti te na odredenom presjeku je integral vrtloznosti po bilo ko-
joj zatvorenoj krivulji koja obuhvac¢a poprecni presjek krila. Prema teoriji strujanja oko
aeroprofila, cirkulacija oko beskonacnog krila je proporcionalna brzini iz beskonac¢nosti, i
za male napadne kuteve, kutu izmedu brzine iz beskonac¢nosti i pravca nultog uzgona. Pri
odredivanju cirkulacije oko pojedine sekcije, prema [2] potrebno je brzini iz beskonac¢nosti
pribrojiti induciranu brzinu. Za odredivanje cirkulacije oko zadane sekcije koristi se rjesenje
za strujanje oko krila beskonac¢nog raspona pri rezultantnoj brzini koja se dobije zbrajanjem

brzine iz beskonacnosti i inducirane brzine:



VR - Voo + w;
Stoga, cirkulacija je jednaka:

1

T(y) = a0 c(y) Va(y) ao(y) (1.4)

Kut izmedu pravca nultog uzgona rezultantne brzine Vi razlikuje se od kuta koji pravac
nultog uzgona zatvara s brzinom iz beskonacnosti V., stoga je potrebno odrediti efektivni
napadni kut oy :

g = g + (1.5)

gdje je «; inducirani napadni kut koji se, obzirom da je inducirana brzina vrlo mala, moze

odrediti sljede¢im izrazom:

(1.6)

Obzirom da je inducirana brzina negativnog predznaka i inducirani kut ¢e biti negativnog
predznaka, te Ce tako efektivni napadni kut biti manji u odnosu na napadni kut brzine
iz beskonacnosti. Po d’Alambertovom teoremu aerodinamicka sila na beskonacno krilo je
okomita na brzinu iz beskonac¢nosti sto znaci da ne postoji otpor. U slucaju konacnog krila,
obzirom da se smjer lokalne brzine razlikuje od smjera brzine iz besonac¢nosti za inducirani
napadni kut, i vektor aerodinamicke sile ¢e biti zarotirana oko osi y za kut «; u odnosu na
aerodinamicku silu na beskonacno krilo, i bit ¢e okomit na rezultantnu brzinu koja je zbroj

brzine iz beskonacnosti i inducirane brzine.



Slika 1.2: Inducirani napadni kut [3]

Uvrstavanjem (1.3) i (1.6) u (1.5) i zatim u (1.4) dobiva se izraz za cirkulaciju oko

konac¢nog krila:

Tly) = Ja0(y) cly) Vily)

aqg(y) — 417T / y%y;Odyo] (1.7)

Zbog pretpostavke da je V, >> w; u izrazu(1.7) umjesto Vz mozZe se pisati V,, i, koristeci

izraz(1.1), (1.7) prelazi u:

b2
T(y) = zao(y) c(y) Voo | ta(y) — 417T / yr(yzzdyo] (1.8)
—b/2

Po Glauertu opce rjesenje jednadzbe (1.8) moze se odrediti u obliku Fourrierova reda:

[(cos ) =20V, Y A, sin nf (1.9)

n=1

Gdje je cos 0 Glauertova varijabla definirana sljede¢im izrazima:

y=—b/2 cos 0 (1.10)
dy = /2 sin 6d 0 (1.11)

Koeficijenti A,, odreduju se tako da se pomo¢u (1.9) izraze I i % i uvrste u jednadzbu (1.8),

5



¢ime se dobiva sustav n jednadzbi s n nepoznanica koji daje vrlo tocne rezultate i za mali n.

Uzgon

Sila uzgona na sekciju odredena je prema Kutta-Zukovski teoremu:

L(y) = pVaI (y) dy (1.12)

Integriranjem (1.12) dobiva se izraz za silu uzgona na cijelo krilo:

b/2

L=pVa / T(y) dy (1.13)
—b/2

Ako se koristi izraz (1.9) jednadzba (1.12) prelazi u oblik:

00 0
L=pV2S A, / sin(nf) sin(6) d 0 (1.14)

n=1 “n

Obzirom na grani¢ne vrijednosti integral u jednadzbi (1.14) je jednak nuli za sve slucajeve

osim n = 1, iz ¢ega slijedi:
T

2

L= —pV2VA, (1.15)

Inducirani otpor

Obzirom da je komponenta inducirane brzine u vertikalnoj ravnini okomita na vezani vrtlog,
ona ¢e uzrokovati nepozeljnu silu u horizontalnoj ravnini koja je suprotna od smjera leta.
Taj otpor postoji kao posljedica inducirane brzine i naziva se inducirani otpor. Inducirani

otpor sekcije dan je izrazom:

Di(y) = pw;(y)T (y)dy (1.16)
Integriranjem (1.16) odreduje se ukupni inducirani otpor krila:

b/2

Di=p [ wy)T(y)dy (1.17)
—b/2

Uvrstavanjem (1.3) u izraz (1.17) dobiva se:

b/2 b/2 —

Di=" / /Wdyody (1.18)

:Z —
7T—b/2—b/2 Yo~y



Prema [4] jednadzba (1.18) moze se reducirati na oblik:

b2 b2 —
T(y)T

Di:f/ /<(y)_(y)o2)dygdy (1.19)
T ya b Y07 Y

2
() 2
b n
Sto se moze, koristedi izraz B, = i—’;, zapisati u obliku:

TpV2

D; = ’ (%)2 (1 + inBﬁ) (1.21)

n=2

1.2 Pregled literature

U ovom poglavlju prezentirat ¢e se do sada poznata analiticka rjesenja varijacijskog problema

odredivanja krila s minimalnim induciranim otporom.

1.2.1 Elipticna Munkova raspodjela opterecenja

Na osnovu svog rjesenja za nosecu liniju Prandtl je u [5] zakljucio da krilo odredenog raspona
minimalan inducirani otpor stvara za elipti¢nu raspodjelu optere¢enja. Munk je 1922. go-
dine u [6] pokazao da je (1.22) rjesenje varijacijske zadace u kojoj se minimizira inducirani
otpor za propisani uzgon i raspon. Zbog toga se elipticnu raspodjelu u ovom radu naziva
"Munkovom" raspodjelom, te je ona prikazana na slici 1.3. Iz jednadzbe (1.21) mozZe se
zakljuciti da je za odredenu silu uzgona i raspon inducirani otpor minimalan ako su svi
B,, jednaki nuli. Za odredeni raspon i silu uzgona minimalan inducirani otpor prema [5]

ostvaruje kada opterecenje prati elipti¢nu raspodjelu duz raspona:

sLy) 4 <2y)2
=—/1—-|- 1.22
L T b (122)
Sto zapisano koristeéi (1.10) prelazi u:
bL 4



Inducirani otpor za ovu raspodjelu optere¢enja odreden je sljede¢om formulom:

2 (W)*
D; = 7r<p€/2 (1.24)

L T - ---- Munkova raspodjela

0.8

06

bL/L

0.4

02

0.0

0.0 0.2 0.4 06 0.8 10

Slika 1.3: Munkova elipticna rapodjela opterecenja

Elipti¢na raspodjela stvara veliki moment savijanja jer se velik dio optere¢enja nalazi pri
vrhovima krila. U ovom radu cilj je minimizirati inducirani otpor za dani uzgon i moment
savijanja u korijenu krila, a raspon nije odreden. Stoga se trazi raspodjela koja ¢e stvarati
manji moment savijanja od elipti¢ne raspodjele. Raspodjela koja stvara manje momente
savijanja od elipti¢ne dopustit ¢e veci raspon bez povecanja mase jer je masa krila funkcija

i raspona i raspodjele opterecenja.

1.2.2 "Zvonolika" raspodjela opterecenja

Varijacijski problem konstruiranja krila s apsolutnim minimalnim induciranim otporom prvi
je razmatrao Prandtl [7]. U navedenom radu Prandtl je zakljucio da bi bilo vrlo tesko
formulirati i rijesiti problem bez da se postave ikakva ogranic¢enja na raspodjelu opterecenja,
raspon ili ukupnu tezinu. Stoga je u rjesavanju problema kao konstantne vrijednosti postavio
ukupan uzgon i inercijski moment povrsine ispod krivulje uzgona sekcija. Da bi inducirani
otpor bio minimalan u jednadzbi (1.21) se umjesto postavaljanja svih B, faktora u nulu

moze odabrati da su neki faktori negativni. Tako je Prandtl odredio da se smanjenje otpora



u odnosu na elipti¢nu raspodjelu optereéenja moze postici ako je B,, = 0 za n # 3, pri cemu
za Bjs vrijedi: —% < B3 < 0. Pri tome Bs ne smije biti manji od —% jer bi onda sila uzgona
pri vrhovima krila iz pozitivne prelazila u negativnu. Prema [7] minimiziranje induciranog

otpora za takva ogranic¢enja daje da je bezdimenzijska raspodjela optere¢enja jednaka:

s

Sto se koristeéi (1.10) moZe zapisati u obliku:

w

bL 16
L(y) = gsmi%e (1.25)

Nakon primjene trigonometrijske relacije 4sin® 6 = 3sin — sin 30 izraz(1.25) prelazi u isti

oblik kao i izraz (1.23):

bL 4 1
[fy):ﬂ_ Sin0—§Sin38

104 e ---- Munkova raspodjela
g —— Zvonolika raspodjela

08

0.6

bL/L

04

0.2

0.0

00 02 04 06 08 10 12

Slika 1.4: "Zvonolika" raspodjela opterec¢enja

Tada izraz za otpor glasi:

3 (%)

i 3mpV2

(1.26)

Treba nadodati da Prandtl u [7] ne tvrdi kako ovakva raspodjela opterecenja daje apsolutni
najmanji inducirani otpor, nego da minimizira inducirani otpor uz sljedece pretpostavke: 1.

Raspodjela mase po rasponu je proporcionalna raspodjeli momenta uvijanja.



2. Koeficijent proporcionalnosti izmedu tezine sekcije i momenta na sekciji ne ovisi o koor-
dinati u smjeru raspona

3. Raspon moze varirati, dok su ukupna tezina i koeficijent proporcionalnosti izmedu W (y)
i My(y) konstantni

4. Moment savijanja sekcije je funkcija samo uzgona, te je definiran sljede¢im izrazom:

b/2
My(y) = / L(yo)(yo — v) dyo (1.27)

Yo=y
Da bi se povezalo optere¢enje i tezina, potrebno je ukupnu tezinu letjelice podijeliti na
tezinu konstrukeije krila Wy i na fiksnu tezinu koja ne ovisi o optereéenju (net weight) W,,.
Iz Prandtlove pretpostavke da je diferencijalna teZina sekcije Wy(y) proporcionalna My (y) i

koristeci jednadzbu (1.27), moze se izraziti Wi(y):

b/2
1 _
Wi(y) = 5 / L(yo)(yo — v) dyo
Yo=Yy

Ukupna tezina konstrukcije W dobiva se integriranjem diferencijalnih tezina konstrukcije

sekcija W, (y):

b/2 b/2 b f
Wom [ Wy =g [ ] S5 00— dway (1.28)
—b/2 0 Yo=y

Koristeéi jednadzbu (1.23), u jednadzbi (1.28), ukupna tezina konstrukcije koja je potrebna

za elipticnu raspodjelu po pretpostavkama iz [7], moze se izraziti:

Wb, 325,W,
ili b= 2220
325, W

W, = (1.29)

Ako se isti postupak primijeni za raspodjelu optereéenja danu u (1.25), moze se odrediti

tezina konstrukcije potrebne za "zvonoliku" raspodjelu optereéenja danu u [7]:

(1.30)

Usporedivanjem jednadzbi (1.29) i (1.30) moze se zakljuciti da "zvonolika' distribucija optere-
¢enja dopusta 22.5% veci raspon od krila s elipticnom raspodjelom optereéenja za istu tezinu
konstrukcije. Prandtl je zakljucio da ¢e s takvim povec¢anim rasponom Kkrilo sa "zvonolikom"

raspodjelom opterecenja stvarati 11.1% manje induciranog otpora u odnosu na krilo jednake
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tezine konstrukcije koje ima elipticnu raspodjelu opterecenja.

1.2.3 Raspodjela optereé¢enja s najmanjim momentom savijanja u

korijenu krila

Jones je u [4] varijacijski problem postavio tako da je za ogranifenje uz uzgon, umjesto
raspona, odabrao moment savijanja u korijenu krila. Tada se problem svodi na minimiziranje
dvostrukog integrala (1.19) za konstantne vrijednosti uzgona (1.13) i momenta savijanja u

korijenu krila koji se odreduje uvrstavanjem y = 0 u izraz (1.27):

b/2

L=pV. / T(y) dy (1.31)
—b/2
b/2

My(0) = [ Tyydy (132)

0

Opcenito, ako je otpor minimalan, mala promjena u raspodjeli opterecenja nece rezultirati
promjenom prvog reda u otporu. Stoga je potrebno nadi stanje u kojem je inkrement otpora
zbog male promjene jednak nuli. Takoder potrebno je da promjena optere¢enja ne rezultira
promjenom ukupnog uzgona (1.31) i momenta u korijenu krila (1.32), tj. povrsina ispod
varijacijske krivulje i moment povrsine ispod varijacijske krivulje ukupno moraju biti jednaki
nuli. Takva varijacijska krivulja se ostvaruje s tri varijacijska elementa opterecenja Iy, I i l3

koji moraju biti takvi da zadovoljavaju sljedeci sustav jednadzbi:

OL=0,1L1+1l+13=0
0B =0, hyi +lys +1l3y3 =0 (1.33)

0L =0 s llwﬂ + lgwig + lgwig =0

Moze se vidjeti da ¢e sustav jednadzbi (1.33) biti konzistentan za:

Wil ~a+ f’yl

Wiz ~ Q —+ fy?)
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Gdje su a i f konstante koje se odreduju za dane uvjete, a obzirom da sustav jednadzbi mora

biti zadovoljen za cijeli raspon, opcenito vrijedi:

Iz (1.2.3) moze se zakljuéiti da ¢e za zadani uzgon i moment savijanja minimum induciranog

otpora biti ostvaren ako se inducirana brzina linearno mijenja po rasponu.

Raspodjela cirkulacije pri linearnoj brzini ispiranja

Za odredivanje cirkulacije koristi se pretpostavka da polje strujanja na velikoj udaljenosti iza
krila postaje ravninsko s diskontinuitetom u lateralnoj brzini odredenoj s v(y) i s vertikalnom

brzinom danom kao 2w; [8]. Koristi se izraz dan u [6]:

b/2
I R B XN U,
V=W = T (b/2)2_52_z42 n—=¢§ (1.35)
uz uvjet:
‘Cg =v(y + 0i) — v(y — 0i) = 2v(y + 07)
te je:
CLF _ a$ 27[) Lcos -1 (b/Q) - y
ay = P ! ((b/2) "l (6/2)? = yz) -

Nakon integriranja izraza (1.36) dobiva se cirkulacija oko krila s linearnom raspodjelom

brzine ispiranja:

=2 <a + f(l;/Q)) (b/2)? — y? + 27;fy2 cosh™ 2(|by)| (1.37)

Uvrstavajuéi jednadzbu (1.37) u izraze (1.31), (1.18) i (1.32) dobije se sljedeé¢i sustav jed-

nadzbi:

L =pVt? (m + éb(b/Q))

M, =pVT? <§a + 71T f(b/z)) (1.38)
_a, f
D, —2VL + VB
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Prakticno je moment uzgona odrediti preko lateralne pozicije tezista krivulje uzgona, tj.
centra potiska. Ta pozicija moze se oznaciti kao postotak raspona y;; definirana sljede¢om

formulom:
_AM,
M=

Tada se rjesavanjem sustava (1.38) za a i f dobiva:

L ( 1 2
pV(b/2)2 " \m 3 (139)
b L T 2
o o (T 2) (1.40)
2~ pV(b/22 \2% 73
10 [ S E ---- Munkova raspodjela
“'*'n.,‘_:“‘-n,_“ —.— Jonesova raspodjela
08 .‘H‘“-\_
06 .\'\-\_\
- ~ ~ ™
() S
Q \'\,\
04 \““\-\\_
02 5 s ~
0.0 : -\'
00 02 0a 06 05 10 12
y

Slika 1.5: Jonesova distribucija za linearano ispiranje

Izraz za inducirani otpor (1.19), obzirom na dani uzgon i centar potiska, prelazi u oblik:

LQ
Di=——— 1.42
p/2V2b? (142)
TpV /12 (0/2)* = y? 24\ ¢ 4 b
b— = (2 6y ) T+ (18yy — — P g— 1.43
L (7r yo) b2 ( Y 7r> 6722 2y (1.43)

13



1.2.4 Revizija "zvonolike" raspodjele opterecenja

Raspodjela opterecenja dana u [4] minimizira inducirani otpor za dani moment savijanja
u korijenu krila i uzgon povec¢anjem raspona, ali ne uzima u obzir kako se mijenja tezina
krila uslijed povecanja raspona, niti utjecaj tezine krila na moment savijanja u korijenu
krila. Stoga je potrebno dodatno prosiriti ograni¢enja tako da se uzme u obzir i utjecaj
mase. Takoder, pretpostavke koje je Prandtl prepostavio u [7] nisu potpuno opravdane u
svim slucajevima. Raspodjela momenta savijanja je kompleksna funkcija raspona, koeficijent
proporcionalnosti izmedu W, (y) i M,(y) izmedu ostalog ovisiti i o debljini aeroprofila. Stoga
je o¢ito da ¢e i koeficijent proporcionalnosti izmedu Wy (y) i My(y) ovisiti o y, tj. da nece
biti konstantan duz raspona ako krilo nije pravokutno s konstantnom debljinom aeroprofila.
Takoder, moment savijanja na svakoj sekciji nije funkcija samo uzgona, ve¢ ovisi i o raspodjeli

tezine po krilu. Tako da izraz (1.27) treba korigirati tako da prelazi u oblik:

Z(Z/o)

= = Wilyo) = Walyo)l(wo —y) dyo , L =naWV (1.44)

b/2
Myfy) =, [ W

Pri tome je n, faktor opterecenja.

U ravnoteznom letu najpovoljnija je raspodjela teZine W, (y) = W%’y) —Wi(y) , W, =0
pri kojoj moment savijanja potpuno nestaje. No, pri konstruiranju krila ogranicavajuci
moment savijanja ne odreduje se pri uvjetima ravnoteznog leta nego u uvjetima manevriranja
(eng. high load factor maneuvers) i grubog slijetanja (eng. hard landing) pri kojem je ova
raspodjela vrlo nepovoljna. Prema [9] do najpovoljnije raspodjele tezine se dolazi koristeéi

sljedecu relaciju:

W) = - w) 22w ) (1.45)

Uvrstavanjem (1.45) u (1.44) za uvjete manevriranja i grubog slijetanja prema [9] dobiju se

sljedeca dva izraza:

b2
Myty) =n, [0 ) ay (146

Z(yo)
L

My(y) = = [(ng — YW — n,W,] (%o — y) dyo (1.47)

@\g

Pri tome je n,, faktor opterecenja za high load maneuvers, a n, faktor opterec¢enja za hard

landing. Izjednacavanjem izraza (1.46) i (1.47) dobiva se relacija koja odreduje koliko tezine
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treba postaviti u korijen krila da bi se zadovoljila oba uvjeta (1.46) i (1.47) za zadane n, i
Nom:
ng — 1

W,=—9% W (1.48)

Ny + Ny

Izraze (1.46) i (1.47) moze se zapisati u obliku:

) = ks [P ) ag,

Gdje je ky:
Noms ako je W, > n"g;:b W
= s
(ng — 1)gpr —ng, ako je W, < n’:f;igW

Prema [9] potrebna tezina konstrukeije za proizvoljan tlocrt i raspodjelu optereéenja odreduje

se sljede¢im izrazom:

b/2 (tmaz) h

|Mb(y)’ CU c(y) Omaz 2[t N
WS:2/ ;s S(y) = ——— , C, = ——2er 1.49
7 Se(y) ) pmg Aph? (149)

Primjena na pravokutna krila

Iz jednadzbe (1.49) ocito je da je tezina konstrukcije proporcionalna integralu momenta
podijeljenog s raspodjelom duljine tetive po rasponu. Stoga je za analiticko rjeSenje potrebno
analizu ograniciti na pravokutna krila kod kojih se ne mijenja duljina tetive ili debljina

aeroprofila duz raspona. U tom sluc¢aju jednadzba (1.49) prelazi u oblik:

W, = g We / / Z(yo>(310 —y) dyo (1.50)

W, = / / [sin 0o + Z B,, sin n@ol (sin 20 sin By — sin 260, sin #) db, 0 (1.51)

w/2m/2 n=2

Za simetri¢no opterec¢enje svi su Fourrierovi koeficijenti B,, jednaki nuli za parne n, a inte-

griranjem izraza (1.51) dobiva se nula za sve elemente kod kojih je n > 3. Tako da izraz
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(1.51) postaje:
ko W,b

Wy =
325,

(1+ Bs) (1.52)

Iz jednadzbe (1.52) ocito je da svi B,, faktori za n > 3 ne utje¢u na masu konstrukcije,
tako da u minimiziranju induciranog otpora moraju biti 0. To pokazuje da je za pravokutna
krila Prandtlova "zvonolika" raspodjela povoljnija od Jonesove, a postavljanjem Bs u interval
—1/3 < B < 0 smanjuje se potrebna tezina konstrukcije za odredeni raspon. Ako se ne
postave nikakva dodatna ogranic¢enja, dolazi se do zakljucka da je Prandtlova razdioba dana
u [7] najpovoljnija.

Ako postoje jos neka druga ogranic¢enja, potrebno je dodatno prosiriti analizu. Na prim-
jer, Cesto ograniCenje pri konstrukciji je optereéenje krila W/S, koje rezultira drugacijom
idealnom raspodjelom opterecenja od zvonolike raspodjele. Ta je raspodjela opisana u [10].

Uvrstavanjem izraza (1.45) u (1.52) dolazi se do sljedeceg izraza:

o eeg(E) kw LD
- 320, tmeeg 0 W

C

W, (1+ Bs) (1.53)

Prvi dio gornjeg izraza ne ovisi o rasponu ili tezini konstrukcije pa se izraz (1.53) moze

uvrstiti u izraz (1.21), pri ¢emu se dobiva:

2(1+3B3)
TpV2

D; = (1.54)

2
(14 Bs)pmg i kW, W?|°
3200 Lus Omax Ws

[

Varijacija izraza (1.54) s By ovisi o izrazu (1+3B3)%(1+ B3)%? te se B3 za minimalan otpor

odreduje iz kvadratne jednadzbe 1 + 9Bs + 12B2 = 0. Tako se moZe odrediti da je otpor

3 /9 1
B = —— _—— Bn: y 1
3 8+ 61" 12 0, za n#3 (1.55)

Pri ¢emu je raspodjela opterecenja dana sljede¢im izrazom:

minimalan za:

bL 4
L(y) = — [sin 6 — 0.13563322 sin 30| (1.56)
s
Na slici 1.6 je prikazana raspodjela optere¢enja za By = —0.059716, a na slici 1.7 je prikazana

usporedba svih danih raspodjela opterecenja:
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Slika 1.6: Raspodjela optere¢enja za By = —0.059716
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Slika 1.7: Usporedba opisanih raspodjela opterecenja
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2. Matematicki model

U ovom poglavlju bit ¢e definirana numericka metoda koja ¢e se koristiti za prorac¢un odabra-

nog krila sa zvonolikom raspodjelom optere¢enja.

2.1 Numericka adaptacija klasicne Prandtlove nosece

linije za proizvoljna krila

2.1.1 Uvod u metodu

Za proracune krila koristit ¢e se metoda dana u [11]. Metoda se temelji na Prandtlovoj teoriji
noseée linije, tj. na kombinaciji teorema Kutta-Zukovskog o uzgonu vrtloga i Prandtlove
hipoteze da svaka sekcija ostvaruje uzgon ekvivalentan sekciji beskonac¢nog krila s istim
lokalnim napadnim kutom. Krilo se dijeli na paran broj segmenata koji se sastoje od vezane
vrtlozne niti i dvije slobodne vrtlozne niti koje se protezu u beskonacnost sto zajedno ¢ini
IT vrtlog. Svaki segment definira se pomocu tri tocke: u tocki 1 je pocetak vezanog vrtloga,
u tocki 2 kraj vezanog vrtloga (tocke 1 i 2 smjestene su na Cetvrtini tetive), a tocka 3 je
evaluacijska tocka u kojoj se odreduje brzina ispiranja i ona se smjesta izmedu prve i druge

tocke na segmentu vezanog vrtloga.
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Slika 2.1: Krilo diskretizirano na segmente za numeri¢ku metodu Prandtlovog tipa [11]

Prandtl je za procjenu lokalne brzine koristio induciranu brzinu slobodnog vrtloga i brzinu
iz beskonacnosti, izostavio je brzinu induciranu vezanim vrtlogom. To izostavljanje oprav-
dano je kada se vezani vrtlozi svih segmenata nalaze na istom pravcu jer je onda brzina koju
medusobno iduciraju jednaka nuli. Stoga, primjena takve metode ograni¢ena je na krila s
ravnim vezanim vrtlogom. No, za krila s dihedralom ili strijelom vezani vrtlozi segmenata
nisu kolinearni duz cijelog vezanog vrtloga te ¢e u tom slucaju inducirati brzinu u ostalim
sekcijama. Prandtl je smjer slobodnih vrtloga postavio tako da budu kolinearni s tetivom
sto omogucuje pronalazenje analitickog rjesenja, a ne stvara veliku gresku. Obzirom da se u
ovoj metodi trazi numericko rjesenje, slobodne vrtloge postavlja se tako da budu paralelni s

brzinom iz beskonacnosti sto je tocnije.

2.1.2 Odredivanje intenziteta vezanog vrtloga i inducirane brzine

Iznos i smjer aerodinamicke sile odreduje se iz trodimenzionalnog teorema Kutta-Zukovskog:

F=p(VxT) (2.1)

Ako se promatra pojedina¢ni segment, izraz (2.1) prakticno je zapisati u obliku:

dE = pFiWOti X dll (22)
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Problem se svodi na odredivanje cirkulacije I' i rezultantne brzine V,,;. Rezultantna brzina
Vot dobiva se zbrajanjem brzine iz beskonacnosti V i inducirane brzine V;, :

‘/z;oti = Voo + Wnd

3

(2.3)

Brzina V' koju II vrtlog inducira u proizvoljnoj tocki prostora prema slici 2.2 izvedena je u

11].

(x y Z) ¥, (xzsyzazz)

(x,)1-2))

Slika 2.2: Brzina u tocki (x,y,z) inducirana IT vrtlogom

r [ U X T i (T1+T2)7’2X’r’2 U X Tq

V = —
7"2(7‘2 — U TQ) 7’17’2(7"17‘2 +17r- ’r'2> 7”1(7’1 — U 1"1)

= (2.4)

Ako se izraz (2.4) zapiSe u bezdimenzijskom obliku, za brzinu koju ¢e segment ¢ inducirati u

evaluacijskoj tocki segmenta j, (2.4) prelazi u oblik:

v — c Uoo X T2 iy, (Ti1j + Tigj)Tizg X Tigj
1] T 4 ij
AT | Tigj(Tizj — Uoo * Tizj) TirgTizg (TinjTizj + Tivg - Tizj) (2.5)
Uso X Ti1j
Ti1j (Tilj — U T‘ilj)
Nakon sumiranja induciranih brzina odreduje se Vig;,:
N.T
_ JYji
‘/;foti - Voo + - (26)
=1 G
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Koristedi izraze (2.2) i (2.6) dolazi se do izraza za aerodinamicku silu segmenta:

J

N T,
=1 G

Ako se dF; izrazi pomocu C7,, dobiva se:

1 n
[dFi| = 50‘/;31:1-0&(%, 0i)Ais Vior, = | (Voo + Z Fjvji) ‘ (2.8)
j=1

Gdje je (', definiran kao:
Cy, = Cr(eu, 5) (2.9)

Ovakvo definiran C}, dopusta primjenu i u slucaju kada ovisnost izmedu koeficijenta uzg-
ona i napadnog kuta nije linearna. Izjednacavanjem (2.7) i (2.8) dobiva se sljededi sustav

nelinearnih jednadzbi:

2 — V2, Cr (0, 0:)A;) = 0 (2.10)

(Voo + Z Pjvji) X dll

J=1

Za rjesavanje sustava koristi se Newtonova metoda koja se ¢esto naziva i metodom tan-
gente. U najjednostavnijem slucaju funkcije s jednom varijablom, rezultat za z, poboljsava
se iteracijama tako da se za n + 1 aproksimaciju odredi vrijednost i prva derivacija funkcije
f(x) za z,. Pomocu tih podataka odreduje tangenta i kao novo rjesenje uzima se nultocka

tangente, sto je prikazano na slici 2.3.

\//1 o @

Slika 2.3: Newtonova metoda za funkciju s jednom varijablom

21



Tako da se za odredivanje x,,,; koristi sljedeéi izraz:

S TIPS
n

Opisana metoda nije globalno konvergentna, ali vrlo brzo konvergira ako ne postoje lokalni
ekstremi. Obzirom da cirkulacija oko kona¢nog krila nema lokalnih ekstrema, Newtonova
metoda daje dobre rezultate uz vrlo mali broj iteracija. Za rjeSavanje sustava s vise varijabli

potrebno je sustav jednadzbi zapisati u vektorskom obliku:

fi(T) =2 — V2., Cri(, 6;) A; (2.11)

(Voo + Z Fjvji) X dlz
j=1

Cilj je odrediti vektor I' takav da vektor reziduala R postane nulvektor. Tako, potrebno je

da promjena rezidualnog vektora bude —R. Pocinje se s prepostavkom za I' i Newtonovom

korekcijskom jednadzbom iteracijama se poboljsava pretpostavljeni I':

[J]JAT = —R

I' =T + QAT

Pri tome je Q relaksacijski faktor, a [J] Jacobijeva n X n matrica definirana kao:

Ofi
5 = ar,
Tada je:
Jij =05;2|Wi| + W (v dli)Fi - VtitiAi O0L, Vau (Vg tons — Vo (V51 U

Wi
— 24,01, (04, 6;)(Viey, - v5i)

Oa; Vo t Vi (2.12)

gdje je W; je odreden izrazom (2.13), a aksijalna i vertikalna komponenta lokalne brzine V.

iV}, izrazima (2.14) i (2.15):

j=1
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‘/:11. = (Voo + Z Fjvji) * Uy, (214)

Za procjenu cirkulacije s kojom se krec¢e u iterativni postupak, moze se koristiti linearizirani
oblik jednadzbe (2.10) koja, ako se pretpostavi linearna povezanost napadnog kuta i koefi-

cijenta uzgona, prelazi u oblik:

2 N
A aCy, |Fi(v°° X dlil — Ve ervji "Up; = VOO(VOO *Un,; — O‘LOi) (2‘16)
1 Doy J=1

Ovaj linearizirani oblik daje vrlo to¢ne rezultate pri malim napadnim kutevima i znacajno

smanjuje broj potrebnih Newtonowih iteracija.

2.1.3 Odredivanje aerodinamicke sile i momenta

Kada je odredena magnituda I'; na svakom segmentu mogu se odrediti sile koje nastaju
uslijed te cirkulacije. Sumiranjem sila na segmente dobije se ukupna aerodinamicka sila na

konac¢no krilo:
F=p). [Fi (Voo +> ijuﬂ) X dli] (2.17)

i=1 j=1

Aerodinamicki moment generiran oko tezista je:

+ 0M; (2.18)

M = pZTZ X [FZ (Voo + ervﬁ) X dll
=1

Jj=1

Ako se predpostavi da je Cyy, konstantan na segmentu, 0 M; je odreden sljede¢im izrazom:
L
(SMl = _ipv;fotiCMiAiusi (219)
Pri tome je ug, jedini¢ni vektor u smjeru raspona:
Us, = Ug, X Up, (2.20)

Kao i panelne metode,ova metoda daje rjeSenja za potencijalno strujanje tako da rezultati
dobiveni ovom metodom ne uklju¢uju posljedice viskoznosti kao sto je parazitski otpor. Uz

to ima dodatno ogranicenje. Za male /R Prantlova pretpostavka koja povezuje cirkulaciju
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oko sekcije konacnog krila s rezultatom za cirkulaciju oko sekcije beskonac¢nog krila vise ne
vrijedi. Stoga da ova metoda ne daje zadovoljavajuce rezultate za AR < 4, ali za vitka
krila koja se razmatraju u ovom radu daje vrlo dobre rezultate uz vrlo male zahtjeve na
racunalne performanse. Dodatno ogranic¢enje stvara pretpostavka u jednadzbi (2.10) da
je sila pozitivnog iznosa, tako da se metodom ne mogu analizirati slu¢ajevi u kojima se
pojavljuju napadni kutevi pri kojima je sila na sekciju negativna. Za danu metodu je napisan
kod u programskom jeziku Python 3 koriste¢i knjiznicu NumPy za izvrsavanje vektorskih

operacija.

24



3. Rezultati

Od raspodjela optere¢enja danih u poglavlju 1 numericki ¢e se provjeriti "zvonolika" raspod-

jela opterecenja dana u [7].

3.1 PrandtlD krilo

Geometrija krila dana u [12] ostavaruje zvonoliku raspodjelu optereéenja te ée se to krilo
koristiti za numericku analizu. Krilo je trapezno, raspona 3.75 metara. Korijenska tetiva
iznosi 0.4 metara, a vrsna 0.1 metar. Na slici 3.1 je prikazan tlocrt ravne geometrije PrandtlD

krila s nose¢om linijom.

0.0

02

X [m]

04

0.6

20 15 —10 —0s 0.0 05 10 15 20

y [m]

Slika 3.1: Tlocrt ravnog PrandtlD krila

Aeroprofil se linearno mijenja od korijena prema vrhu krila. Korijenski aeroprofil je defini-
ran u tablici 3.2, a vr$ni u tablici 3.3. Analiza danih aeroprofila provedena je u programskom
paketu xfoil te su svojstva aeroprofila izmedu korijenskog i vrsnog aeroprofila linearno inter-
polirana. Na slici 3.2 prikazano je ukupno aerodinamicko uvijanje, tj. zbroj aerodinamickog
i geometrijskog uvijanja, koje je definirano na dvadeset sekcija u tablici 3.1. Za segmente

koji se nalaze izmedu zadanih sekcija, uvijanje je linearno interpolirano.
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Ukupni kut uvijanja [°]
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Slika 3.2: Zbroj aerodinamickog i geometrijskog uvijanja
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Tablica 3.1: Kut uvijanja na sekcijama krila
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X z X z X z X z
0.99839 | 0.01595 || 0.33928 | 0.09971 || 0.00107 | -0.00520 || 0.40245 | -0.01754
0.98664 | 0.01580 || 0.30866 | 0.09846 || 0.00428 | -0.00882 || 0.43474 | -0.01602
0.95215 | 0.01710 || 0.27886 | 0.09632 || 0.00961 | -0.01205 || 0.46730 | -0.01451
0.89696 | 0.02355 || 0.25000 | 0.09339 || 0.01704 | -0.01502 || 0.50000 | -0.01301
0.82387 | 0.03690 || 0.22221 | 0.08978 || 0.02653 | -0.01800 || 0.53270 | -0.01156
0.80438 | 0.04073 || 0.19562 | 0.08553 || 0.03806 | -0.02062 || 0.56526 | -0.01017
0.77779 | 0.04590 || 0.17033 | 0.08072 || 0.05156 | -0.02237 || 0.59755 | -0.00885
0.75000 | 0.05124 || 0.14645 | 0.07539 || 0.06699 | -0.02406 | 0.62941 | -0.00761
0.72114 | 0.05668 || 0.12408 | 0.06963 || 0.08427 | -0.02524 | 0.66072 | -0.00646
0.69134 | 0.06218 || 0.10332 | 0.06345 || 0.10332 | -0.02598 | 0.69134 | -0.00542
0.66072 | 0.06768 || 0.08427 | 0.05691 || 0.12408 | -0.02642 | 0.72114 | -0.00448
0.62941 | 0.07312 || 0.06699 | 0.05017 || 0.14645 | -0.02653 || 0.75000 | -0.00364
0.59755 | 0.07840 || 0.05156 | 0.04318 || 0.17033 | -0.02631 || 0.77779 | -0.00291
0.56526 | 0.08341 || 0.03806 | 0.03575 || 0.19562 | -0.02584 || 0.80438 | -0.00227
0.53270 | 0.08800 || 0.02653 | 0.02897 || 0.22221 | -0.02512 || 0.82005 | -0.00194
0.50000 | 0.09201 || 0.01704 | 0.02201 || 0.25000 | -0.02419 || 0.89553 | 0.00255
0.46730 | 0.09530 || 0.00961 | 0.01424 | 0.27886 | -0.02308 || 0.95184 | 0.00908
0.43474 | 0.09777 || 0.00428 | 0.00784 || 0.30866 | -0.02184 | 0.98662 | 0.01411
0.40245 | 0.09936 | 0.00107 | 0.00353 | 0.33928 | -0.02047 || 0.99839 | 0.01595
0.37059 | 0.10000 || 0.00000 | 0.00000 || 0.37039 | -0.01904

Tablica 3.2: Korijenski aeroprofil PrandtlD krila
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X z X z X z X z
1.00000 | 0.00070 || 0.40620 | 0.04556 || 0.00002 | -0.00038 | 0.46904 | -0.04274
0.96091 | 0.00428 || 0.38108 | 0.04644 || 0.00028 | -0.00161 || 0.48162 | -0.04208
0.94833 | 0.00540 || 0.36853 | 0.04682 || 0.00174 | -0.00435 | 0.49420 | -0.04139
0.93571 | 0.00654 || 0.35599 | 0.04716 || 0.00460 | -0.00763 || 0.50678 | -0.04067
0.92307 | 0.00769 || 0.34346 | 0.04745 || 0.00681 | -0.00956 | 0.54455 | -0.03836
0.89778 | 0.00999 || 0.33093 | 0.04770 || 0.01384 | -0.01430 || 0.55715 | -0.03754
0.88515 | 0.01114 || 0.29342 | 0.04814 || 0.01925 | -0.01718 || 0.56975 | -0.03670
0.84728 | 0.01455 || 0.26848 | 0.04816 || 0.02619 | -0.02030 || 0.59495 | -0.03496
0.82206 | 0.01679 || 0.25604 | 0.04807 || 0.03452 | -0.02347 | 0.60756 | -0.03406
0.80944 | 0.01789 || 0.24362 | 0.04791 || 0.06460 | -0.03186 | 0.62017 | -0.03315
0.79683 | 0.01898 || 0.23122 | 0.04767 || 0.07556 | -0.03415 || 0.65801 | -0.03031
0.78422 | 0.02006 || 0.21885 | 0.04736 || 0.09825 | -0.03801 || 0.67063 | -0.02933
0.77160 | 0.02113 || 0.20652 | 0.04696 || 0.12166 | -0.04103 || 0.68325 | -0.02834
0.73374 | 0.02428 || 0.15762 | 0.04434 || 0.13355 | -0.04229 || 0.69587 | -0.02734
0.72112 | 0.02531 || 0.14554 | 0.04338 || 0.14554 | -0.04338 || 0.72112 | -0.02531
0.69587 | 0.02734 || 0.13355 | 0.04229 | 0.15762 | -0.04434 || 0.73374 | -0.02428
0.68325 | 0.02834 || 0.12166 | 0.04103 || 0.20652 | -0.04696 | 0.77160 | -0.02113
0.67063 | 0.02933 | 0.09825 | 0.03801 || 0.21885 | -0.04736 || 0.78422 | -0.02006
0.65801 | 0.03031 || 0.07556 | 0.03415 || 0.23122 | -0.04767 || 0.79683 | -0.01898
0.62017 | 0.03315 || 0.06460 | 0.03186 | 0.24362 | -0.04791 || 0.80944 | -0.01789
0.60756 | 0.03406 | 0.03452 | 0.02347 || 0.25604 | -0.04807 || 0.82206 | -0.01679
0.59495 | 0.03496 | 0.02619 | 0.02030 || 0.26848 | -0.04816 || 0.84728 | -0.01455
0.56975 | 0.03670 || 0.01925 | 0.01718 || 0.29342 | -0.04814 || 0.88515 | -0.01114
0.55715 | 0.03754 || 0.01384 | 0.01430 || 0.33093 | -0.04770 | 0.89778 | -0.00999
0.54455 | 0.03836 || 0.00681 | 0.00956 || 0.34346 | -0.04745 | 0.92307 | -0.00769
0.50678 | 0.04067 || 0.00460 | 0.00763 || 0.35599 | -0.04716 | 0.93571 | -0.00654
0.49420 | 0.04139 || 0.00174 | 0.00435 || 0.36853 | -0.04682 | 0.94833 | -0.00540
0.48162 | 0.04208 || 0.00028 | 0.00161 | 0.38108 | -0.04644 | 0.96091 | -0.00428
0.46904 | 0.04274 || 0.00002 | 0.00038 || 0.40620 | -0.04556 || 1.00000 | 0.00070
0.43132 | 0.04453 || 0.00000 | 0.00000 | 0.43132 | -0.04453

Tablica 3.3: Vrsni aeroprofil PrandtlD krila
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3.2 Rezultati

Koriste¢i opisanu numericku metodu izvSena je analiza opisanog krila. Na slici 3.3 je
prikazana cirkulacija, tj. raspodjela opterec¢enja koja je usporedena je s teorijskom zvono-

likom raspodjelom optereé¢enja danom [7]. Numeri¢kom integracijom sljedeceg izraza:

0
T
&:3/(®m%w
prJ Lo

dobije se B3 = —0.3334 iz ¢ega slijedi da, zanemarivsi pogresku numericke integracije, vrijedi

B3 = Na slici 3.4 je prikazana brzina ispiranja koja se po rasponu mijenja po paraboli

_1
3
te je zanimljivo primjetiti da brzina ispiranja na oko 70% poluraspona mijenja predznak te

postaje pozitivna, sto je pojava koju se moze koristiti za upravljanje momemtom skretanja.

Raspodjela cirkulacije
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Slika 3.3: Raspodjela cirkulacije
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Slika 3.4: Brzina ispiranja ravne PrandtlD geometrije

PrandtlD krilo je usporedeno s ekvivalentnim elipti¢nim krilom, a u tablici 3.4 je prikazana

usporedba rezultata:
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L [N]| D; [N] | My [Nm)|
PrandtlD 0.434 | 0.00909 | 0.13876
Elipticno krilo || 0.434 | 0.01004 | 0.14061

Tablica 3.4: Uzgon, inducirni otpor i moment savijanja u korijenu krila

Na slici 3.5 moze se vidjeti usporedba Lilienthala ravnog PrandtlD krila i elipticnog

krila. Lilienthala ravnog PrandtlD krila ne zavrsava u nuli jer bi se pri manjim napadnim

kutevima pojavila negativna cirkulacija na vrhovima krila, sto koriStena metoda ne dopusta.

Pri ve¢im napadnim kutevima se "kvari' zvonolika raspodjela te se viSe optereé¢enja pojavljuje

pri vrhovima krila, Sto rezultira jos boljim induciranim otporom u odnosu na elipti¢no krilo,

ali znacajno raste moment savijanja te se gubi smisao ekvivalentnosti krila sa zvonolikom

raspodjelom i elipti¢nog krila manjeg raspona.

— prandilD krilo
-===Elipticno krilo

0005

0.010 015 0.020 00325 0030 0.035

Otpor D; [N]

Slika 3.5: Lilienthala elipti¢nog i PrantlD krila
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4. Zakljucak

Iz Prandtlovog rada [7] slijedi da elipti¢na raspodjela nije najpovoljnija s obzirom na moment
savijanja te da zvonolika raspodjela dopusta veci raspon za istu tezinu konstrukcije i manji
inducirani otpor.

Jonesova raspodjela daje minimalan moment savijanja u korijenu krila uzrokovan aero-
dinamickim silama, ali ne uzima u obzir tezinu konstrukcije, tako da ne postavlja sve B,
osim Bs u nulu. To rezultira stvaranjem vec¢eg induciranog otpora od krila jednakog raspona
sa zvonlikom raspodjelom. U suprotnom je potrebna veca tezina konstukcije, odnosno veéi
raspon da bi se ostvario jednak inducirani otpor kao kod zvonolike raspodjele. Stoga je
zvonolika raspodjela opterec¢enja povoljnija od Jonesove.

Za pravokutna krila vrijedi da je najpovoljinja raspodjela opterecenja kada je B3 = —1/3,
a za krilo s proizvoljnim tlocrtom potrebno je numericki rijesiti (1.49) te se tako odreduje
koji Bjs iz intervala [—%, 0] je najpovoljniji.

Obzirom da su optere¢enja pri manevriranju i pri grubom slijetanju ogranic¢avajuci pri
konstruiranju krila te da tezina konstrukcije ovisi o njima, a ne o optere¢enju u ravnoteznom
horizontalnom letu, najpovoljinje je rjesenje da krilo kombinira elipiti¢nu i zvonoliku raspod-
jelu optere¢enja. To bi znacilo u fazama ogranicavajucih opterecenja razvija zvonoliku
raspodjelu, a u fazi ravnoteznog leta elipti¢nu raspodjelu.

Iz numericke analize slijedi da ravno PrandtlD krilo sa zvonolikom raspodjelom opterec¢enja
stvara 10% manji inducirani otpor i manji moment savijanja u korijenu krila od krila jednake

tezine konstrukcije s eliptiénom raspodjelom opterecenja.
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