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Uvod

U danasnje vrijeme kosarkasi se smatraju superzvijezdama. Da bi igrao danasnju
kosarku moras imati sve, od dobre fizicke spreme pa do visokog postotka Suta. Slo-
bodna bacanja bitan su dio kosarkaske utakmice te ponekad upravo ona odlucuju o
pobjedniku. Upravo iz tih razloga njihovo Sutanje trebala bi biti ¢ista formalnost.
Najcesce to nije slucaj.

Najbolji primjer je Shaquille O’Neal, koji se smatra jednim od najboljih kosarkasa
u povijesti. Tijekom regularnog dijela sezone 2004./05. njegov postotak suta slo-
bodnih bacanja bio je 53.1%, dok mu je za vrijeme playoff-a postotak pao na 43%.
Dobrim Suterom slobodnih bacanja smatra se osoba sa postotkom Suta iznad 75%.
U sezoni 2016./17. u NBA ligi igra 455 igraca, a njih 208 ima postotak Suta manji
od 75%, $to znaci da je njih 45% ispod Zeljenog postotka.

Kada igrac¢ stoji na liniji slobodnih bacanja, osim ako nije matematicar, tesko da ¢e
se pitati Sto sve utjece na to hoce li lopta uéi u kos. Ima li utjecaj brzina kojom
¢e ispucati loptu na to hoce li zabiti kos ili je bitan kut pod kojim ¢e baciti loptu?
Treba li gadati centar obruca ili tablu kosa? Utjece li otpor zraka na putanju lopte?
Upravo ove znacajke ¢e utjecati na to ho¢emo li zabiti slobodno bacanje ili ne.

U matematickom modelu prvi fokus je na kutu izbacivanja lopte. Nesto kasnije
¢emo model prosiriti. Vidjeti ¢emo da su bitni faktori visina i konzistentnost osobe
u kontroliranju brzine i kuta izbacaja. Visi igraci imaju viSe prostora za pogreske te
im je lakse zabiti slobodno bacanje. Prouciti ¢emo i putanju te vidjeti da je najbolja
putanja ona koja prolazi izmedu centra i drugog obruca.



1 Matematicko modeliranje

Kako bi mogli modelirati slobodna bacanja, prvo moramo definirati matematicko

modeliranje.

Definicija 1. Matematicko modeliranje je postupak opisivanja realnog sustava ma-
tematickim jednadzZbama s ciljem razvoja i upotrebe matematickog modela za kasnije
analize, projektiranja 1 optimiranja sustava za koji je model izraden. Sastoje se od
varyabli, koeficijenata © matematickih operatora. Matematicki modeli se obi¢no ko-
riste u prirodnim znanostima kao sto su fizika, biologija, te drustvenim znanostima

kao sto su ekonomija i statistika.

To znaci da matematicko modeliranje uzima nekakve stvarne situcije te ih onda
opisuje pomoc¢u matematickih formula i jednadzbi. Mozemo ih pronaéi svuda. Sve
formule iz fizike, biologije i kemije koje smo ucili u skoli su zapravo matematicki
modeli. Korisni su jer pomoc¢u njih mozemo opisati ponasanja u svijetu te predvidjeti
Sto ¢e se dogoditi. Postoje ljudi koji su placeni kako bi pravili matematicke modele.
Uzmimo za primjer burzu, gdje pomoc¢u matematickih modela rade predvidanja
te time mogu utjecati na odredene situacije. Modeliranje ne mora nuzno rijesiti
problem, ali nam moze pojasniti situaciju.

Navedimo standardne korake u konstrukciji matematickih modela:
1. Identificiranje problema. Sto zelimo saznati?

2. Izvodenje modela. Identificiranje konstanti i varijabli koje ¢emo koristiti u

modelu, te odredivanje veza medu njima.
3. Rijesiti jednadzbu i protumaciti model.

4. Provjeriti model. Odgovara li stvarnom problemu? Slaze li se sa stvarnim
podacima?

5. Poboljsati model. Ako model ne zadovoljava, ukloniti neke od pretpostavki.

Modeliranje obi¢no pocinje sa konstrukcijom jednostavnog modela koji je lako
za rijesiti. Bilo bi previse komplicirano odmah ubaciti sve ¢imbenike koji utjecu
na nas model. Posljedica toga moze biti da model ne mozemo rijesiti. Nakon toga
poboljsavamo model da bi postao sto realniji ali u isto vrijeme rjesiv. Kako bi to

postigli morat ¢emo koristi ”snazniju” matematiku.



2 Identificiranje konstanti i varijabli

Za stvaranje modela potrebne su nam konstante ¢ije smo vrijednosti preuzeli iz
knjiga ili s interneta.
Promjer kosarkaske lopte je izmedu 24 i 25 cm. Mi ¢emo uzeti da je promjer lopte
24.384 cm, a oznacavat ¢emo ga s P.
Promjer kosarkaskog obruca je 45.72 cm, a oznacavat ¢emo ga P,.
Udaljenost od linije slobodnih bacanja pa do sredista obruca iznosi 4.2672 m. Slo-
bodna bacanja Sutamo nekoliko centimetara ispred linije slobodnih bacanja tako da
¢emo za horizontalnu udaljenost uzeti da je | = 4.1257m.
Visina obruca je na 3.05 m od poda. Mi ¢emo promatrati visinu koju lopta pos-
tigne nakon Sto je Sutirao. U prosjeku visina koju lopta postigne jednaka je 1.25
m visine igraca. S obzirom da je Shaq visok 2.16 m, njegova lopta ¢e dosegnuti
visinu od 2.7 m. Prijedenu vertikalnu udaljenost ¢emo dobiti tako da izracunamo
h =3.05—1.25-H, gdje ¢emo s H oznaciti visinu igrac¢a. U nasem slucaju h = 0.35m.

o
o ]

—

e

Slika 1: Lijeva slika prikazuje putanju lopte koja pocinje kad lopta napusti igracevu
ruku. Desna slika prikazuje radijus obruca i radijus lopte.



3 Prvi model: Najbolji kut

Ako ste ikada igrali kosarku ili ju gledali mogli ste primjetiti da lopta ponekad
ude u kos iako sut nije bio savrsen, tj. lopta se prvo odbije o obruc¢ ili udari o tablu.
Sto sve utjece na to hoée li lopta uéi u kos?

Kako bi lopta dosla iz ruke do obruca Suter ju mora uputiti prema kosu pod
odredenim kutem i lukom, Sutnuti odredenom brzinom i u smjeru obruca. Suter
mora paziti pod kojim kutem ¢e se nalaziti njegova ruka, koliko ¢e se spustiti u
koljenima, hoce li pri Sutiranju koristiti samo ruke ili ¢e ukljuciti noge i leda, hoce li
ruku ispruziti do kraja ili ¢e ju ostaviti pod odredenim kutem. Ovo su samo neke od
stvari koje utjecu na to hoce li se postic¢i kos. Kad bi ukljucili sve ove komponente
vjerojatno bi dobili prekompliciran model koji ne bi bio rjesiv.

Mozemo zakljuciti da je medu bitnijim ¢imbenicima pocetni kut tako da ¢emo za
pocetak nas problem definirati na sljede¢i nacin:

"Imamo 1graca odredene visine, trebamo pronaci najbolyi kut pod kojim ée on Sutati

slobodna bacanja.”

Slika 2: Konceptualizacija slobodnih bacanja



3.1

1.

Pojednostavljenje pretpostavki

Zanemarit ¢emo otpor zraka
S obzirom da se koSarka igra u dvorani, otpor zraka je zanemariv u odnosu na

to koliko matematicki komplicira nas model.

Nema skretanja s putanje

Pretpostaviti ¢emo da Suteri bacaju loptu u pravcu obruca, tj. da lopta ne
skrece s putanje. Zbog toga ¢emo imati dvodimenzionalni sustav. Kad bi
dopustili da lopta moze skrenuti s putanje imali bi trodimenzionalni sustav

Sto bi nas model dodatno otezalo.

Dopustit ¢emo samo skoro ”kos bez kostiju”

Dopustit ¢emo samo putanje koje ulaze direktno ili pogode drugi obruc¢ pa
ulaze u kos. Time ¢emo obuhvatiti veliki postotak koseva, a u isto vrijeme
si pojednostavili model. Kako bi se nakon sto je lopta udarila drugi obruc
osigurali da nece iskocCiti van, u obzir ¢emo uzeti samo putanje gdje je centar
lopte na ili ispod visine obruca u trenutku kad ga lopta udari.

N

/

Slika 3: Lopta udara u drugi obruc i prolazi kroz kos

4. Zanemarit ¢emo rotaciju lopte

S obzirom da smo dopustili samo ”kosSeve bez kostiju” zanemarit ¢emo rotaciju.
Rotacija ¢e nam postati bitna kad dopustimo lopti da skakuce prije nego sto

ude u kos.



5. Nema pogresaka u brzini izbacivanja
U ovom modelu pretpostavljamo da igraci imaju problem s kutem izbacivanja,

a ne s brzinom.

6. Najbolji je Sut koji ide kroz srediste obruca

Uzeti ¢éemo brzinu izbacivanja koja ¢e loptu ubaciti kroz srediste obruca.

7. Suter je visok 2.16 m
Pronadi ¢emo najbolji pocetni kut za Shaqua.

Ako pogledamo sve ove pretpostavke mogu nam se ¢initi jako stroge zato jer se
kosarka ne igra u vakuumu i nisu svi kosarkasi visoki kao Shaq. Za pocetak ¢emo
uzeti ovako jednostavan model pa ¢emo kasnije izbaciti neke pretpostavke i uciniti

ga realnijim.

3.2 Izvodenje prvog modela

Pokusat ¢emo dobiti formulu koja ¢e nam prikazati koliku pogresku igra¢ moze
napraviti u kutu izbacivanja u ovisnosti o varijablama koje smo naveli.
Koristit ¢emo se jednadzbom pokreta projektila koju smo dobili iz drugog Newto-
novog zakona.

3.2.1 Kretanje projektila

U dvodimenzionalnoj ravnini promatramo kretanje projektila koja ima pocetnu
brzinu vy i akceleraciju g koja je slobodan pad.

To mozemo zapisati u obliku
Uy = Vgl + vy J.

Komponente vy i vy mozemo pronaci ako znamo koliko je pocetni kut izbacivanja

¢o. Jednadzba horizontalne komponente ¢e imati oblik
VH = Vg COS @y,

dok ¢e jednadzba vertikalne komponente imati oblik
vy = v sin ¢y.

Tijekom kretanja brzina i pozicija projektila stalno se mijenjaju, dok je akceleracija

konstantna i uvijek usmjerena silazno. Projektil nema horizontalnu akceleraciju. U



kretanju projektila horizontalna i vertikalna kretnja neovisne su jedna o drugoj. To
nam svojstvo omogucava da separiramo dvodimenzionalni problem u dva jednodi-
menzionalna. Podijelit ¢emo ih na horizontalnu i vertikalnu kretnju. Sada mozemo

analizirati kretnju projektila.

Pogledajmo kako izgleda putanja lopte kad ju smjestimo u dvodimenzionalni
koordinatni sustav.

=

p" gin §° 30
i 4
|llll
|llII
|llll
|llll
|llll
|llll
|llll
|llII
|llll
|llll
|llll
|llll
.
vY cos @°

Slika 5: Dekompozicija pocetne brzine.
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Poceti ¢emo, sa horizontalnom kretnjom. S obzirom da u horizontalnom smjeru
nema akceleracije njena brzina ostati ¢e ista kroz cijelu kretnju za vrijeme t, pa e
jednadzba kretnje u horizontalnom smjeru glasiti

x(t) = vt.

Ako u tu jednadzbu uvrstimo horizontalnu komponentu dobivamo horizontalnu kret-
nju
x(t) = vg cos(¢o)t,
gdje x(t) oznacava udaljenost u trenutku ¢ i brzinu v.
Vertikalna kretnja zapravo je slobodan pad. Bitno je jo§ jednom napomenuti da je

akceleracija konstantna i da iznosi —g = 9.81m/s?. Jednadzba kretanja u vertikal-

nom smjeru glasi
L s
y(t) = vt + Egt :

Ako u tu jednadzbu uvrstimo vertikalnu komponentu dobiti ¢emo vertikalnu kretnju

1
y(t) = vosin(¢pg)t + 59752.

S obzirom da smo udaljenost kretnje lopte od slobodnog bacanja do obruca oznacili
s [ te vertikalnu kretnju lopte s h, nase jednadzbe ¢e biti oblika

[ = vg cos(¢o)t,

1
h = Vo SiIl((ﬁo)t + §gt2

Sada ¢emo iz horizontalne udaljenosti izluciti ¢ i ubaciti u vertikalnu udaljenost

l
" cos(¢o)vo

h - UO Sln(gbo)m + %g(COS(dI)O)’UO >2
2
tg(¢0)l + %gCOSQ(lqﬁo)U(Q) —h=0
tg(¢0)l —h= _%gﬂ cos2(1;50)v§

cos? (¢O>Ug = %QZQ tg(¢3)l—h
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PN 1)
vy = :
" cos(go)V 2(ta(e)l — h)
Prvo ¢emo pocetni kut ograniciti s 0° < ¢g < 90°. Izraz pod korijenom mora biti

vec¢i od 0 te ne smijemo zaboraviti da je g negativan. Iz toga slijedi

ltgqb() —h>0
tg o > 2
¢0 > tgfl(%).

Iz zadnjeg uvjeta dobivamo ¢y € (tgfl(%),90°>. Bitno je odrediti intervale u
kojima se parametri nalaze kako ne bi dobili rezultate koji su fizicki nemogudi.

Pogledajmo kako se putanja lopte ponasa u odnosu na razlicite pocetne kuteve.
Na grafu ¢e x-os oznacavati udaljenost od crte slobodnih bacanja pa do kosa, dok
¢e y-os oznacavati visine koje je lopta postizala na svom putu od Suterove ruke pa
do kosa. Kod Shaquillea je dopusteni kut izbacivanja iz intervala (4.8366°,90°).
Ako za ¢ uzmemo da je 5° mozemo vidjeti da lopta ne¢e doé¢i do kosa.

140

Slika 6: Putanja lopte kada je kut izbacivanja 5°

Ako za ¢ uzmemo da je 85° iz slike mozemo vidjeti da ¢e putanja biti previsoka

te ¢e lopta vjerojatno udariti u strop dvorane.
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Slika 7: Putanja lopte kada je kut izbacivanja 85°

Nakon sto smo pogledali putanju lopte na rubnim slucajevima, logicki mozemo
zakljuciti da bi kut izbacivanja mogao biti oko 50°.

Slika 8: Putanja lopte kada je kut izbacivanja 50°

3.2.2 Jednadzba pocetnog kuta

Sada kada imamo modeliranu jednadzbu pokreta, mozemo izvesti jednadzbu za
pocetni kut sa moguc¢im pogreskama, ali tako da lopta ide direktno u kos.

Pocetnu brzinu ¢emo fiksirati, dok ¢emo pocetnom kutu izbacivanja dopustiti da



13

varira. Sada imamo:

_ x —9
0 = Cos(po)\/ 2(ztg(po)—h)

(Y

vo 08(P0) = 4/ 5iarony )
_ x2
vg cos?(gg) = m
2
2(z tg(¢0) = h) = poimy

22
m = 297 tg(¢o) — 2gh

(vresiay)” + 292 tg(¢0) = 2gh

(o)’ + oty sin(¢o) + v sin®(do) — vg sin®(¢o) = 2gh
(Zoomsi@oy + o0 sin(¢))? = 2gh + vd sin®(¢y)

(—1)2(% + vy sin(dg))? = 2gh + v2 sin®(¢o)

vo cos(¢po

ey — vosin(@o) =+/2gh + v sin®(¢o)

T = %Sg(%)(vo sin(go) +v/2gh + 1§ sin®(¢p)).

Dobili smo novu jednadzbu horizontalne pozicije lopte = u trenutku kad se vraca

na visinu obruca.

oops )

g = 0% ) cos(¢g (vo sin(gg™?) —i-\/Qgh + v sin? (g "*))

Oznaka kuta ¢ odgovara veéem ili manjem kutu izbacivanja (greska) od idealnog

pocetnog kuta ¢g gdje lopta prolazi kroz centar obruca.
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Slika 9: Usporedba putanja kada lopta prolazi kroz centar obruca (vg, ¢g) (crvena)
i kada postoji greska u kutu izbacivanja (vg, ¢o) (plava).

Sada ¢emo izvesti dva kriterija za prolazak lopte kroz obruc

1. Sa s ¢emo oznaciti udaljenost izmedu obruca i centra lopte. Kako bi izbjegli
kontakt lopte sa prednjim dijelom obruca, s mora ostati vec¢a od radijusa lopte
tijekom njene putanje, tj. za svo vrijeme 7' tako da je 0 < T" < t. Koristiti
¢emo kvadratnu udaljenost kako bi stvorili kriterij da lopta ne dira prednji dio

obruca

s = (2(t) = (1= Po/2))" + (y(t) — h)* > (P/2)".

Slika 10: Udaljenost s izmedu obruca i centra lopte
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2. © + F;/2 je horizontalna udaljenost do krajnjeg desnog dijela lopte kada je
centar lopte na istoj razini kao i koS. S obzirom da je [ + P,/2 horizontalna
udaljenost do zadnjeg obruca, kriterij da lopta udari drugi obru¢ dok centar
lopte prolazi kroz kos je

r+ P/2=1+P,/2.

.__ ; 0 (+Po/2h)

Slika 11: Lopta udara u obruc na visini h i ulazi u kos

3.3 RjeSavanje jednadzbe

Kako bi pronasli dozvoljene pogreske, za dani pocetni kut ¢ drzati ¢emo wvg
fiksiranim.

Za kut ¢4, odnosno za pogodak u prednji obruc¢, moramo izracunati jednadzbu
2~ (B/2) =0, )

Za pogoden drugi obru¢, odnosno kut ¢p;g,, moramo izracunati jednadzbu

P+F

—1
T + 5

0. (3)

Na grafovima koji pokazuju putanju lopte u ovisnosti o po¢etnom kutu, mogli smo
vidjeti da kad pove¢amo pocetni kut povecavamo i visinu koju lopta postigne na
svom putu do kosa. No, svakako ¢e se u jednom trenutku ta udaljenost poceti sma-

njivati. To se moze dogoditi prije nego lopta udari drugi obruc. To znaci da u nekim
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situacijama za odredene putanje ne¢emo imati rjeSenje jednadzbe (3), veé su @y, 1
Ghign rjeSenja od jednadzbe (2).

Nakon sto smo pronasli @iy, @rign trazimo devijaciju od ¢, tj. mjeru rasprsenosti

podataka u skupu:
€(¢0) = min{¢high — ¢o, Po — ¢low}-

Treba napomenuti da su ¢pe, 1 @pign Dajmanja odnosno najveca devijacija kuta ¢

za koji lopta ulazi u kos. Interval [@ow, Prign] je najvedi interval za kut ¢ za koji

vrijedi da ako izaberemo bilo koji kut iz tog intervala, Sut ¢e rezultirati pogotkom.
Najbolji kut izbacivanja je onaj koji maksimizira ovu funkciju.

Za Shaqa smo dobili da je ¢y = 44°51", a Ppgn, = 49°55" iz Cega slijedi da je funkcija

koja ¢e dati najbolji kut izbacivanja za Shaga oblika

€(¢)0) = min{49°55’ - ¢07 Qb() - 44050/}.
Kako pronac¢i maksimum funkcije?
1. Derivirati funkciju te pronaci kada je njena vrijednost 0.

2. Vrijednost druge derivacije mora biti negativna kako bi se osigurali da je to

maksimum.

Za pocetak moramo rjesiti €'(¢g) = 0, odnosno pronaéi prvu derivaciju funkcije ¢y.
Ako pogledamo malo bolje funkciju e(¢), mozemo vidjeti da se unutar nje nalazi
funkcija minimuma iz ¢ega mozemo zakljuc¢iti da nije derivabilna. To zna¢i da
na ovaj nacin ne¢emo moci dobiti rjesenje funkcije. Veéina metoda optimizacije
zahtjeva da funkcija ima makar prvu derivaciju. Ovakva funkcija je u matematickoj
optimizaciji definirana kao nelinearna univarijantna funkcija cilja. Neke od metoda
koje rjesavaju ovakvu funkciju su metoda bisekcije i metoda zlatnog reza.

Kako bi dobili rjesenje funkcije koristiti ¢emo se matematickim alatom Wolfram
Alpha, koji je dostupan na internetu. Nakon $to smo unijeli ovu funkciju za najbolji
kut koji maksimizira ovu funkciju dobijemo ¢y = 47°22'36.66", te pripadnu brzinu

koja iznosi vy = 6.6379m/s.

3.4 Interpretacija modela

Uspjeli smo pronaci najbolji kut za Shaqa, ali pod uvjetom da on uvijek uspjeva

iskontrolirati brzinu kojom ¢e izbaciti loptu, Sto realno nije moguce. Za ocekivati
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je da ce igra¢ pod pritiskom i umorom raditi greske u oba segmenta. Postavlja se
pitanje je li ovo najbolji kut izbacivanja? Vjerovatno nije, pogotovo ako igra¢ ima

problema sa kontroliranjem brzine.

3.5 Poboljsanje modela

Kad kre¢emo s modeliranjem, normalno je poceti s prepostavkama kako bismo
si olaksali pronalazak rjesenja. Jedna od pretpostavki s kojom smo zapoceli mode-
liranje je ta da Shaq kontrolira brzinu izbacaja lopte. Sto vise pretpostavki imamo,
nase rjeSenje ¢e biti manje toc¢no. Nakon Sto smo kreirali prvi model, dalje ¢emo
nastaviti tako Sto ¢emo neke od tih pretpostavki izbaciti i time nas model uciniti
realniji. No, prije toga ¢emo izracunati koji je najbolji kut izbacivanja za igraca

moje visine 172 cm.

3.6 Najbolji kut izbacivanja za igraca moje visine

U racunanju prvog modela koristit ¢emo se matematickim alatom MATLAB.
Racunanje ¢emo raditi za osobe koje su visoke 1.72m. Prvo é¢emo odrediti u kojem
se intervalu treba nalaziti pocetni kut kako ne bi dobili rjesenja koja su fizicki ne-
moguca.

MATLAB KOD: dkut = atand(h/l)

rjesenje: ¢g € (12.3008°,90°)

Vidimo da je donja granica za pocetni kut veca nego kod Shaqa. To je zato sto igrac
nizi od njega treba loptu ispucati pod vec¢im kutem kako bi dosegnula potrebnu vi-
sinu da dode do kosa.

Pogledajmo kako izgleda putanja lopte kada dopustamo pogreske u kutu.
MATLAB KOD:

[ =4.1275
h=3.05—1.25%1.72
g=—9381

Pl =0.24384
Po=0.4572

kut = 50

v0 = (I/cosd(kut)) * sqrt(—g/(2 * (I * tand(kut) — h)))
v = v0 * cosd(kut)
vy = v0 x sind(kut)
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T = (vy + sqrt(vy x vy + 2% g x h))/(—g)
nt = 500

t = linspace(0, T, nt)

T =0vr*t

y=vyxt+gxt. xt/2

plot(z,y)

08

0Er

0.4r

02r

Slika 12: Putanja lopte za igraca visine 1.72 m

Nakon toga trebamo izracunati koliki su ¢y 1 @pign. Parametri nam ostaju isti.
MATLAB KOD
functionf = funmin(n)
v0 = (I/cosd(kut)) x sqrt(—g/(2 * (I * tand(kut) — h)))
t = (v0 * sind(kut) + sqrt(v0 * v0 * sind(kut) * sind(kut) + 2% g* h))/(—g)
f = (w0 xcos(n)xt— (I — Po/2))* + (v0 * sin(n) + 0.5 % g x t* — h)? — (Pl/2)?
end
x = fminbnd(Q funmin, 44, 50, optimset('Tol X', 1le — 8, Display’, iter’))
rjesenje: @po, = 44.8254°
functionf = funmax(n)
v0 = (I/cosd(kut)) * sqrt(—g/(2 * (I * tand(kut) — h)))
t = (v0 * sind(kut) + sqrt(v0 * v0 * sind(kut) * sind(kut) + 2% g* h))/(—g)
= ((v0xcosd(n)/(—g)) * (v0 * sind(n) + sqrt(v0? x sind(n)? + 2 x gx h))) + ((Pl —
Po)/2) —1

end
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rjesenje: Ppign = 51.98

Dobili smo funkciju oblika e(¢g) = min{51.98° — ¢, po—44.8254°}. Kada tu funkciju
ubacimo u Wolfram Alphu dobijemo da je najbolji pocetni kut ¢g = 48.4027°, a
pocetna brzina vy = 7.1110m/s.

X

480 48.5 49.0 495

Slika 13: Graficki prikaz funkcije

Vidimo da je pocetni kut i poCetna brzina u odnosu na Shaqa veca zbog razlike
u visini.
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4 Drugi model: Najbolja putanja

U prvom modelu smo izracunali pocetni kut ¢ i interval pogresaka [pow, Prigh]
tako da Sut rezultira pogotkom i prolazi kroz centar obruca. Pocetna brzina vy bila
je fiksirana. Sada ¢emo otezati nas model tako Sto ¢emo izbaciti pretpostavku da je
najbolji sut onaj koji prolazi kroz centar obruca i da je brzina fiksirana.

Ostavit ¢emo istu visinu igraca, te istu jednadzbu pokreta. Dopustit ¢emo da u isto
vrijeme i neovisno variraju pocetna brzina i kut. Time smo dobili par (v, ¢g) koji ¢e
dati lopti odredenu putanju, koja ¢e na kraju rezultirati promasajem ili pogotkom.
Kako smo u prvom modelu odredili funkciju, tako ¢emo i u ovom modelu, samo $to

¢e naSa funkcija sada ovisiti o dva parametra, ¢q i vg.

Sada mozemo nas problem definirati na sljedeé¢i nacin:

"Za koSarkasa odredene visine, odredimo putanju (koja ovisi o pocetnom kutu i

brzini) koja dopusta najveca mogucéa odstupanja uz koja lopta i dalje ulazi u kos.”

Prije nego $to krenemo u kreiranje modela moramo odrediti dopustene parove (vg, ¢p)-

4.1 Konstrukcija dopustenog podrucja

Dopusteno podrucje putanje ¢ine svi parovi (vg, ¢) koji ¢e rezultirati pogodenim

slobodnim bacanjem.

Dopusteno podrucje ¢emo odrediti numerickom metodom na sljede¢i nacin. Za
fiksirani pocetni kut ¢g izracunat ¢emo pocetnu brzinu vgfront, gdje lopta udara
prednji dio obruc¢a (s tim da ulazi u kos) i poc¢etnu brzinu vy, gdje lopta udara
u drugi obru¢ na visini h. Ako napravimo takav izracun za 100 razlicitih vrijed-
nosti pocetnog kuta iz intervala [35°,65°] dobit ¢emo sljedecu sliku koja prikazuje

dopusteno podrucje.
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Slika 14: Dopusteno podrucje za Shaqua

Plava granica predstavlja rjesenje jednadzbe (2), odnosno udarac u prednji obru.

),

Crvena granica predstavlja rjesenje jednadzbe (3) gdje lopta udara u drugi obrué.
Zelena granica predstavlja rjesenje jednadzbe (1) kada lopta prolazi kroz centar
obruca.

Pogledajmo na slici gdje se nalazi najbolja putanja iz naseg prvog modela. Treba se
nalaziti na zelenoj granici zato jer smo dupustili samo koSeve kroz srediste obruca.
Vidimo da imamo vise mjesta desno, nego Sto imamo lijevo, odnosno da ima vise
mjesta za prebaciti loptu, nego podbaciti. Iz toga mozemo zakljuciti da je ova
putanja dobra za osobe koje ¢e u veéini slucajeva prebaciti loptu, dok za one koji

¢e podbaciti loptu ovo nije dobra putanja.
”Nagbolja putanja ce ovisiti o individualcu i nacinu na koji on sutira.”

Prouc¢imo sada koji par (¢g,v9) dopusta najveée pogreske u kutu. Ako dopustimo
da lopta prode kroz obruc sa bilo koje pozicije i ne nuzno kroz centar obruca i ako
maksimiziramo dopustene pogreske u pocetnom kutu, dobit ¢emo tocku na crvenoj
granici oznacenu s maz. Ali ova putanja ne dopusta pogreske u pocetnoj brzini.
Ranije smo napomenuli da za neke kuteve nec¢emo imati rjesenje za jednadzbu (3).
Pogledajmo donji desni kut gdje se plava i zelena granica sjeku. Vidimo da ¢emo
za male kuteve dobiti putanju gdje lopta prolazi kroz obruc¢ bez da dosegne centar
obruca.

Par koji ¢e maksimizirati dozvoljene pogreske u pocetnoj brzini nije tako jednos-

tavno pronaci. Kako povec¢avamo pocetni kut, tako ¢emo povecavati i dozvoljene
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pogreske u brzini. Pogledajmo gornji desni kut slike i udaljenost izmedu plave i ze-

lene granice. Horizontalna udaljenost ¢e se povecavati (na ovoj slici to ne vidimo),

tj. povecavati Ce se dozvoljena pogreska u pocetnoj brzini. Vidimo da je dozvoljena

greska u kutu vrlo mala. Drugi problem je i sama brzina, jer je velika vjerojatnost

da ¢e pogoditi strop Sutnemo li ju velikom brzinom.

Gornja analiza potvrduje da istovremeno trebamo proucavati poc¢etnu brzinu i pocetni
kut kako bi dobili najbolju putanju zato sto:

1. Putanja koja maksimizira dozvoljene pogreske u kutu izbacivanja je takoder
putanja koja ne dopusta greske u brzini izbacivanja.

2. Putanja koja maksimizira dozvoljene pogreske u brzini izbacivanja je takoder
putanja koja ne dozvoljava greske u kutu izbacivanja.

3. Najbolji kut iz naseg prvog modela ostavlja malo mjesta za podbacivanje, a
to je najceséi problem koji igrac¢i imaju. Zato je vrlo vjerojatno da najbolja

putanja nece i¢i kroz centar obruca.

Zbog navedenih razloga u ovom modelu izbacujemo navedene pretpostavke.
Nadalje, moramo objasniti Sto mislimo pod najbolja putanja s obzirom da postotci
i metri po sekundi nisu direktno povezani.

Jedan od nacina proucavanja dvije razlicite greske je proucavanje gresaka u pos-
totcima. Ako za dani par (¢g,vp) odredimo @yoy 1 Gpign (vo ¢emo fiksirati), kako
bi dobili pocetni kut ¢y koji ¢e rezultirati pogotkom, te odredimo odgovarajuce
V0 front 1 Voback (Po ¢emo fiksirati) kako bi dobili pocetnu brzinu vy koja ée rezultirati

pogotkom imamo jednadzbe oblika

€4(¢0, v0) = min{ (S, — P0)/ o, (Y0 — Bhign)/ b0} (4)

eu(P0, o) = min{ (V3,0 — v0)/V0, (Vo — Vpuer) /V0 }- (5)

Sljedece slike prikazuju te dvije funkcije pomnozene sa brojem 100. Dopustena
greska u postotcima za kut je ogranic¢ena intervalom [35°,60°], a brzina s intervalom
[6.6m/s, 7m/s]. Koliko igra¢ moze grijesiti u brzini i kutu, a opet zabiti slobodno

bacanje?
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Slika 15: Dopustena postotna greska u kutu
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Slika 16: Dopustena postotna greska za brzinu

Na slikama crvena boja oznacava najveéu mogucénost pogreske, dok tamno plava
oznacava najmanje moguce pogreske u postotcima. Iz slika mozemo vidjeti da vece
postotne greske mozemo raditi u kutu, nego u brzini, tj. mozemo zakljuciti da je
putanja osjetljivija na promjenu brzine nego kuta. Takoder vidimo da vece greske
mozemo raditi u ve¢im brzinama za koje smo zakljucili da bi vjerojatno rezultirale

pogotkom u strop.

”Bitnije je koristiti tocnu brzinu, nego tocan kut.”
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4.2 Ponovno definiranje problema

Sljedece pitanje koje ¢emo si postaviti je kako pronaéi optimalno rjesenje u
slucaju da imamo dva mjerenja koja se medusobno suprostavljaju. Drugim rije¢ima,
kako ¢emo istovremeno maksimizirati funkcije (4) i (5)? Problemi ove vrste se zovu
visekriterijski problemi optimizacije.

Visekriterijsko optimiziranje je grana matematike koja se bavi optimizacijom
problema uz postojanje vise kriterija, tj. vise funkcija cilja. Najcesce su ti kriteriji u
konfliktu, te imaju neusporedive mjerne jedinice. U ovakvim slu¢ajevima se ne moze
govoriti o najboljoj niti optimalnoj odluci u klasi¢cnom smislu, nego o odluci koja
najbolje zadovoljava kriterije. Problem se odnosi na minimiziranje ili maksimiziranje
dvije ili vise funkcija cilja na nekom skupu moguéih rjesenja.

Jedan od nacina rjeSavanja takvog problema je fiksiranje kuta koji ¢e dopus-
titi najvecu gresku za najviSe brzina a zatim maksimiziranje greske u brzini. Ovo
mozemo napraviti samo zato sto smijemo razdvojiti te dvije optimizacije.

Druga, Sire primjenjiva metoda za rjesavanje takvih problema, je pridruzivanje
tezina svakom objektu i optimiziranje tezinskih kombinacija tih objekata. U ovom
nasem slucaju kombinirat ¢emo dva tezinska objekta tako sto ¢emo uzeti minimalnu
postotnu gresku u kutu i pet puta postotnu gresku u brzini. Dolazimo do sljedece

definicije
"Nagbolja putanja je ona koja istice 5 puta vise greske u brzini, nego u kutu.”

e(o, vo) = min{eg (o, vo), Sew (b0, Vo) }

Uzmimo za primjer da nasa funkcija ima vrijednost e(¢g, v9) = 0.05. To znaéci da Ce
slobodno bacanje biti uspjesno ako postotna greska u pocetnom kutu iznosi 5% ili
u pocetnoj brzini 1%. Na kraju za Shaga dobivamo da je najbolji kut izbacivanja
¢o = 52.37°, a brzina izbacivanja vy = 6.7m/s.

4.3 Interpretacija modela

Kako bi pogodili slobodno bacanje vazan nam je pocetni kut, ali i pocetna br-
zina. Problem smo rijesili pomoc¢u visekriterijske optimizacije tako da smo objektima
pridodali tezine. Visekriterijsko optimiziranje je dosta zahtjevno, ali istovremeno
dopusta veliku fleksibilnost. Ako ste zabrinutiji za konzistentnost kuta izbacivanja,

nego za brzinu izbacivanja, onda ¢ete na kut staviti veéu tezinu nego na brzinu kako
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bi dobili ve¢u mogucénost za pogreske. Isto tako, onaj tko ima problema s kons-
tantnom brzinom izbacivanja bi trebao ispustati loptu s malo veé¢im kutem nego
prosjecni suter. Iz toga mozemo zakljuciti da svaki igra¢ treba sam izabrati opti-
malnu putanju u ovisnosti o tome ima li vise problema sa kontroliranjem pocetnog
kuta ili poc¢etne brzine. To vrijedi i za igrace kao sto je Shaq koji je uglavnom slo-
bodna bacanja Sutirao prekratko. On ima premalen pocetni kut i nestalnu brzinu

izbacivanja.
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5 Najbolji moguéi model

U ovom poglavlju ¢emo ukratko pogledati sto bi se dogodilo kad bi iz naseg
modela nastavili izbacivati pretpostavke. Necemo se time detaljno baviti jer bi
bilo potrebno napraviti dodatna istrazivanja. Ako stvarno zelite uciniti svoj model
realnim, trebali biste i njih izbaciti.

Jedna od pretpostavki koja nam je ostala je zanemarivanje otpora zraka. Kako bi se
otpor zraka mogao ukljuciti u model, prvo se mora promijeniti jednadzba kretnje.
Ona se izvodi iz Stokesovog zakona koji je poznat kao vucna sila. Ta sila ¢e uz
gravitaciju uzrokovati da lopta ide prema dolje. Proporcionalna je sa brzinom koju

lopta postize u svakom trenutku. Jednadzba Stokesovog zakona je oblika
F =3muPlv.

Na silu ¢e osim veli¢ine lopte utjecati viskoznost zraka (u), temperatura i pritisak,
te se na to treba dodatno pripaziti.

Nakon sto smo izveli jednadzbu kretnje, dopustit ¢emo da pocetni kut i pocetna
brzina variraju u isto vrijeme, te rjeSavamo problem na isti nacin kao i u drugom
modelu. Rezultati koje dobijemo kada uklju¢imo otpor zraka biti ¢e sli¢ni rezulta-
tima drugog modela. Zbog toga mozemo zakljuciti da otpor zraka stvarno nema

toliko veliki utjecaj na putanju slobodnog bacanja.

Uklonimo li pretpostavku da dopustamo samo koseve koji ulaze skoro "bez ko-
stiju”, dopustit ¢emo lopti da odskakuje i da ima rotaciju. U tom slucaju moramo
uzeti u obzir da lopta moze odspakivati po obrucu, izletjeti iz obruca ili se odbiti o
tablu. Koliko ¢e lopta odskakivati ovisiti ¢e o koeficijentu restitucije lopte. Primje-
rice, ako bacimo loptu s visine od 1.8m mozemo ocekivati da ¢e se vratiti do visine
izmedu 1.2 — 1.4m. Takoder je bitna i tvrdo¢a obruca. Ukoliko je obru¢ pretvrd,
veca je vjerojatnost da c¢e lopta ako dodirne obruc¢ iz njega iskociti i koS nece biti
postignut. Posljedica rotacije lopte jos se zove Magnus Effect i definiran je kao sila
koja savija let lopte. Rotacija lopte moze kreirati trodimenzionalni model zato jer
postoji vjerojatnost da ¢e lopta odletjeti bocno.

Zmnaci da bi na putanju u ovom modelu, osim pocetnog kuta i brzine, utjecaj imali i
lopta i obruc¢. Prva je pomisao da bi najbolja putanja trebala biti ona koja prolazi
kroz centar obruca. Ipak, istrazivanja su pokazala da je najbolja putanja ona gdje

lopta udara u tablu, te nakon toga ide u kos.
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Zadnja pretpostavka koja nam je ostala je skretanje s putanje. Logi¢no je ako
zelimo posti¢i kos da ¢emo loptu pokusati ispucati Sto vise u smjeru obruca, od-
nosno pravocrtno. Ovaj model je kompliciran zato jer postaje trodimenzionalan, te

bi imali dvije pocetne brzine i dva kuta, u vertikalnom i u horizontalnom smjeru.

U obzir moramo uzeti i nematematicki utjecaj na uc¢inak slobodnih bacanja, a
to je koncentracija igraca. Kao sto je navedeno na pocetku rada, slobodna bacanja
¢esto puta imaju glavnu ulogu u tome hoce li tim dobiti utakmicu ili ne. To moze
izazvati tremu koja ¢e sigurno ostaviti posljedice na koncentraciju igraca, a time i na
kontroliranje pocetnog kuta i brzine, za koje smo vidjeli da utjecu na to hoce li lopta
uc¢i u kos ili ne. Jedno od rjeSenje za takve situacije je praksa gdje nam Sutiranje
slobodnih bacanja postaje rutina. Osim toga, vec¢ina igraca ima ”preshot routine”
u kojoj prije svakog izvodenja slobodnog bacanja ponavljaju odredene radnje, kao
Sto su tapkanje lopte o pod, rotiranje lopte u ruci, gledanje u kos, tapkanje nogama
u mjestu i slicno. Zakljucak je da je nasa psiha jednako bitna za dobro izvodenje

slobodnih bacanja kao i sama matematika i fizika.
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6 Zakljucak

Kao osoba koja se cijelog zivota bavi kosarkom, Sutiranje slobodnih bacanja gle-
dala sam kao rutinu i kao zadatak koji moram odraditi sa pozitivnim ishodom. Slo-
bodna bacanja sam izvodila po nekakvom osje¢aju i automatizmom, bez razmisljanja
pod kojim kutem trebam Sutirati ili koliko brzo izbaciti loptu. Smatrala sam da
najvecu ulogu u tome hocu li zabiti slobodno bacanje ima moja koncentracija i ko-
liko sam umorna. Nakon ovoga rada, shvatila sam koliko sam zapravo bila u krivu.
Sada, kad stanem na crtu slobodnih bacanja, pokusavam razmisljati o po¢etnom
kutu i brzini. Shvatila sam da sam zapravo kroz treninge i utakmice, iskustvom
pronasla najbolji kut i najbolju brzinu. Kada budem umorna zna mi se dogadati
da loptu ispucam pod manjim kutem. Time putanja lopte automatski bude niza te
lopta dode samo do prvog obruca. Ali kada loptu ispucam pod veéim kutem i malo
ve¢om brzinom, u pravilu skoro uvijek lopta ude u kos “bez kostiju”. Takoder, ako
ciljam da mi lopta udari prvo o tablu, u pravilu lopta ulazi u kos. Zakljucak je da
se rezultati koje sam dobila ovim modelom podudaraju sa iskustvom koje imam u

koSarci.
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Sazetak

U ovom radu smo izveli model slobodnih bacanja kako bi zakljucili sto je sve po-
trebno za uspjesno slobodno bacanje. Zapoceli smo sa pojednostavljenim modelom
s odredenim pretpostavkama te smo pretpostavili da su nam za model najbitniji
visina igraca i pocetni kut. Ne mozemo ocekivati da ¢e igrac¢ pri svakom izvodenju
slobodnog bacanja mo¢i drzati pocetnu brzinu konstantnom pa se ovaj model nije
pokazao najboljim. Vidjeli smo da postoje razlike u pocetnoj brzini i kutu kod
igraca razlicitih visina te da nizi igrac¢i trebaju ispucati loptu pod veéim kutem.

U drugom modelu smo dopustili da u isto vrijeme i neovisno variraju pocetna
brzina i kut. Trazili smo idealnu putanju lopte sa najveéim moguéim odstupanjima
u poc¢etnom kutu i brzini, ali pod uvjetom da lopta i dalje ulazi u kos. Izbacili smo
pretpostavku da lopta mora proéi kroz centar obruca. Prvi zakljucak do kojeg smo
dosli je da ¢e najbolja putanja prvenstveno ovisiti o individualcu i na¢inu na koji
on Sutira. Iz slika smo vidjeli da najbolja putanja nije ona koji prolazi kroz centar
obruca te da je putanja koja dozvoljava maksimalu pogresku ona koja prolazi izmedu
centra obruca i drugog obruca. Takoder smo vidjeli da nam je bitnija konzistentnost
u brzini, nego u kutu, tj. da je putanja osjetljivija na promjene u brzini, nego u
kutu. Vece greske mozemo raditi pri ve¢im brzinama. Igrac¢i koji imaju problem
s kontroliranjem brzine, trebali bi loptu ispustati pod veé¢im kutem u odnosu na
prosjek. Ako imamo viSe problema sa kontroliranjem brzine, onda ¢emo na brzinu
staviti vecu tezinu kako bi dobili vise prostora za pogreske.

Vidjeli smo da na model mogu utjecati i otpor zraka, tvrdo¢a obruca, koeficijent,
odskakivanje ili rotacija lopte. Model mozemo promatrati i u trodimenzionalnom
sustavu, koji dobijemo ukoliko izbacimo pretpostavku da lopta neée skrenuti sa pu-

tanje.

Kljucne rijeci: kosarka, matematicko modeliranje, pocetni kut, pocetna brzina,
putanja
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Summary

In this paper, we conducted a free throw model to find out what is needed
for a successful free throwing. We started with a simplified model with certain
assumptions and we assumed that player’s height and the initial angle are the most
important for the model. We can not expect from player to keep the initial velocity
constant at each free throw he perform, so this model is not quite the best. We have
seen that there are differences in initial angel and velocity for players of different
altitudes, so the lower player should shot the ball at greater angle.

In the second model we allowed variation of initial speed and angle at the same
time and independently. We were looking for an ideal velocity for the ball with the
maximum possible deviations in the initial angel and velocity, but providing that
ball still enters the basket. Furthermore, we have excluded the assumption that the
ball must pass through the center of the hoop. The first conclusion we come across
is that the best trajectories will primarily depend on the individual and the manner
in which he or she shots the ball. From the pictures we saw that the best trajectory
is not the one that passes through the center of the hoop and that the trajectory
that permits the maximum mistake is the one that passes between the center of the
hoop and the second hoop. Also, we noticed that consistency in velocity is more
important than one in the angle, that is, the trajectory is more sensitive to velocity
changes rather than the angle’s. Bigger mistakes we can still make at high velocity.
Players who have problems with velocity control should drop the ball at a greater
angle than the average. If we have problems controlling the velocity, then we should
put weight on the velocity in order to get more space for the mistakes.

To conclude, we have seen that the model can also be affected by air resistance,
coefficient of restitution of the ball, softness of the rim, bounce or rotation of the
ball. We can also observe the model in a three-dimensional system which we get
removing the assumption that the ball will not turn from the path.

Keywords: basketball, mathematical modeling, initial angel, initial velocity, tra-

jectory
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