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Sazetak

Svaki vektorski prostor V ima odgovarajuéi dualni prostor koji se sastoji od lineranih
funkcionala na V. Za ovako definiran dualni prostor pokazat ¢emo kako odrediti njegovu
bazu ukoliko poznajemo bazu vektorskog prostora V. Takoder, uvest ¢emo i dual duala te
pokazati da je on izomorfan pocetnom prostoru. Kao posebno zanimljiv potprostor dualnog

prostora izdvojit ¢emo anihilator te promotriti neka njegova vazna svojstva.
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Dual spaces

Summary

Each vector space V has a corresponding dual space consisting of liner functionals at V.
For dual space defined in this way we will show how to determine its basis if we know the
basis vectors of space V. Also, we will introduce double dual and show that it is isomorphic
to the initial space. As an especially interesting subspace of the dual space, we will mention

the annihilator and give some of his important properties.
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Uvod

Neka je K neprazan skup na kojem su zadane dvije binarne operacije + : K x K —
K,(a,b) — a+bVa,be K,i-: Kx K — K,(a,b) — ab,Va,b € K. Uredenu trojku

(K, +,-) zovemo polje ako vrijedi

e (K,+) je Abelova grupa s neutralnim elementom 0

e (K \ {0},-) je Abelova grupa s neutralnim elementom 1

e distributivnost mnoZenja s obzirom na zbrajanje a(b+ ¢) = ab+ ac,Va,b,c € K
Primjer 1. a) (Z,+,-) nije polje ((Z\ {0}, -) nije grupa)
b) (R,+,-),(Q,+,),(C,+,-) su polja uz standardne operacije

Neka je V neprazan skup i K polje. Neka su zadane operacije +: V x V — V| (a,b) —
a+bVa,beV,i-: KxV =V (\a)— Aa,Va € VYA € K. Uredenu trojku (V,+,-)

¥

zovemo vektorski prostor nad poljem K ako vrijedi
e (V,4) je Abelova grupa
e distributivnost obzirom na zbrajanje u V: VA € K,Va,b € V,A(a +b) = Aa+ \b
e distributivnost obzirom na zbrajanje u K: VA, u € K,Va € V, (A + p)a = Aa + pa
e kvaziasocijativnost VA, u € K,Va € V, (Ap)a = A(pa)
e jedinica iz polja K ima svojstvo 1-a =a, Va € V

Primjer 2. a) R je vektorski prostor nad R,

b) C je vektorski prostor nad R,

c) C je vektorski prostor nad C, opéenito, svako polje je vektorski prostor nad samim sobom

© nad svakim svojim potpoljem,

d) R nije vektorski prostor nad C, jer - : C x R — R nije dobro definirano (vrijednosti

ovakvog mnoZenja biti ée u C).

Neka je V vektorski prostor nad K. Baza vektorskog prostora V je podskup BCV za
koji vrijedi da je B linearno nezavisan skup, te da razapinje V. Kazemo da je V kona¢nodi-
menzionalan vektorski prostor ako postoji kona¢an skup koji je baza za V. Broj elemenata
bilo koje baze kona¢nodimenzionalnog prostora V nad poljem K naziva se dimenzija od V i

oznacava dimV ili dimgV .
Primjer 3. a) dimgR = 1, baza vektorskog prostora R nad R je {z}, Vo € R,z # 0,

b) dimgC = 2, baza vektorskog prostora C nad R je {1,i},



c) dimcC = 1, baza vektorskog prostora C nad C je {z},Vz € C,z # 0

Neka su Vi W vektorski prostori nad istim poljem K. Svako preslikavanje A : V' — Wzove
se operator. Operator A je aditivan ako je A(v +w) = A(v) + A(w), Vv, w € V, homogen
ako je A(Av) = AA(v),Vv € V,VX € K. Za operator koji je aditivan i homogen kazemo da

je linearan operator.

1 Osnovno o linearnim funkcionalima

Neka je V vektorski prostor nad poljem K. Linearan funkcional na V je preslikavanje
f:V — K takvo da Vu,v € VA € K vrijedi f(u+v) = f(u) + f(v) i f(Aa) = Af(a).
Ekvivalentno tome, linearan funkcional je linearan operator sa V u K, gdje je polje K.

Primjer 4. Neka je V unitaran vektorski prostor nad R. Za svaki v € V definiramo pres-
likavange f, : V' — R sljedecom formulom f,(w) = (v,w),Yw € V. Pokazimo da je ovako
definirano preslikavanje zaista linearan funkcional.

Aditivnost. Neka su x,y € V. Vrijedi li f,(x +vy) = fo(z) + fu(y)?

folz +y) = v,z +y) = (v,2) + (v, ) = fo(2) + fuly)-
Homogenost. Neka sux € V,A € R. Vrijedi li f,(Ax) = Afy(x)?
Fula) = {u, X8 = XMu, 2) = Afs(2).
Kako vrijede aditivnost © homogenost operator f, zaista je linearan funkcional.

Za vektorske prostore V i W nad istim poljem K sa L(V,W) ¢emo oznacavati skup
svih linearnih operatora A : V. — W. U taj skup uvodimo operaciju zbrajanja: ako su
A,B e L(V,WW) sa A+ B oznacavamo operator sa V u W definiran sa

(A+ B)(V) = A(v) + B(v),v e V.

Nadalje, uvodimo i operaciju mnozenja elemenata od L(V, W) skalarima iz polja K : ako je
Ae L(V,W)i\e K sa AA ozna¢avamo operator sa V u W definiran sa

(AA)(v) = MA(v)),v € V.

Tako definirani operatori A+ B i AA su linearni, dakle elementi L(V, W). Takoder, uz ovako
definirane operacije skup L(V, W) svih linearnih operatora sa V u W postaje vektorski prostor
nad poljem K.

Teorem 1. Ako su V i W vektorski prostori nad poljem K dimenzija m i n, onda L(V, W)

nad poljem K ima dimenziju mn.

Dokaz: Dokazati ¢emo teorem tako §to ¢emo pokazati da se baza od L(V, W) nad K sastoji

od mn elemenata. Neka je vy, vy, ..., v, baza za V nad K i wy, ws, ...w, baza za W nad K.



Akojev € Vv = A\ug +Aava + ...+ v gdje su Aq, Ag, ..., Ay, jedinstveno odredeni elementi
iz K, definiramo T;; : V. — W sa T;;(v) = Aw;. O¢ito ukoliko uvrstimo bazu, dobivamo
Tij(vg) = 0 za k # i i T;;(v;) = w;. Lako se pokaze da je T;; element L(V,W). Kako i moze
biti bilo koji od brojeva 1,2,...m, te j bilo koji od brojeva 1,2, ...,n, ima mn operatora T;;.
Tvrdimo da mn elemenata tvori bazu za L(V, W) nad K. Neka je sada S € L(V,W). Kako
je S(v1) € W i kako je bilo koji element iz W linearna kombinacija vektora wy, ws, ..., wy,
slijedi
S(v1) = an1wr + aq2wa + ... + a1pwy

za neke a1, a19, ..., a1, € K. Stovise
S(v;) = anwy + apws + ... + aywy
zat=1,2,...,m. Neka je
So = a11Ti1 + arTio + ... + @13 T1n + @01 To1 + aeToo + ... + annTop + ... + @ T+
QT+ ... + Lo + 01Tt + 0o Lime + ..o + O Do
Odredimo Sp(vg)
So(vk) = (@nnTi1 + .. + @i D1 + oo + O T ) (Uk) =
a1 (Thi(ve)) + ca2(Ti2(ve)) + ... + Am1 (Tma(ve)) + ... + Cmn(Tinn (Vk))-
Kako T;;(vx) = 0 za i # k i Ty;(vr) = w; gornja suma se reducira na
So(vk) = aprwy + ... + oWy,

Sto je jednako S(vy). Kako linearni operatori Sy i S poprimaju iste vrijednosti na svim
vektorima baze u 'V, S = Sy, pa se S moze prikazati kao linearna kombinacija funkcionala T;;.
Ukratko, pokazali smo da mn elemenata Ti1,T12,...T0m, ... Tm1, -y Tmn razapinju L(V, W).
Kako bismo pokazali da oni ¢ine bazu za L(V,W) preostalo je pokazati da su linearno

nezavisni. Pretpostavimo
PuTu + ProTia + .. + BinTin + . + BT + - + BinTin + o + BraTina + -+ + BrnTinn = 0
pri ¢emu su f;; € K. Djelujemo li s tako definiranim operatorom na v; dobivamo

0= (BuTi1+ ...+ BijTij + .. + BrnTon) (Vi) = Braws + Brows + ... + By

Medutim, wy, ..., w, su linearno nezavisni, te je zato B; = 0,Vk,Vj. Zbog toga je skup
{T}j,1 <i<m,1 <j < n} linearno nezavisan i zaista ¢ini bazu za L(V, W). O

Direktna posljedica prethodnog teorema je ako je V razli¢it od 0 i W razli¢it od 0 ko-
nacnodimenzionalni vektorski prostori, onda se L(V, W) nikada ne sastoji od niti jednog
elementa, Sto proizlazi iz dimenzije mn > 1. Takoder, druga direktna posljedica je ako je
dimgV = m onda je dimg L(V, K) = m. Jasno nam je da kako je K vektorski prostor sam
nad sobom njegova dimenzija jednaka je 1, te primjenom gornjeg teorema proizlazi navedena

¢injenica.



2 Dualni prostor i dualna baza

Dualni prostor V* vektorskog prostora V je skup linearnih funkcionala na V. Zbrajanje
i mnozenje skalarom definirano je standardno na sljedeé¢i nacin:
Nekasu f,ge Vil e K,
f + g je linearan funkcional dan sa

(f+9)v) = f(v)+g(v),YveV

Af je linearan funkcional dan sa
(AM)(®) = M (), Yo € V.

Vazno je napomenuti da je 0 € V* linearan funkcional definiran 0(v) = 0,Vv € V, te smo
samim time pokazali da je V* vektorski prostor nad K.

Primjer 5. Neka je K = K" prostor svih vektora oblika nx 1. Dualni prostor V* prirodno je
vektorski prostor vektora oblika 1xn. Vektore ovih oblika moZemo pomnoZiti matricno i dobits
vektore dimenzije 1 x 1 koji su elementi prostora K. Ovo nam pokazuje da je svaki vektor
oblika 1xn linearan funkcional sa VnaK . Da bismo pokazali da je to zaista tako konstruirati
cemo izgled baze. Pretpostavimo radi jednostavnosti da je V konacnodimenzionalan vektorski

prostor nad K, sa pripadnom bazom {ey,...,e,}. Sada za svaki 1 < i < n, definiramo

fi:V—=>Ksa
l ze2i=g4
fi(ej>:5ij:{

0 wu suprotnom

Ovo znaci da zav =S " . ae; dobivamo f;(v) = o, sto je linearan funkcional na V.
=177 2 1%

Dualni prostor V* linearnih funkcionala mozemo promatarati kao vektorski prostor linear-
nih operatora iz Homg (V,K). Za proizvoljne vektorske prostore Vi W, dimenzija m, n, lako
se pokaze da je Homg(V, W) izmorfan prostoru M (n x m,K) matrica dimenzije n x m, koji
je o¢ito dimenzije mn. U posebnom sluc¢aju kada je W = K imamo dim(V*) = m = dim(V).

Prirodan na¢in da konstruiramo bazu e* = {e7, ..., e} } u V* je koristeci bazu e = {ey, ...e, }
od V. Funkcional e} predstavlja koeficijent u jedinstvenom razvojuv = Y ! e;e; vektorav € V
tako da

n

{er, Z Exer) = 6

k=1
za 1 <1 <n.

Kao direktna posljedica, linearan funkcional ef : V' — K u potpunosti je odreden sa
(€7, €5) = 0y

Sto slijedi jer jee; =0-e;1+...+1-¢;+ ...+ 0-e,. Sada je jasno da je

3

n n

(€5,) ener) = exlel, ey = exdin = e;

k=1 k=1 k=1



kao $to je i bilo oc¢ekivano.

Ovime smo pokazali da vektori e, ..., e}, zaista ¢ine bazu za V* | koja je dualna baza baze
e u V, sto pokazuje da je dim(V*) = dim(V') = n. Treba primjetiti da kako bismo definirali
dualne vektore e moramo krenuti od baze za V| tj. ako imamo samo jedan v € V' ne postoji

nadin da odredimo v* € V*.

Teorem 2. Ako je V konacnodimenzionalan vektorski prostor i e baza za V, vektori e* =

{et,...;ex} su baza za V*.

Dokaz: Nezavisnost.

*

Ako je | = Z?Zl eje; nulvektor u V* onda <Z;'Z:1 eje;,v) = 0,Yv € V, te posebno za v = ¢;
imamo . .
0 = <l,€i> = Z€j<€;,€i> = Zej5ij = €;
j=1 j=1

za 1 <1 < n, ¢ime smo pokazali nezavisnost vektora e;.

Razapinjanje.

Ako jel € V*ie; = (l,e;) tvrdimo da je [ jednak ' = Z?:1<l, ej) - € . Dovoljno je pokazati
da [ i I’ imaju jednake koeficijente kada ih zapiSemo u bazi e; od V, §to je ocito zbog

(I'sei) = (Z<la€j>€}'¥€i> = Z<Z’€j> (€], €:) = Z(LGJ') 05 = (I, &)
za 1 <1 <n. O

Korolar 1. Ako je V konacnodimenzionalan e = e; baza za V i e* = €] dualna baza za V* |

onda se bilo koji | € V* moZe zapisati kao

n

1=3 (e e

n=1
u bazi e*.
Primjer 6. Ako je V konacnodimenzionalan, te f,(w) = (v,w),Yw € V dani linearan
funkcional, onda su V ¢ V* izomorfni, te bilo koju bazu od V preslikamo direktno u bazu za
V*. Medutim, to ne znaci da ée danu bazu od V preslikati u dualnu bazu od V* opcenito.

gtoviée, to se dogada samo onda kada je baza za V ortonormirana. Na primjer, neka je

V = Ry[z] vektorski prostor polinoma stupnja mangjeq ili jednakog 2. Definiramo

(p1,p2) :/0 p1(0)p2(1)dl.

Standardna baza {1, x, x*} nije ortonormirana, ima dualnu bazu {qo, q1, q2} takvu da q;(z7) =

8;j zai,j =0,1,2. Stoga, ako je p = ay + a1z + awa® € V onda je

QO(p) = 040@1(13) = 041Q2(p) = Q3



Pogledajmo sada $to gore opisan kanonski izmorfizam djeluje na vektore 1,x, 2 iz V. Kao
prvo, za svaki p = ag + oy x + ax® € V

1
1 1
(1,p) = / p(t)dt = ap+ za1 + S as.
: 2 5

Ukoliko usporedimo ovo sa prethodnom formulom, moZemo zakljuciti da je 1 pridruzen vek-
toru o + 2oy + %042 # qo. Slicno se dogada kada gledamo ostale bazne vektore. Ovaj
primjer nam pokazuje da dualni prostor V* moze biti "veci" od V ako V nije konacnodi-
menzionalan vektorski prostor. Neka je V. = C|0,1] sa uobicajenim skalarnim produktom
(f;q) = fol f(t)g(t)dt. Sada imamo injektivan linearan operator V- — V*, pa moZemo V
smatrati podprostorom od V*. Medutim, pogledajmo linearan funkcional Oy u V, Oo(f) = f(0)
za svaki f € C[0,1]. Tada je (g € V*, ali nije u slici od V. Da bismo to vidjeli, pretpostavimo
suprotno, pretpostavimo da postoji funkcional fo € V koji se preslika u (g. Tada moramo
imati fol fo(t)f(t)dt = f(0),Vf € C[0,1]. Sada za svaki pozitivan broj n, neka je

1l—nz za g< 1
n\T) = "
fal@) {O za z <1.

SI= O
A A

Sada f, € C[0,1]za svakin, f,(0) =140 < f,(z) <1 za svaki z € [0,1]. Stoga za svaki n

sada 1mamo

1=1 [ Awh@a < [ 1ho0-mal < [l

Zadnji integral moZe biti veoma malen jednostavno pustajuci n da beskonacno naraste, sto

nema smisla, pa stoga ne postoji niti jedan takav fy.

Teorem 3. Pretpostavimo da je V n-dimenzionalan vektorski prostor nad K.
1. V* je takoder n-dimenzionalan, te su V i V* wzmorfni, tj. V ~ V*.
2. ZaveV, f(v)=0,Vf e V* ako i samo ako v = 0.

Dokaz: 1. Proizlazi iz konstrukcije baze dualnog prostora i klasifikacije kona¢nodimenzi-

onalnih vektorskih prostora.

2. Lako se vidi da f(0) = 0,Vf € V* (f(0) = f(0v) = 0f(v) = 0). Pretpostavimo

suprotno, pretpostavimo v # 0 € V. Sada mozemo konstruirati bazu {ci, ¢s, ..., ¢, } za

V sa e; = v, te pripadnu dualnu bazu {f1, fa, ..., fn} za V* . Sada za element f; € V*
mora biti fi(v) =1 # 0. Dakle, ako je f(v) =0,Vf € V* onda je v = 0.

Ul

Napomena 1. Zakljucak da su V i V* izomorfni vektorski prostori generalno govoreéi nije

tocan ako V nije konacnodimenzionalan vektorski prostor.



3 Dual duala

Neka je V vektorski prostor nad K. Znamo da je kona¢no dimenzionalan vektorski prostor
V izmorfan dualnom prostoru V*. Taj izmorfizam nije "veoma dobar" jer ovisi o izboru
baze. Medutim, postoji primjer prirodnog izomorfizma izmedu ta dva vektorska prostora, to
je izomorfizam izmedu kona¢nodimenzionalnog vektorskog prostora V i dualnog vektorskog
prostora V** dualnog prostora V*. Prostor V** zovemo dual duala V. Elementi koji se nalaze
u V** su linearni funkcionali linearnih funkcionala.

Neka je vg vektor u V. Za svaki f € V* piSemo

v (f) = f(vo)-

U ovoj formuli vy je fiksan a f varira u V*, pa je ova formula definirana na V*. Pokazimo
sada da je ovako definiran v linearan funkcional na V*. Ako su f,g € V* i a € K imamo

v (f +9) = (f +9)(v0) = f(vo) + g(vo) = v5(f) +v5(9)

vo(af) = af(v) = avy(f)

iz Cega jasno vidimo da je to zaista linearan funkcional na V* te je samim time element V**.

Teorem 4. Neka je V vektorski prostor nad poljem K. Za svaki v € V', element v* od V*
definiran je sa

v (f) = f(v).
Tada je preslikavanje ¢ : v — v* injektivan linearan operator sa V u V*. Ako je V konacno-

dimenzionalan onda je preslikavanje izomorfizam.

Dokaz: Neka suv,w € Via € K. Tada za svaki f € V*,

¢(v+w)(f) = (v+w)(f) = flv+w) = fv) + f(w) =v"(f) + () = o(v)(f) + o(w)(f)

Sli¢no,
¢(av)(f) = (av)*(f) = flav) = a(v™(f)) = ap(v)(f)

te je time preslikavanje ¢ linearno. Kako bismo pokazali da je preslikavanje injekcija pro-
nadimo Ker¢. Pretpostavimo ¢(v) = 0 za neki v € V. Tada je v*(f) = f(v) = 0 za svaki
f € V* sto implicira da je v = 0 odnosno Ker¢ = 0. Zbog toga je ocito da je jezgra trivi-
jalna i da je preslikavanje injekcija. Kona¢no, ako je V kona¢nodimenzionalan, onda je V**
jednake dimenzije kao 1 V (jer je dimV = dimV* i dimV* = dimV™**), te imamo injektivno
linearno preslikavanje izmedu ta dva prostora jednake dimenzije $to mora biti izmorfizam

kao $to smo i zahtjevali. O

Napomena 2. Prethodno definirano preslikavanje ¢ zovemo prirodno pridruzivanje sa V u
V**. Ako je prirodno preslikavanje izomorfizam onda je vektorski prostor V refleksivan, pa

nam prethodni teorem govori da je svaki konacnodimenzionalan vektorski prostor refleksivan.



4  Anihilator

U ovom poglavlju prirodno nam se namece dodatna struktura da bismo mogli pricati o
duzinama i ortogonalnosti vektora, ili ortogonalnom komplementu W+ nekih potprostora.
Kada je K = R ili C najc¢esée to postizemo skalarnim produktom B : V x V — K na V.
Medutim, u nedostatku takve strukture svejedno postoji prirodan nacin odredivanja kom-
plementarnog potprostora za bilo koji potprostor W C V| ali komplement

We={leW": (l,w),Yw € W}(anihilator)

je podskup od V* a ne od V. Jasno je vidljivo da je W*° vektorski potprostor od V*. O¢ito je
(0)° =V*iV°=(0), a ako je W pravi podskup od V onda je anihilator W° pravi podskup
od V*, pri ¢emu vrijedi (0) C W° C V*.

Teorem 5. Ako je W potprostor konacnodimenzionalnog vektorskog prostora V, onda je
dim(W) + dim(W°) = dim(V)

Dokaz: Neka je W < V. Odaberimo bazu {ey,...ex} od W i nadopunimo ju do baze za V,
{e1, ..., ex, ext1, ..., en}. Neka je {ef, ..., ey} dualna baza za V*. Tada funkcionali e}, ..., e},

poniStavaju vektore ey, ..., ey tj.:

ki1s--16p € {€1, - }° = [{er, - e }]” = W°.

Neka je f € W°, tada je f(e1) = ... = f(er) = 0 iz Cega slijedi
F=Y flepes=>" flee;.
j=1 j=k+1

Ovo nam pokazuje da funkcionali e;_,, ..., € razapinju potprostor W dualnog prostora V*,
dakle {e},,,...,en} je baza za W°. Odavde slijedi

dim(W°) =n —k = dim(V) — dim(W).



4.1 Svojstva anihilatora

U ovom poglavlju dokazati éemo neka vazna svojstva anihilatora.

Propozicija 1. Neka je V konacnodimenzionalan vektorski prostor, te neka su S podskup
od V* ¢ W potprostor od V*. Tada vrijedi

1. 8°=[9)°
2. [S] = §°, W =W

Dokaz: 1. Neka je S podskup od V. Iz S C [S] slijedi obrnuta inkluzija za anihilatore
tj.[S]° € S°. Neka je f € S° iz € S°. Sada  mozemo zapisati kao linearnu kombi-
naciju vektora iz S, pa zbog linearnosti funkcionala f imamo da je f(z) = 0. Dakle,
f € [S]° iz ¢ega slijedi i obratna inkluzija [S]° D S°.

2. Za potprostor W od V ocito vrijedi W C W*°°. Sada znamo
dimW®® = dimV"* — dimW° = dimV — (dimV — dimW) = dimW

odakle je jasno da je W = W°°. Sada znamo da takoder vrijedi [S] = [S]°° (jer znamo
S CV)paje
[5] = [51°° = ([5]°)° = (5°)° = 5*°.

0

Propozicija 2. Neka su V 1 W konacnodimenzionalni vektorski prostori nad istim poljem i
Ae L(V,W).
1. Ker(A*) = Im(A)°, Ker(A) = Im(A*)°, Im(A*) = Ker(A)°,Im(A) = Ker(A*)°
2. r(A) =r(A¥)
Dokaz: 1. Poistovjetimo li V sa V** i W sa W** vidimo da je prva jednakost ekvivalentna
s drugom, dok je tre¢a jednakost ekvivalentna sa cetvrtom. Medutim, pogledamo li
prethodnu propoziciju vidimo da je prva jednakost ekvivalentna sa cetvrtom, dok je

druga jednakost ekvivalentna sa trecom. Dakle, sve jednakosti su medusobno ekviva-

lentne, pa je dovoljno dokazati samo jednu od njih. Za f € W* imamo
feKer(AY)  A'f=0 (A"fHilv) =0,Yw eV &
f(Av) =0,Yv € V & f(w) =0,Yw € Im(A) & f € Im(A)°
Dakle, Ker(A*) = Im(A)°.

2. 7(A) = dim(Im(A)) = dim(Ker(A)*)° = dim(W*) — dim(Ker(A*)) = dim(W*) —
d(A*) = r(A*).
U
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