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Newton-Cotes quadrature formulae

Sazetak

U ovom zavrSnom radu objasnit ¢emo pojam interpolacije funkcije polinomom te do-
kazati egzistenciju i jedinstvenost Lagrangeovog interpolacijskog polinoma. Defini-
rat éemo Newton-Cotesovu kvadraturnu formulu, obraditi njezine specijalne slucajeve:
pravilo srediSnje tocke, trapezno pravilo i Simpsonovo pravilo. Odredit ¢emo njihove
kompozitne oblike, procijeniti pogreske aproksimacije pomoc¢u Peanove jezgre te navesti
primjere.

Kljuéne rijeci
Lagrangeov interpolacijski polinom, Newton-Cotesova kvadraturna formula, Peanova jezgra, pravilo
sredisnje tocke, trapezno pravilo, Simpsonovo pravilo

Abstract

In this bachelor’s thesis we will explain polynomial interpolation of a function, prove
the existence and uniqueness of Lagrange polynomials. We will define the Newton-
Cotes quadrature formulae and their special forms: the mid-point rule, the trapezoidal
rule and Simpsons rule. For each case, we will determine the composite rule, estimate
the approximation error using the Peano kernel and demonstrate an example.
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1 Uvod

Neka je f: [a,b] — R neprekidna funkcija te G njena primitivna funkcija. Tada se
Riemannov integral funkcije f mna intervalu [a,b] moZe izracunati primjenom Newton-
Leibnizove formule :

b
/f(ac)dm = G(b) —G(a).

Medutim, proces racunanja odredenog integrala moze biti znatno kompliciraniji. Primjerice,
ukoliko podintegralna funkcija f nije neprekidna ili se njezina primitivna funkcija G' ne moze
izracunati elementarnim metodama. U takvim slucajevima, cesto je jednostavnije aproksi-
mirati vrijednost integrala, nego pronaci njegovu egzaktnu vrijednost. Jedne od mnogobroj-
nih metoda aproksimiranja odredenih integrala su kvadraturne formule koje aproksimiraju
odredeni integral, sa ili bez ostatka (pogreske). Kvadraturne formule su opéenito oblika

b

/f(fv)dw = S (@) +E (),

g k=0
gdje su wy, > 0 tezine, z, ¢vorovi koje uglavnom odabiremo iz segmenta integracije [a, b] tako
davrijedi a <zy < 71 <---< x, <b,dokje F(f) pogreska aproksimacije. Kazemo da
je kvadraturna formula egzaktna za polinome p(x) iz P, , prostora svih polinoma stupnja
manjeg ili jednakog m, ukoliko vrijedi E(f) = 0, odnosno vrijedi

b
/f(ﬂﬁ)dx = > wip (@),
4 k=0

za sve polinome stupnja manjeg ili jednakog m . Red kvadraturne formule definiramo kao
najvedi prirodan broj m za koji je kvadraturna formula egzaktna na P, .

U ovom radu bavit éemo se Newton-Cotesovim!® kvadraturnim formulama, koje daju aprok-
simaciju odredenog integrala za ekvidistantan skup ¢vorova iz segmenta integracije uz tezine
¢ija suma iznosi 1. Da bismo opisali ove metode, najprije ¢emo objasniti Lagrangeov oblik
interpolacijskog polinoma koji koristimo za aproksimaciju podintegralne funkcije f. Napos-
lijetku ¢emo pojasniti neke od specijalnih oblika Newton-Cotesovih kvadraturnih formula:
pravilo srednje tocke, trapezno pravilo i Simpsonovo pravilo te za svaku od tih metoda
odrediti pogresku aproksimacije pomoc¢u Peanovih jezgri i navesti primjer.

'Engleski matematicari Sir Isaac Newton (1642. - 1726.) i Roger Cotes (1682. - 1716.)



2 Lagrangeov oblik interpolacijskog polinoma

Neka je dana funkecija f ¢iju vrijednost poznajemo u tockama zy < @1 < --- < Z,. Zelimo
pronadi funkciju g koja na intervalu [z, x,] dobro aproksimira funkciju f, sa svojstvom

glm;) = flzm), ma i=0,1,...,n.
Geometrijski gledano, trazimo funkciju g ¢iji graf prolazi tockama (z;, f (x;)) ,zai=0,1,...,n.
Problem odredivanja funkcije g s navedenim svojstvima nazivamo problem interpolacije.

Funkciju g uglavnom odabiremo iz klasa elementarnih funkcija (primjerice iz klase polinoma,
trigonometrijskih funkecija, racionalnih funkcija,... ), a proucit ¢emo problem interpolacije
polinomom.

Pretpostavimo da je funkcija f: [a,b] — R neprekidna i da je njena vrijednost poznata u
n+1tocaka a <xp <z <--- <z < b ioznatimo y; = f(z;), i =0,1,...,n. Trazimo
interpolacijski polinom ¢ stupnja n oblika

9(z) = anz" +an 12"+ + @z +ag,

sa svojstvom
g = By =01 ...50 (1)

Uvrstavanjem uvjeta (1) u izraz za g dobivamo sustav linearnih jednadzbi :

2 n
l & Zy :we I ag Yo
1 m% vow B ai Y1 @)
1 2 n
R - an Un

Matricu sustava (2) nazivamo Vandermondeova matrica, koja je regularna jer vrijedi z; # x; ,
za 1 # j pa sustav ima jedinstveno rjesenje. Za detaljnije pojasnjenje vidjeti [3].

Napomena 2.1.

1. Kada bismo uz zadane podatke (x;,y;), 1= 0,1, ... ,n trazili polinom stupnja manjeg ili
veéeg od n dosli bismo do problema jer u prvom sluéaju rjesenje sustava (2) ne postoji,
dok u drugom rjesenje nije jedinstveno

2. Matrica sustava (2) obicno je lose uvjetovana pa za veliki broj évorova interpolacije
n i po vrijednosti bliske cvorove interpolacije kod rjesavanja sustava dolazi do velike
greske.

Postoje mnoge metode za rjesavanje ovog problema, a nama ¢e biti koristan Lagrangeov oblik
interpolacijskog polinoma. Prije definicije, iskazujemo i dokazujemo teoreme koji jamce
postojanje i jedinstvenost takvih interpolacijskih polinoma, a preuzeti su iz [7]. Neka su
zi, 1 = 0,1,...,n realni brojevi takvi da vrijedi x; # x;, za i # j, te y;, 1 =0,1,...,n
realni brojevi.



Lema 2.1. Pretpostavimo da je n > 1. Tada postoje polinomi L, € P,, k = 0,1,...
definirani s:

i, e=&
Lk(azi):{o’ Z%k i=0,1,...,m. (3)
. &

Nadalje, polinom
pa(z) = Y Li () yw (4)
k=0

zadovoljava uvjete interpolacije, odnosno vrijedi p, € Ppn i pp(x;) = vi, 1 =0,1,...,n.

Dokaz. Za fiksni prirodani broj k, 0 < k < n, Ly ima vrijednost 0 u tockama x;,71 =
0,1,...,k—1,k,...,n. Dakle, Ly (z) je oblika:

Lk (:L’) = Ck H (.T — .’L‘l) 3 (5)

=0
';ﬁk

..

gdje je Cj realna konstanta koju dobijemo uvrstavanjem Ly (zg) =1 u (5) :

n

& = [— (6)

Tk —T;

1=0
1#£k

Uvrstimo li dobiveni Cj u (5) imamo novi izraz za Ly :

Li(z) = [[—2 (7)

Tk — 4

1=0
i£k
Kako je funkcija p, definirana s (4) linearna kombinacija polinoma L, € P, , k=1,2,...,n
slijedi da je i p, € P, , a uvrstavanjem (3) u (4) dobivamo p, (z;) =v;, 1 =0,1,...,n. O

Napomena 2.2. [ako u prethodnoj lemi zahtijevamo n > 1, moZemo ukljuciti © slucaj
n =0, tako da definiramo Ly (z) = 1. Tada je polinom py definiran s

po(x) = Lo () yo
jedinstven polinom u Py koji zadovoljava py (xg) = yo .

Teorem 2.2. Pretpostavimo da je n > 0. Tada postoji jedinstvent polinom p, € P, takav
da je
dplE) = B §=0,1,....58 (8)

Dokaz. U slucaju n =0 dokaz je trivijalan, po Napomens 2.2 .
Neka je n > 1. Iz Leme 2.1 slijedi da polinom p,, € P, definiran s p, () = p_, Lk (z) yk
postoji. Ostaje pokazati da je p, jedinstven polinom u P, .

Pretpostavimo da postoji polinom ¢, € P,, razlicit od p,, takav da je ¢, (z;) = vi,
za 1 = 0,1,...,n. Tada je p, —qgn € Ppn 1 pn — ¢, ima n + 1 razlicitih nultocaka
zi, ©=0,1,...,n. Kako polinom stupnja n ne moze imati vise od n nultocaka, osim ako
je identicki jednak nuli, slijedi

Pn () = gn (2) =0, (9)
sto je u kontradikciji s pretpostavkom da su p, i ¢, razliciti. Dakle, postoji jedinstven
polinom p,, € P, koji zadovoljava (8) O



Definicija 2.1. Neka je n > 0. Neka je f: [a,b] — R neprekidna na intervalu [a,b] te neka
su x; € [a,b], i =0,1,...,n, razli¢iti realni brojevi. Polinom p, definiran s

pr(@) = > Li (@) f(m), (10)
k=0

gdje je Ly definiran kao u (7), zovemo Lagrangeov interpolacijski polinom stupnja
n funkcije f, a brojeve x;, 1 =0,1,...,n zovemo évorovi interpolacije.

Primjer 2.1. Konstruirajmo Lagrangeov interpolacijski polinom stupnja 2 funkcije f: [—1,1] — Ry
dane izrazom f (x) = e* u évorovima interpolacije xg = —1, 11 =0, xo =1.

Kako je n = 2, trazimo polinom p, stupnja 2 oblika

gdje Ly izgleda kao u (7). Sada imamo

(g —m)(z — zp) —lazx—
LO (-Z') N (.Z'O—.Tl) (.’I)U—.TQ) N 2 ( 1)

Slicno dobivamo i Ly (z) =1 — 2? te Ly (z) = 1 z (z + 1).

Uvrstavanjem izracunatih izraza u py i pojednostavljivanjem dobivamo

p@)=tz@-1e'+1-2")e+ia(z+1)
= ..+ =1+0.0175z + 0.0001z>.

lako se vrijednosti funkcije f i njenog pripadnog Lagrangeovog interpolacijskog polinoma
u ¢vorovima interpolacije podudaraju, to cesto nije slucaj na ostatku domene tih funkcija.
Postavlja se pitanje koliko je veliko odstupanje vrijednosti f (z) od aproksimacije p, ()
kada je = # x;, 1 =0,1,...,n. Uz pretpostavku da je funkcija f dovoljno glatka, procjena
velicine pogreske interpolacije f (z) — p, (z) dana je iduéim teoremom, preuzetim iz [5].

Teorem 2.3. Neka je n > 0. Neka je nadalje f € C™* ([a,b]) funkcija cije su vrijednosti
poznate v n+ 1 tocaka z;, 1 =0,1,...,n,

a=x9g<1T1 < -<xp =0, = JiE)y, i =01, ..,

i neka je p, odgovarajuci interpolacijski polinom. Tada za svaki T € [a,b] postoji & € (a,b)
takav da je

’ I hiiind (I S o )
f@ =@ = Ty @, gdiefe w (@) =(E—0) - (B - ).
Ako oznacimo My = LS | f*Y) ()| vrijedi i ocjena
_ g M,
1f (@) —pn ()] < (n++11)! w (2)].

Dokaz ovog teorema moze se pronaéi u [5].



3 Newton-Cotesove kvadraturne formule

b
Neka je f: [a,b] — R neprekidna funkcija na intervalu [a,b] te I(f) = [ f(z)dz integral

a
¢iju vrijednost zelimo aproksimirati. Kao sto znamo, kvadraturne formule su opéenito oblika

b
[ @i = > wf @) +E(). (11)
" k=0

gdje su wy > 0 tezine, x ¢vorovi koje uglavnom odabiremo iz segmenta integracije [a, b
tako da vrijedi @ <zy < 77 <--- < x, <b,dok je E(f) pogreska aproksimacije.
Odaberimo u ovom slu¢aju ¢vorove x;,72 = 0,1, ..., n tako da budu ekvidistantni, odnosno da
vrijede jednakosti x; = a+th,t=0,1,...,n,gdjejeh = b_T“ . Funkciju f aproksimirajmo
Lagrangeovim interpolacijskim polinomom p,, tako da vrijedi

= ZLk ((L‘)f(:ﬂk , Za Lk
k=0

r —I;

:]:

Z‘k—f]ﬁl

=0

i#k

Ako za tezine wj uzmemo

1
b—a

a

Wi = plz)de, &=0,1...5,

tada vrijedi > ;_,wr = 1, a kvadraturnu formulu (11) mozemo zapisati na sljede¢i nacin

/f b—a>i(bia/bLkw)dw)f(kaE(f) — (b-0) > f (@) +E().

k=0 k=0

Uzmemo li dodatno = =a+ (b — a)t, dobivamo jednostavniji izraz za wy:

nt —1
dt, k=0,1....,n. 12
/Hk_/[/ Y ) ) 7n ( )
0 z;ék

Sada formulu \
/ f@)ds = (b—a)Y w f (@) + E(f) (13)
k=0

zovemo Newton-Cotesova kvadraturna formula.

Razlikujemo Newton-Cotesove kvadraturne formule otvorenog i zatvorenog tipa. U slucaju
zatvorenog tipa za n + 1 ¢vor, pri interpolaciji ukljucujemo obge rubne tocke segmenta
integracije [a,b] te su évorovi interpolacije oblika z; = a+ "% 0<i<n.

U slucaju otvorenog tipa za n+1 ¢vor, pri interpolaciji ne ukhucmemo obje ili jednu rubnu
tocku segmenta integracije [a,b], a tada su ¢vorove interpolacije oblika z; = a + gl +1) .
1<1<n.

S ciljem odredivanja pogreske aproksimacije E(f) Newton-Cotesovih kvadraturnih formula,
u nastavku iskazujemo i dokazujemo Peanov teorem o jezgri, preuzet iz [8] .

5



Teorem 3.1. Neka je E(p) = 0 za sve polinome p € P, i neka je f € C"'([a,b]).
Tada se ostatak E(f) moZe reprezentirati kao

b

E(f) zl/f“+”@)K(wdh

gdje je K Peanova jezgra definirana izrazom

K(t) = B (- 1)7)

(z—1) = {(:L’—t)”, & > t7

a indeks "x” oznacava da je x waryabla od E .

Dokaz. Razvoj funkcije f u Taylorov red oko tocke x = a u integralnom obliku glasi:

n_ (k) (g ’
k=0 ’ i

E je linearan operator ( E(af + fg) = aE(f)+ BE(g), za funkcije f i g te skalare a i f3)
i vrijedi F (% (x — a)k) = 0,k=0,1,...,n jer su % (x — a)k polinomi stupnja
manjeg ili jednakog n pa pogresku mozemo zapisati u obliku

" (%) L F o .
Eumwng(k!@—M)wrm[ﬂ>wm4>ﬁ

b
1
= —F /fwmﬂﬂm—ﬂnﬁ
n! *

Pokazimo sada da operatori E i f komutiraju.

Kvadraturnu formulu mozemo definirati i opcenitije

'(f) = ) anof () + D anof' ($k1)+"'+iaknf(n) (zen) = E(f) +1(f)
k=0 k=0 k=0

Tada je
b

b b
5 /waw4mﬁ =//WWW@—MﬁM—
b

a

(Z ko / FOD () (w0 — ) dE + . ..

k=0
Mn d b
4 kz_o Un o / f(n+1)(t)(wkn — i) dt)

a



1 vrijedi

o .

E, (f"(t)(

b b
= / / FOD @) (z — ) dt dz—
, a a . ,
/ FEO) ( > ko / (zho — )" dt+ ...
et k=0 o

b

Mp dn
+ )tk /(g:,m - t)t“;) dt.
o dx

a

dk b dk
Sada je dovoljno pokazati Wff("“)(t)(w f (f (D) d —d— )ﬁ) dt ,
x a
k=0,1,...,n. Gornja relacija vrijedi za sve k < n Jer je funkcija (x — )" neprekidno

diferencijabila n — 1 puta. Naposlijetku dokazimo jos slucaj k =

n+1
dan / f

— )" dt

d (& [ . .
& | dr [ 10 OG-0

b
d n
= n!/f( () (z —t), dt

Al n!/f("+1)(t)(x—t) dt

e /f /tf”“()dt

/ FOD() dt 4 3 f 0D () — FOHD () g
n! 7 FOHO () dt
/x (f“””(t)%(az — t)1> dt.

a




4 Specijalni slucajevi Newton-Cotesovih
kvadraturnih formula

U prethodnom poglavlju upoznali smo se s Newton-Cotesovom formulom, koja zapravo obu-
hvaca siroku klasu formula. Moze se pokazati da ¢e za svaki izbor n+1 ¢vorova interpolacije
postojati barem jedna Newton-Cotesova kvadraturna formula reda n, sto mozemo vidjeti u
[4]. U ovom poglavlju detaljnije ¢emo objasniti neke specijalne slucajeve ove formule.

Prvi specijalan slucaj koji éemo razmotriti je i najjednostavniji, a to je pravilo sredisnje tocke,
koje je i primjer formule otvorenog tipa. Nakon toga, bavimo se trapeznim pravilom i zadnje
Simpsonovim pravilom, koji su zatvorenog tipa. Za svaki od navedenih slucajeva navest
¢emo i generalizirani oblik, kojeg dobijemo podjelom segmenta integracije na podsegmente
jednake duljine, zasebnom primjenom kvadraturne formule te zbrajanjem dobivenih rezul-
tata. Takoder ¢emo procijeniti pogresku aproksimacije svake formule primjenom Teorema
3.1, a naposlijetku demonstrirati sve slucajeve na istom primjeru radi bolje usporedbe.

4.1 Pravilo sredisnje tocke

Neka je f: [a,b] = R neprekidna i nenegativna funkcija na [a,b] ¢ija je vrijednost poznata
u sredignoj tocki, odnosno u zy = =2 . Kako bismo izracunali integral I(f) = fab f(z)dx
primijenit ¢emo Newton-Cotesovu kvadraturnu formulu (13) za jedan ¢vor interpolacije, i to
sredisnji, pa vidimo da ¢e ova formula biti otvorenog tipa. Pronadimo tezinu wy :

il

woz/ldazzl

0

Ako ozna¢imo I* = (b—a)wyf(xg) is E(f) pogresku aproksimacije, onda je

I(f) = (b—a)wo f (o) + E(f) = I"(f) + E(f)

b
i formulu [ f(z)dz = (b—a)f (“T’Lb) + E(f) nazivamo pravilo srediSnje tocke. Ovo

a+b

pravilo Cesto se naziva i pravilo pravokutnika jer produkt (b—a) f (—2—) predstavlja povrsinu

pravokutnika visine f (“TH’) i Sirine (b —a).

Kako kvadraturnim formulama ipak samo aproksimiramo integrale, bitno je voditi rac¢una
o gresci aproksimacije E(f). Za njezino odredivanje koristit ¢emo Peanov teorem o jezgri
3.1.Za formulu reda n Peanovu jezgru K, definiramo s

1 o i Bt =>4
Kn(t) = EEx((ac—t)Jr), gdje je (x_t)J’ B { 0 x < t

Pravilo sredisnje tocke je egzaktno za polinome prvog stupnja. Odredimo sada Peanovu
jezgru Ko.



b

Kalt) = e =) = [(@—thdo—I (-t}

(=2 4 [a, &tt]
_ 2 12
KQ(t) = {(t—b)2 te [a_—',—b b]

/bKQ(t)dt - /z(t;a)Q dt—/b(t;b)2 dt
O
24

Sada mozemo izracunati pogresku aproksimacije E(f). Iz Teorema 3.1 slijedi

b

B(f) = / POK() dt

a

Navedimo sada integralni teorem srednje vrijednosti s tezinama, preuzet iz [2], koji ¢e biti
koristan u nastavku.

Teorem 4.1. Neka su funkcije g @ w integrabilne na |a,b] i neka su

m = inf g(x), M = sup g(x).
xe[a,b} l‘e[a,b]

Neka je, nadalje, w(z) > 0 na[a,b]. Tada postoji broj p,m < p < M takav da vrijedi

b

[t = u / w(a)dz.

a

Posebno, ako je g neprekidna na |a,b], onda postoji broj & takav da je
b b
[ @tz = g(6) [ wiw)ds.

B



Kako je Ks(t) > 0, po Teoremu 4.1 postoji & € [a,b] takav da je

b

b
E(f) = / FOE(tydt = f(€) / Ka(tydt = f'(€)

a

(b—a)d
24

i dobivamo konacni izraz za pravilo sredisnje tocke

/ fe = 6-af (55) + o 5

Oznac¢imo i M, = m[a:}i] |f” (z)|, tada vrijedi ocjena za gresku
re|a

U nastavku se bavimo kompozitnim pravilom srediSnje tocke, a u izvodu posluzit ¢e nam
iduca lema iz [8] koju navodimo bez dokaza.

Lema 4.2. Neka je g: [a,b] — R neprekidna funkcija i x; € [a,b], i =1,...,n. Tada

postoji & € [a,b] takav da je
1 n
= g@) = g6
n
k=1

[zvedimo sada kompozitno pravilo sredisnje tocke.
Prvo podijelimo segment integracije [a,b] na n podsegmenata koji su jednake duljine
i primijenimo pravilo sredisnje tocke na svaki od njih. Neka su h = b_T“ te 3; = a-+

Ti—1+%; S
ZodB) i =1,2,...,n

th,1=20,1,...,n svi rubovi podsegmenata. Oznac¢imo li y; = f ( ;

i primjenimo pravilo srediSnje tocke na segmentu [z;_;, z;], dobivamo:

(b—a)’

[ r@ds = hys e B

gdje & € (wi_1,z;) postoje, po Teoremu 4.1. Zbog neprekidnosti funkcije f” na intervalu

1 n
(a,b) , po Lemi 4.2 postoji & € (a,b) takav da vrijedi n— Yo f"(&) = nf"(€). Vidimo da
i=1

jein? = U= “) . Sada vrijedi

/bf<x>dx - };/f(x thz G g

i tu formulu nazivamo Kompozitno pravilo srediSnje tocke.

Apsolutna pogreska aproksimacije FE,(f) kompozitnog pravila sredisnje tocke za n podseg-
menata i € > 0, uz oznaku M, = max |f” (z)|, moze se ocijeniti idué¢im izrazom :

)

b—a
24

b—a)d
h2M2 = (24na) MQ < &

|E.(f)] <

10



Tada za zadanu tocnost ¢ > 0 mozemo procijeniti i broj potrebnih podsegmenata n :

M, 0-a)
5 24

n > (b—a)

Naposlijetku, prou¢imo definirane pojmove na primjeru.

1
Primjer 4.1. Neka je I(f) = [e*dx.
0

a) Aproksimirajmo integral I(f) pomocu pravila sredisnje tocke

() =1() - B(f) = <b—a>f(“§b) . f(%) ~ 1284025

b) Izracunajmo broj potrebnih podsegmenata kako bi se primjenom kompozitnog pravila
sredisnje tocke odredila priblizna vrijednost integrala I(f) s toénoséu e = 0.0005

M, (b—
Jer je My = max | f"(z) |~ 16.31, slijedi n> (b—a)y/— - b
z€[a,b] & 24

16.31 -1
=4/ ——" ~36. i
V 0.0005 - 24 36.866878

c) Aproksimirajmo integral I pomocéu kompozitnog pravila sredisnje tocke koristeci n = 4

podsegmenta

Dakle, broj potrebnih podsegmenata je n = 37.

Duljina svakog podsegmenta h jednaka je h = I’_T“ = i. Nakon Sto izracunamo

yi = f (=), gdje su z; =ih, i =1,...,4, dobivamo podatke:
Ti—1 Xy Yi
0 0.25 1.015748
0.25 0.5 1.150993
0.5 0.75 1.477904
0.7 1 2.150338

=W N S

Sada mozemo izra¢unati aproksimaciju I*(f) = I(f) — E(f) :

4
I(f) = h Y _y = 1470202
=1

11



4.2 Trapezno pravilo

Neka je f: [a,b] — R neprekidna funkcija ¢ije su vrijednosti poznate u ¢vorovima zy = a
b
te z1 = b i zelimo izracunati integral I = [ f(z)dz. Tada moZemo primijeniti Newton-

Cotesovu kvadraturnu formulu (13) za dva ¢vora interpolacije. Izracunajmo tezine wy i

Wi -
1
i—1
wo = | ——dt = =
G—I 2
0

1
t—0 1
oo [0
1-0 2
0

Ako oznacimo I*(f) = (b—a) (wof(xo) +wif(z1)) is E(f) pogresku aproksimacije, onda
itz

=t

I(f) = (b—a)(wo f (z0) + wif(z1)) + E(f) = I"(f) + E(f)

b
iformulu [ f(z)dx = (b;a) (f (a)+f (b))+ E(f) zovemo Trapezno pravilo. Geometrijski

gledano, (bga)( f(a) + f (b)) predstavlja povrsinu trapeza sa stranicama f(a) i f(b) te

visinom h =b — a, po ¢emu je formula dobila ime.

Slika 1: Trapezno pravilo

Sada ¢emo odrediti pogresku aproksimacije E(f). Trapezno pravilo egzaktno je za polinome
prvog stupnja pa slicno kao i ranije trazimo Peanovu jezgru K, trapeznog pravila.

b
Kalt) = B@=02) = [@—tido=I (=04

a

2|? i
@ D (ampye - 1))

b—t)? (b—a)

= L - (@0 -1

Daljnjim raspisom dobijemo da je Peanova jezgra K, trapeznog pravila jednaka

K - &=

5 , zat € [a,b

12



Integrirajmo sada Ky:

b b
/Kg(t)dt = /Wdt - —(bI;)

Kako je Ky(t) <0, po Teoremu 4.1 postoji broj £ € [a, b] takav da je

b

/ oK = 16 [ Kalt)ydt = ~1€)

a

(b—a)*
12 '

Sada je trapezno pravilo oblika :

b
[ = 0-al O plid

12

a za pogresku aproksimacije E(f), uz oznaku My = max |f” (x)|, vrijedi

z€la,b]
(b—a)®
E M, .
B0 < E5
Pronadimo sada kompozitni oblik trapeznog pravila.
Pretpostavimo da je funkcija f zadana u n+1 ekvidistantno rasporedenih tocaka x; = a + ih,
i =01 ., 8djeje & = b_T“ . Oznac¢imo y; = f (z;),1=0,1,...,n i na svakom segmentu

[z;_1,x;] primijenimo trapezno pravilo. Tako za segment [z;_1, ;] dobivamo:
h B3
dz = — (yi- ;) — —=f" (&
/f(m)x 5 Wi-1+4i) — 5 (&),

gdje & € (a,b) postoji, po Teoremu 4.1. Sada je :

b 3 n
/f(w Z/f = (yo+2y1+ +2yn—1+yn)—%2f”(&)

Zbog neprekidnosti funkcije f” na intervalu (a, b) , po Lemi 4.2 postoji € € (x;_1, z;) takav da

vrijedi n— Z &) =mf"(€) i B2 = [l a) pa uvrstavanjem u prethodni izraz dobivamo:

b
h
/f(w)dﬂf = §(yo+2y1+-~-+2yn_1+yn)—f”(&)

a

b—a
12

h2

i tu formulu nazivamo kompozitno trapezno pravilo.

13



Slika 2: Kompozitno trapezno pravilo

Apsolutna pogreska aproksimacije FE,(f) kompozitnog trapeznog pravila za n podsegmenata

i e>0,uzoznaku M, = max |f”(x)|, moze se ocijeniti idué¢im izrazom.
z€[a,b]

b—a
12

bh— 3
h2M2 = ( a) My, < e.

Tada za zadani € > 0 mozemo procijeniti i broj potrebnih podsegmenata n za tu metodu:

n > (b—a) %'(bl—Qa).

[lustrirajmo ovo pravilo primjerom.

1
Primjer 4.2. Neka je I(f) = [e* dz.
0

a) Aproksimirajmo integral I(f) pomocu trapezne formule

I'(f) =I(f) — E(f) = b;a(f(a)+f(b)) = 12;0(1+2.718282) ~ 1.859141

b) Izracunajmo broj potrebnih podsegmenata kako bi se primjenom generalizirane trapezne
formule odredila priblizna vrijednost integrala I(f) s toénoséu e = 0.0005

My (b—-
Jer je My = max | f”(z) |=16.31, slijedi n> (b—a){/ — - (b—a)
z€[a,b] € 12

/ 16.31-1
=4/ ————— & 52.137638
0.0005 - 12

c) Aproksimiragmo integral 1(f) pomocu kompozitne trapezne formule koriste¢i n = 4
podsegmenata

Dakle, broj potrebnih podsegmenata je n = 53.

Duljina svakog podsegmenta h jednaka je h = b_T“ = i . Nakon sto izracunamo

yi = f (z;), gdje su x; =ih, i =0,1,...,4, dobivamo podatke:

0 0 1

1 0.25 1.064494
2 0.5 1.284025
3 0.75 1.755055
4 1 2.718282
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Sada mozemo izracunati aproksimaciju I*(f) = I(f) — E(f) :

h
I'f) = §(yo+2(y1+y2+y3)+y4) — 1.490679

4.3 Simpsonovo pravilo
Neka je f: [a,b] — R neprekidna funkcija ¢ije su vrijednosti poznate u ¢vorovima interpo-
2

b
lacije ¥y = a, 1, = =2 te z9 = b i zelimo izracunati integral I(f) = [ f(z)dz . Tada

mozemo primijeniti Newton-Cotesovu kvadraturnu formulu (13) za tri ¢vora interpolacije .
Najprije izracunajmo tezine:

1

1 1
= — 2t —1) (2t —2)dt = =
w =3 [C-n@E-2d = ;
0
1
2
g, = —/2t(2t—2)dt = 3
0
1
1 1
= - [20(2t—1)dt = =
2 2/( ) 6

0

Ako oznacimo I*(f) = wof(wo) +wif(x1) +waf(za) is E(f) pogresku aproksimacije, onda
je
I() = (b—a) Wof (o) +w1f (@) +waf (@) + B(f) = () + E(f)
b—a

i formulu fbf(x) dE = g (f(a)+4f () + F (b)) + E(f) nazivamo Simpsonovo?

pravilo.

Slika 3: Simpsonovo pravilo

//"’"\

2Engleski matemati¢ar Thomas Simpson (1710.-1761.)
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Odredimo sada pogresku aproksimacije F(f). Simpsonovo pravilo egzaktno je za polinome
tre¢eg stupnja pa ¢emo odrediti Peanovu jezgru K, :

b
Kit) = Bu((z—1)%) = / (2 — )% do — I"((z — £)2)

a

b

_ (w;t) t_ <bga) ((a—t)i+4<a;b—t)++(b—t)i)
U ) (<a_t>i+4(a;b_t>++<b_t>i)

Daljnjim raspisom dobijemo da je Peanova jezgra K, Simpsonovog pravila jednaka

Ky(t) = {%(t_a)g(t_%%% t € [a, %]

%(t_b>3(t_2a—+b)7 te[wvb] .

3 2

Integrirajmo sada Kj :

/bK4(t)dt - /b(b4a)4dtb6aj<(at)i+4(a;bt)i+(bt)i> dt
_ (bQO“)SibGQ 47<a;bt>3dt+a/b(bt)3dt
B (b;oa)S_bga<4(bg4a)4+(b—4a)4>
o
480

Kako je K4(t) <0, po Teoremu 4.1 postoji broj £ € [a, b] takav da je

b b

B() = 5 [ 190K = 510©) [ Ki)ar

a a

[

|
=

&E
=%
A%
N—

Sada je Simpsonovo pravilo oblika :

/b fz)dz = 2=° <f(a) +Af (“+b> +f(b)> - poglar

6 2 2880 '

a za greSku aproksimacije E(f), uz oznaku My = m[a>§] | 4 (a:)| , vrijedi
xE|a,
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Pronadimo sada kompozitni oblik Simpsonovog pravila.

Kako svaka primjena Simpsonovog pravila ukljuc¢uje po dva podsegmenta, segment |[a, D]
podijelit éemo na parni broj n podsegmenata jednake duljine h, h = b_T“ , ¢vorovima

r; =a+ih, 1 =0,1,...,n. Ako oznacimo y; = f(z;), i = 0,1,...,n, primjenom Simpso-
novog pravila na segmentu [rg;_s, To;], j € {1,2,..., 5}, koji je duljine 2h, dobivamo:
h 2ny
2
dr = = (Yoi_o + Atos_ Ji— X7 e,
/ f(z)dx 6 (y25-2 + 4y2j—1 + Y2;) 288()f (&)
Toj_2

h kP @
= 6 (y2j—2 +4ys;1 + y2j) - %f (fj)

gdje je h® = “’;—;‘)" i gdje & € (wgj_9,22;) postoji, po Teoremu 4.1. Sada je :

b L Z2j
> h
[@de =3 [ f@de = 5o+ m) a0+t tyn)+

n
2

2(y2+y4---+yn_z))——2f(4) (&)

Jj=1

Zbog neprekidnosti funkcije f® na intervalu (a,b), po Lemi 4.2 postoji & € (a,b) takav da
2 2 h?

vrijedi g LSS W) = gf(‘l) (&) . Izraz — (Ef(‘l) (@)) mozemo jos zapisati kao

n ;=1

90 \2
. . (b—a)® . (b—a)(b—a) )
55 (57 @) = J/ @ = = —fr—= 1 VO
1 1

Sada formulu

b
/f(w) dr = g (o +yn) T4 +ys+ -+ yn1) +2(y2 + Y+ +Yno2))—FD(E)

nazivamo kompozitno Simpsonovo pravilo.

Slika 4: Kompozitno Simpsonovo pravilo

/'/f'
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Apsolutna pogreska aproksimacije E,(f) kompozitnog Simpsonovog pravila za n podseg-
menata i € >0 , uz oznaku M; = max |f(4) (x)| , dana je izrazom :

z€[a,b]

b—a (b—a)®
E, WM, = M, < e.
|Bn| < oo W' Ma="go e Ma < €

[z prethodnog izraza dobivamo ocjenu za broj podsegmenata n potrebnih da bi se primjenom
kompozitnog Simpsonovog pravila postigla to¢nost e:

i 0a
& 180

n > (b—a)

I 2
Primjer 4.3. Neka je I(f) = [ " dx.

0

a) Aproksimirajmo integral I(f) pomocéu Simpsonovog pravila

/f(:v)dm _ bga(f(a)+4f (“’2”’) +F(b) = 1—g0(1+4-1.284025+2.718282)

1.474821

Q

b) Izracunajmo broj potrebnih podsegmenata kako bi se primjenom kompozitnog Simpso-
novog pravila odredila priblizna vrijednost integrala I1(f) s toénoséu e = 0.0005

My (b—a)
: _ (4) % o " B 4 4 .
Jer je My mnelﬁ?g] |f (x)| 206.59, slijedi n > (b—a) T

[ 206.59 - 1
=/ ——————— = 6.92
0.0005 - 180 u

c) Aproksimiragmo integral 1(f) pomocéu kompozitnog Simpsonovog pravila koristecin = 4
podsegmenta

Dakle, broj potrebnih podsegmenata je n = 7.

Duljina svakog podsegmenta & jednaka je h = I’_T“ = i. Nakon Sto izracunamo

yi = f (i), gdje su x; =ih,i =0,1,...,4, dobivamo podatke:

1 X Yi
0 O 1
1 0.25 1.064494
2 0.5 1.284025
3 0.75 1.755055
4 1 2.718282

Sada mozemo izracunati I*(f) =I1(f) — E(f)

h
I'(f) = g (Yo + ya + 2y2 + 4(y1 +y3)) = 1.463711
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