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Uvod

Pojam modela urni opéenito se odnosi na jednu ili vise urni koje sadrze objekte
razlicitih vrsta. Objekti se obi¢no nazivaju kuglice i razlikuju se po bojama. Iz
vlacenje kuglica iz urne moze se nazvati uzorkovanjem, a ono se moze provesti na
razlic¢ite nacine, medutim najces¢i nacin je uzorkovanje sa zamjenom ili uzorkovanje
bez zamjene. Uzorkovanje sa zamjenom znaci da kuglicu koju smo izvukli iz urne
vratimo natrag u urnu prije nego sto izvucemo drugu, dok uzorkovanje bez zamjene
znaci da izvucenu kuglicu ne vracamo u urnu. Polyine urne je zajednicki naziv za
modele koji uklju¢uju jednu urnu koja sadrzi kuglice jedne, dvije ili vise razli¢itih
boja. Iz urne na slucajan nacin izvlacimo jednu kuglicu te, ovisno o boji izvucene
kuglice, dodamo (ili oduzmemo) deterministicki ili slu¢ajan broj kuglica pojedine
boje u urnu i taj postupak ponavljamo. Tesko je tocno odrediti prvi zapis u kojem
se pojavio model urni. Upotreba pojma urni i slucajnih izvlac¢enja iz urni spomi-
nju se jos u Starom zavjetu i zidovskoj teologiji, a opisani su u Rabinovitchevoj
studiji (1973). Prema nekim izvorima prva upotreba modela urni u problemima
vjerojatnosti pojavljuje se u djelima Huygensa (1629.-1695.) u 14. izdanju njegovih
skupljenih djela posvecenih teoriji vjerojatnosti. U svojim radovima ih spominje
i puno matematicara kao sto su Bernoulli, Laplace, Markov i de Moivre. Modeli
urni imaju bezbroj primjena i sluze kao racionalni modeli za razli¢ite uobicajene
situacije u znanosti, ekonomiji, poslovanju, industriji i tehnologiji. Takoder, imaju
primjenu u raznim granama bioznanosti kao Sto su evolucija vrste i zdravstvo poput
epidemiologije, ekologije i klinickih ispitivanja.

Cilj ovog rada je modelirati odredene modele urni Markovljevim lancima. U prvom
poglavlju ukratko ¢emo opisati Markovljeve lance i navesti najvaznije tvrdnje ve-
zane za njih. U drugom dijelu ukratko ¢emo opisati pozadinu modela urni i njegove
pocetke. U tre¢em poglavlju bavit ¢emo se Ehrenfestovim modelom urni. Modeli-
rat ¢emo ga pomocu Markovljevih lanaca, odredit ¢emo ocekivano vrijeme cekanja
koje je potrebno da urna dode u ravnotezu, odnosno da u njoj bude jednak broj
plavih i bijelih kuglica uz pretpostavku da su na pocetku bile sve bijele kuglice u
urni. Cetvrto poglavlje posvetit ¢emo Bernoulli-Laplaceovom modelu urni te éemo
navesti osnovne tvrdnje vezanje uz njega. Na kraju, u petom poglavlju kroz primjer

opisat ¢emo Wright-Fisherov model za populaciju sa i bez selekcije, mutacije i spola.



1 Osnovno o Markovljevim lancima

Na pocetku ovog rada navest ¢emo osnovne definicije i teoreme o Markovljevim
lancima koji ¢e nam biti potrebni u daljnjoj analizi modela urni. Detalji i dokazi
navedenih rezultata mogu se pronadi u [6].

Markovljev proces je slucajni proces sa svojstvom da uz danu vrijednost X; (sadasnjost)
vrijednost X za s >t (buduénost) ne ovisi o X,,, za u < t (proslost).

Definicija 1. Slucajni proces (X;,t € T') je Markovljev proces ako je
P(a < Xt < b|Xt1 — Lfsmn .th = .Tn) = P(a < Xt < b|th = fL'n) (1)
2a proizvoline ty <ts < ... <ty <t iz T.

Svojstvo (1) nazivamo Markovljevo svojstvo. U nasem radu bavit ¢emo se

Markovljevim lancima u diskretnom vremenu.

Definicija 2. Neka je S diskretan skup. Slucajni proces (X,,n € Ny) na vjerojat-

nosnom prostoru (0, F, P) je Markovljev lanac ako vrijedi
P(Xn+1 = ]|Xn = iaXn—l — in—ly B e 7X0 — Zo) = P(Xn+1 — j|Xn — Z), (2)

za svaki n € Ny, za proizvoljne i, j,in_1,...,10 € S za koje su obje uvjetne vjerojat-

nosti dobro definirane.

Svojstvo (2) naziva se Markovljevo svojstvo, a njegova interpretacija je sljedeca.
Vjerojatnosno ponasanje Markovljevog lanca (X,,,n € Ny) u neposrednoj buduénosti
(Xna1), uvjetno na sadasnjost (X,) i proslost (X,_1,...,Xo) jednako je vjerojat-
nosnom ponasanju Markovljevog lanca u neposrednoj buduénosti uvjetno samo na
sadasnjost.

Osnovu proucavanja Markovljevih lanaca ¢ine funkcije prijelaznih vjerojatnosti.
Zastanjai,j € S10 < s <t,s,t € Ny, definiramo funkciju prijelaznih vjerojatnosti
Markovljevog lanca

P, 5:,t) = P(X; = jIX, = i).

Teorem 1. Markovljev lanac je u potpunosti odreden poznavanjem distribucije od

Xo @ funkcije prijelaznih vjerojatnosti u jednom koraku, tj. funkcije

p(i,n;j,nJr 1) = P(Xn-i-l :j|Xn = Z)



Ako prijelazne vjerojatnosti u jednom koraku ne ovise o n, tj. ako je za svaki
n € Ny
p(i,n; j,n+1) = p(i, j) = pij, i,j € S
onda govorimo o vremenski homogenom Markovljevom lancu. Tada funkcija prije-
laznih vjerojatnosti ovisi samo o stanju ¢ iz kojeg proces polazi i stanju j u kojeg pro-

P11 P12
ces dolazi, a p;j,4, j € S organiziramo u matricu M = | pa1 pa2 ... | = [pijlijes-

M se naziva matrica 1-koracnih prijelaznih vjerojatnosti Markovljevog lanca i
ima dva vazna svojstva:
(1) Pij = P(Xn—H — j|Xn = Z) € [07 1]7\V/27J es
(i) > pij = > P(Xnt1 = jlXn =1) = P(Xpy1 € S| X =14) = 1.
jES JjES
Iz svojstva (ii) mozemo zakljuciti da ako je lanac u trenutku n bio u stanju i,
vjerojatnost da ¢e se u trenutku n + 1 naéi u skupu stanja S je 1. Takoder, sume
elemenata matrice M u istom retku su 1, a takva matrica zove se stohasticka matrica.

Karakterizirati u potpunosti Markovljev lanac znaci znati distribuciju od X, (oznaka
A) i matricu M pa u tu svrhu navodimo sljedeéi teorem.

Teorem 2. Neka je (X,,,n € Ny) slucajni proces s diskretnim skupom stanja S i

konacnodimenzionalnim distribucijama
P(XO =20, -- 7Xn = zn) = )‘iopioil « o Pip_1ins

gdje je \i = P(Xo =1) i A = (N, i € S) neka distribucija na S, a M = [pijli jcg
stohasticka matrica na S. Tada je slucajani proces (X,,,n € Ny) (A, M)-Markovljev

neka

lanac.
Zbog homogenosti Markovljevog lanca za m-korac¢ne prijelazne vjerojatnosti
vrijedi
P Xy = 31X = 1) = Pl Xpian = J1 5 = 1) = (2™ )i
Teorem 3. Prijelazne vjerojatnosti homogenog (A, M')-Markovljevog lanca zadovo-

liavaju tzv. CHAPMAN-KOLMOGOROVLJEVE JEDNADZBE, t.

=" ppr T e {1,2,...,m—1},Vi,j € S, 4.
keS

M™=M"-M™".



Sada se postavlja pitanje koja stanja Markovljev lanac moze posjetiti ako je
krenuo iz nekog zadanog stanja?
Neka je (X,,n € Ny) (A, M)-Markovljev lanac sa skupom stanja S. Za podskup
B C S definiramo vrijeme prvog posjeta lanca skupu B:

TB = mm{n S NO : Xn € B},

uz dogovor da je minl) = co. Ako je B jednoclan, B = {j},j € S, onda ¢emo
umjesto Ty, pisati 7j.

Definicija 3. Za stanja i,j € S kaZemo da je j dostizno iz i, oznaka i — j, ako
vrijedi da je P(T; < oo|Xo = 1) > 0.

To znac¢i da Markovljev lanac s pozitivnhom vjerojatnoséu posjeéuje j € S u

kona¢nom vremenu, ako je krenuo iz i € S.
Definicija 4. Stanja i,j € S komuniciraju (oznaka i <> j) ako jei — j i j — i.

Relacija komuniciranja K inducira particiju skupa S na tzv. klase komunicira-
nja.
Definicija 5. Markovljev lanac je ireducibilan ako se skup stanja S sastoji od samo

jedne klase komuniciranja, tj. ako za Vi,j € S vrijedi i <> j.

Definicija 6. Za podskup C' C S skupa stanja kaZemo da je zatvoren ako za svako
stanje 1 € C wvrijedi P(Tg\¢c = 00| Xo =1) = 1.

Stanje u koje Markovljev lanac jednom ude te u njemu ostaje zauvijek naziva
se apsorbirajuce stanje Markovljevog lanca. Iz zatvorenog podskupa skupa stanja
Markovljev lanac ne moze izaci, ali u njega moze uéi te kazemo da biva apsorbiran
u njemu.

Neka je Tl-(l) = min{n € N : X,, = i} vrijeme prvog povratka Markovljevog
lanca u stanje i € S, pri cemu je { Xy = i}.

Definicija 7. (i) Stanje i € S je povratno stanje Markovljevog lanca ako je
PTY < oo|Xg=i) =1
(@) Stanje i € S je prolazno stanje Markovljevog lanca ako je
P(Ti(l) < oo|Xo=1) < 1,t. ako je

P(TY = 0| Xy = i) > 0.



Propozicija 1. Pretpostavimo da je S konacan prostor stanja. Tada S sadrzi barem

jedno povratno stanje.

Teorem 4. Neka je i € S povratno stange [prolazno] te neka i <> j. Tada je j € S

takoder povratno [prolazno] stanje.
Definicija 8. Stanje i € S je pozitivno povratno ako je
E[TY) = E[TV| X, = ] < cc.

Definicija 9. Slucajni proces (X;,t € T) je strogo stacionaran ako su distribucije
slucagnih vektora (X, , ..., Xy,) t (Xey s - Xtpyn)
T td]@ L <tg<--- <1, i h t.dt1+h,t2+h,...,tn+h eT

jednake za proizvoljnety, .. .t, €

Definicija 10. Neka je (X,,,n € Ny) Markovljev lanac s prebrojivim skupom stanja
S © matricom prijelaznih vjerojatnosti M. Vijerojatnosna distribucija m = (m;,1 € S)
na S je stacionarna ili invarijantna distribucija ovog Markovljevog lanca ako vrijedi
da je m = wM, tj. po komponentama mw; = ) mypy; za sve j € S.

keS
Teorem 5. Neka je (X,,n € Ny) (7, M) Markovljev lanac sa stacionarnom distri-

bucijom w. Tada je (X,,n € Ny) (strogo) stacionaran proces.

Teorem 6. Neka je S konacan skup stanja Markovljevog lanca te pretpostavimo da

za neki 1 € S ur z]edz
(n

lim p ) = g, W £ &

n—oo

Tada je m = (7,5 € S) stacionarna distribucija tog Markovljevog lanca.

Napomena 1. Ako je Marovljev lanac ireducibilan ¢ pozitivno povratan, on ima

jedinstvenu stacionarnu distribuciju.

Definicija 11. Neka je X = (X,,n € Ny) Markovljev lanac sa skupom stanja S
i matricom prijelaznih vjerojatnosti M. Vijerojatnosna distribucija m = (m;,i € S)

naziva se granicnom distribucijom Markovljevog lanca X ako Vi,j € S vrijedi

lim pz(-;-l) = ;.

n—00

Teorem 7. Neka je m granicna distribucija Markovljevog lanca X. Tada je ona 4

njegova stacionarna distribucija.



Definicija 12. Neka je X Markovljev lanac sa matricom prijelaznih vjerojatnosti

M. Za stanje i € S s d(i) oznacavamo najveéi zajednicki djelitelj skupa {n € N :
P
aperiodicno ako je d(i) = 1. U suprotnom, kaZemo da je stanje i € S periodicno s

) > 0}, gdje je d(i) = 1 ako je taj skup prazan. KaZemo da je stanje i € S

periodom d(i).

Lema 1. Periodicnost je svojstvo klase komuniciranja, tj. za proizvoljna stanja
i,j €S td. i< j vrigedi d(i) = d(j).

Teorem 8. Neka je A\ proizvoljna vjerojatnosna distribucija na skupu stanja S. Pret-
postavimo da je X = (X,,n € S) (A, M)-Markovljev lanac koji je ireducibilan i
aperiodican te neka ima stacionarnu distribuciju w. Tada je

lim P(X, =j)=m;,Vj€Ss.

n—oo

Specijalno, limn%oopg-l) = 7;,Vi,5 € S, tj. stacionarna distribucija je ujedno i
granicna.

Teorem 9. Neka je X = (X,,n € Ny) (7, M)-Markovljev lanac gdje je w staci-
onarna distribucija za M. Tada je X stacionaran proces. Preciznije, X je staciona-
ran uz vjerojatnost Pr = (Pr,, ..., Pr,) gdje je Py, = > m;p;ij za sve j € S. Nadalje,

€S
za svaki m € N je (X,1n,n € N) ponovno (w, M)-Markovljev lanac.



2 Pozadina modela urni

Model urni konstruira se zamisljaju¢i odredeni broj urni od kojih neke ili sve
sadrze kuglice razlicitih boja. U specificnim slucajevima izvode se nizovi pokusa u
kojima se kuglice izvlace i potencijalno vra¢aju u urnu po posebnim pravilima. Ova
pravila mogu ukljucivati potrebu da se dodaju ili oduzimaju kuglice iz odredenih urni
u razlicitim fazama pokusa. Takoder se moze dogoditi da odredene kuglice promijene
boju u skladu s propisanim pravilima. Ako u urni imamo s kuglica koje izvla¢imo
na slucajan nacin te ako svaka kuglica moze biti izvucena s jednakom vjerojatnoséu
onda je ta vjerojatnost % Pomocu ovog jednostavnog rezultata mozemo (barem
u pravilu) izracunati vjerojatnost bilo kojeg specificnog ishoda bilo kojeg pokusa
(ili niza pokusa) opisane vrste. U odredenim sluc¢ajevima, naravno, ra¢unica moze
biti tehnicki komplicirana, ali i tada ¢emo samo koristiti, u sustini, jednostavne

rezultate. Obi¢no nas zanima:
1. Distribucija odredenog broja razlicitih kuglica u urnama
2. Distribucija vremena ¢ekanja dok odredeni uvjet ili uvjeti nisu zadovoljeni.

Mozemo vidjeti da se preko modela urni mogu izvesti mnoge poznate parame-
tarske diskretne distribucije. Primjer povijesne vaznosti je [3] u kojoj je Wilhelm
Lexis analizirao odredene urne. Uzimao je u obzir skup urni koje sadrze razliciti
udio crnih i bijelih kuglica. Ako planiramo izvuéi odredeni broj (n) kuglica iz urne,

mozemo:

1. Naslucajan nac¢in odabrati urnu i iz nje izvuéi n kuglica (bez vra¢anja izvucene

kuglice u urnu) ili
2. Izabrati isti broj kuglica iz svake urne (ako je to moguce).

Uzimajuéi u obzir ekstremne slucajeve kada imamo dvije urne, jednu koja sadrzi
samo crne i jednu koja sadrzi samo bijele kuglice, vidljivo je da metoda 1 vodi do
toga da je broj bijelih kuglica ili 0 ili n, s tim da urna mora sadrzavati barem n
bijelih kuglica, dok metoda 2 vodi do neobi¢no stabilnih rezultata (ako je n paran
onda je broj bijelih kuglica uvijek 7). Slucaj 1 naziva se supernormalna disperzija,
a slucaj 2 subnormalna disperzija, u usporedbi s rezultatima jednostavnog slucajnog
uzimanja uzorka (bez vra¢anja izvucene kuglice) iz jedne urne koja sadrzi p bijelih,

odnosno 1 — p crnih kuglica.



Modele urni u svojim radovima spominje puno matematicara kao sto su Bernoulli,
Laplace, Markov i de Moivre. Bernoulli je bio prvi koje je predlozio model koji je
sada poznat kao Ehrefestov model, kao i druge manje poznate modele o kojima ¢emo

nesto vise reéi u sljede¢im poglavljima.

Slika 1: Urna s kuglicama



3 Ehrenfestov model urni

Kako bi lakse razumjeli Ehrenfestov model urni poglavlje ¢emo zapoceti pri-
mjerom.

Primjer 1. Ehrenfestova urna zapocinje s jednom bijelom 1 jednom plavom kugli-
com. Kuglice se uzorkuju 1z urne. Kad god se odabere kuglica odredene boje, izbacimo
je iz urne i zamijenimo kuglicom druge boje. Urna se uvijek vraca u pocetno stanje
nakon parnog broja izvlacenja, a uvijek je izvan tog stanja nakon neparnog broja
wvlacenja. Kada izade 1z pocetnog stanja, moze se nalaziti u jednom od dva podjed-
nako vjerojatna stanja: stanje s duvije bijele kuglice ilv stanje s dvije plave kuglice.
Na Slici 2 mali ispunjent krugovi predstavljaju plave kuglice, mali neispunjeni kru-
govi predstavljaju bijele kuglice, veliki krugovi su stanja Markovljevog lanca, veliki
dvostruki krug oznacava pocetno stanje, dok su brojevi sa strelicama vjerojatnosti

prijelaza. Neka je W, broj bijelih kuglica u urni nakon n izvlacenja. Tada,

IS I
7 T

slart

Slika 2: Markovljev lanac za Ehrenfestov model urni

I ako je m paran;
" 2X, ako je n neparan,

pri cemu X 1ma Bernoullijevu distribuciju s parametrom p = % koja je dana sli-

jedecom tablicom distribucije < 8 1 > . Quvaj proces je Markovljev lanac. Stanja se

2 3
mogu predstaviti brojem bijelih kuglica u urni. Imamo Markovljev lanac s tri stanja

koja se mogu oznaciti s 0,1 © 2 1 s matricom prijelaznih vjerojatnosti

|
o= O
—_ O =
o= O
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Takav lanac ima stacionarnu distribuciju danu vektorom retkom m = (my m )

koji je rjesenje sustava jednadzbi
M =mx

To + T +m = 1.

1 5 1
=|(=m mo+m =M1 ).
5 Mo 2 5™

Izjednacavajuéi dobiveno s (mg m mo) vidimo da je stacionarna distribucija bi-

nomna distribucija s parametrima n = 2 i p = %, odnosno ™ = (i, %, i) Stovise,

Naime, imamo

mM = (my ™ T9)

o= O
o= O

Il

ovaj Markovljev lanac nema granicnu distribuciju, s obzirom na peritodicnost

010
10 2 |=M=M=M,..,
010

B 1 1
5 0 3
010 |=M=M=M.. .,
L g 1
2 2

to jest, lanac je periodican s periodom 2, a M"™ izmjenjuje dvije vrijednosti ne
dostizuci granicnu vrijednost. Ako se nalazimo u bilo kojem od tri stanja, potrebno

je barem dva prijelaza da se vratimo u to stanje.

Opéenito promatrajuéi modele urni, neka urna moze sadrzavati kuglice k razlicitih
boja (k € N). Promjene u sadrzaju urne dogadaju se u diskretnim trenucima. U
svakom koraku prvo dobro promijesamo nasu urnu i nakon toga izvla¢imo jednu
kuglicu iz nje (pri ¢emu su vjerojatnosti izvlacenja za sve kuglice jednake). Kada
izvucemo kuglicu, pogledamo koje je ona boje i stavimo ju natrag u urnu. Ako je
boja izvucene kuglice jednaka i, gdje je i € {1, ..., k} onda u urnu stavljamo A;; ku-
glica boje j, j € {1,...,k}. Opéenito, A;; moze biti deterministicka ili slu¢ajna vri-
jednost te moze biti pozitivna ili negativna. Uobic¢ajeno je pravila izmjene sadrzaja
urni, ovisno o boji izvucene kuglice, zapisati matricno. Tu matricu nazivamo shema
izmjena. U ovom opcéenitom slucaju shema izmjena izgleda ovako

iy A ws Aug

A _ A21 A22 - e A2k ’
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pri cemu elementi u i-tom retku predstavljaju koliko se kuglica pojedine boje stavlja
u urnu ako je boja izvucene kuglice 7, a elementi u j-tom stupcu predstavljaju broj
kuglica j-te boje koji stavljamo u urnu ovisno o tom koje je boje izvucena kuglica.

U slucaju Ehrenfestovog modela urne iz prethodnog primjera kada imamo dvije
kuglice koje mogu biti bijele ili plave boje shema izmjena izgleda ovako

-1 1
=7 4)
sto znaci da kada god odaberemo kuglicu odredene boje iz urne, izvadimo ju i
zamijenimo kuglicom druge boje.

U Ehrenfestovom modelu urni broj kuglica je konstantna velicina, ali dolazi do
promjene broja bijelih i plavih kuglica. Drugim rije¢ima, ukupan broj kuglica u urni
je fiksan, recimo 7, ali broj kuglica jedne odredene boje ima diskretnu distribuciju sa
slikom koja sadrzi nenegativne cijele brojeve iz skupa {0, 1, ..., 7}. Pretpostavimo da
u pocCetnoj urni imamo nula bijelih i 7 plavih kuglica. U prvom izvlacenju odaberemo
jednu kuglicu iz urne, a kako su sve kuglice plave boje odabrana kuglica je plave boje
te ju zamijenimo s kuglicom bijele boje. Sada u urni imamo jednu kuglicu bijele boje
i 7 — 1 kuglica plave boje. U drugom izvla¢enju mozemo odabrati ili plavu ili bijelu
kuglicu. Ako odaberemo plavu kuglicu zamijenimo je s bijelom pa u urni imamo
dvije bijele i 7 — 2 plavih kuglica. Ako odaberemo bijelu kuglicu zamijenimo je s
plavom pa u urni imamo nula bijelih i 7 plavih kuglica. Postupak dalje nastavljamo
na analogan nacin dok ne dodemo do zeljenog broja izvlacenja ili do zeljenog broja
bijelih i plavih kuglica u urni. Pretpostavljamo da zapocinjemo s nula bijelih i 7
plavih kuglica, a mogli smo zapoceti i s razli¢itim brojem bijelih i plavih kuglica.

Sada ¢emo reci nesto o stacionarnoj distribuciji ovog Markovljevog lanca.

Teorem 10. Binomna distribucija B(T, %) je stacionarna distribucija Ehrenfestovog

Markovljevog lanca.
Dokaz: Provjerimo zadovoljava i m = B(r, %) Definiciju 10, odnosno vrijedi li:
M =mx

o+ ...+7m =1.

Matricu prijelaznih vjerojatnosti dobijemo iz

\]
|
8

T y—xr=1
pmy:P(Wn+1:y|Wn:x): %7 B == 1
0, mace
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pri cemu su z,y € {0,1,...,7}. Dakle, matrica prijelaznih vjerojatnosti dana je s
0 1 0 g o @ ... @ 9 D
0= 0 0 0 ... 0 0 0
2 =2
M- 0 = 0 = g 8 ... 9 4 0 7
0 0 o 0 & ... TT_I %
0 0 0O 0 O 0 1 0

a distribucija s

= (707 (0)-())

Mnozenjem 7 i matrice M dobivamo da je mM = m. Provjerimo jos vrijedi li drugi
uvjet, odnosno 7y + ...+ 7, = 1. Dobivamo

Lo 1T+1T+1T
WO"'TT o7 \1 o \r

- _TQT
2
=l

Dakle, B(,1) je stacionarna distribucija. O

Teorem 11. Pretpostavimo da FEhrenfestova urna pocinje s Wy = B(T, %) bijelih
kuglica 1 By = T — WO plavih kuglica. Neka je W, broj bijelih kuglica nakon n
izlacenja. Tada, W, = B(7,3),n — oo.

Dokaz: Stroga stacionarnost kod sluc¢ajnih procesa znaci da su kona¢nodimenzionalne
distribucije procesa invarijantne na vremenske pomake (Definicija 9). S obzirom da
je ovaj proces Markovljev lanac sa stacionarnom distribucijom 7, distribucija broja
bijelih kuglica W,, u urni ne mijenja se kroz vrijeme (Teorem 9). Nakon n izvlacenja,
u Ehrenfestovoj urni pojavljuje se W), bijelih i B,, plavih kuglica. Da bi W), bio k
nakon n izvlacenja, u prethodnom koraku moramo imati ili k£ + 1 bijelih kuglica,
smanjujucéi na taj nacin bijele kuglice za jednu, ili £ — 1 bijelih kuglica te moramo
izvuéi plavu kuglicu, povecavajuci na taj nacin bijele kuglice:
o k) B D

T T

P(Wy_y =k —1).
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Neka je
lim P(W,, = k) = p(k).

n— o0

S obzirom da se distribucija ne mijenja kroz vrijeme p(k) zadovoljava

k+1 — (k-1
T w

p(k)

p(k —1).
Ako to raspisemo dobivamo:
mp(k) = (k+1)pk+1)+71pk—1) — (k— 1)p(k —1)

T(p(k) —p(k —1)) = (k+ p(k + 1) — (k — )p(k — 1).
Napisimo sada sustav jednadzbi za k,k — 1,...,0 (s prirodnom interpretacijom da
je p(=1) =0)

T(p(k) —pk —1)) = (k+ Dp(k +1) — (k= Dp(k — 1)
T(p(k —1) = p(k — 2)) = kp(k) — (k — 2)p(k — 2)

7(p(0) — p(=1)) = p(1) — (—1)p(-1).
Zbrajanjem ovih jednadzbi dobivamo:
T—k
plk+1) = -——p(k).

Raspisivanjem p(k) dobivamo

(r—(k-))(r—(k—2)---7

k)= 0
e BTy
‘a
—(T) Py =0
(7)o =0
1=
TNk
zasvaki k =0,...,7T.
Odatle se moze zakljuciti da W, 2 B(r, 2),n — oo. O

Do sada je naglasak bio na sastavu urne nakon niza izvlacenja, odnosno na broju
pojava odredene boje u nizu. U sljede¢em poglavlju raspravljat ¢emo o problemu

¢ekanja ili vremenu zaustavljanja.
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3.1 Vrijeme zaustavljanja u Ehrenfestovom modelu urni

Neka Ehrenfestov model urni s bijelim i plavim kuglicama zapocinje s urnom
koja sadrzi sve bijele kuglice. Na pocetku, broj bijelih kuglica u urni je 2M. Zanima
nas koliko je ocekivano vrijeme cekanja v(2M) dok se ravnoteza ne pojavi prvi put.
Ravnoteza je definirana kao stanje jednakog boja kuglica svake boje u urni. Za
pocetak opisimo stanja Markovljevog lanca ovog modela. Neka je A; stanje u kojem
je ¢ kuglica plave boje u urni. Na primjer, urna pocinje u stanju Ag, bez plavih
kuglica, ali prelazi u stanje A; odmah nakon prvog izvlacenja (u kojem morate
odabrati bijelu kuglicu); bijela kuglica je u prvom izvlacenju zamijenjena plavom
kuglicom. Neka je X; vrijeme koje je potrebno da urna prijede iz stanja A; u stanje
Ai; 1. Vrijeme cekanja y(2M) je

Ako je urna u stanju A; (s @ plavih i 2M —i bijelih kuglica), moze odmah prijeéi u sta-

nje A; ;1 u jednom koraku, ako je izvuéena bijela kuglica (s vjerojatnoséu 2]\2/[]\4_ 4.

Inace, dolazi do zastoja u usponu prema ravnotezi, izvlaci se plava kuglica (s vjero-
jatnoscu ﬁ), broj plavih kuglica se smanjuje i urna dolazi u stanje A; ;. Vrijeme
¢ekanja da se urna vrati u stanje A; distribuirano je kao X;_1, dok je vrijeme cekanja

da urna dode u stanje A;,; distribuirano kao X;. Imamo

p )1 s vjerojatnoséu %
' 1+ X,1+ X, svjerojatnoséu ﬁ
Ocekivanje od X; je
2M — 1 i
ElX;| = 1 3 Bl ] £ BE]D) ~——,
[X] = —o + (14 B[Xi] + E[X)) - 5

a ako to malo sredimo dobivamo
2M — ¢ ) 7 7
El|X;| = - B[X;_ — . E[X;
[Xi] oM o T onr | 1]+2M [Xi]
OIME[X;]=2M —i+i+i-E[X;]+i- E[X]]
(2M — ) E[X;] = 2M + 1 - E[X;_4]
_ oM,
CO9M —i  2M —i

E[X;]

E[X;_1] (4)

Nizovi F[X; 1] 1 2M —i idu u ”"suprotnim smjerovima”’, odnosno F[X; 4] je rastuéi
niz, a 2M — i padajuéi pa je jedna od moguénosti da F[X;] prikazemo pomocéu
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integrala. Pokazat ¢emo matematickom indukcijom da je
E[X;]| =2M1;,
gdje je

&y == 2M/:U2M_i_1(2 — z)'dz.
Baza indukcije, formula vrijedi za k = 0:
E[Xo] = 2M/a:2M_0_1(2 — m)od:c = 2M/x2M_1dzL’ =1,

Znamo da to vrijedi za E[Xj] jer je potreban samo jedan prijelaz da urna sadrzi
jednu plavu kuglicu.
Pretpostavimo da za neki prirodan broj k£ > 0 vrijedi:

E[X;] _2M/ 2M-k=1(9 _ p)*de = 2M .

U koraku indukcije pokazimo da tvrdnja vrijedi za prirodan broj k + 1. Prema (4)
2M kE+1

ElX = ElX
[X41] oM —(k+1)  2M—(k+1) X
2M kE+1
=— 4 2M—— 1.
oM —k—1 VoM —k-1"
Kada integriramo:
; u = (2 — z)k dv= [ g2

]k-i-l — /$2M_k_1_1(2—$)k+1d$ _
0

,I’2M_k_1

— k _

.’L‘2Mk1

:2_ k+1
A v |

Uvrstavanjem granica u (5) dobivamo:

_ 1 . Erl
BlT oM k-1 2M —k—1"°
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Indukcijom smo dokazali da je E[Xj,1] = 2M .

Ocekivano vrijeme ¢ekanja do ravnoteze iznosi

E[y(2M)] = E[Xo] + E[Xi] + ... + E[Xp-]

=2M Z /xQM_l 1(2 — x)'dx
1=0 0
M-1 1

=2M /a;QM_l(2_x>Zda:
i=0 9 %

2—zx
0 z 1
1 2 — o™ — o™
M
_ oM —1 T
—2M/ac e dx
0 T
! M M
9 _ _
:M/mM< ?) T dx
1—z
0
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Podintegralne funkcije mozemo protumaciti kao sumu prvih n clanova geometrijskog

niza g
— 1 — {1 —ay"
k=0 - (1=2)
Koristedi to dolazimo do
Lom—1 Ly
Bl =M [ Y (-yrdy- 1 [y Y -y
o k=0 5 §=0
oM—-1 1 M-1 1
=M /(l—y)kdy—MZ/y(l—yQ)de
k=0 % =0 3
2M—1 M—1
1 M 1
GRS IES »OES
— k+1 2 rar j+1
M1 MMy
=M Ty g
B—g T =0 J +
M
= MHQM - ?H]\/b

gdje je H, r-ti harmonijski broj 1 + % 4o sam % Harmonijski brojevi imaju dobro

poznatu aproksimaciju
1
H,=In(r)+ T+ O<—>, kada r — oo,
r

gdje je I' = 0.5772 Eulerova konstanta. Za velike M ocekivano vrijeme do ravnoteze

je priblizno

Ely(2M)] ~ M(ln(QM) Y 0(%)) - %(m(M) +T+ 0(%))
~ M1n(2) + M In(M) + MT + MO(%) - % In(M) — %F . %0(%)
~ M (In(2) + g) + % In(M) + O(1).

Nema nista posebno u tome sto se krec¢e s 2M kuglica i nema nikakvog posebnog
razloga da se definira da je ravnotezno stanje (stanje A,,) cilj. Mogli smo zapoceti
s N bijelih kuglica i pitati se koliko vremena treba da se dode u stanje Ag, za
proizvoljni £ = 1,2,..., N, argument bi imao samo manje prilagodbe parametara.

Pogledajmo sada primjer.
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Primjer 2. Imamo Ehrenfestovu urnu koja mozZe sadrZavati bijele v plave kuglice.
Na pocetku uw urni su samo bijele kuglice kojth ima M. Zanima nas koliko je
ocekiwano vrijeme cekanja do potpune zamjene boja, tj. koliki je ocekivani broj
wzvlacenja potreban da bi sve kuglice u urni po prvi puta bile plave.

Rjesenje: Neka je A; stanje u kojem je v kuglica plave boje v urni, a X; neka bude
vrijeme koje je potrebno da urna prijede iz stanja A; u stanje A; 1. Kao sto smo na-
veli u prethodnom razmatrangju, opéenito vrijeme éekanja v, (M) koje je potrebno da

prijedemo iz stanja Ag u stanje A, mozZemo predstaviti kao sumu slucajnih varijabli
(M) =Xo+ X1 +... + Xy

U prethodnom razmatranju bavili smo se slucajem vy (2M) kojeg smo jednostavno
oznacili s v(2M), a ovdje éemo se baviti s yp(M). Slicno kao u (6) za opleniti

slucaj imamo

M1+ )" — (1 —y)")dy.

Q@I»ﬂ

M
Elym(2M))] :?/
0

U slucaju naseg konkretnog primjera imamo:

it

n = Bl (2M)] = 5 [ (149" - (1= 9"y

Radi lakseg izracuna imamo sljedeci postupak:

1

2ap  2ap— / i M M L M—1 M-1
Zu 2 1=0/§<<1+y> — (= 9"y = [ () - (= )My

- / L@ = 1My [ (=) = 1My

=]
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Dakle, imamo sljedece:

Yo Dy O

MoOM—_1 M

Sy — F B oW
M-2 M-1 M
M 5

2.7
=1

Na kraju dobivamo da je ocekivano vrijeme cekanja da u urni budu sve plave kuglice

jednako
M .
M !
E M) =— E —.
[yae (M)] 2 2

3.2 Primjene Ehrenfestovog modela urni

Na kraju ovog poglavlja navest ¢emo gdje se Ehrenfestov model urni primje-

njuje. Jedna od primjena Ehrenfestovog modela urni je model za mijesanje Cestica
dvije povezane plinske komore, A i B. U svakoj komori postoji niz cestica te se u
svakom koraku pokusa na slucajan nacin bira cestica iz populacije dviju komora.
Odabrana cestica iz plinske komore A prelazi u komoru B i obrnuto. Situaciju je
moguce usporediti s urnom koja sadrzi dvije vrste kuglica, bijele koje predstavljaju
cestice u komori A i plave koje predstavljaju ¢estice u komori B. Promjenu pozicije
cestice iz jedne u drugu komoru modeliramo kuglicom u urni koja dobiva suprotnu
boju. Ako kod modela mijesanja plinova govorimo o problemu ¢ekanja ili vremenu
zaustavljanja, postavlja se pitanje je li u pocetku sav plin u jednoj komori te koliko
je ocekivano vrijeme ¢ekanja da dobijemo takvu podjelu u kojoj polovica od ukupne
koli¢ine plina u svakoj komori.
Ehrenfestov model urni koristi se i kao model za izmjenu topline izmedu dva izolirana
tijela nejednakih temperatura. U tom slucaju temperature tijela su simbolizirane
brojem kuglica u urnama, a izmjena topline je slucajna kao u kinetickoj teoriji pli-
nova.

Takoder, iz ovog modela moze se izvesti Newtonov zakon hladenja.
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4 Bernoulli-Laplaceov model urni

U ovom poglavlju re¢i ¢emo nesto vise o Bernoulli-Laplaceovom modelu urni
koji se takoder moze formulirati kao Ehrenfestov model pomoc¢u urni i kuglica. Ovo
je jednostavan diskretan model za difuziju dva nestlacljiva plina izmedu dva sprem-
nika. Pretpostavimo da imamo dvije urne s oznakama 0 i 1. Urna 0 sadrzi j kuglica,
a urna 1 sadrzi k kuglica gdje su j, k € N. Od j+ k kuglica, r je crvenih, a preostalih
j+k —r su zelene. Stoga vrijedi dajer € Ni0 <r < j+k. U svakom diskretnom
trenutku, neovisno o proslom izvlacenju na slucajan nacin bira se kuglica iz svake
urne te se odabrane kuglice stavljaju u suprotne urne (mijenjaju mjesta). Kuglice
razlicitih boja odgovaraju molekulama razlicitih vrsta, urne predstavljaju sprem-
nike, a nestlacljivo svojstvo ocituje se u ¢injenici da broj kuglica u svakoj urni s

vremenom postaje stabilan.

i & @ 1
® . < ®
¢ . ¢ ®
* ®
e y L
° e .
L J & *
s . 2 . o *

Slika 3: Bernoulli-Laplaceov model urni

Napomena 2. Ako s X,, oznacimo broj crvenih kuglica w urni 1 u trenutku n € N

onda je:

(i) k— X, broj zelenih kuglica u urni 1 u trenutku n

(i) r — X, broj crvenih kuglica u wrni 0 u trenutku n
(#i) j —r+ X, broj zelenih kuglica u wrni 0 u trenutku n.

Propozicija 2. (X,,,n € N) je Bernoulli-Laplaceov Markovljev lanac u diskretnom
vremenu sa skupom stanja S = {maz{0,r —j},...,min{k,r}} i matricom prijelaz-

nih vjerojatnosti P danom s

(j—r+o)x

d —1)=
(l‘,l‘ ) ]k Y
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(r—x)z+(j—r+z)(k—2x)

P(:C,.'E): Jk ?
Plz,z+1) = (r—xj)ék—x); x €S,

P(xy,29) =0, |2y — 25| >1, z,29 €.

Dokaz: Ako pogledamo skup stanja S prema prethodnoj napomeni jasno je da
broj crvenih kuglica x u urni 1 mora zadovoljavati nejednakosti z > 0, x < k, z < r
lg=2r—j
Markovljevo svojstvo jasno je iz modela.

Za vjerojatnost prijelaza iz stanja r u stanje x — 1 moramo odabrati zelj_nu kuglicu
j—r+x . x

iz urne 0 i crvenu iz urne 1. Vjerojatnosti ovih dogadaja su —  if e

x,x —1 € 5, a dogadaji su nezavisni pa dobivamo
| —r+x)z
Plz,z —1) = u
jk
Kako bi broj crvenih kuglica u urni 1 ostao nepromijenjen moramo odabrati crvenu

kuglicu iz obje urne ili zelenu kuglicu iz obje urne, pa je vjerojatnost da smo odabrali

crvenu kuglicu iz obje urne jednaka :Urki—x za x € S, dok je vjerojatnost da smo

odabrali zelenu kuglicu iz obje urne jednaka (B—a)j —7+5) za x € S, a dogadaji
g kj

su nezavisni. U konacnici imamo da je

(r—x)z+(j—r+az)(k—x)
Jk '

Na kraju, da bi smo presli iz stanja = u stanje x + 1 moramo odabrati crvenu

kuglicu iz urne 0 i zelenu iz urne 1. Vjerojatnosti tih dogadaja su r;_x i k:—Tx’ za

x,x+ 1€ S, a dogadaji su nezavisni pa na kraju imamo da je

(r—az)(k —x)
P 1) = :
Takoder vrijedi da je P(z,z) =1— P(z,z — 1) — P(z,x + 1). O
Zbog broja parametara ovo je prilicno kompliciran model. Razmotrimo neke spe-

cificne slucajeve.

Napomena 3. (i) Ako je j = k, odnosno ako svaka wrna ima isti broj kuglica

onda je skup stanja S = {max{0,r—k},... min{k,r}}, a matrica prijelaznih
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vjerojatnosti dana je s

Plz,z—1) = (k_;—;rw)m’
Pla, 5) < (r—:z:)x—l—(kk—gr—kx)(k—x)’
P(z,z+1) = (r—xl)C(Qk:—x)we&

P(z1,22) =0, |1 — 23| > 1, 21,29 € S.

(i) Ako je r = j, odnosno ako je ukupan broj crvenih kuglica jednak broju kuglica
u urni 0 onda je skup stanja S = {0,... ,min{j, k}}, a matrica prijelaznih

vjerojatnosti dana je s

Plz,z—1) = o
P(z,z) = i +jkk_ 236),
P(z,z+1) = U _x).l(f_m,x €,
¥

P(x1,22) =0, |21 — 22| > 1, 31,29 € S.

(@i1) Ako je r =k, odnosno ako je ukupan broj crvenih kuglica jednak broju kuglica
uw urni 1 onda je skup stanja S = {max{0,k—j},..., k}, a matrica prijelaznih

vjerojatnosti dana je s

Pla,z—1) = U_I;—Zm,
P(z,z) = (k_x)(]j;kJer),
2
P(z,z+1) = (k jkx) T & B,

P(x1,25) =0, |x1 — 22| > 1, x1,22 € S.

(iv) Ako je j =k =1, odnosno ako svaka urna ima isti broj kuglica i on je jednak

ukupnom broju crvenih kuglica onda je skup stanja S = {0,... k}, a matrica
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prijelaznih vjerojatnosti dana je s

X
P(wi_l):P>
2x(k —
Pla,g) = 2R 7D

k—x
P(l',l'—"l) = T,x < S,
P(xy,20) =0, |xy — 25| > 1, 1,29 €8S.
Rijesimo sada jedan konkretan primjer.

Primjer 3. Imamo Bernoulli-Laplaceov Markovljev lanac gdje je j = 10, k =5 1
r = 4. Odredimo skup stanja S @ matricu prijelaznih vjerojatnosti M.

Rjesenje: Jasno je da je skup stanja S ={0,1,2,3,4}. Kako je j = 10 ukupan broj
kuglica w urni 0, k = 5 ukupan broj kuglica w urni 1, a r = 5 ukupan broj crvenih
kuglica onda iz j + k — r dobivamo da je ukupan broj zelenih kuglica 11. Odredimo

sada matricu prijelaznih vjerojatnostu.

6
00 = P(Xnt1 =0|X, =0) = 20~ = —
Poo = Pz = 01 = 0) = o510y = 55
0@
Olszn—i-l:an:O:Tl—O:_
pon = PQlnaa =113 =00 = oy 0y = 55
fis = Pl Xoag = 2| X5 =10] =0
Pos = P(Xni1 =3|X,=0)=0
P = P( X =4|X, =0) =0
00 T
10:PXn+1:OXn:1:Tl—0:—
Pio = P = 0% = 1) = Gy oy = 55
O 00 =

bu = P(Xn—H = 1|Xn = 1) =

|
2
_I_

el
[N
N— —
N
o
—
—
DO

]

P12 = P(Xn+1 = 2|Xn = 1) =

N
=t
~—

[y

Pl
=
o

N—"

ot
=

P13 — P(Xn+1 = 3|Xn = O) = 0
P14 = P(Xn+1 = 4|Xn = O) = 0
P20 = P(Xn+1 = O|Xn = 2) = 0

P
= N
~

8
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U konacnici, matrica prijelaznih vjerojatnosti je oblika

30 20 0 0 O
7 31 12 0 O
M=—1| 0 16 28 6 O

01 95 o 27 21 2

0 0 0 40 10

Na kraju poglavija rec¢i éemo nesto o granicnoj i stacionarnoj distribuciji ovog Mar-

kovljevog lanca.
Propozicija 3. Bernoulli-Laplaceov Markovljev lanac je ireducibilan.

Dokaz: U nasem sluc¢aju imamo da je P(x,z —1) > 0,Vz,z —1€ Si P(z,z +
1) > 0,Vz,z+1 € S. S obzirom da iz svakog stanja mozemo doéi u bilo koje drugo

stanje lanac je ireducibilan. O
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Propozicija 4. Osim u trivijalnom slucaju kada je j = k = r = 1, Bernoulli-

Laplaceov Markovljev lanac je aperiodican.

Dokaz: Markovljev lanac koji se nalazi u stanju z ostaje u stanju x s pozitivnom
vjerojatnoséu, odnosno imamo da je P(x,z) > 0, pa osim kada je j = k =r = 1,
stanje x je aperiodicno. Buduéi da je lanac ireducibilan, prema Lemi 1, sva stanja
su aperiodicna. O
S obzirom na to da je stacionarna distribucija ovog Markovljevog lanca hipergeome-

trijska, navedimo najprije njezinu opcéenitu definiciju.

Definicija 13. Diskretna slucajna varijabla X ima hipergeometrijsku distribuciju s
parametrima N, M in, N, M,n € N, ako prima vrijednosti iz skupa R(X) = {k €
No : maz(0,n — N + M) < k < min(n, M)} s vjerojatnostima

pe=PX=k)= (A’Q (]Yl:]l\f)

(%)

E[X] = — (7)

Ocekivanje hipergeometrijske distribucije je

a njezina varijanca je
Mn(N — M)(N —n)

VarX = NN — 1) : (8)

Napomena 4. Stacionarna distribucija Bernoulli-Laplaceovog Markovljevog lanca

je hipergeometrijska s parametrima j + k,r i k.

0D o

flz) = (ﬁﬁ) ’

0, mace

(i) Gustola je jednaka

gdje je R(X) = {z € Ny : maz(0,n — N + M) < z < min(n, M)}.

Objasnjenje: Skup iz kojeg vrsimo odabir elemenata je konacan i sastoji se od

tocno j+k elemenata (kuglica) od kojih je r tipa 1 (crvene boje), a j+k—1r tipa
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(iii)

2 (zelene boje). Pretpostavimo da smo na sluc¢ajan nacin iz tog skupa odabrali
k < k+ j elemenata i to bez vracanja prethodno izvucenih elemenata. Tada
broj izvucenth elemenata tipa 1 modeliramo hipergeometrijskom distribucijom
s parametrima j + k, r i k pa je gustoéa jednaka upravo gore navedenoj sto
zakljucujemo iz prethodne definicije hipergeometrijske distribucije.
r

A j .
Objasnjenje: Ocekivanje dobijemo tako da parametre ove hipergeometrijske

Ocekivange je p =k

distribucije uvrstimo u (7).

Varijanca je 0? = ,jkr(‘]g + k—r)
G+E)G+E-1) ' , .
Objasnjenje: Varijancu dobijemo tako da parametre ove hipergeometrijske dis-

tribucije uvrstimo w (8).
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5 Urne u bioznanosti

Modeli urni takoder pronalaze upotrebu i primjenu u raznim granama biozna-
nosti kao sto su evolucija vrste i zdravstvo poput epidemiologije, ekologije i klinickih
ispitivanja. U sljede¢im potpoglavljima prikazat ¢emo nekoliko primjera urni preko
Markovljevih lanaca koje se koriste kao modeli za evoluciju vrste. Za razliku od
standardnih shema Polya urni gdje postoji fiksan skup dopustenih boja koje se
mogu pojaviti u urni, u modelima za evoluciju vrste moramo dopustiti da se broj
boja pove¢ava s vremenom te moramo razmotriti beskonacni skup dopustenih boja.
Razlog tomu je taj sto su u modelima za evoluciju vrste, zivotinje odredene vrste
predstavljene pomoc¢u kuglica iste boje, a s obzirom na evoluciju, u nekom se tre-
nutku moze pojaviti nova vrsta (nova boja). Ovi modeli se smatraju i razumnim
prikazom genetskih alela, gdje se s vremena na vrijeme pojavljuje novi alelni tip
(nova boja) kao rezultat mutacije. Upravo ¢emo u sljedeéem potpoglavlju navesti
jedan takav model.

5.1 Wright-Fisherov model urni alela bez mutacija

Model koji ¢emo navesti u ovom poglavlju nazvan je po ranim pionirima teorije
populacijske genetike, Sewallu Wrightu u ¢ijim djelima se spominje jos 1922. te
Ronaldu A. Fisheru koji ga spominje u svom radu u 1930.-ima. U modernoj literaturi
naziva se jednostavnim Wright-Fisherovim modelom te je jedan od najjednostavnijih
genetskih modela za fiksnu populaciju alela (dvije vrste) bez selekcije, mutacije ili
spola. Neka A i a oznacavaju dva alela (dva alternativna gena koja odreduju istu
osobinu, a u stanicama uvijek dolaze u paru) koja se zbog ponasanja kromosoma
tijekom mejoze odvajaju jedan od drugoga i smjestaju u razlicite gamete (spolne
stanice). Neka je X, slucajna varijabla kojom modeliramo broj alela A u n-toj
populaciji s N diploidnih pojedinaca (moze imati samo dva alela istog gena) koja ima
skup stanja S = {0,1,2,...,2N}. Slucajna varijabla X, .1, kojom modeliramo broj
alela A u (n + 1)-0j populaciji, ovisi samo o broju alela A u n-toj populaciji, znaci
ispunjeno je Markovljevo svojstvo pa znamo da je slucajani proces {X,,n € Ny}
Markovljev lanac u diskretnom vremenu. Generacija (n+ 1) sastoji se od 2N alela i
nastaje provodenjem 2N nezavisnih slu¢ajnih odabira od po jednog alela iz pocetne
generacije n, s tim da se nakon svakog odabira izvuceni alel "vrac¢a” u roditeljsku

populaciju. Ovaj proces opisuje binomno uzorkovanje alela svake generacije sto nam
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omogucava da matricu prijelaznih vjerojatnosti Markovljevog lanca zapisemo kao

AVERY i \2N-j
= _— 1——) i, je{0,1,... 2N},
Pij (j)<2N)< 9N LA }

Drugim rije¢ima, vjerojatnost da imamo j alela A u trenutku (n+ 1) kada imamo i
alela A u trenutku n dana je s p;;. Na kraju, broj alela A u populaciji, postat ¢e 0 (sto
interpretiramo kao nestajanje alela A) ili 2V (Sto interpretiramo kao nestajanje alela
a). Jednom izgubljen alel iz populacije nikada se ne vraca (jer pretpostavljamo da
se mutacije u populaciji ne mogu dogoditi), tako da su stanja 0 i 2NV apsorbirajuca
stanja ovog Markovljevog lanca. Nakon sto lanac ude u jedno od tih stanja ne
moze ih vise napustiti. Ovaj model takoder mozemo prikazati pomocu kuglica i
urne. Zapocinjemo s dvije boje, koje predstavljaju dva alela. Pretpostavljamo da
u urni ima m kuglica od kojih je i bijelih (s jednim genskim karakteristikama) i
m — i plavih (s drugim genskim karakteristikama). Kuglice se uzorkuju zamjenom,
m puta, kako bi se pruzila prilika da ocekivano pojavljivanje svake kuglice bude
jedan. Kad god se u uzorku pojavi kuglica, u novu urnu koja predstavlja novu
generaciju jedinki postavlja se kuglica iste boje. Ako je uzorkovana kuglica bijela,
bijelu kuglicu stavljamo u novu urnu, a ako je uzorkovana kuglicu plava, u novu
urnu stavimo plavu kuglicu. Broj bijelih kuglica koje se pojavljuju u uzorku veli¢ine
m je B(m, %), a ocekivani broj bijelih kuglica u novoj urni je m x % = 1 Sto znaci
da nema promjene u omjeru bijelih kuglica uzastopnih urni (generacija). Nakon sto
se nova urna ispuni, postupak se ponavlja kako bi se proizvela treca urna i tako
dalje. Jasno je da postoji pozitivna vjerojatnost da nova urna postane jednobojna.
Jednom kada se postigne jednobojnost, urne ée zauvijek ostati iste. Pogledajmo

sada to na primjeru.

Primjer 4. Imamo urnu koja moze sadrzavati bijele i plave kuglice. Pretpostavimo
da na pocetku u urni imamo jednu bijelu 1 jednu plavu kuglicu. Evoluciju predstav-
lijamo pomocéu Markovljevog lanca s tri stanja gdje je svako stanje opisano brojem
bijelih kuglica w urni. Pretpostavimo da krecemo iz Stanja 1. Iz Stanja 1 moZemo
prijeci u Stanje 0 ako najprije iz urne odaberemo plavu kuglicu (vjerojatnost tog
dogadaja je %) te u novu urnu postavimo njezinu kopiju, a odabranu kuglicu vra-
timo u pocetnu urnu te nakon toga 1z pocetne urne odaberemo opet plavu kuglicu
(vjerojatnost %) te njezinu kopiju takoder postavimo u urnu u kojoj je prva kopija.
Tako je vjerojatnost tog dogadaja % X % = i. Analogno, iz Stanja 1 moZemo prijeci

u Stange 2 ako se u uzorku pojave dvije bijele kuglice (vjerojatnost tog dogadaja je



29

i), te mozemo ostati u Stanju 1 ako se u uzorku pojavi samo jedna bijela kuglica

(vjerojatnost tog dogadaja je %) Matrica prijelaznih vjerojatnosti dana je s

<
I
—e= O

ORI =
o~ O

Jasno je da je 1zravnom indukcijom matrica n-koracnih prijelaznih vjerojatnosti dana

1 0 0
Mn = 2271111 271,24»1 2277,;11
0 0 1

Kako je pocetna distribucija Markovljevog lanca X = (0,1,0), iz
T, = AM"

dobivamo da je (marginalna) distribucija lanca nakon n koraka jednaka

1 0 0
0 0 1

2" —1 2 2*=1
= 2n+1 2n+1 2n+1

2 TW 11 1
- 9 9 2n+1 on 2n+1 .
Vidimo da ovaj vektor redak konvergira po komponentama prema (1 0 %) U konacnict,

2
gotovo sigurno se postize samo jedna boja u urni te ce s jednakom vjerojatnoséu urna
sadrzavati samo bijele ili samo plave kuglice. Takoder je jasno da je (p 0 1—p), za
bilo koji p € [0,1] stacionarna distribucija, jer je ovaj vektor redak rjesenje sustava

M =7, zam™=(my m me) smWo+ T + M =1.

Prethodni primjer moze se generalizirati na ukupno m kuglica od kojih je 7
bijelih, i gotovo sigurno dobivamo jednobojnu urnu. Vjerojatnost da su sve kuglice u
urni bijele je %, Sto je jednako pocetnom udjelu bijelih kuglicau urni,a(p 0...0 1—

p) je stacionarna distribucija promatranog lanca.

5.2 Wright-Fisherov model urni alela s mutacijama

U ovom potpoglavlju kratko ¢emo se osvrnuti na Wright-Fisherov model s mu-

tacijama. Pretpostavimo, da nakon sto odaberemo alel iz generacije n i prije nego
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sto ga iskoristimo za formiranje nove populacije u generaciji n + 1, a postaje A s
vjerojatnoséu u i A postaje a s vjerojatnoséu v, tj. dogadaju se mutacije s vjero-
jatnostima u i v, u,v € (0,1). Vjerojatnost da postoji j alela A u trenutku n + 1
kada ih je ¢ u trenutku n dana je formulom

Pij = (2;\[)195(1 — g™,

gdje je p; vjerojatnost odabira alela A (kada imamo i alela A) dana s

/ a )+2N—i
=—Jl—=n
2N 2N

Pi Uu.

Dakle, ili izvucemo alel A i on ne mutira ili izvuc¢emo alel a i on mutira u alel A.
Posljedica postojanja mutacija je nestajanje apsorbirajuc¢ih stanja 0 i 2N, tako da
se u ovom modelu prostor stanja sastoji samo od jedne klase komuniciranja pa je
lanac ireducibilan (Definicija 5). Prijelazna vjerojatnost za model s mutacijom je
pi; > 0, jer viSe nema apsorbirajucih stanja, za svaki ¢, j pa je ovaj Markovljev lanac
aperiodican (Definicija 12). Kako je skup stanja konacan i lanac je ireducibilan,
slijedi da je povratan, tj. svako njegovo stanje je povratno (Propozicija 11 Teorem 4).
Lanac je i pozitivno povratan jer je o¢ekivano vrijeme potrebno Markovljevom lancu
da iz stanja ¢ opet dode do i kona¢no (Definicija 8). Bududi je lanac ireducibilan i
pozitivno povratan, slijedi da ima jedinstvenu stacionarnu distribuciju (Napomena
1). A buduéi da je lanac ireducibilan, aperiodi¢an i ima stacionarnu distribuciju,
slijedi da je ta stacionarna distribucija upravo njegova granicna distribucija (Teorem

8).

Napomena 5. Pretpostavimo da je velicina populacije N velika 1 neka je ¢ = 4Nw,
r = 4Nv. Tada se stacionarna distribucija za Wright-Fisherov model, kada je re-
skalirana unutar intervala [0, 1], moze dobro aproksimirati Beta(q,r) distribucijom
s funkcijom gustoce

[(@) = cqpat™ (1 - 2y

1

pri éemu je g, konstanta koja osigurava da vrijedi [ f(z)dx = 1.
0

5.3 Pogresno kopiranje gena

U jednostavnom Wright-Fisherovom modelu iz prethodnog potpoglavlja, u urni
postoji m kuglica koje mogu biti u jednoj od dvije boje i m kuglica su uzorkovane
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zamjenom. U meduvremenu se druga urna ispunjava tocnom kopijom uzorka. Kad
god se u uzorku pojavi kuglica, u novu urnu se postavlja kuglica iste boje. Kada se
nova urna ispuni, postupak se ponavlja kako bi se ispunila jos jedna urna. Kuglice
predstavljaju gene. U stvarnosti kopiranje svojstava gena nije savrsena operacija
i postoji sansa za pogresno kopiranje. U pojednostavljenom modelu dopustamo
pogresno kopiranje boja. Kad se kuglica uzorkuje, postoji mala vjerojatnost da ce
"prije¢i” u drugu boju. Kad se u uzorku pojavi bijela kuglica, u novu urnu stavljamo
bijelu kuglicu s vjerojatnoséu 1 —«, inac¢e u novu urnu stavljamo plavu kuglicu s ma-
lom vjerojatnoséu a. I obrnuto, kada se u uzorku pojavi plava kuglica, u novu urnu
stavljamo plavu kuglicu s vjerojatnoséu 1 — 3, inace u novu urnu stavljamo bijelu
kuglicu s malom vjerojatnoséu (3. Operacija se zatim ponavlja s budu¢im generaci-
jama novijih urni. Sada ¢emo ponovo pogledati primjer iz prethodnog poglavlja, ali
¢emo u njemu dopustiti pogresno kopiranje.

Primjer 5. Neka Markovljev lanac ima tri stanja koja oznacavaju broj bijelih kuglica
u urne © neka se u pocetnoj urni nalaze dvije plave kuglice. U novu urnu mozZemo
postaviti dvije kuglice plave boje (s vjerojatnoséu (1—[3)?), obje plave kuglice mozemo
pretvoriti u bijele (s vierojatnoséu %) ili moZemo postaviti jednu plavu i jednu bijelu
kuglicu (s vjerojatnoséu 26(1 — B)). Ako se nalazimo u stanju 2 (u urni imamo
dvije bijele kuglice) mozemo prijeéi u stanja 0, 1, 2 s vjerojatnostima o2, 2a(1 —
a), (1 — «)?, redom. U stanju 1 imamo jednu bijelu i jednu plavu kuglicu. MoZemo
prijeci u stanje s dvije plave (nula bijelih) kuglica na cetiri razlic¢ita nacina, ovisno
o slijedu boja u uzorku v o tome jesu li pogresno kopirani ili ne. Bijelu i plavu boju u
uzorku predstavlijamo s W i B, a postupak pogresnog kopiranja s Da(Y') ili Ne(N),
1 primijetimo da moZemo prijeci 1z stanja 1 u stanje 0 ako imamo jedan od cetiri

dogadaja:
WWYY, WBYN, BWNY, BBNN,

cije su vjerojatnosti
1 il 1 1

ZQZ’ 104(1 =), 1(1 - B)a, Z(l - B)*.

Zbroj ovih vjerojatnosti je M, o element u matrici prijelaznih vjerojatnosti M. Ele-
ment Mo je simetrican s Mg, a My = 1 — Mo — M. Matrica prijelaznih

vjerojatnosti dana je s

(1-8) 26(1 - ) B
M = i(l—f—Oé—ﬁ)Q %—%(a—ﬁ)Q i(l—a+6)2
a? 2a(1 — ) (1— a)?
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Stacionarna distribucija riesenje je sustava 1M = 7, s komponentama koje zbrojene
daju 1. Iz
M =,

(M -DTr" =0

dobivamo:

___alla-platp-2)-1)
T (et B)(a+B)(at+ph—2)—1)

B((B—a)a+B—-2)—1)
(a+B)(a+B)(a+B—2)—1)

™ =

daB(o+  — 2)
(a+B)((a+pB)a+B—-2)—1)

Ocekivani broj bijelih kuglica uw novoj urni u stanju ravnoteze mozZemo pronaci iz-

Ty =

ravnim razmatranjem. Naime, u stanju ravnoteZe ocekivani broj pojavljivanja svake
kuglice u uzorku je jedan. Ukoliko izvucemo bijelu kuglicu vjerojatnost da cemo u
novoj urni opet imati bijelu kuglicu je 1 — a. Ukoliko izvucemo plavu kuglicu vjero-
jatnost da éemo u novoj urni nakon pogresnog kopiranja imati bijelu kuglicu je [3.
S obzirom da u urni moZemo imati dvije kuglice kako bi dobili broj plavih kuglica
od te dvije oduzmemo ocekivani broj bijelih kuglica te zatim taj dobiveni broj plavih
kuglica pomnozimo s vjerojatnoséu pogresnog kopiranja B pa imamo da je ocekivani

broj bijelih kuglica uw novoj urna:
E[W] = (1 - a)E[W] + (2 - E[W)
EW(l-14+a+8)=28

2
E[m:afﬂ.

Ovo se moze generalizirati i na veéi primjer s m kuglica u pocetnoj urni, ali

matrica prijelaznih vjerojatnosti postaje prilicno slozena. Analogno, oc¢ekivani broj
bijelih kuglica u novoj urni je
mp
E[W] = :
[ a+ 3

Tipi¢ne vrijednosti vjerojatnosti pogresnog kopiranja « i 8 su reda velicine 107°.

Na primjer, s @ = 107° i § = 3 x 10~ ocekivani udio bijelih kuglica je 3.

Vise informacija o ovakvim modelima moze se pronaci u [4].
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Sazetak

U ovom radu bavili smo se modelima urni koji su vrlo stari te se spominju
jos u Starom zavjetu i zidovskoj teologiji. Imaju bezbroj primjena u ekonomiji,
industriji, tehnologiji, bioznanostima i zdravstvu. Kako je cilj rada bio modelirati
odredene modele urni Markovljevim lancima najprije smo naveli osnovne tvrdnje
vezane za njih. Detaljno smo opisali Ehrenfestov i Bernoulli-Laplaceov model urni
preko Markovljevih lanaca, naveli njihove primjene i dali povijesni pregled. Za kraj
rekli smo nesto o urnama u bioznanosti, konkretno u evoluciji vrsta opisujué¢i Wright-

Fisherov model sa i bez selekcije, spola i mutacije preko Markovljevih lanaca.

Kljucne rije¢i: Markovljevi lanci, urna, kuglice, izvlacenje, Ehrenfestov model
urni, Bernoulli-Laplaceov model urni, Wright-Fisherov model, vrijeme zaustavljanja
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Summary

In this diploma thesis we are dealing with urn models, very old models men-
tioned in Old Testament and Jewish theology. Urn models have countless ways of
applications in economy, industry, technology, biosciences and various disciplines
regarding health. The aim of the papper is to model some urn models via Markov
chains so we first stated the basic results regarding the theory of Markov chains.
Ehrenfest urn model and Bernoulli-Laplaces urn model are described in details in
this paper through Markov chains, and also we have described their applications
and historical overview. Finally, we introduced urn models in biosciences, specifi-
cally in the evolution of species by describing Wright-Fisher model with and without
selection, sex and mutations through Markov chains.

Keywords: Markov chains, urn models, balls, drawing, Ehrenfests urn model,
Bernoulli-Laplaces urn model, Wright-Fisher model, stopping time
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