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SazZetak

U ovom zavr$nom radu upoznat ¢emo se s linearnim problemom najmanjih kva-
drata kao i s metodama za njegovo rjesavanje. U uvodnom dijelu detaljno ¢éemo opisati
problem najmanjih kvadrata za unaprijed zadani skup podataka. U nastavku rada, de-
finirat ¢emo linearni problem najmanjih kvadrata i opisati njegovo rjeSavanje pomodéu
sustava normalnih jednadzbi, QR-dekompozicije i dekompozicije na singularne vrijed-
nosti. Svaku od navedenih metoda testirat ¢emo na istom primjeru kako bi zakljudéili
da daju isti rezultat.

Klju¢ne rijeci: problem najmanjih kvadrata, linearni problem najmanjih kva-
drata, sustav normalnih jednadzbi, QR-dekompozicija, dekompozicija na singularne
vrijednosti

Abstract

In this final paper, linear least squares problem will be introduced along with some
methods for solving it. In the introduction we will detail the least square problem for a
predefined data set. After that, we will explain three methods which can help us solve
the mentioned problem: system of normal equations, QR-decomposition and singular
value decomposition. Also, each of these methods will be tested on the same example
to conclude that they give the same result.

Key words: least square problem, linear least square problem, system of normal
equations, QR-decomposition, singular value decomposition
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1 Uvod

Za veé¢inu kvantitativnih eksperimenata, metoda najmanjih kvadrata je najbolja tehnika
za vizualiziranje prikupljenih podataka. Prikupljene podatke najcesce prikazujemo graficki,
kao tocke (tj. kao parove brojeva) i iz tog grafickog prikaza Zelimo odrediti odnos izmedu
prikupljenih podataka. Drugim rijec¢ima, Zelimo odrediti parametre koji ¢e opisivati vezu
izmedu prikupljenih podataka. Problem najmanjih kvadrata odreduje te parametre tako da
dobivamo reprezentant oko kojega su ti podaci raspodijeljeni s najmanjim mogué¢im odstu-
panjima.

Slika 1: Pravac kao reprezetant podataka u smislu najmanjih kvadrata

U sklopu ovog zavrsnog rada nastojat ¢emo na jednostavan nacin objasniti metode za odre-
divanje takvih parametara.

U tocki 2 opisat ¢emo motivaciju i matri¢ni zapis problema najmanjih kvadrata, defini-
rat ¢emo vektor odstupanja i uvesti pojam model-funkcije. U tocki 3 promatramo linearni
problem najmanjih kvadrata te detaljno opisujemo njegovo rjesavanje pomocu sustava nor-
malnih jednadzbi, QR-dekompozicije i dekompozicije na singularne vrijednosti. Navedene
metode testirat ¢emo na istom primjeru te na kraju kratko opisati kompresiju slike uz pomo¢
programskog jezika MatLab.



2 Problem najmanjih kvadrata

Pretpostavimo da su yy, 4, . . . , Y, rezultati mjerenja neke velicine A. Treba odrediti repre-
zentant a* velicine A na nacin da poznate vrijednosti y1, o, ..., Yn budu ,Sto blize” repre-
zentantu a*.

n Y2 Y3 s Us a* Y

Slika 2: Aritmeticka sredina izmjerenih podataka

Pod pojmom ,§to blize” podrazumijevamo da suma kvadrata odstupanja rezultata mjerenja
od nekoga a bude najmanja, odnosno promatramo optimizacijski problem

a* = argmin F'(a), (1)
a€R

pri ¢emu funkciju F' definiramo na sljedeéi nacin:

Primijetimo da je F(a) = |la-1 —yl|3, gdje jey € R™, a1 = (1,...,1)T € R™. Ovaj
princip poznat je pod nazivom princip najmanjih kvadrata ili metoda najmanjih kvadrata,
dok problem odredivanja aproksimacije a* u smislu najmanjih kvadrata, nazivamo problem
najmanjih kvadrata.

Nuzan uvjet za postojanje ekstrema funkcije F' glasi

dF

%—0.

Deriviranjem funkcije F' dobivamo

dF .
o = 2 > (yi—a)

i=1

Sto nakon izjednacavanja s nulom i sredivanja mozemo pisati u obliku

m
ma = E T
i=1
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Buduéi da je funkcija F' strogo konveksna na skupu R ona postize jedinstveni globalni mini-
mum pa je oc¢ito da je rjeSenje problema (1) aritmeticka sredina izmjerenih podataka tj.

a4 = %Zyl
i=1

Dakle, aritmeticka sredina izmjerenih podataka yi,vs, ..., y, ima svojstvo da je suma
kvadrata odstupanja do mjerenja yi,ya,. .., Ym minimalna.

Pretpostavimo sada da su vrijednosti neke funkcije poznate u kona¢no mnogo tocaka.
Neka su zq,xg,...,x, dane tocke te neka su yy,ys, ..., ¥, pripadne vrijednosti funkcije u
tim tockama. Medu svim pravcima, Zelimo odrediti pravac g(z) = az + b koji najbolje
aproksimira tu funkciju u smislu najmanjih kvadrata.

A

[
o

Slika 3: Pravac koji predstavlja aproksimaciju funkcije (nacrtana iscrtkano) u smislu najma-
njih kvadrata

Drugim rije¢ima, zelimo odrediti parametre a, b tako da bude y; ~ ax; +b, ¢t =1,...,m, pri
¢emu ,,~" znac¢i minimalno kvadratno odstupanje.
Pretpostavimo li da postoji pravac koji se u zadanim tockama podudara s funkcijskim

vrijednostima tj. s y1,¥s, ..., Yn, onda taj pravac mora zadovoljavati sustav
ar; +b =y
ars +b =1y
O+ B = Ui -

Navedeni sustav mozemo zapisati i u matriénom obliku

A =¥,
gdje su
rp 1 Y1
A= xﬁ | eR™?, x= Z eR¥™, y= yf e R™*.



Gornji sustav opcéenito ne mora imati rjeSenje, stoga promatrani pravac odredujemo tako da

odredimo x za koji ¢e||Ax — y||, biti najmanja. Op¢enito, funkcija t — t* je strogo monotona

na [0,00) pa je problem minimizacije || Ax — y||, ekvivalentan minimizaciji | Ax — y/|.
Definiramo odstupanja

B =g —ams —b d= L. Jm
1 oznac¢imo
2
F(a,b) =[[Ax -y .

Ocito je da desna strana prethodne jednakosti predstavlja sumu kvadrata odstupanja r;,

A T . - -

Fla,b) = Z(yl —ar; — b)z = ng = Hrllg )

i=1 =1

pri éemu je r = (r,ry...7,)" vektor odstupanja.

Budué¢i da Zelimo minimalna kvadratna odstupanja mi zapravo promatramo problem
globalne optimizacije
argmin F'(a,b) .
(a,b)eR?

Nuzan uvjet za postojanje ekstrema funkcije F' glasi

oF OF
o0 =" WY
Odredimo parcijalne derivacije funkcije F
OF -
B0 2;(% —azx; — b)z;

OF -
%—QE(yi—axi—b).

Nakon izjednacavanja s nulom i sredivanja dobivamo

aix?—l—bixi = Em:xiyi
i=1 i=1 =1
aixierb:Em:yi.
=1 =1

Sada iz sustava (2) izracunamo a i b. Kako je funkcija F strogo konveksna na skupu R?
postize jedinstveni globalni minimum pa tako izra¢unati parametri a i b zaista daju najbolju
aproksimaciju pocetne funkcije.

(2)

Opcenito, pretpostavimo da zavisna varijabla y ovisi o nezavisnoj varijabli  po funkci-
onalnom zakonu

y = f(z;a),
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gdje je a € R" vektor parametara s komponentama a;, @ = 1, ..., n. Takoder, neka su zadane
tocke
(bl 0= L .oymm, o 20

te neka su komponente vektora odstupanja r oblika

ri(@) = f(zsa) =y . (3)
Definiramo funkciju F : R* — R,
1« 1 > .
527’ )=5lr@)];, aeRr". (4)
i=1
Trazimo tocku a* = (aj,a},...,a)) € R™ u kojoj funkcija F, definirana na ovaj nacin,

postize globalni minimum, odnosno rjesavamo sljedeéi problem globalne optimizacije

argmin F'(a) .
acR™
Funkcija f se naziva model-funkcija, vektor r vektor odstupanja ili reziduala, a brojevi
ay,as, ..., ar se nazivaju optimalni parametri. Problem odredivanja brojeva af, a3, ..., a’ na-
zivamo problem najmanjih kvadrata.

Kako bi jednostavnije analizirali ekstreme funkcije F' iskoristit ¢emo njezin specijalni
oblik. Izracunajmo sada gradijent funkcije F

Gradijent funkcije mozemo zapisati i u matri¢cnom obliku kao

grad F =J'r
pri cemu je
OF ary ory
oa1 a1 " Oan i
grad F' = 2 |, A= : |, r=
OF Orm Orm r
Oan day B T m,

Matrica J je poznata Jacobijeva matrica ili Jacobijan funkcije F'.

Kako bismo pronasli stacionarne tocke funkcije (3) gradijent funkcije F' izjednacimo s
nulom. Time dobivamo sustav od n jednadzbi s n nepoznanica ay, as, . .., a,

X rige; =0,

i=1

Jr=0 ili | : (5)
Z Tag 8“ =il .




Sustav jednadzbi (5) ¢e biti linearan ako su sve funkcije r; = 74(aq, . .., a,) linearne u svakom
od argumenata aq,...,a,, odnosno ako je model-funkcija f linearna u svim parametrima
ai,...,a, te tada govorimo o linearnom problemu najmanjih kvadrata. U slucaju kada model-
funkcija f nije linearna u svim parametrima aq,...,a, govorimo o nelinearnom problemu
najmanjih kvadrata i tada je (5) sustav nelinearnih jednadzbi.

3 Linearni problem najmanjih kvadrata

Pretpostavimo da je model-funkcija f linearna u svim parametrima aq, . .., a, te neka je ona
oblika

f(‘r;al?"'aan):algpl(‘r)+"'+angpn(l‘)v z€R (6)
pri ¢emu su ¢; neprekidne funkcije.

Jacobijeva matrica za model-funkciju (6) ne ovisi o vektoru parametara a, dok minimi-
zirajuca funkcija (3) u ovom slucaju glasi

ri(a) = a1p1(T1) + - + anon(Ti) — Ui

pa imamo

ori
oa;

J

Jij = :%(%)7 t= Lises ;% J=1 :0:10

Vektor odstupanja r s komponentama r; = a1¢1(x1) + - - - + anp,(z;) — y; mozemo zapisati
u obliku

r=Ja-y, (7)
pri éemu je y = (y1,...,Ym) . RjeSavamo sljedeéi optimizacijski problem
argmin F'(a),
acR”
gdje je
F(a) = g @) = 12—yl ®)

Linearni problem najmanjih kvadrata se ¢esto zapisuje i kao
Ja~y.

3.1 Sustav normalnih jednadzbi za linearni problem najmanjih kva-
drata

Stacionarne tocke funkcije F' dobivamo rjesavajuéi jednadzbu
grad F=Jr=0. 9)

Lema 3.1. Neka je J € R™", m > n. Matrica J*J pozitivno je definitna onda i samo
onda ako je J punog ranga po stupcima (rang J =n).



Dokaz. (Nuznost) Neka je J'J pozitivno definitna. Pretpostavimo da je rang J < n, tj. da
su stupci od J linearno zavisni. Tada bismo za neki ag # 0 imali Jag = 0, odakle bi slijedilo
aOTJTJaO =0, §to bi znacilo da J*J nije pozitivno definitna.

(Dovoljnost) Pretpostavimo da je rang J = n, tj. da su stupci od J linearno nezavisni.
Tada za a # 0 = Ja # 0, pa je

(J7Ja,a) = a”(J7Ja) = (Ja)"(Ja) =||Ja|> > 0.
U

U slucaju kada su uvjeti leme zadovoljeni linearni problem najmanjih kvadrata je rjesiv i
postoji jedinstveno rjeSenje, koje mozemo dobiti tako da pronademo kriti¢ne tocke funkcije
F. Uvrstimo li (7) u (9) dobivamo jednadzbu

I Ja—J"g= 1. (10)
Ocito je da je rjesenje ove jednadzbe
a*=Jy,

gdje je
LSS o e
Jednadzbu (10) nazivamo sustav normalnih jednadzbi, a matricu J* pseudoinverzna matrica ili
Moore-Penroseov generalizirani inverz matrice J.
Rjesavanje linearnog problema najmanjih kvadrata pomoc¢u sustava normalnih jednadzbi
je jedna od najbrzih metoda, ali u slu¢aju kada je matrica J loSe uvjetovana ova metoda
daje vrlo nepouzdano rjesenje.

Algoritam za linearni problem najmanjih kvadrata pomoé¢u sustava normal-
nih jednadzbi.
ulaz: A e R™", m >n, rang(A)=n, beR"”
izlaz: x € R" koji minimizira ||Ax — b||>
1: izrac¢unaj ATA i ATb
2: rijesi ATAx = A"b

Napomena 1. U radu su u svim primjerima brojevi zaokruzZeni na 4 decimale.

Primjer 3.2. Neka su

—4 3 |
A=|8 3|, b=|2
g 18 4

dane matrice. Pomocu sustava normalnih jednadzbi odrediti € R? koji minimizira|| Az — b||>.

RjeSenje. Matrica A je pozitivno definitna jer je rang A = 2 pa takav X postoji i jedinstven

je. Ra¢unamo
. |144 108 . . |52
A8 = [108 162} 1 A'b= [51] '



Rjesavanjem sustava AT Ax = A”b dobivamo
. 0.25
~10.1481 1 °

3.2 Rjesavanje linearnog problema najmanjih kvadrata pomocéu QR-
dekompozicije
QR-dekompozicija je rastav matrice A € R™*" na produkt A = QR, pri ¢emu je Q orto-

gonalna, a R gornja trokutasta matrica. Na taj nacin sustav Ax = b prelazi u trokutasti
sustav

Rx=Q’b,
koji se na jednostavan na¢in rjeSava pomocu povratnih supstitucija (engl.: Back Substitution):
b 1 - ,
By = —— mi:f(bi— Z wipxr), t=n—1,...,1.
unn uZZ k:Z+1
Oznacimo li stupce matrice A s ay,...,a, € R™ as q,...,q, € R™ stupce matrice Q,
konstrukeciju matrica Q i R mozemo prikazati sljede¢im algoritmom:
Lo =ai/|lailly, i =llasfly
2: for j=2,...,ndo
3: qA] = CL]'
4: for k=1,...,7—1do
5: ri; = (qk, a;) >
6: ;= q; — Thjgr, (45 = a; — 2421 Thjdk)
7: end for 8: ’I"]j = qAJ 9
9: if 87 > 0 then
10: q; = g;/rj;
11: else 12: izaberimo ¢; tako da je okomit na qi,...,qj—1
13: end if
14: end for 15: izaberimo ¢,1, ..., gy tako da qq, ..., g, Cine ortonormirani sustav
n n m-n n
|
n
: 0
(1 = | F— = —
|
: 0 |m=n
|
A Q R
Slika 4: QR-dekompozicija matrice A € R™*"
Navedeni algoritam izracunava stupce qi, ..., g, matrice Q i elemente matrice R koji se

nalaze iznad i na glavnoj dijagonali, dok su svi elementi ispod glavne dijagonale jednaki nuli.



Sli¢no kao i do sada, trazimo minimum funkcije F(a) = 1[|Ja —y|3 iz (8). Prethodno
opisanim algoritmom nac¢inimo QR-dekompoziciju matrice J € R™*" tj. J = QR, gdje je
Q € R™™ ortogonalna, a R € R™*™ gornja trokutasta matrica. Vektor odstupanja (7) sada
mozemo zapisati kao

r=QRa-y.
S obzirom na to da ortogonalna matrica ¢uva normu, mozemo pisati
Irll, =|QRa - v, = [Q(Ra - Q"y) | =||Ra-Q"y] . (11)

Buduéi da je matrica J punog ranga po stupcima (rang J=r;), ali ne mora biti kvadratna,
za nju racunamo reduciranu QR-dekompoziciju

J=QR= [Q Q] F}] —QR.

Za matricu J € R™" m > n smo dobili J = QR, gdje je Q € R™" ortogonalna (sadrzi
prvih n stupaca matrice Q), a R & R gornje trokutasta matrica (sadrzi prvih n redaka
matrice R).

Zapisimo vektor Q”y na sljedeéi nacin

T ¥4
Qy lyJ :
gdje je y; rj-dimenzionalni vektor tj. y; = Q"y . Sada (11) mozemo pisati kao
3

|rRa—Qy| = [f}f‘] - H —[[Ra -y, +lyal?

b £
2
iz ¢ega zakljuCujemo da ¢e odstupanje biti minimalno kada je Ra = Y1 = QTy. Zato se
minimum funkcije F' postize za vektor a* € R", za koji je

Ra* = YI )

pri cemu je i i
F(a*) = Zl|r@)|, = Syl -

Algoritam za linearni problem najmanjih kvadrata pomoéu QR-dekompozicije.
ulazz: A e R™"  m>n, rang(A)=n, beR"”
izlaz: x € R" koji minimizira [|[Ax — b||,
1: izrac¢unaj reduciranu QR-dekompoziciju A = QR
2: izracunaj Qb € R”
3: rijesi Rx = QTb koristeci supstitucije unatrag

Primjer 3.3. Linearni problem najmangih kvadrata iz Primjera (3.2) rijesit éemo primjenom
QR-dekompozicije.



Rjesenje. Primjenom nekih od matematickih alata (npr. MatLab, M athematica) odredimo
reduciranu QR-dekompoziciju

~|-0.3333  0.6667 - [z
Q= 06667 —03333], R= [o 9]
0.6667  0.6667

Nadalje, racunamo vektor QTb
ATy |4.3333
a4 b= [1.3333] '
Rjesavanjem sustava Rx = Q”b dobivamo

L_ | 025
~ |o.1481 |

3.3 Rjesavanje linearnog problema najmanjih kvadrata pomoc¢u de-
kompozicije na singularne vrijednosti

Dekomporzicija na singularne vrijednosti je rastav matrice A € R™*" na produkt A = USV7,
gdje su U € R™*™ i V € R™™" ortogonalne matrice, a S € R™*" dijagonalna matrica,

S = diag(o-h 02,... 7Umin(m,n))7 G1 & g 2 =+ 2 Omin(m,n) >0.

Brojeve 01,09, ..., Omin(m,») Dazivamo singularne vrijednosti matrice A dok stupce matrice U
zovemo lijevi, a stupce matrice V desni singularni vektori matrice A.

Ll ™ =i "on=r L
" ! Fal

Eo—aa| [

n-r
m-r vT

=
=
1]
=
=

A U S
Slika 5: Dekompozicija na singularne vrijednosti matrice A € R™*"

Linearni problem najmanjih kvadrata rjesavamo pomoc¢u dekompozicije na singularne
vrijednosti u sluc¢aju kada je Jacobijeva matrica J lose uvjetovana. Kao sto smo pokazali u
prethodnim poglavljima linearni problem najmanjih kvadrata svodi se na problem minimi-
zacije (8) funkcije

1
F(a) = §Hr(a)H§ , gdjejer=Ja-y.

Pretpostavimo da je rang(J) = k < n < m ineka je J = USV” dekomporzicija na singularne
vrijednosti matrice J, gdje su U, Si V gore definirane matrice, pri ¢emu je

B — [S()k 8] , Sy = diag(o1,09,...,0%) ,

10



iop 209220, >0.
S obzirom na to da ortogonalna matrica ¢uva normu, mozemo pisati

Ill, =192 — yll, =||USV"a -y

= HU(SVTa _UTy)

2 :HSVTa—UTyH2 . (12)

Sada uz oznake z = V'a iy = Uy, (12) mozemo pisati u obliku

. S, 0f |z
||SZ_YH§: [Ok O] [Zl] -

pri demu su z;, y; € R* azy € R** y, € R™* Minimum funkcije F postiZe se na
vektoru z* € R", za koji je

2 2

yl SkZ1—}71 S e i ~ 112

A = A — 71 — _|_ :

yJ [ Ty ] 1Skz1 — ¥allo + 1Yl
2 2

Skz" =y,
iz Cega slijedi da je
z" = (Sk)"'¥1 -

Na taj na¢in odredili smo prvih & komponenti vektora z*,

gdje su uy,...,u; prvih k stupaca matrice U. Preostalih n — k komponenti z;_,,...,z
vektora z* biramo tako da rjesenje a* ima minimalnu normu. Dakle,

k 2
* * 7 ) * _ ;
= Ve =3l = il
1=
gdje su vy, ..., vy prvih k stupaca matrice V. Minimalna vrijednost funkcije F' je
1 m
A2
F(@) = Sl¥allz = Y (ufy).
i=k+1

Algoritam za linearni problem najmanjih kvadrata pomoéu dekompozicije na
singularne vrijednosti.
ulaz: A e R™"  m>n, rang(A)=n, beR"
izlaz: x € R" koji minimizira ||Ax — b||,
1: izra¢unaj reduciranu SVD dekompoziciju A = Usv?
2: izracunaj U'b € R”
3: rijesi Sy = UTb
4: vrati x = Vy

Primjer 3.4. Kao i u prethodnom primjeru, linearni problem najmangjih kvadrata iz Primjera
(3.2) rijesit éemo primjenom dekompozicije na singularne vrijednosti.

11



RjeSenje. Najprije primjenom nekih matematickih alata odredimo reduciranu SVD dekom-
poziciju matrice A.

~ [-0.0310 —0.7447 . [agigrn o671 0.7359
U= 04716 05772 |, S= """ cools V=|07350 _0.6771|"
0.8813 —0.3351 ' ' '

Nadalje, rac¢unamo vektor Ub

cr|4.4992
W= [0.5589]

i rjeSavamo sustav Sy = ﬁTb, pri ¢emu dobivamo
~10.2783
Y= 10.0837] -
Trazeni x ra¢unamo kao x = Vy te dobivamo

|02
~ 0.1481 |

3.3.1 Kompresija slike

Pretpostavimo da je rang A = k, gdje je A € R™*". Dijagonalnu matricu S iz dekompozicije
na singularne vrijednosti matrice A, moZzemo pisati kao

gdje je S; dijagonalna matrica koja na mjestu (i,7) ima element o;, a sve ostale nule. Zbog
toga, dekompoziciju na singularne vijednosti matrice A mozemo pisati kao

k

k k
A=USV'=U()_8)=> USV' =) suyv/.
i=1 i=1

i=1

Navedena ¢injenica moze se upotrijebiti u kompresiji slike.

Kompresija slike je postupak sazimanja prilikom kojeg nova slika zauzima manji prostor
uz losiju kvalitetu, ali svi bitni dijelovi i dalje su uo¢ljivi. Kompresiju slike mozemo definirati
i kao smanjenje broja pixelal koji sluze za predstavljanje slike, a njena vaznost se o¢ituje u
ustedi prostora.

Kao testni primjer dajemo rezultate kompresije crno-bijele slike kupole muzeja u Figu-
eresu. Slika je zapisana u obliku matrice veli¢ine 200 x 200, a provedena je pomoc¢u programa
implementiranog u programskom jeziku MatLab.

leng. picture element
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(d) 30% podataka (e) 50% podataka (f) 75% podataka

Slika 6: Kompresija slike
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