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Uvod

Specijalne funkcije su posebna vrsta funkcija u matematici koje su otkrivene prilikom rjesa-
vanja odredenih problema u fizici ili tehnickim znanostima kao $to su naprimjer Besselove
funkcije. Druge su pak nastale jer se ukazala potreba za izracunavanjem nepoznatih vri-
jednosti u matematici. Tako je gama funkcija nastala iz potrebe da se pronade nacin kako
racunati faktorijele za bilo koji realni broj. Riemannova zeta funkcija i hipergeometrijske
funkcije nastale su iz redova potencija elementarnih funkcija.

Opéenito, specijalne funkcije dijele se u dvije skupine: funkcije u obliku odredenih in-
tegrala (gama i beta funkcija) te funkcije u obliku beskonacénih konvergentnih redova (Ri-
emannova zeta funkcija, hipergeometrijske funkcije, Besselove funkcije). Moze se pokazati
da se vecina specijalnih funkcija moze zapisati u oba oblika. Zanimljiva je ¢injenica da su
za vec¢inu specijalnih funkcija egzaktne vrijednosti poznate samo za neke tocke pa se vri-
jednosti izracunavaju numericki ili nekom drugom aproksimacijom. Stoga su se vrijednosti
specijalnih funkcija redovito navodile u raznim matematickim tablicama, a danas se njihove
vrijednosti vrlo jednostavno mogu izracunati pomoc¢u racunala.

Vet smo spomenuli gama i beta funkciju, Riemannovu zeta funkciju, hipergeometrijske i
Besselove funkcije kojima ¢emo se baviti u ovom radu. Pojasnit ¢emo kako se doslo do svake
od funkcija, definirati ih te navesti najosnovnija svojstva i rezultate za cije su razumijevanje
dovoljna osnovna znanja iz diferencijalnog i integralnog rac¢una.

Treba istaknuti kako se u literaturi trigonometrijske funkcije ¢esto ubrajaju u specijalne,
a u nekoj literaturi i logaritamska funkcija se navodi kao specijalna funkcija, a razlog je
sto se za tocno odredene parametre i u to¢no odredenim vrijednostima pojedine specijalne
funkcije ponasaju bas kao i trigonometrijske, odnosno logaritamska funkcija.



Poglavlje 1

Gama funkcija

Pocéetkom osamnaestog stolje¢a Daniel Bernoulli! i Christian Goldbach? bavili su se u svojim
radovima proucavanjem interpolacije redova te su se susreli s problemom prosirenja faktori-
jela na realne brojeve. 1729. godine Leonhard Euler? salje u svom pismu Goldbachu rjesenje
toga problema u vidu gama funkcije ¢ime pocinje njeno sustavno istrazivanje. Pocetkom
devetnaestog stolje¢a Adrien-Marie Legendre* uveo je naziv "gama funkcija' i oznaku T.
Gama funkciju su kroz povijest proucavali brojni poznati matematicari: Stirling®, Gauss®,
Weierstrass’, Riemann® koji je imao velik doprinos prouc¢avanju primjena gama funkcije.
Ipak jedan od najvaznijih teorema, koji govori o karakterizaciji gama funkcije, dokazali su
tek 1922. Harald Bohr? i Johannes Mollerup'®. Primjene gama funkcije su brojne, u teoriji

brojeva, vjerojatnosti i integralnom rac¢unu, o ¢emu ¢e biti vise u nastavku rada.

1.1 Definicija i osnovni rezultati

Definicija 1.1.1. Funkciju I' : R, — R, zadanu formulom

[(x) = 7t$_16_tdt (1.1)

zovemo gama funkcija.
Integral (1.1) konvergira samo za pozitivne realne brojeve (dokaz se moze naci u [3])

pa je stoga i gama funkcija definirana samo za pozitivne realne brojeve. Opcenito se gama
funkcija moze definirati i za sve kompleksne brojeve kojima je realni dio pozitivan (vidjeti

Daniel Bernoulli (1700. - 1782.) - §vicarski matematicar i fizicar
2Christian Goldbach (1690. - 1764.) - njemacki matematicar
3Leonhard Euler (1707. - 1783.) - §vicarski matematicar i fizicar
4Adrien-Marie Legendre (1752. - 1833.) - francuski matematicar
5James Stirling (1692. - 1770.) - skotski matemati¢ar

6Carl Friedrich Gauss (1777. - 1855.) - njemacki matemati¢ar
"Karl Weierstrass (1815. - 1897.) - njemacki matematicar
8Bernhard Riemann (1826. - 1866.) - njemacki matematicar
9Harald Bohr (1887. - 1951.) - danski matematicar

10 Johannes Mollerup (1872. - 1937.) - danski matematicar



[2] ili [10]), ali u ovom radu bavit ¢emo se gama funkcijom definiranom na skupu realnih
brojeva.
Ako u (1.1) uvrstimo supstituciju ¢t = u? dobijemo sljedec¢i, u primjenama ¢esto koristeni,

oblik gama funkcije

[(z) = 2/u2x_16_“2du.
0
U sljede¢em je teoremu dokazana ¢injenica da je I'(1) = 1, kao i da gama funkcija

zadovoljava funkcijsku jednadzbu f(x 4+ 1) = xf(z).

Teorem 1.1.2. Za xz € Ry vrijedi

['(z+1) =aI'(2). (1.3)

Dokaz. Dokaz jednakosti (1.2) svodi se na rjesavanje nepravog integrala:

r(1) = / e tdt = lim [ e tdt
0 0
= Jim |=e5] = Jim [~e™ +1]
—0+1=1.

Funkecijsku jednadzbu (1.3) dokazujemo rjesavanjem nepravog integrala. Neka je x € R,.
Tada vrijedi

o0

[(x+1)= /t“l_le_tdt =
0

— lim [—t%‘t’”— / —xtx_le_tdt}
n—o00 0
0

n
= — lim n%e "+ lim z / t*= et dt.
n—oo n—oo
0

du = 2t 1dt v = —e7?

u=t" dv = e~ tdt |

Uzastopnom primjenom L’Hospitalovog pravila dobivamo

lim n“e ™™ = 0.

n— oo
Kako je
T}Lrgox/tx_le_tdt = $/tx_1e_tdt,
0 0
slijedi da je I'(x + 1) = 2 ['(z). O

Gama funkcija nije jedina funkcija koja zadovoljava funkcijsku jednadzbu f(z + 1) =
xf(z). Primjer funkcije koja takoder zadovoljava istu jednadzbu je z — sin(2kmz)T'(z), k €
Z \ {0} (vidjeti [11]). Bohr i Mollerup pronasli su uvjet pod kojim ¢e gama funkcija biti
jedina koja zadovoljava spomenutu funkcijsku jednadzbu.
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Teorem 1.1.3. (Bohr-Mollerupov teorem) Neka je f : Ry — Ry funkcija za koju
vrijedi:
(1) f(1) =1,
(i) flx+1)=af(x),Vor e Ry,
(iii) log f je konveksna funkcija na R M.
Tada je f(x) =T(z),Vz € R,.

Dokaz ove tvrdnje moze se naéi u [2].
Uzastopnom primjenom Teorema 1.1.2 jednostavno se dobije da za n € N vrijedi jedna-
kost
I(n) = (n—1),

sto nam pokazuje kako je vrijednost gama funkcije u prirodnom broju n jednaka umnosku
prvih n — 1 prirodnih brojeva.
Primjenom istog teorema moze se vidjeti da za n € Nix € (0,1) vrijedi sljedeca jednakost

F'n+z)=mn+z—-1)(n+z—-2) - (z+ 1)zI'(x).

Navedena jednakost pokazuje kako se izracunavanje gama funkcije u bilo kojem pozitivnom
realnom broju moze svesti na izracunavanje vrijednosti gama funkcije u nekom realnom
broju iz intervala (0, 1). Osim toga, taj izraz opravdava ¢injenicu da se gama funkcija smatra

prosirenjem faktorijela na realne brojeve.

I'(z)
20 f

15[

101

Slika 1.1: Graf gama funkcije za pozitivne realne brojeve

Na slici 1.1. prikazan je graf gama funkcije u koordinatnoj ravnini na kojem su ocite
dvije stvari. Vidi se da gama funkcija na skupu R, ima lokalni minimum te na istom tom

skupu gama funkcija nije injektivna (horizontalni test).

1 Funkcija g : {a,b) — R, {(a,b) C R je konveksna na intervalu (a,b) ako vrijedi g(Az + (1 — \)y) <
Ag(x) + (1= Ng(y), za sve z,y € (a,b) i A € [0,1].



1.2 Prosirenje gama funkcije na negativne realne bro-
jeve

U ovom ¢emo poglavlju pokazati kako se gama funkcija moze dodefinirati tako da bude
definirana u svim realnim brojevima. U tu svrhu koristit ¢emo funkcijsku jednadzbu (1.3).
Ideja je prvo pokusati definirati gama funkciju u 0, zatim u negativnim cijelim brojevima te
konac¢no u preostalim negativnim realnim brojevima.

Neka je x = 0. Kako za gama funkciju vrijedi (1.3) trebalo bi vrijediti
['(1) =0-1(0).

Prema (1.2) je I'(1) = 1 pa imamo
1=0-I(0)

sto jednostavno nije moguce.
Dakle, gama funkciju ne¢emo moc¢i definirati u nuli.
Za x # 0 funkcijsku jednadzbu (1.3) moZemo zapisati na nacin
['(z+1)

['(x) = —

Neka je n € N. Tada za —n imamo sljedeé¢i niz jednakosti

[(—n+1) [(—n+2)
[(=n) = —-n - —n(—n+1)

D(—n+n+1) I

 —n(-n+1)---(-n+n) 0

Prema tome, kada bi gama funkcija bila definirana u negativnim cijelim brojevima ta vrijed-
nost bi trebala biti jednaka I'(1)/0 = 1/0 sto je nemoguce jer u nazivniku zdesna ne mozemo
imati 0.
Dakle, niti u negativnim cijelim brojevima ne¢emo moci definirati gama funkciju.

Bilo koji negativan realni broj mozemo zapisati u obliku —n — z pri ¢emu je n € Ny i

x € (0,1). Uvrstimo li to u funkcijsku jednadzbu (1.3) imamo sljedeéi niz jednakosti

_T(-n—2+1)  T(-n-—z+2)
[(-n—2)= —n —x  (n—z)(-n—z+1)
L I'(—z)
==+ D (2= 1)
r'(1—x)

(—n—2)(—n—xz+1)-(—x—1)(—x)

Gornji izraz je dobro definiran pa je njime i definirana gama funkcija za negativne realne
brojeve koji nisu cijeli.

Sada kada smo gama funkciju definirali na cijelom skupu realnih brojeva mozemo prika-
zati i njen graf koji se nalazi na slici 1.2.



I'(x)
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| 4 —2 2 4 7
p
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Slika 1.2: Graf gama funkcije prosirene na negativne realne brojeve

Teorem 1.2.1 (Eulerova produktna formula).
Neka je x € R\ (Z_ U {0}). Vrijedi sljedeca formula

™

D(2)D(1 - z) = (1.4)

sinwz
Dokaz ovog teorema dosta je slozen i postoji nekoliko pristupa njegovom dokazivanju pa

ga u ovom radu ne¢emo navoditi, a zainteresirani dokaze mogu vidjeti u [4], [5] ili [14].

Fulerova produktna formula vazna je zbog sljedece izravne posljedice.
Korolar 1.2.2. Gama funkcija nema nultocaka.

Dokaz. Ako pretpostavimo da postoji z € R\ (Z_U{0}) takav da je I'(x) = 0 onda bi prema
(1.4) trebalo vrijediti

T

I'(x)'(1 — =
(x>( x) sin Tx
0= —"
sin mx

No prethodna tvrdnja ne moze vrijediti jer izraz zdesna nikada nece biti 0 jer u nazivniku

ne moze biti 0. Stoga zaklju¢ujemo da gama funkcija nema nultocaka. O
Primjer 1.2.3. Izracunajmo vrijednosti gama funkcije u tockama x =1/2 i x = —1/2.

Rjesenje. Ako u (1.4) uvrstimo x = 1/2 dobijemo

)
2 sin 7 ’

iz Cega slijedi

r(3)-ve



Uvrstimo sada u (1.4) x = —1/2. U tom sluéaju dobijemo

() 05

Primijenimo li na I'(3/2) funkcijsku jednadzbu (1.3) te kako znamo vrijednost I'(1/2) slijedi

da je
3 1 1 1
r(3)=5"(5)=5v=

Uvrstimo li dobiveno u (1.5) slijedi

r(-3)=-2vr

1.3 Specijalne vrijednosti gama funkcije

U ranijim smo poglavljima izracunali da je I'(1) = 1,T'(1/2) = /7, T['(=1/2) = —2y/7 te smo
pokazali da je I'(n) = (n—1)! za n € N. U sljedeé¢im primjerima donosimo vrijednosti gama

funkcije u nekim karakteristicnim tockama.

Primjer 1.3.1. Neka jen € Ny i k € N. Uzastopnom primjenom funkcijske jednadzbe (1.3)
moze se pokazati da vrijedi (cijeli izvod vidjeti u [13]):

F( 1) (nk+1—k)-(nk+1—2k)---(1+k)-1r(1>'

ety o 2

Specijalno, za k = 2,3,4 imamo sljedece izraze:

F<n+;):1~3~~~(2n;n3)~(2n—1)ﬁ’ (16)
F(n—i—;): 1~4~~-(3ngn5)~(3n—2)r<:1))>’
F<n+i)_1~5~--(4n;n7)-(4n—3)r<i>.

Slicno se moZe pokazati da vrijedi i

r (—n _ 1) . (=) r (1 - 1) .
k 1-(14+k)---(nk+1—k) - (nk+1) k
Toé¢ne vrijednosti gama funkcije u tockama 1/n,n € N,n > 2 niti danas nisu pronadene.
Poznato je pak da suI'(1/3) i I'(1/4) transcendentni brojevi. Te tvrdnje dokazali su Le Lion-
nais'? 1983. i Chudnovsky'? 1984. Postoje rezultati koji omoguéavaju racunanje pribliznih
vrijednosti gama funkcije u tim tockama (vidjeti [2] ili [5]). Neke od priblizno izracunatih

vrijednosti navedene su u nastavku.

2Francois Le Lionnais (1901. - 1984.) - francuski matemati¢ar i kemicar
13Gregory Volfovich Chudnovsky (r. 1952.) - ukrajinsko-americki matemati¢ar, koautor algoritma za
izracunavanje znamenaka broja 7 koji se koristi danas pomoc¢u kojega je 7 izracunat na 12.1 trilijun decimala

10



r (;) ~ 2.6789385347077476337,
r (i) ~ 3.6256099082219083119,
r (é) ~ 4.5908437119988030532,

r (é) ~ 5.5663160017802352043.

Na slici 1.2 koja prikazuje graf gama funkcije mogli smo vidjeti postojanje lokalnih ek-
strema gama funkcije. Koristenjem neke od metoda za priblizno izracunavanje vrijednosti
gama funkcije (vidjeti [1]) mogu se izracunati tocke lokalnih ekstrema i vrijednosti gama

funkcije u tim tockama, a neki su prikazani u tablici 1.1.

Ty [(xy,)
+1.462 | +0.886
—0.504 | —3.545
—1.573 | +2.302
—2.611 | —0.888
—3.635 | +0.245

=~ Wi N~ OIS

Tablica 1.1: Lokalni ekstremi i vrijednosti gama funkcije u lokalnim ekstremima

11



Poglavlje 2

Beta funkcija

Slicno kao i gama funkciju, beta funkciju definirat ¢emo kao integral. Ipak, dvije su bitne
razlike u odnosu na gama funkciju. Beta funkcija je naime funkcija dviju varijabli, a drugo
definirat ¢emo je kao odredeni integral, a ne kao nepravi sto je bio slucaj kod gama funk-
cije. Beta funkcija se ¢esto naziva FEulerovim integralom prve vrste i moze se pokazati da
on konvergira za dva pozitivna realna broja. Izrazito je bitan izraz koji povezuje beta i
gama funkciju (Eulerov integral druge vrste) jer ¢e omoguéiti dodefiniranje beta funkcije i u

tockama za koje definicijski integral ne konvergira.

2.1 Definicija i osnovni rezultati

Definicija 2.1.1. Funkciju B: Ry x Ry — R, zadanu formulom

B(z,y) = / 5L — )l (2.1)

zovemo beta funkcija.

Za pocetak ¢emo pokazati nekoliko bitnih svojstava beta funkcije. Prvo medu njima je

simetricnost.

Propozicija 2.1.2. Neka su x,y € R,. Tada vrijedi
B(z,y) = By, z). (2.2)

Dokaz. Neka su z,y € Ry. Prema (2.1) je

1

Bly, ) = / 11— ¢)= L.

0

Sada supstitucijom v = 1 — ¢ imamo

0 1
B(y,z) = — /(1 —w)? ot du = /u’”il(l — ) tdu = B(x,y).
1 0

12



Sljedeca propozicija daje nam zapis beta funkcije u kojem se kao podintegralna funkcija
pojavljuje produkt potencija trigonometrijskih funkcija.

Propozicija 2.1.3. Neka su x,y € R.. Tada vrijedi:

™

B(z,y) = 2/81112“’1 tcos™ ! tdt. (2.3)
0

Dokaz. Neka su x,y € R,. Uvedimo supstituciju ¢ = sin?6. Tada je (1 —t) = cos?0, a
dt = 2sin 6 cos #df. Sada slijedi:

1
B(z,y) = /tx_l(l —t)vldt
0
= /SinQ(z_l) 0 cos?¥=1 . 25in 0 cos OdH

0
g

=2 / sin?*~1 9 cos® 1 9db.
0

]

Beta funkciju povezali smo s trigonometrijskim funkcijama, a sada ¢emo je povezati s

gama funkcijom.

Teorem 2.1.4. Neka su x,y € Ry. Tada vrijedi:

['()l'(y)

Bl = Tavy)

(2.4)

Dokaz ovog teorema nije slozen, svodi se na raspisivanje izraza I'(x)['(y) prema Definiciji
1.1, uvodenje polarnih koordinata te primjenu ranije navedenih svojstava gama funkcije.
Cijeli dokaz moze se naci u [13].

U prethodnim smo poglavljima pokazali da se gama funkcija moze dodefinirati u negativ-
nim realnim brojevima koji nisu cijeli brojevi. Takoder smo pokazali da se ne moze definirati
u nuli. Stoga se prethodni teorem koristi kako bi se beta funkcija dodefinirala u to¢kama za
koje definicijski integral ne konvergira. Ranije smo utvrdili u kojim tockama gama funkcija

nije definirana pa slijedi da se beta funkcija ne¢e moci dodefinirati u tockama:
o (z,y) 7,y € Z_U{0},
o (z,y):x,y e R\ (Z-U{0}),2+y =0,
o (,y):x,y e R\ (Z_U{0}),z+y€Z_.
Osim gore navedenih tvrdnji iz Teorema 2.1.4 slijede sljedeca dva rezultata.

Korolar 2.1.5. Beta funkcija nema nultocaka.

13



Ova tvrdnja je ocita zbog ¢injenice da gama funkcija nema nultocaka.

Korolar 2.1.6. Neka su x,y € R,. Tada vrijedi

B(z+1,y) = B(x,y). (2.5)

Tty
Dokaz. Prema (2.4) za z + 11y imamo

Dz + DI(y)

1 —
Bz +1,y) Mz+y+1)’

sto je prema (1.3) jednako

@0y a

Bl +1y) = (z+y)z+y) x4y

B(x,y).

[
Primjer 2.1.7. [zracunajmo vrijednost beta funkcije u tockama (1/2,1/2) i (—=1/2,3/2).

Rjesenje. B(1/2,1/2) racunamo koristedi (2.4):

5(] 1>_F(%)F(%) ViVl

22

= = = Tr.

I'(1) 1
Za izracunavanje B(—1/2,3/2) koristimo (2.4) i funkcijsku jednadzbu (1.3):

5(-L2)- r-3)r@E) _-2rE)re)

22) = T1(1) 2 -

Slika 2.1: Graf beta funkcije

14



2.2 Specijalne vrijednosti beta funkcije

U sljede¢im primjerima prikazat ¢emo vrijednosti beta funkcije u nekim karakteristicnim

tockama.

Primjer 2.2.1. Neka je x € R\ (Z_- U{0}). Tada koristeci (2.4) slijede jednakosti:
[(x)(1) T(x) 1

Bz, 1) = F(z+1) - T (x) T
 T@rd-2z) o«
Bla.1 =) = ——F 57 = sn(ra)’

gdje posljednja jednakost slijedi iz (1.4).

Primjer 2.2.2. Neka je x € R\ (Z_U{0}) ten € N. Tada koristeci (2.4) te (1.3) dobijemo:

By LT _ M@
’ C(z4+n) (m+z—1n+z—2) - (z+ 1)z (x)
(n—1)!

(n+z—Ln+z—-2)(x+ 1)z

Za m,n € N pak primjenom (2.4) dobijemo jednakost:

L(m)l'(n)  (m—1)l(n— 1)!'

Bm,n) = L(m+n)  (m+n—1)!
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Poglavlje 3

Riemannova zeta funkcija

Patterson u svojoj knjizi An Intruduction to the theory of the Riemann zeta-function navodi
kako teorija o Riemannovoj zeta funkciji predstavlja jedno od najljepsih podrucja u mate-
matici. Zeta funkciju prvi je definirao Euler sredinom osamnaestog stoljec¢a i to samo za
realne brojeve sto ¢éemo mi prikazati u ovom radu. Sredinom devetnaestog stolje¢a Riemann
je pokazao da se zeta funkcija moze definirati i za kompleksne brojeve uz odredene uvjete.
Osim toga Riemann je zasluzan za jednu od najvaznijih primjena Riemannove zeta funkcije,
a tice se odredivanja prostih brojeva o ¢emu ¢Ce biti rije¢i u nastavku. Ipak najzanimljivija je
¢injenica o ovoj funkciji Riemannova hipoteza, koju je postavio sam Riemann, ali je do dana

danasnjeg nitko nije dokazao.

3.1 Definicija Riemannove zeta funkcije

Za razumijevanje Riemannove zeta funkcije bitno nam je na pocetku upoznati se s pojmom

Dirichletova reda. Opcenito, svaki red oblika
(o)
a
P a, € R, p>0
npk
n=1

naziva se Dirichletov red. Nama ¢e za Riemannovu zeta funkciju biti vazan sljededi red

=1

— > 0.
P P’ p

Kod redova nas najc¢esée zanima njihova konvergencija pa stoga navodimo sljede¢u lemu koja

govori o konvergenciji gore navedenog reda.

Lema 3.1.1. Dirichletov red
— (3.1)

p
n=1 n

konvergira za p > 1, a divergira za p € (0, 1].

Ova lema dokazuje se prilicno jednostavno primjenom Cauchyevog integralnog kriterija

konvergencije redova. Dokaz se moze naci u [9].
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Definicija 3.1.2. Funkciju ¢ : (1,00) — R zadanu formulom

()= — (3.2)

x
n=1 n
nazivamo Riemannova zeta funkcija.

Kao sto vidimo, izraz kojim smo definirali Riemannovu zeta funkciju zapravo je Diric-
hletov red iz Leme 3.1.1 gdje smo pokazali da red konvergira za x > 1. Upravo stoga je
Riemannova zeta funkcija definirana na intervalu (1, co). Opéenito, Riemannova zeta funk-
cija moze se definirati za sve kompleksne brojeve z za koje je Rez > 1. Ovaj pristup detaljno
je objasnjen u [12] i [16].

{(x)

Slika 3.1: Graf Riemannove zeta funkcije

3.2 Funkcijska jednadzba

Slicno kao i kod gama i beta funkcije, namece se potreba pronalazenja nacina kako definirati
Riemannovu zeta funkciju za sve realne brojeve. U ovom ¢emo poglavlju prikazati dva
rezultata koje ¢emo koristiti upravo u tu svrhu. Prvi rezultat omogucava nam rac¢unanje

vrijednosti Riemannove zeta funkcije u tockama iz intervala (0, 1).

Lema 3.2.1. Alternirajuci red
1

nr’

§1<_1y~ (3.3)

konvergira apsolutno za p € (1,00), konvergira za p € (0,1], a divergira za p € (—o0,0].

Dokaz ove leme svodi se na jednostavnu primjenu Leibnitzovog kriterija konvergencije
redova za alternirajuce redove. ViSe o konvergenciji ovog reda moze se na¢i u [7]. Osim
toga, napomenimo da apsolutna konvergencija povlac¢i konvergenciju pa to znaci da (3.3)
konvergira za p > 0.
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Propozicija 3.2.2. Neka je x € (0,00),x # 1. Tada vrijedi

1 > 1
_ -1 n—1 ] 4
) = g DD (34)
Dokaz. Vrijedi sljedeci niz jednakosti:
1 1 1
1—9l-= :(1_2.>( — )
(1 - 27)() ) (Gt
I S T SR S S T
Cle 20 3w 4 BT 6@
> 1
=> (-1)" 1=, 3.5
ST (35)
Sada smo dobili sljededi izraz
o) = s S () (3.
xT) = —_— . .
1— 217:1: = ne

Lema 3.2.1 nam osigurava da je (3.5) konvergentan za = > 0 pa je (3.6) dobro definiran za
sve x > 0, osim za x # 1 jer bi u tom sluc¢aju imali nulu u nazivniku. ]

Sada ¢emo iskazati funkcijsku jednadzbu koju zadovoljava Riemannova zeta funkcija, a
omogucava izracunavanje njenih vrijednosti u negativnim realnim brojevima i nuli. Osim
toga, funkcijska jednadzba ¢e nam dati vezu izmedu Riemannove zeta funkcije i gama funkcije
zbog cega ¢emo lakse dokazati neka zanimljiva svojstva Riemannove zeta funkcije.

Teorem 3.2.3. Za © < 1 Riemannova zeta funkcija zadovoljava funkcijsku jednadzbu
C(z) = 2(27)" sin %xm —2)¢(1 - 2). (3.7)

Funkcijska jednadzba (3.7) moze se dokazati na nekoliko nacina, a u [16] moze se naéi ¢ak
sedam razli¢itih nacina. Navedena funkcijska jednadzba pokazat ¢e se bitnom u zakljucivanju
o postojanju nultocaka Riemannove zeta funkcije te u postavljanju Riemannove hipoteze o

kojima ¢e biti rijeci u sljede¢em poglavlju.

3.3 Nultocke i Riemannova hipoteza

Kako bismo mogli donijeti zakljucke o nultockama Riemannove zeta funkcije, morat ¢emo se
prisjetiti kako smo definirali Riemannovu zeta funkciju. U prvom smo poglavlju Riemannovu
zeta funkciju definirali izrazom (3.2). Lema 3.1.1 je pak tvrdila da red iz definicije konvergira
samo za x > 1. To znaci da je za x > 1 suma tog reda konacna, a kako su svi ¢lanovi reda
pozitivni, suma je takoder pozitivna. Dakle, na intervalu (1, 00) Riemannova zeta funkcija
nece imati nultocaka.

Promatrajmo sto se dogada na intervalu (—oo, 1). Vrijednosti Riemannove zeta funkcije
racunamo na temelju funkcijske jednadzbe (3.7). Korolar 1.2.2 tvrdi kako gama funkcija
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nema nultocaka. Nadalje, prethodno smo objasnili da Riemannova zeta funkcija nema nul-
tocaka za x > 1. Prema tome, desna strana funkcijske jednadzbe (3.7) bit ¢e 0 ako i samo
ako je -
sin o5 = 0,

a to ¢e biti za v = —2, —4, —6, ....
Dakle, na intervalu (—oo, 0) Riemannova zeta funkcija imat ¢e nultocke —2n, n € Ninazivaju
se trivijalne nultocke jer je vrlo jednostavno dokazati njihovu egzistenciju.

Niti jedno od prethodnih razmatranja nije nam dalo odgovora o postojanju nultocaka
u intervalu [0,1). Vrijednosti Riemannove zeta funkcije u promatranom intervalu mozemo
racunati pomoc¢u (3.6), ali ne mozemo nista reéi o postojanju nultocaka jer ne mozemo
dokazati za koji bi x suma reda (3.5) bila 0. Stoga se pruga odredena pravcima x = 0 i
xr = 1 za Riemannovu zeta funkciju naziva kriticna pruga, a interval [0, 1) kriti¢ni interval.
Problemom postojanja nultoc¢aka u kritiénoj prugi bavio se sam Riemann te je 1859. postavio
poznatu Riemannovu hipotezu.

Riemann je zeta funkciju promatrao na skupu kompleksnih brojeva. Sve tvrdnje koje smo
mi do sada izrekli za realne brojeve vrijede i za kompleksne brojeve uz odredena ogranicenja
(vidjeti [12] ili [16]). Riemannova hipoteza, premda postavljena jos u devetnaestom stoljecu,

niti danas nije dokazana premda svi izracuni upucuju na njenu istinitost.

Riemannova hipoteza: Sve netrivijalne nultocke z € C Riemannove zeta funkcije

1
leze na pravcu Rez = 3

Netrivijalnim nulto¢kama smatraju se sve nultocke u kriticnoj prugi. Do sredine dvade-
setog stolje¢a matematicari su pronasli oko tisu¢u netrivijalnih nultocaka i sve su one lezale
na kriti¢nom praveu. Razvojem ra¢unala i ra¢unalnih programa, pronadeno je oko 10 ne-
trivijalnih nultocaka Riemannove zeta funkcije koje sve leze na kriticnom pravcu. Ipak, kao
sto je ranije spomenuto, premda svi izracuni upucuju na njenu istinitost, tocan matematicki
dokaz Riemannove hipoteze ne postoji.

Riemannovom hipotezom bavili su se brojni matematicari medu kojima i tri dobitnika
Fieldsove medalje!: Atle Selberg?, Enrico Bombieri® i Alain Connes*. Ipak, niti jedan je nije
uspio dokazati.

S obzirom na to da smo mi Riemannovu zeta funkciju definirali samo za realne brojeve,
zanimaju nas samo realne nultocke u kriticnoj prugi. Zanimljivo, pokazuje se da Riemannova
zeta funkcija nema realnih nultocaka u kriticnoj prugi. Ako bismo slijedili Riemannovu
hipotezu, mogli bismo pretpostaviti da je (jedina) nultoc¢ka x = 1/2, ali moze se pokazati da
je (1/2) =~ —1.4603545088095868.

!Fieldsova medalja najveéa je nagrada u svijetu matematike. Dodjeljuje se najboljim matemati¢arima
mladima od 40 godina za izuzetan doprinos razvoju matematike. Cesto se naziva i "matematicki Nobel".

2Atle Selberg (1917. - 2007.) - norveski matematicar

3Enrico Bombieri (r. 1940.) - talijanski matematicar

4Alain Connes (r. 1947.) - francuski matematicar
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3.4 Specijalne vrijednosti Riemannove zeta funkcije

U prethodnim smo poglavljima pokazali da je ((—2n) = 0,n € N. Osim toga, pojasnili smo
da Riemannova zeta funkcija nije definirana u x = 1 obzirom da (3.2) i (3.5) divergiraju za
x = 1. Moze se pokazati da vrijedi:

lim (1 +¢) = oo,

e—0t

lim ¢(1+¢) = —o0.

e—0—

Vrijednostima Riemannove zeta funkcije u parnim brojevima bavio se Euler koji je do-

kazao da vrijedi (dokaz se moze vidjeti u [12]):

(27r)2n

Clom) = (1) S B

neN (3.8)

pri ¢emu su Bs, Bernoullijevi brojevi. Bernoullijevi brojevi mogu se definirati na brojne
nacine, mi ovdje navodimo jedan jednostavniji nacin koji koristi razvoj funkcije u red poten-

cija.

Definicija 3.4.1. Bernoullijevi brojevi u oznaci B,, definiraju se izrazom

x s x™
i Z(]Bng, |z] < 2.
“— !

Razvijmo stoga funkciju

[ U red potencija za |z| < 2m.. Funkciju e u nazivniku

razvijemo u Taylorov red, oduzmemo 1 te skratimo s x iz brojnika pa imamo

xXr s
x2 z3 x4
e* =1 a4+ 5 +T+5G+
1
T z2 3 :
1+ 4242

Podijelimo li sada brojnik i nazivnik prema pravilu za dijeljenje polinoma slijedi nam izraz

TR
2 12 720 ’
koji se moze zapisati na ekvivalentan nacin iz kojeg odmah slijede vrijednosti Bernoullijevih
brojeva
1 1 +1x2+0x3 1x4+0x5+1x6+
—— - - J— _ e,
~ 2 62 ~—3' 304! ~>~5! 42 6!
By ~~ =~ By T~~~ Bs |~~~
B1 Ba By Bs

Pokaze se da su svi Bernoullijevi brojevi s neparnim indeksima trivijalni, dakle jednaki 0.

Prvih nekoliko Bernoullijevih brojeva iznose

B(]:]_, B =—— By = - By =——
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Sada na temelju poznavanja prvih nekoliko Bernoullijevih brojeva i izraza (3.8) slijede vri-
jednosti Riemannove zeta funkcije u prvih nekoliko parnih prirodnih brojeva

w2 m 70

C(Z)ZF, C(4):%a C(6):%-

Nadalje, recimo kako ne postoje tocne vrijednosti Riemannove zeta funkcije u neparnim
brojevima ve¢ se one priblizno izracunavaju integralnim ili numeri¢kim formulama. Jedina
poznata ¢injenica, koju je dokazao Apéry, je da je ((3) ~ 1.202 iracionalan broj. Upravo
zbog njega, ovaj broj naziva se Apéryjeva konstanta.

Nigdje dosada nismo spominjali vrijednosti Riemannove zeta funkcije u nuli. Ova vri-
jednost izra¢unava se na temelju funkcijske jednadzbe (3.7) uz odredene transformacije jer
bismo s desne strane dobili ((1) za $to smo rekli da nije definirano. Postupak je slozen pa ga

ne navodimo, moze se vidjeti u [12], a kao rezultat se dobije ¢injenica kako je ((0) = —1/2.
Sada konac¢no mozemo prikazati i graf Riemannove zeta funkcije na cijelom skupu realnih
brojeva.
{(x)
4r
3f
2f

Slika 3.2: Graf Riemannove zeta funkcije
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Poglavlje 4

Hipergeometrijske funkcije

Sve elementarne funkcije mogu se razviti u neki red potencija. Neki od tih redova su hiper-
geometrijski redovi ili neke njegove varijacije. Upravo iz hipergeometrijskog reda doslo se do
hipergeometrijskih funkcija, a cijeli postupak izvodenja bit ¢e prikazan u ovom poglavlju. U
nastavku ¢emo vidjeti da je kod definiranja hipergeometrijske funkcije bitno istaknuti dva
parametra p i ¢ koji ¢e predstavljati broj parametara u brojniku, odnosno broj parametara
u nazivniku. Pojam hipergeometrijskog reda prvi puta uporabio je Wallis!, a hipergeome-

trijskim funkcijama kasnije su se bavili Euler, Barnes?, Riemann i Gauss.

4.1 Hipergeometrijski red

Definicija 4.1.1. Red }° ¢, naziva se hipergeometrijski red ako je “** racionalna funkcija
n=0 "
u varijabli n.

Definicija nam dakle govori da < treba biti oblika

P
R(n) = 01,
(n)
pri ¢emu su P(n) i Q(n) polinomi u varijabli n. Faktoriziramo li sada razlomak “* dobit

n

¢emo

Chy1  (mta)(n+az)---(n+ay)x
o (nAb)(n+by) - (n+b)(n+1)
U faktorizaciji nam se pojavljuju  u brojniku i (n+ 1) u nazivniku. Varijabla x upuéuje na

n=0,1,2, .. (4.1)

to da polinom u brojniku ne mora biti normiran. Faktor (n 4 1) u nazivniku moze se, ali i
ne mora pojaviti u postupku faktorizacije. Ako se ne pojavi, dovoljno je u brojniku dodati
faktor (n+ 1) $to se moze uzmemo li za a; = 1 za neki indeks i. Cilj uvodenja faktora (n+1)
u nazivniku je uvodenje n! u hipergeometrijski red, a Sto ¢e nam biti prikladno za uvodenje

hipergeometrijskih funkcija. Sada se rekurzivno iz (4.1) dobije sljedeéi izraz

o = (a1)n(az)n -+ (ap)ne
" (01)n(bo)n - - (bg)nn!

1John Wallis (1616. - 1703.) - engleski matematicar
2Ernest Barnes (1874. - 1953.) - engleski matematicar

n

Co; (4.2)
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pri ¢emu je (a), tzv. Pochhammerov simbol i definira se kao
(@), =ala+1)(a+2) - (a+n—1), n=123,...

Dogovorno se uzima da je (a)g = 1. Pocchamerov simbol moze se definirati i u terminima
gama funkcije (vidjeti [8]) na sljedeéi nacin:
(@) _Tla+n) [ 1, n=0,a € R\ {0};
" T(a) | ala+1)---(a+n-1), neNaecR.
Uoc¢imo da b;,7 = 1,...,n ne mogu biti 0 ili negativni cijeli brojevi jer bismo u protivhome
dobili 0 u nazivniku.

Koristimo li prethodne oznake, hipergeometrijski red mozemo zapisati u sljede¢em obliku

o0

00 . (al)n(a2)n NN (ap)n J’j
20 =0 2 ), (b by (1.3)

Ovaj nacin zapisa doveo je do definicije hipergeometrijskih funkcija.

4.2 Hipergeometrijska funkcija

Definicija 4.2.1. Generalizirana hipergeometrijska funkcija definirana je izrazom

1,02, ..., 0p B 2 (a))n(ag)n -+ (ap), 2"
' ( 1B by x) =2 Balba)a (o T (44)

U (4.4) p oznacava broj parametara u brojniku, a ¢ broj parametara u nazivniku. Za raz-

licite vrijednosti parametara p i ¢ definiramo razlicite hipergeometrijske funkcije. Opcenito,
za neke p i ¢ govorimo o generaliziranoj hipergeometrijskoj funkciji kako i pise u prethodnoj
definiciji.

Zbog jednostavnosti, za hipergeometrijske funkcije uvodi se oznaka
pFyar, ag, ..., ap; by, ba, ..., by )

te ¢emo je i mi Koristiti u nastavku.
Obzirom da je generalizirana hipergeometrijska funkcije definirana kao red zanima nas

podrucje konvergencije tog reda.
Teorem 4.2.2. Red (4.4) apsolutno konvergira

(i) za svaki x € R ako je p < g,

(ii) za x € R takav da je |x| <1 ako je p=q+ 1.
Red divergira za sve x # 0 ako jep > q+ 1.

Dokaz ovog teorema provodi se D’Alambertovim kriterijem za konvergenciju reda, a moze
ga se vidjeti u [2].

Najzanimljivija hipergeometrijska funkcija je tzv. Gaussova hipergeometrijska funkcija.
Rije¢ je o hipergeometrijskoj funkciji s parametrima p = 21 ¢ = 1, a cesto se u literaturi
upravo na nju misli kada se govori o hipergeometrijskoj funkciji.
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Definicija 4.2.3. Gaussova hipergeometrijska funkcija o F}(a, b; ¢; z) definirana je izrazom

oFi(a,b;c;x) = io Wx",

Cinjenica da je (4.5) definirana samo za |z| < 1 posljedica je Teorema 4.2.2. Kao i kod

2| < 1. (4.5)

prethodno razmatranih specijalnih funkcija, i ovdje se postavlja pitanje prosirenja funkcije
na cijeli skup realnih brojeva. U tu svrhu navodimo sljede¢i teorem koji se jos naziva i
Eulerova integralna reprezentacija po Euleru koji ga je prvi dokazao.

Teorem 4.2.4. Neka je ¢ >b > 0. Tada za x € [1,00) vrijedi

o Fy(a,b;c;x) = F(b)llz((i)—b) O/tbl(l — 1)1 — )t (4.6)

Dokaz. Prisjetimo se kako se binomni teorem mozZe generalizirati za realne eksponente. 3

Raspisemo li izraz (1 — xt)~® imamo sljede¢u jednakost

(1 —at)” Z (—at)" =) (a)‘nx”t". (4.7)
= n=0 n:

Neka je |x| < 1. Sada desnu stranu izraza (4.6) mozemo zapisati na sljedeéi nacin

1

I'l(c > (q " B .

Dobiveni integral je beta integral (2.1.1) koji se prema (2.1.4) moze zapisati kao

I'(n+0b)I'(c—0b)
I'(n+c)

sto ako sada uvrstimo umjesto integrala dobijemo

I'(e) & (a)I'(n+b) ,
T(b) 2 nTn+c)

n=0

Sada iskoristimo (1.3) pa iz prethodne jednakosti slijedi

L() §% @aln+b=D(ntb=2) - (b+ DI ,
T(b) = nlln+c—1)(n+c—2) - (c+ Dcl(c)

= i wl’n =9 Fi(a,b;¢; 7).

= (c)nn!

Teorem smo dokazali za |z| < 1, ali moze se pokazati da je integral iz teorema dobro definiran

iza |z| > 1 (vidjeti [2]) pa teorem vrijedi i za |z| > 1. O
3Neka su x,y,a € R. Tada vrijedi: (z + )% = io: (n)x“ "y™ pri cemu je (Z) = ("(?:1)7‘;),".
n=0
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4.3 Specijalne vrijednosti hipergeometrijskih funkcija

Za pocetak donosimo nekoliko rezultata o Gaussovoj hipergeometrijskoj funkciji. Iskazat
¢emo teorem koji olaksava izracunavanje vrijednosti Gaussove hipergeometrijske funkcije za
xr =11 parametre a,b, c € R. Dokaze oba teorema moze se naéi u [2].

Teorem 4.3.1. (Gaussova sumacijska formula) Neka je c —a —b > 0. Tada vrijedi

> _ T(e)T(c—a—b)
2Fi(a, b e 1) Z nn' T(c—a)(c—b)

Korolar 4.3.2. (Chu'-Vandermondeova® formula) Neka je c—a+n > 0,n € N. Tada

vrijedi
(c—a),

(S)n

Osim navedenih formula, zahvaljujuci ¢injenici da se mnoge elementarne funkcije mogu

2Fi(—n,a;c;1) =

razviti u red potencija, izracunavanje vrijednosti Gaussove hipergeometrijske funkcije za

fiksne parametre a, b i ¢ te proizvoljan z,|z| < 1 dosta je olaksano.

Primjer 4.3.3. Raspisemo li o F1(1,1;2; —x) prema Definiciji 4.5 imamo sljedeéi niz jedna-
kosti

2F1(1,1;2; —x) = i W(_x)n

n=0 ( )”n'
1 nln!

- _ o _1 n_n+1 O
xnz::()(n—i-l)!n!( J'e v
1 S (D"

= — " 0.
an::o n—i—lx T7

Uoc¢imo da je suma zdesna razvoj funkcije In(1+ ) u Taylorov red oko tocke 0. Prema tome
slijedi da je
1
o F1(1,1;2; —x) = ;ln(l—l—x), lz| < 1,2 #0.
Slicno vrijedi i za generaliziranu hipergeometrijsku funkciju. Za razli¢ite vrijednosti pa-

rametara p i ¢ te a,b,c € R mogu se pokazati zanimljive jednakosti za |z| < 1.

Primjer 4.3.4. Promatrajmo funkciju 1 Fo(a;,__;x). Za nju vrijedi

® (a -
e _sa) = > %
= n!
Uocimo da je suma zdesna jednaka sumi (4.7) iz dokaza Teorema 4.2.4 zat = 1. Stoga slijedi

jednakost
1Fo(a; o) = (1—2)"

4Zhu Shijie (Chu Shih-chieh), (1249. - 1314.) - kineski matemati¢ar
® Alexandre Théophile Vandermonde (1735. - 1796.) - francuski matemati¢ar i kemi¢ar
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f(@)

-1.0 -0.5 ) 0.5 1.0

Slika 4.1: Graf funkcije o F(1,1;2; —x)

Primjer 4.3.5.

OFO( 7771.)_7;)51‘”_693
Primjer 4.3.6.
1 22 > 1 z?\"
F ——— ] = ——
) =0 )
_ i (=1)"z*"(2nl)
C = 021(1-3- (20 — 1))n!(2n)!
_ i (_1)711.271
—  (2n)!

Uoc¢imo da je suma zdesna razvoj funkcije cosx u Taylorov red oko tocke 0. Prema tome,

1 2
o1 (; 3 —Z) = cos .

vrijedi
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Poglavlje 5

Besselove funkcije

U ovom poglavlju govorit ¢éemo o Besselovim funkcijama koje imaju vazne primjene u fi-
zici. Besselovim funkcijama bavilo se nekoliko generacija obitelji Bernoulli. Prve verzije
Besselovih funkcija u svojim radovima spominje Johann Bernoulli!, kasnije su se pojavile i u
radovima njegova brata Jacoba Bernoullija 2, a u danasnjem obliku definirao ih je Johannov
sin Daniel Bernoulli. Ipak, prvi koji je sistematizirao dotadasnja istrazivanja o Besselovim
funkcijama bio je Friedrich Bessel ® pa su funkcije dobile ime po njemu. Sli¢no kao i kod

hipergeometrijskih funkcija, Besselove funkcije ¢emo razlikovati obzirom na red i na vrstu.
5.1 Besselove funkcije prve vrste
Definicija 5.1.1. Neka je v € R. Funkcija J : R — R naziva se Besselovom funkcijom reda

oy lw v+2n
Tu(z) =3 n!F(l/<+2n)+ 1)

n=0

v prve vrste i definira se izrazom

Tako naprimjer za v = 0, 1 razlikujemo

e Besselovu funkciju nultog reda prve vrste

1 2n
~ (—1)" <x> 2 4 6
N \2) _4_r ., r 7
o) = nz::O nT(n+1) Lot e 2poe’ (5.1)

e Besselovu funkciju prvog reda prve vrste

2n+1
oo(—l)”<x> 3 5 7
Jl(x)zz I . :f_f + 2x2 DY) 2$2 L
=  nll(n+2) 2 22.4 22.42.6 22-42.62-8

Iz Definicije 5.1.1 vidimo da je za v paran broj Besselova funkcija parna, a za v neparan
neparna funkcija. Mi ¢emo se u ovom radu baviti Besselovim funkcijama nultog reda, ali ne

samo prve, ve¢ i druge vrste.

! Johann Bernoulli (1667. - 1748.) - $vicarski matematicar
2Jaccob (James) Bernoulli (1654. - 1705.) - §vicarski matematicar
3Friedrich Bessel (1784. - 1846.) - njemacki matematicar i fizicar
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5.2 Besselova diferencijalna jednadzba

Derivirajmo za pocetak (5.1) po varijabli . Dobijemo sljedece

d r 2 x°
d _ _ = _J(2). 2
PR i Sk hw Rl R EY (@) (52)
Uoc¢imo takoder da vrijedi i
d x? x?

Ako sada (5.3) zapiSemo koristeci (5.2) dobijemo diferencijalnu jednadzbu

d d
P (:L"deo(x)> +axJy(z) =0,

Kao sto vidimo, Jy zadovoljava sljedecu diferencijalnu jednadzbu drugog reda

1
== 4y =0, (5.4)
xTraxr

koja se naziva Besselova jednadzZba nultog reda.
Rjesenje diferencijalne jednadzbe (5.4) koje je linearno nezavisno od rjesenja Jy naziva
se Besselova funkcija nultog reda druge vrste. Moze se pokazati (vidjeti [6]) da je to drugo,

partikularno rjesenje Besselove jednadzbe nultog reda dano izrazom

Yo(z) = Jo(z) nx + — — — +---. (5.5)

Uoc¢imo da je Yy(z) dobro definirana samo za x > 0 jer za z < 0 funkcija In nije definirana.
Zanima nas sto se dogada s Jy i Yy za male, odnosno velike x. Primijetimo da za z —

0, Jo(x) — 1 pa posljedi¢no za x — 0,Yy(z) — Inz. Kako bismo analizirali $to se dogada

kada x — oo uvedimo supstituciju u = y/x. Besselova jednadzba (5.4) tada ima oblik

2
du:—(l—i—l)u.

dz? 42

1
Kako za x — oo, P — 0 jednadzba ima oblik
x

d?u

da?

Opce rjesenje ove diferencijalne jednadzbe drugog reda je

u = Ccos(z — \), A eR,

pa ako vratimo uvedenu supstituciju slijedi da se za * — oo rjesenje Besselove jednadzbe

nultog reda ponasa kao funkcija

_ Ccos(z — \)
Yy = \/5 )
28
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Konkretno, moze se pokazati (vidjeti [6]) da vrijedi

Jo(x) = Wi (cos (:c — %) —l—p(l’)) )
Yo(gy) = Wl sin (:)3 - %) + q(@) )

pri ¢emu za z — oo, p(z),q(x) — 0.
Upravo navedeni rezultati razlog su zasto grafovi Besselovih funkcija s porastom x po-

primaju oblik sinusoide, odnosno kosinusoide.

Jo
1.0f
0.8
0.6
0.4F[

0.21

AAAAAAAAAAAAAAA.I
\/\/\/zc\/vv4vvvaavvx/()VV%O

-0.2[

-0.4r[

Slika 5.1: Graf Besselove funkcije nultog reda prve vrste

Yo
0.51
M.AAAAAAAAAAAAAAA%
| VVVOVVV40VVV65/VV§JVV1\)O
-0.5
-1.0-

Slika 5.2: Graf Besselove funkcije nultog reda druge vrste

Ve¢ smo rekli kako su Jy i Y) linearno nezavisna rjesenja Besselove jednadzbe nultog reda.

Stoga se opce rjesenje moze zapisati kao
Y= ado() + BYo(x), @, BERT >0,
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U nastavku navodimo dva rezultata vezana uz nultocke Besselove funkcije nultog reda
prve vrste. Prvo navodimo lemu koju neé¢emo dokazivati s obzirom da je dokaz tehnicki

zahtjevan, ali se moze vidjeti u [6].

Lema 5.2.1. Jednadzba J,(x) = 0 ima barem jedno realno rjesenje u intervalu (a,a +

k), k > 1 za dovoljno veliki a.
Teorem 5.2.2. Jednadzba Jo(x) = 0 ima beskonacno mnogo realnih rjesenja.
Dokaz. Prema Lemi 5.2.1 u svakom od intervala

(a,a + km), {a + km,a+ 2km), - | k>1

za dovoljno veliki a postoji barem jedna realna nultocka. Kako promatranih intervala ima

beskonacno mnogo, slijedi da i realnih nultocaka mora biti beskonacno mnogo. O

Moze se pokazati (vidjeti [6]) da je svaka od beskona¢no mnogo realnih nultocaka jed-

nostruke kratnosti.

5.3 Besselovi integrali

Besselove funkcije mogu se zapisati u obliku integrala koji se nazivaju Besselovi integrali.
Mi ¢emo u ovom poglavlju promatrati integralni zapis Besselove funkcije nultog reda prve
vrste, dakle Jy.

Ako razvijemo funkciju es"¥ po potencijama od x dobijemo sljedeéi red

eizsirup — i (Z.T sin Sp)n
= n! '

Integriramo li sada obje strane prethodne jednakosti po ¢ u granicama od 0 do 27 dobit

¢emo
2 00 n 2
o x
/e”sm“’dgp = Z i"—/sin” pde.
— !
0 0
Kako je sinus neparna funkcija vrijedi
2 0, n neparan,
/sjn”¢d¢: 1-3---(n—3)(n—1)'27r n paran
0 2-4---(n—2)n ’ ’

pa je

27 o Iz 1}4
0
:27TJO($)

Prema tome slijedi da je Besselov integral za Jy



odnosno ako promatramo samo realni dio

2
- / s(zsinp)dy = cos(z cos p)dep.
0

>1

3o
S —
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Poglavlje 6

Primjene specijalnih funkcija

6.1 Primjene u integralnom racunu

Gama i beta funkcija mogu se vrlo efikasno koristiti za pojednostavljenje izracunavanja
odredenih integrala. Jedan od najpoznatijih primjera su Wallisovi integrali.

Primjer 6.1.1. Neka je (W, )nen niz realnih brojeva i neka je opéi clan zadan na sljedeci

nacin _
2
W, = /Sin” zdzx.
0
Odredite tocnu vrijednost c¢lanova niza (Wp,)nen.

Integrali W,, nazivaju se Wallisovi integrali prema matematicaru Johnu Wallisu koji je
prvi uspio tocno odrediti vrijednosti tih integrala. Te vrijednosti izracunao je © Euler znatno
jednostavnijom metodom koristeci gama i beta funkcije.

n+1 . 1 . .
ty=3 dobijemo izraz

Ako u (2.1.1) uzmemo x =

11 :
B (”; 2) - 2/sin" tdt = 2W,. (6.1)
0

Sada primjenom jednakosti (2.4) imamo:

n+1 1
ntll P( 2 )F(z)
L)
2
Moramo razlikovati dva slucaja u ovisnosti je li n paran ili neparan broj.
Ako je n =2k + 1,k € Ny, onda vrijedi

1
F(k:+1)F()
B(QI“JFQM,DZB(!@H,;): 2/,
r(k+1+2>
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Koristeci (1.3) i (1.6) dobivamo

|
B(k+1,;): 1"7'ﬁ :
k+- )T k+ =
(ke5)r(k5)
B k\\/m
N3 (2k—1)
(k+2> 2k VT
2k+1k!
T 13- (2k+ 1)
Sada je zbog (6.1)
1 1
Wan = 58 (k+1,3)
1 2R+ !
21-3---(2k+1)
2k !
= . 6.2
1-3---(2k+1) (6.2)
Ako je n = 2k, k € N, onda vrijedi
1 1
NEESE! _B(k+11)_r<k+2)r<2>
2 2] 2'2) Lk+1)
Opet primjenom (1.3) i (1.6) dobivamo
1-3---(2k—1
11 2(k N
B<k+,>:
2°2 k!
13- (2k— D)7
N 2k k|
Po (6.1) slijedi
1 11
—-Blk+-=- =
Wt =3 <+2’2)
1-3--(2k — 1)
= Sk TT. (6.3)

Sada konacno moZemo vrlo jednostavno odrediti vrijednosti Wallisovih integrala:

n|0|1]2|3]4]|5]6
T w2137 8 | om
Wolg M alsl16 1515

Tablica 6.1: Vrijednosti Wallisovih integrala za n = 0,1,2,4,5,6

Uocimo da za n = 0 vrijednost Wallisovog integrala predstavija povrsinu polukruga radi-

jusa 1, dok za n = 2 predstavlja cetvrtinu povrsine kruga radijusa 1.
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6.2 Primjene u vjerojatnosti
Primjer 6.2.1. KaZemo da slucajna varijabla X ima gama distribuciju s parametrima o >
0,A >0 i pisemo X ~ I'(a,1/\) ako je ImX = (0,00) i funkcija gustoée dana izrazom

AOL
fx(x) =14 T(a)

2 e 1> 0;

0, inace;
pri cemu je I'(a) gama funkcija (vidjeti Definiciju 1.1). MoZe se pokazati da vrijedi

(6] (6]
EX = X, VarX = ﬁ

Gama distribucijom moze se modelirati iznos potraZivanja klijenta od nekog osiguravajuceg

drustva. Detaljnije o gama distribuciji moZe se vidjeti u [15].
0.20f

0.15[

o\

) 10 15 20

Slika 6.1: Graf funkcije gusto¢e gama distribucije za § =2 te a = 1,4,6

Primjer 6.2.2. KaZemo da slucajna varijabla X ima beta distribuciju s parametrima o >
0,8 >0 i pisemo X ~ B(a, ) ako je ImX = (0, 1) ¢ funkcija gustoée dana izrazom

L
fx(x) = q Bla,B)

M 1-2)t 0<a <
0, mace;
pri cemu je B(a, B) beta funkcija (vidjeti definiciju 2.1.1). MoZe se pokazati da vrijedi

o o of
O{—’—B, VarX—<a+B)2(a+B+1)

EX =

Za parametre o = 3 = 1 beta distribucija odgovara uniformnoj distribuciji.

Detaljnije o beta distribuciji moZe se vidjeti u [15].
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2.5

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Slika 6.2: Graf funkcije gustoce beta distribucije za f =2 te « = 1,4,6

6.3 Primjene u teoriji brojeva

Riemannova zeta funkcija moze se definirati i sljede¢im izrazom

-1
() =11 (1 - t) (6.4)
. p

pri cemu produkt ide po svim p prostim brojevima.
Euler je pokazao da su (3.2) i (6.4) ekvivalentni izrazi. Takoder, moze se pokazati da (6.4)
konvergira za = > 1 bas kao i (3.2). Dokazi obje tvrdnje mogu se naci u [16].

Ako se prisjetimo, Riemannova zeta funkcija nije definirana za x = 1 jer (3.2) divergira
za v = 1, dakle suma toga reda divergira ka co. Sada zbog ekvivalentnosti izraza (3.2) i
(6.4) za x = 1 imamo:

1 1 P
1+ -+ -+ .. =TJ7 £
totg o 1;[p_1
2:3:5-7--
1-2-4-6---

Kako lijeva strana gornje jednakosti konvergira u beskonacno, znac¢i da i desna strana ko-
nvergira u beskonac¢no, a to je moguce ako brojnik zdesna konvergira u beskonac¢no. To znaci
da u tom brojniku moramo imati beskona¢no mnogo faktora sto pak dokazuje da postoji
beskona¢no mnogo prostih brojeva. Detaljnije o primjena Riemannove zeta funkcije u teoriji
brojeva moze se vidjeti u [12] ili [16].

6.4 Primjene u fizici

Od navedenih specijalnih funkcija najveéu primjenu u fizici imaju Besselove funkcije. Mi
¢emo u ovom poglavlju samo nabrojati te primjene, ali ih ne¢emo detaljno objasnjavati jer
bi to zahtijevalo modeliranje odredenih fizikalnih pojava diferencijalnim jednadzbama, a sami
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postupci su preopsirni za ovaj rad. Modeliramo li problem titranja kruzne membrane, pro-
blem potencijalne jame te problem ogiba na okrugloj pukotini diferencijalnim jednadzbama,
u sva tri slucaja dobivene bit ¢e Besselove jednadzbe nultog reda. Navedeni problemi vrlo

su detaljno objasnjeni u [6].
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Zakljucak

U ovom smo radu prikazali pet specijalnih funkcija: gama funkciju, beta funkciju, Rieman-
novu zeta funkciju, hipergeometrijske funkcije te Besselove funkcije. Ono sto je zajednicko
svim funkcijama promatranima u ovom radu je to Sto se s njihovim izuc¢avanjem krenulo jos
u sedamnaestom i osamnaestom stolje¢u, ali niti danas neki rezultati o njima nisu poznati
ili dokazani. Tako smo vidjeli da su egzaktne vrijednosti gama i beta funkcije poznate samo
za neke tocke, a slicno je i s vrijednostima Besselovih funkcija. Takoder, naveli smo Ri-
emannovu hipotezu, za koju ne postoji matematicki dokaz da je istinita premda svi izracuni
upucuju na njenu istinitost.

U radu smo takoder iskazali tvrdnje koje povezuju promatrane specijalne funkcije s ele-
mentarnim funkcijama. Pokazali smo da su hipergeometrijske funkcije za tocno odredene
parametre jednake nekim elementarnim funkcijama. Pokazali smo se Besselove funkcije
asimptotski ponasaju kao trigonometrijske funkcije sinus i kosinus. Svakako je bitno istak-
nuti vaznost gama funkcije jer se pomocu nje mogu izracunati preostale cetiri promatrane
funkcije.

Primjene specijalnih funkcija su zaista brojne. U radu smo naveli primjere koristenja
specijalnih funkcija u izracunavanju odredenih integrala, u modeliranju vjerojatnosti te mo-
deliranju diferencijalnim jednadzbama u fizici. Izrazito je bitna Riemannova zeta funkcija u
teoriji brojeva jer upravo zahvaljuju¢i njoj, mozemo dokazati da postoji beskonacno mnogo
prostih brojeva.
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Sazetak

Specijalne funkcije su posebna vrsta funkcija u matematici koje su otkrivene ili definirane
prilikom rjesavanja odredenih problema u matematici i fizici. Opcenito ih dijelimo prema
tome kako su definirane: u obliku odredenih integrala ili u obliku beskonacnih konvergentnih
redova.

U ovom diplomskom radu proucavane su sljedece specijalne funkcije: gama i beta funkcija
koje u obje definirane kao odredeni integrali te Riemannova zeta funkcija, hipergeometrijske
funkcije i Besselove funkcije koje su definirane kao redovi. Osim definicije, za svaku su spe-
cijalnu funkciju navedeni najbitniji rezultati kao sto su karakteristicne funkcijske jednadzbe,
najvaznija svojstva te su iskazane veze s drugim specijalnim, ali i elementarnim funkcijama.

Zavrsni dio diplomskog rada bavi se primjenama proucavanih specijalnih funkcija. Prika-
zana je uporaba gama i beta funkcije u racunanju toc¢nih vrijednosti odredenih integrala te
u teoriji vjerojatnosti. Besselove funkcije pokazuju se vaznima u fizici jer se pojavljuju kao
rjeSenja diferencijalnih jednadzbi kojima se modeliraju brojne pojave u prirodi. Riemannova
zeta funkcija koristi se najvise u teoriji brojeva, a posebno je bitna u dokazu tvrdnje da
postoji beskonac¢no mnogo prostih brojeva.

Kljucéne rijeci. gama funkcija, beta funkcija, Riemannova zeta funkcija, Riemannova

hipoteza, hipergeometrijske funkcije, Besselove funkcije prve vrste
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Summary

Special functions are special type of functions in mathematics, discovered or defined in
solving certain problems in mathematics and physics. Generally, there are two types of
special functions: one defined in term of definite integrals and in a form of infinite convergent
series.

This paper is about five special functions: Gamma and Beta functions which are both
defined as definite integrals and Riemann zeta function, Hypergeometric functions and Bessel
functions which are defined as infinite convergent series. Some important properies and
characteristic functional equations are given in this paper for every of defined functions.

The final part of this paper gives some of the most important applications of defined
functions. Gamma and Beta functions are both used in solving definite integrals and also in
Probability Theory. Bessel functions are often used in Physics and Riemann zeta function in
Number Theory. Riemann zeta function is very important in proof that there are infinitely
many prime numbers.

Key words. gamma function, beta function, Riemann zeta function, Riemann’s
hypothesys,hypergeometric functions, Bessel’s functions of first kind, Bessel equation of zero

order
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