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1 Uvod

Wienerov indeks definira se kao suma udaljenosti medu svim vrhovima grafa. U kemijskoj
teoriji grafova pripada grupi takozvanih topoloskih molekularnih deskriptora. Molekularni
deskriptor se definira kao konacan rezultat logickog i matematickog postupka koji tran-
sformira kemijske informacije kodirane simbolickom reprezentacijom molekule u numericku
vrijednost. Topoloski molekularni deskriptor je ona numericka vrijednost koja je izracunata
obzirom na odgovaraju¢i molekularni graf, tj. neusmjereni graf koji reprezentira odredeni
kemijski spoj na nacin da mu vrhovi predstavljaju atome, a bridovi kemijske veze izmedu
atoma.

Wienerov indeks nazvan je po znanstveniku Haroldu Wieneru koji je 1947. godine usta-
novio postojanje korelacije izmedu tocke vrenja parafina i strukture molekula. U svom radu
[12] tocku vrenja parafina definira linearnom formulom:

tp =aw+bp +c,

gdje je p polarnost, tj. broj parova atoma ugljika koji su udaljeni za toc¢no tri ugljik - ugljik
kemijske veze, a, b i ¢ su konstante dane izomerne grupe, a w je suma udaljenosti svih parova
ugljika u molekuli izrazenih u broju ugljik - ugljik kemijskih veza, odnosno, w je Wienerov
indeks.

Danas je poznato nekoliko stotina globalnih (opisuju ¢itavu molekulu) i lokalnih (opisuju
pojedine atome u molekuli) topoloskih indeksa, a vaznost im se o¢ituje u ¢injenici da za opi-
sivanje raznih kemijskih spojeva sama kemijska formula, kao najjednostavnija reprezentacija
molekule, nije dovoljna. Primjerice, u proizvodnji droga, cilj je izgraditi kemijske spojeve sa
odredenim svojstvima koja ne ovise samo o kemijskoj formuli, nego i o molekularnoj struk-
turi. Tako npr. kemijska formula C7Hs; NO4 ne daje dovoljno informacija o vrsti droge jer
je zajednicka i za kokain i za skopolamin.

Winerov indeks se kao gobalna invarijanta grafa intenzivno proucavao i u teorijskoj mate-
matici. Razvijeni su brojni algoritmi za njegovo racunanje, dokazane su brojne relacije koje
ga povezuju sa mnostvom drugih grafovskih invarijanti i grafovskih parametara.

Danas je vrlo popularan u proucavanju kompleksnih mreza, narocito u pronalazenju
"najvaznijih” vrhova u mrezi za koje su odgovorni takozvani indeksi centralnosti.

Nadalje, postoje mnogi problemi u teoriji komunikacija, lociranju objekata, kriptografiji,
arhitekturi itd. gdje je Wienerov indeks odgovarajuceg grafa ili pak prosjecna udaljenost vr-
hova u grafu od velike vaznosti. Jedan od tih problema je pronalazak razapinjujuceg stabla
s najmanjom prosjec¢nom udaljenosti medu vrhovima.

U drugom poglavlju definiramo osnovne pojmove iz teorije grafova koje ¢emo koristiti u
radu te Wienerov indeks. U tre¢em poglavlju racunamo Winerov indeks nekih specijalnih
grafova. U cetvrtom poglavlju iskazujemo i dokazujemo direktne i rekurzivne formule za
Wienerov indeks stabla. Neke od tih formula mozemo primijeniti na povezane grafove.



2 Osnovni pojmovi i definicije

Ovaj je odjeljak posveéen definicijama i objasnjenjima osnovnih pojmova iz teorije grafova
koje ¢emo koristiti u radu. Za bolje razumijevanje nekih pojmova navedeno je nekoliko
primjera ilustriranih crtezom.

Definicija 2.1. Graf G je uredena trojka G = (V(G), E(G),vq) koja se sastoji od nepraz-
nog skupa V' ciyje elemente zovemo vrhovima, skupa E disjunktnog s V' cije elemente zovemo
bridovima @ funkcije v koja svakom bridu od G pridruzuje neuredeni par ne nuzno razlicitih
vrhova od G.

Obicno broj vrhova nekog grafa oznacavamo s n, a broj bridova s m.

Za graf G kazemo da je konacan ako su V(G) i E(G) konaé¢ni skupovi. Kazemo da brid e
spaja vrhove u i v ili da su u i v krajevi brida e u G ako vrijedi g (e) = {u,v}. Jos kazemo
da je brid e incidentan s vrhom w odnosno v.

Jednostavan graf je onaj graf u kojemu su svaka dva vrha spojena najvise jednim bridom.

Podgraf grafa GG je graf nastao od GG uklanjanjem odredenog broja bridova ili vrhova iz G.
Razapinjujuéi podgraf grafa G je podgraf od G ¢iji se skup vrhova podudara sa skupom
vrhova od G.

Definicija 2.2. Stupanj d;(v) vrha v € V(G) je broj bridova incidentnih sa v.

Niz stupnjeva grafa G' s n vrhova je vektor (dg(v1),dg(va), ..., dg(v,)) pri cemu vrijedi
dg(v)) > dg(ve) > ... > dg(v,) > 0in=|V(G).

Definicija 2.3. Put u grafu G je konacan niz P = viejvses .. .e,_1v Ciji su ¢lanovi na-
1zmgence medusobno razliciti vrhovi v; © medusobno razliciti bridovi e; tako da brid e; spaja
vrhove v; 1 vy za svakii=1,... k—1.

Broj k —1 iz prethodne definicije zovemo duljinom puta P, a vrhove v; i vy zovemo redom
pocetak i kraj puta P. Jos kazemo da se radi o (vq, vg)-putu.

Definicija 2.4. Udaljenost dg(u,v) izmedu dva vrha u,v € V(G) je duljina najkraceg
(u,v)-puta u G. Ako takav put ne postoji, onda pisemo dg(u,v) = 0.

Lako se moze provjeriti da je udaljenost metrika na skupu vrhova grafa G.

Povezanim grafom zovemo onaj graf G za koji vrijedi da je dg(u,v) konac¢an broj za svaka
dva vrha u,v € V(G), tj. to je graf u kojem postoji put izmedu svaka dva njegova vrha. U
suprotnom kazemo da je graf nepovezan.

Komponenta povezanosti grafa G je najveé¢i podgraf grafa GG koji je povezan. Povezani
grafovi imaju samo jednu komponentu povezanosti.

Definicija 2.5. Dijametar diam(G) grafa G definira se kao

diam(G) = max dg(u,v).
(&)= (58 g (V)

Definicija 2.6. Udaljenost Dg(v) vrha v u grafu G je suma udaljenosti izmedu v i svih
ostalih vrhova u G.



Definicija 2.7. Wienerov indeks W(G) grafa G je definiran s

WG = Y da(uw), (2.0.1)

{u}CV(G)
a prosjecna udaljenost u(G) izmedu vrhova v G je dana s

w(G)
")

Obzirom na Definiciju 2.6 Wienerov indeks mozemo definirati i ovako:

n(G) =

W(G):% S D), (2.0.2)

veV(Q)
pri cemu stavljamo % jer smo u sumi put izmedu svaka dva vrha brojali dva puta.

Napomena 2.8. Kada je jasno ili nevazno o kojem se grafu radi, onda u dg(v), dg(u,v),
D¢ (v),... izostavljamo oznaku grafa G i pisemo d(v), d(u,v), D(v),...

U ovom radu bavit ¢emo se iskljuc¢ivo kona¢nim jednostavnim povezanim grafovima
i to uglavnom onima koji ne sadrze cikluse, tj. stablima. Stoga nam treba joS nekoliko
definicija.

Definicija 2.9. Ciklus u grafu G je put kod kojeg se pocetni i kragnji vrh podudaraju.
Za graf kazemo da je aciklicki ako ne sadrzi cikluse.
Definicija 2.10. Stablo je povezan aciklicki graf.

Suma je nepovezan graf ¢ije su sve komponente povezanosti stabla.

Svako stablo s n > 2 vrhova sadrzi najmanje dva vrha stupnja 1. Takve vrhove zovemo listo-
vima. Stablo sa n vrhova koji ima toc¢no dva lista zovemo put s n vrhova i oznacavamo ga s
P,. Stablo sa n vrhova i maksimalnim brojem listova zovemo zvijezdom i oznacavamo s .S,,.

Ss Se

Slika 1: Primjeri nekih puteva i nekih zvijezda.

Definicija 2.11. Neka je T' stablo. Vrh v € V(T) zovemo toékom grananja stabla T' ako
je d(v) > 3.



A

Slika 2: Primjer stabla s 14 vrhova i s maksimalnim brojem tocaka grananja.

Napomena 2.12. Svako stablo s n vrhova sadrzi najvise ”T_Q tocaka grananja. Suma stup-
njeva svih vrhova u stablu s n vrhova je 2(n — 1). Najvise tocaka grananja bit ée u onom
stablu koje ima maksimalan broj vrhova stupnja 3. Ako sa ny oznacimo broj listova, a sa ns

-2
broj vrhova stupnja 3 u stablu, onda iz ny+ng = n in;+3ng = 2(n—1) slijedi n3 = {nTJ .

Definicija 2.13. Neka je T stablo. Podstablo S stabla T zovemo segment od T ako je S
put éiji su pocetak i kraj (rubovi) ili tocke grananga ili listovi, a svi unutarngi vrhovi od S su
stupnja 2.

Duljina segmenta S jednaka je broju bridova u S i oznacava se sa lg. Skup svih rubnih
vrhova segmenata u T oznacavati ¢emo sa SP(T). Sa S* ¢emo oznacavati podgraf (koji je
put) od S koji sadrzi lg vrhova, tj. S* = S\ {v}, gdje je v rubni vrh od S, a sa S segment S
bez oba rubna vrha. Ovo posljednje ima smisla definirati jedino za one segmente S za koje
vrijedi lg > 1.

Napomena 2.14. Svaki brid stabla T s n vrhova pripada tocno jednom segmentu pa vrijedi

Z lS:n—l.

S seg od T

Kada bi postojao brid koji pripada i segmentu S i segmentu S’, S # S’, onda bi ti segmenti
morali sadrZavati barem jedan vrh stupnja 3, a to je nemoguce.

Primjer 2.15. Promotrimo sljedecu sliku:

Vi
Vio
Vi
@ @
Vs Vo Vis

Slika 3: Stablo T sa 13 vrhova.

Niz stupnjeva stabla T' je (4,4,3,2,2,2,1,1,1,1,1,1,1) a dijametar mu je diam(T) = 6.
Stablo T 1ma samo tri tocke grananja. To su vrhovi vs, vy i vg.

Nadalje, T sadrzi ukupno 9 segmenata: Si = vivavz, So = v3vy, S3 = v4v5, Sy = V4V,
Sy = wvavy, Sg = w3y, S7 = VgU1gU11, S8 = VgU1a & Sg = vgv13. Duljina segmenta S je

7



ls, = 2, dok je npr. duljina segmenta Sy jednaka lg, = 1. Rubni vrhovi segmenta Sg su vs 1
vy pa je SP(T) = {vs,v9}, a Sg = {vs,v9} ili smo mogli odabrati S§ = {vs,vs}.

Wienerov indeks stabla T je
12 13
W(T)=> ) d(vi,v;)

i=1 j=i+1

pa imamo
W(T)=46+344+23+25+32+304+28+10+5+5+ 6+ 2 = 246.

Prosjecna udaljenost u(T) izmedu vrhova u T je

246 41



3 Wienerov indeks nekih specijalnih grafova

U nastavku ¢emo izvesti formule za Wienerov indeks nekih uobi¢ajenih tipova grafova. Pri-
tom ¢emo, gdje je potrebno, za odredeni tip grafa navesti definiciju te ga reprezentirati sa
slicicom.

Definicija 3.1. Potpun graf K,, s n vrhova je jednostavan graf v kojem su svaka dva vrha
spojena bridom.

AN

Ks Ksg Ks

Slika 4: Neki primjeri potpunih grafova.

e Wienerov indeks potpunog grafa K, jednak je W(K,) = (;L)

Obzirom da su u potpunom grafu svaka dva vrha spojena bridom, udaljenost izmedu svaka

dva vrha jednaka je 1. Broj bridova u K, jednak je |E(K,)| = (Z) paslijedi W (K,,) = (Z)

e Wienerov indeks zvijezde S, je W(S,) = (n — 1)?

Vrh w maksimalnog stupnja zvijezde S,, spojen je sa svim ostalim vrhovima pa vrijedi

d(w,v) =1, Yv e V(S,), w#v.

n—1

5 ) . Imamo

Udaljenost svaka dva lista jednaka je 2. Parova listova ima ukupno (

W(Sn)—n—1+2<n;1) — (n—1)

1
e Wienerov indeks puta P, jednak je W(P,) = (n N >

3
Oznacimo vrhove puta P, slijeva na desno redom s vy, vs,...,v,. 1z
n-1 n
W(P) =) > dw.v)
i=1 j=i+1
dobivamo

W(P,) = 1+2+...+n-D+Q+2+...+n—=2)+...+ (1+2)+1

CEEE()

i=1 j=1 i=1

- ()



Posljednju jednakost je lako dokazati indukcijom po n > 2.

e Wienerov indeks ciklusa C), jednak je

3

%, n paran
W(Cn) = )
-1
M, 7 neparan.

8

Primijetimo da je udaljenost D(w) vrha w u ciklusu C), konstantna tj. ne ovisi o izboru vrha
w. Stoga je dovoljno naci tu vrijednost za proizvoljno odabran vrh ciklusa, pomnoziti ju sa
brojem vrhova n i podijeliti sa dva. Dakle, koristimo formulu (2.0.2).

n
Najprije ¢emo promotriti slucaj kada je n paran. Dijametar ciklusa je 5 pa je udaljenost

proizovljnog vrha w € V(C,,) jednaka

D(w) = 2<1+2+...+g—1>+g
- \2 2 2
- =
Slijed
n TL2 n3
Wi)=5"T7T=%

Za m neparan imamo

Slijedi
n n*—1 nn*-1)
W) =5 —F—="73

Definicija 3.2. Graf je bipartitan ako mu se skup vrhova moZze particionirati u 2 skupa tako
da nijedan brid nema oba kraja u istom skupu particije. Potpun bipartitan graf jednostavan
je bipartitan graf s particijom (X,Y') u kojem je svaki vrh u X spojen sa svakim vrhom u'Y .
Uz | X|=mi|Y|=mn, oznaka takvog grafa je K, .

e Wienerov indeks potpunog bipartitnog grafa K, ,, jednak je

W(Kpn) =m?+n*+mn—m—n.

10



K Kis K

2,3 1,4

Slika 5: Neki primjeri potpunih bipartitnih grafova.

Neka je (X,Y') biparticija skupa vrhova od K,,, tako da | X| =m i |Y| = n. Za svaki vrh
u € X udaljenost D(u) ima istu vrijednost: do svih vrhova u Y udaljenost mu je 1, a do
vrhova iz iste particije vrh u je udaljen za 2. Sli¢no zaklju¢ujemo za neki vrh v € Y. Imamo

D(u) = n+2(m-—1)
D(v) = m+2(n—1).
Slijedi
1
W(Kpmn) = §[m(n+2m—2)+n(m—|—2n—2)] =m?+n* +mn—m—n.

Ukoliko je m = n, onda vrijedi

W(K,,) =n(3n — 2).

11



4 Razlic¢iti nacini racunanja Wienerovog indeksa sta-
bala

Obzirom da je stablo povezan graf koji ne sadrzi cikluse, to postoji toéno jedan put
izmedu proizvoljna dva vrha. Zbog takvih svojstava, Wienerov indeks je puno lakse racunati
za stabla nego za proizvoljne povezane grafove. U ovom odjeljku ¢emo predstaviti razlicite
formule za izracunavanje Wienerovog indeksa, najprije direktne, a onda i rekurzivne. Kod
rekurzivnih formula bit ¢e potrebno koristiti neka istaknuta svojstva stabala pa ¢e time i
racunanje Wienerova indeksa biti mnogo jednostavnije.

4.1 Direktne formule

Prvu formulu koju éemo dokazati otrkio je H. Wiener [12] 1947.godine. Dok definicija
Wienerovog indeksa stavlja naglasak na to koliko daleko moramo ié¢i iz svakog vrha kako

bismo dosegnuli sve vrhove grafa, ova formula broji koliko ¢esto moramo proéi kroz svaki
brid.

Neka je e = wv € E(T) brid stabla T. Podstabla T, i T, definiramo kao komponente
povezanosti stabla T" nastale uklanjanjem brida e iz T'. Komponenta T;, je ona koja sadrzi
u, a T, ona koja sadrzi v. Stavit ¢emo oznake n,(e) = |V (T,)| i n,(e) = |V (T})|.

Teorem 4.1. Neka je T stablo. Tada vrijeds

W(T) =Y nu(e)n(e). (4.1.1)

e=uwveE(T)

Dokaz. Neka je e = uv brid u T. Za prizvoljno odabrane vrhove = € V(T,) iy € V(T,)
(jedinstveni) put izmedu x i y mora sadrzavati e. Ako je odabir vrhova drugaciji, tj. ako
oba vrha pripadaju istoj komponenti, npr. 7,, onda e ne pripada putu izmedu tih vrhova.
Prema osnovnom principu prebrojavanja (princip produkta) broj n,(e)n,(e) odgovara na
pitanje koliko puteva u 7T sadrzi brid e. Suma ovih vrijednosti uzeta po svim bridovima od
T daje Wienerov indeks od 7. O

Primjer 4.2. Izracunajmo Wienerov indeks stabla T iz Primjera 2.15 koristeci formulu iz

[ @ 4 @
12 22 42 40 12

Slika 6: Stablo iz Primjera 2.15.

Teorema 4.1. Na Slici 6 svakom bridu stabla pridruZen je odgovarajuci broj puteva kojima
taj brid pripada. Dobivamo

W(T) =712+ 222+ 36 + 40 + 42 = 246.

12



Sljede¢u formulu za Wienerov indeks postavili su Dobrynin i Gutman [6] 1994. godine:

Teorem 4.3. Neka je T stablo s n vrhova. Wienerov indeks od T moZemo racunati prema

formuli
W(T) = 1{n?(n -1) = > [Dr(v) - DT(U)P}. (4.1.2)

4
e=uveE(T)

Dokaz. Neka je e = uv proizvoljan brid u 7. Prema definiciji komponenata povezanosti T,
i T, vrijedi n,(e) + n,(e) = n. Nadalje imamo

Dr(e) = D) = (X drtv)+ Y drto)) = (X dolua) + 3 )

zeT, y€eTy z€Ty, y€eTy
- Z(dT<U7I) _dT(uu‘I)) - Z(dT(U,y) _dT(U7y))
z€Ty yeTy
SDIED O
{L‘ETu yGTv

= ny(e) —ny(e).
Slijedi

2n,(e) = n+ (Dp(v) — Dr(u))
2n,(e) = n—(Dr(v) — Dr(u)).

Uvrstavanjem gornjih izraza u formulu (4.1.1) dobivamo

W = > % {n + Dr(v) — DT(U)} % {n — Dr(v) + DT(U)}
e=uveE(T)
= 1 Y [~ (Dr) - Dr(w)y]
e=uwveE(T)
= {Pe-n- X o) - priwp),
(u,v)€E(T)
¢ime je dokaz teorema zavrsen. O

Primjer 4.4. Neka je T stablo kao na slici 6. Izracunagmo mu Wienerov indeks primjenom
Teorema 4.3. Posluzit cemo se jednakoscu

Dr(v) — Dy(u) = ny(e) — ny(e), Ve=wuv e E(T)

1 tako pojednostaviti racun.

Dobivamo 1

4
Korolar 4.5. Neka je T stablo s n vrhova. Tada vrijeds

W(T)=~[132-12 — (7-11* + 2-9* + 5% + 3% + 1)] = 246.



@ @ @ —Q
11 9 1 3 11

Slika 7: Stablo u kojemu je svakom bridu e = uv pridruzen broj |n,(e) — n,(e)|.

Dokaz. Neka je N(v) skup svih susjeda vrha v u T'. Jasno je da vrijedi |N(v)| = dr(v).
Formulu iz Teorema 4.3 mozemo zapisati na sljedeé¢i nacin:

W(T) = ;ln2(n—1)— > [DT(v)—DTW)}Q}
- e= UUEE(T)
- {03 8 o —2DT<U>DT<u>+DT<u>2>}
vGV T)ueN (v
jer
Y Dr(w)’= > > Dr(w)?’=dr(v)Dr(v)’.
veV(G) ueN (v) veEV(G) ueN (v)
Slijedi
W(T):Hmn_n_ 3 DT(U)<DT(U)dT(U)— 3 DT(u)ﬂ. (4.1.3)
veV(T) u€N (v)

Uzmimo proizvoljan v € V(T') i pretpostavimo da dp(v) = [. Da bismo izrac¢unali Dr(u;),
u; € N(v), i=1,...,1, promotrimo sljedecu sliku:

Slika 8

Znamo da vrijedi jednakost Dr(u;) — Dr(v) = ny(e;) — ny,(e;) te da ny,(e;) + ny,(e;) = n.
Prema Slici 8 imamo da je n,,(e;) = |V(7;)| pri ¢emu smo uzeli da komponenta povezanosti
T; sadrzi vrh u;. Uo¢imo da vrijedi i n,(e;) = n — |V(7})| pa dobivamo

Dy (u;) = n+ Dr(v) = 2|V(T3)].

Mozemo pisati
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> Dr(u) = dr(v)n + Dp(v)dr(v) — 2(n — 1)

ueN (v)

pa uvrstavanjem u (4.1.3) slijedi

W(T) — i{nZ(n— - 3 (20— 1)Dr(v) - nDT(U)dT(U))l
veV(T)
— i {nQ(n —1) —4n - 1W(T) +n > DT(v)dT(v)] .

veV(T)

Rjesavajuéi jednadzbu po nepoznanici W(T') dolazimo do zeljenog izraza i time je dokaz
teorema zavrsen. ]

Primjer 4.6. Primjenimo Korolar 4.5 na stablo T sa slike 7.

42
42 50
42
31 39 41
46 35 26 27 30 41
@ \ 4 @ @

Slika 9: Stablo u kojemu je svakom vrhu v pridruzen broj Dr(v).

Dobivamo
1
W(T) = Z[l3~12+(3'42+2-41+50+46+2~(39—#—35—4—27)—1—4'(31+30)+3-26)] = 246.

Napomena 4.7. Primjeri 4.2-4.6 pokazuju da su formule za racunanje Wienerovog indeksa
1skazane u Teoremima 4.1 @ 4.3 te u Korolaru 4.5 vise od teoretskog nego od prakticnog
znacenja.

4.1.1 Tocke grananja, segmenti i Wienerov indeks

U nastavku ¢emo predstaviti i dokazati formule za racunanje Wienerova indeksa u kojima
se koriste tocke grananja i segmenti stabala. Prvu takvu formulu postavili su Doyle i Graver
1977. godine [7], a za nju ¢e nam biti potrebna sljedeca definicija:

Definicija 4.8. Neka je G povezan graf s |V(G)| > 3 vrhova. Za vrhove vy, ve,v3 € V(G)
kazemo da su kolinearni ako vrijedi

da(vi,vj) + da(vj, vi) = da(vi, vi)
za neki izbor tri medusobno razli¢ita i, j, k iz skupa {1,2,3}.

Broj troclanih podskupova od V(G) koji se ne sastoje od kolinearnih vrhova oznacavamo s

7(G).

15



Teorem 4.9 (Doyle-Graverova formula). Neka je T stablo s n vrhova. Vrijedi
n —|— 1
W(T) = - D> VmIIVT)IVT) (4.1.4)
veV(T) 1<i<j<k<dr(v)
pri cemu su Ty, T i Ty, definirant kao u dokazu Korolara 4.5.

Dokaz. Neka je C skup svih kolinearnih tro¢lanih podskupova od V(7T'). Obzirom da izmedu
svaka dva vrha u i v stabla T postoji tocno jedan put, svaki vrh w za kojeg vrijedi dr(u, w)+
dr(w,v) = dp(u,v) mora pripadati putu izmedu vrhova u i v. To znaéi da za svaka dva vrha
u i v postoji totno dr(u,v) — 1 vrhova koji su kolinearni s njima. Slijedi

Cl= 3 (de(uv) 1) =W(T) - (Z) (4.1.5)

{uw}CV(T)

Kako svaka trojka vrhova u, v, w moze biti ili kolinearna ili nekolinearna, imamo

O] +7(T) = <§) (4.1.6)

Kombiniranjem (4.1.5) i (4.1.6) dobivamo

W(T) = (g) + (Z) (T = <”§1> — (7). (4.1.7)

Ako postoji vrh v koji pripada putevima izmedu svakog para vrhova iz skupa {u;, us, us},
onda takav skup nije kolinearan. Za fiksan v takvih nekolinearnih podskupova ima ukupno

Y. V@IVT)IV(TY)

1<i<j<k<dr(v)

= > Y. V@IVT)IVTI-

veV(T) 1<i<j<k<dr(v)

pa je

Uvrstavanjem ove jednakosti u jednadzbu (4.1.7) dobivamo formulu iz iskaza teorema. [

Napomena 4.10. Uoc¢imo da prva sumacija u jednadzbi (4.1.4) zapravo ide po svim tockama
grananja u T. Ako takvih tocaka nema u stablu, onda je suma jednaka nuli pa ostaje samo
prvi dio formule koji predstavlja Wienerov indeks puta duljine n.

Primjer 4.11. Stablo T prikazano na Slici 3 ima tri tocke grananja vs, vy @ ve. Kako je
dr(vs) = 3, za vrh vs imamo samo jedan ¢lan u drugoj po redu sumi u Doyle-Graverovoj
formuli. Vrhovi vy i vy su stupnja 4 pa Ce za svakog od njih biti (g) =4 ¢lanova druge sume
zbog cetiri moguca izbora 3 podstabla od ukupno 4. Dobivamo

3 N——

v3 V4 v9

14
W(T):( )—[2-4-6+1-1.1+3><1-1-9+g-1-2+1~1-8+2x1-2-@]:246.

Slijedi jos nekoliko zanimljivih rezultata o Wienerovom indeksu [4].
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Teorem 4.12. Neka je T’ stablo s n vrhova. Tada

W = Y m(S)mea(S)s + é S lsls—D@En—2s+1),  (418)

S seg od T S seg od T

gdje su ny1(S) i nig11(S) brojevi vrhova dviju komponenti povezanosti dobivenih brisanjem
svih unutarnjih vrhova segmenta S i odgovarajucih bridova.

Dokaz. Da bismo dokazali teorem, koristit ¢emo formulu (4.1.1) tako da ¢emo ju zapisati
pomoc¢u segmenata. Neka je S = (vq,v9,...,0,,U41) segment stabla 7' 1 e; = 00,41,
i=1,...,lg. Vrijedi
ny,(e;) = ny(S)+ (i —1),
Mg (el) = nls+1<S) + (lS - Z)

pa zbrajanjem ovih jednakosti dobivamo n(S) + nig41(S) + ls — 1 = n. Tako je doprinos
bridova od S u W(T) jednak

ls s

2 e (€)= 2 (m(S) +i = 1ssa(5) +1s =)
ls

= Z[nl(S)nls+1(S) + (n1<S) — 1)[5 _

—1ug11(S) + (nug31(S) = n1(S) + Ls + 1)i — 7]
= Isn(S)ns1(S) + (m(S) = VIF — mga (S)ls +

(e (S) — ma(S) + s + 1)23(15; 1) s(s+ 123(215 +1)
= Isma(S)miga(S) + 3(m(S) + migsa($))(1E — 1s) + 5 (15 + 13
+%(zs +1)is — é(mg +3ls + 1)ls
= lsni(S)nig41(S) + élg(?mlg —3n — 20z + 3lg — 1).
Sumiranje ovog po svim segmentima od 7" vodi do Zeljene jednadzbe. O

Primjer 4.13. Stablo T prikazano na Slici 3 ima 9 segmenata S1 = v1v9v3, So = U3y,
Sy = 0405, Sy = V4V, S5 = V4U7, Sg = V3Ugly, S7 = VgU1gV11, Sg = VgU12 & Sg = VgU13 Sa
duljinama ls, =2, 1=1,6,7 1 ls, =1, j = 2,3,4,5,8,9.
Za j = 3,4,5,8,9 imamo ni(Sj)mg 11(Sj)ls; = 12, zatim ni(Sa)ng 41(S2)ls, = 36, za
i = 1,7 vrijedi nl(Si)nlSi—&-l(Si)lSi = ]22 7 n1(5'6)n556+1(56)l56 = 70. Prema jednadzbi 4.1.8
dobivamo

W(T) :5-12+2-22+36+70+é[3-2-(3-13—3)] — 246,

Teorem 4.14. Neka je T stablo s n vrhova. Wienerov indeks od T mozZemo racunati na
sljedect nacin:

W(T>=%<3n2+1><n—1)—3 > %[DT@l)—DT(vst)]Q— 2. lg}

SsegodTS S seg od T

gdje su vy @ g1 rubni vrhovi od S.
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Dokaz. Koristit ¢emo jednadzbu (4.1.8) pa moramo vidjeti kako izgleda nq (S)n;+1(5). Neka
su T1(S) 1 Ti4+1(S) podstabla od T' sa redom ny(S) 1 nyg41(S) vrhova dobivena brisanjem
svih unutarnjih vrhova od S. Imamo

Dr(vi) — Dr(vig41) = Z (dr(v1, ) — dr(vigs1, @) + Z (dr(vi,y) — dr(vig+1,y))
€T (S) yE€T g +1(5)
= Z (—ls) + Z lS
z€T1(S) y€Tig+1(5)

= slnigar(S) — m(S)].
Nadalje, znamo da je n1(S) + nig11(S) = n — lsg + 1. Slijedi

ni(S)ng+1(S) = 4( ) + nug 1 (S)]? = [ (S) = nug 41 (S))°)
— 1 (n—1Is+1) [DT(”l) —fT(%H)]Q
4 12
Uvrstavanjem u jednadzbu (4.1.8) dobivamo
1 1 1
w(T) = ; Z (n—ls+1)%s — 1 Z E[DT(Ul) — Dp(vig41)]
S seg od T S seg od T
1
+2 > ls(ls—1)(Bn—205+1)
S seg od T
1 1
= E{ Y. Grlis— Y k-3 Y [Dr(w)- DT(%H)]Q}
S seg od T S seg od T SsegodTS
1 1
T 12 [(3712 +1)(n—-1)-3 Z E[DT(Ul) - DT(UZS+1)]2 - Z lg} .

S seg od T S seg od T

]

Primjer 4.15. Kako znamo da vrijedi dr(vy) — dp(vig+1) = (nig+1(S) — n1(9))ls, za stablo
na Slici 3 uz primjenu prethodnog teorema dobivamo

1
12[(3 13241)-12-3-(5-112 +5*4+4-10° +2-4) — (6 - 1> + 3 - 2%)] = 246.

Sada ¢emo iskazati Korolar 4.5 pomocu segmenata i zvjezdolikih stabala. Potrebna nam je
sljedec¢a definicija:

WA(T) =

Definicija 4.16. Zvjezdoliko stablo S(mq,...,my) je stablo koje sadrzi jedinstven vrh
v stupnja k > 2, a ¢ije komponente povezanosti (putevi) nakon uklanjanja vrha v imaju
ma, ..., my vrhova.

Svakom vrhu v stabla T" mozemo pridruziti zvjezdoliko stablo tako da se ono sastoji od v i
svih segmenata s pocetkom u v. Sa g, ¢emo oznaciti broj bridova takvog podstabla u 7'
Sjetimo se da je S* segment S bez jednog, a S° segment bez oba rubna vrha. Nadalje sa
SP(T) definiramo skup svih rubnih vrhova segmenata u stablu 7'

Lema 4.17. Neka je S = (v1,0a,...,V4+1) Segment stabla T' s n vrhova. Tada vrijedi
L0
Z Dr(vi) = 5(ls = D[Dr(v1) + Dr(vig1)] = £ls(ls = 1).
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Dokaz. Neka suT1(S), T144+1(5),n1(S), nig+1(S) definirani kao u dokazu Teorema 4.14 i neka
jei€42,3,...,ls}. Udaljenost vrha v; jednaka je

Dr(v) = ) lde(vsv) +dr(or, )]+ Y [de(vs,vig) + dr(vigi1,9)] + Deo(w:)
zeV(T1(S)) yeV(Tig+1(9))
= Z dr(vi, z) + Z dr(vig+1,y) +ni(S) (i — 1)
zeV(T1(S)) yeV(Lig+1(5))

+nls+1(5)(ls —1 + 1) + DSO(Ui).

Za rubne vrhove od S imamo

Dr(vy) = Z dr (v, ) + Z [dr(v1, vig41) + dr(vigi1, )] + Ds=(v1)
zeV(T1(S)) yeV(Tig+1(5))
[
= Z dr(vy, ) + Z dr(vig+1,y) + mug+1(S)ls + (5)
€V (T1(S)) yeV (Tig+1(5))
i analogno
[
Dr(vig41) = Z dp(vi, z) + Z dr(vig1,y) +n1(S)ls + <5)
zeV(T1(S)) yEV (Tig+1(S))

Zbrajanjem dobivamo

Dr(v)+Dr(vgn) =2 > dr(vn,z)+2 Y dr(vigar, )+ () +rugn (9)|is+s(ls—1)
zeV(Ti(S)) yeV(Tig+1(5))

iz ¢cega slijedi

1
ST drna)t Y deugeny) = SIDr(en)+Dr(org)~Ts(ls—1)~[m(S)+nga ()lis]
zeV(T1(9)) yEV (Tig+1(S))

Konacno
lg ls
Z Dy(vi) = %Z[DT(?M) + Dr(vig1) = Is(ls = 1) = [n1(S) + mug41(8S)]ls]
+n,(S) Z(z’ — 1) + g1 (S) Z(zs —i+ 1)+ Z Dio(v;)

= %(ls — D[Dr(v1) + Dr(vig+1)] — %ls(ls — 1)+ 2W(8%)

s = () + 1 (8))+ o () + ()5
= %(ZS — D)[Dr(v1) + DT(UZS+1)] — %ls(ls — 1)2 + 2<l§)
= %(ZS — 1)[Dr(v1) + Dr(vig41)] — éls(ls —1)(3ls —3 —2ls +4)

= %(ls — 1)[DT(U1) + DT('Uls-H)] - éls(l% - 1)
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Teorem 4.18. Neka je T' stablo s n vrhova. Tada vrijed:
1
W(T) = — [(3n +D)n—1)+3 Y qDrv)- > zg].
veSP(T) S seg od T

Dokaz. Kako vrh v moze biti ili stupnja 2 (onda je unutarnji vrh nekog segmenta S) ili
stupnja veceg od 2 (tada je rubni vrh od S) formulu iz Korolara 4.5 mozemo zapisati na
sljedeci nacin, uz primjenu Leme 4.17:

[ -1+ 3 dr(o)Dr( >+ijzDT<w>}

veSP(T) SeT i=2

W(T) =

=] =

1 1
— Z{ n(n—1)+ > dr(v)Dr(v +2Z( (s — D[Dr(vy) + Dp(vig1)] — 615(@ — 1))
veSP(T) SeT
1
= = {Bn(n— D43 Y dr()Dr(v) +3) (ls — D[Dr(v1) + Dr(vig11)]
vESP(T) SeT
>+ Zzs}
SeT SeT
1 3
= 12{371(71—1 )43 > dr(v)Dr(v) +3 > (g — dr(v )= > B+ n—l}
veESP(T) veESP(T) SeT
1 3
= 12{(3n+1)(n—1 )+3 > qDr(v Zz}
veSP(T) SeT
O
Slika 10

Primjer 4.19. Promotrimo stablo T' prikazano na Slici 10. Ono se sastoji od pet segmenata,
a skup svih rubnih vrhova segmenata sadrzi vrhove samo dvije “vrste’. Prema Teoremu 4.18
dobivamo:

W(T):i[(?,-10+1)-9+3-(2-5-17+4-2-31)—(1+4-23)]:125.

12

4.1.2 Spektar Laplaceove matrice i Wienerov indeks

Sada ¢emo pokazati nimalo trivijalan nacin za rac¢unanje Wienerova indeksa: pomocu
svojstvenih vrijednosti pridruzene Laplaceove matrice. Osnovni rezultati o ovoj temi objav-
ljeni su negdje oko 1990. godine. Vidi npr. [10]. Prije nego iskazemo i dokazemo glavni
teorem u ovom odjeljku, navest ¢emo definiciju Laplaceove matrice, navesti nekoliko njenih
svojstava te iskazati i dokazati neke pomoc¢ne tvrdnje.
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Definicija 4.20. Neka je G graf sa skupom vrhova V. = {vi,vs,...,v,}. Laplaceova ili
Kirchhoffova matrica L(G) grafa G je kvadratna matrica reda n s elementima l;; takvim da

d(l)a =]
=< -1 ww; € EG)
O, VU5 ¢ E(G)

Vrijedi L(G) = D(G) — A(G), pri ¢emu je D(G) dijagonalna matrica reda n sa stupnjevima
vrhova na dijagonali, a A(G) je matrica susjedstva, tj. matrica koja na presjeku i-tog retka
1 j-tog stupca sadrzi broj bridova koji spajaju vrhove v; i v;.

Laplaceova matrica je simetri¢na pozitivno semidefinitna matrica. Suma elemenata u pro-
izvoljnom retku, odnosno stupcu jednaka je nuli iz ¢ega proizlazi da je jedna svojstvena
vrijednost te matrice jednaka nuli, a odgovarajuéi svojstveni vektor je 17 = (1,1,...,1).
Koristenjem osnovnih svojstava determinanti moze se pokazati da su svi kofaktori cof (i, j)
matrice L(G) medusobno jednaki, a iznose

n

1
cof (i7) = ~ QA (4.1.9)
pri cemu \; #0Vi=2,...,n.
Vy
® o ®
V, v, V, Vs
Slika 11

Primjer 4.21. Neka je T stablo prikazano na Slici 11. Laplaceova matrica stabla T je

1 -1 0 0 0
~1 2 -1 0 0
LT=|0 -1 3 -1 -1
0 0 -1 1 0
0 0 -1 0 1

Od izuzetne je vaznosti takozvani Matricni teorem o stablima ili Kirchhoffov teorem
nazvan prema Gustavu Kirchhoffu koji ga spominje 1847.godine.

Teorem 4.22 (Matri¢ni teorem o stablima). Neka je G proizvoljan graf bez petlji. Broj
razapinjujucih stabala grafa G jednak je proizvoljnom kofaktoru matrice L(G).

Za dokaz teorema vidi [9].

Definicija 4.23. Neka je G prozvoljan graf sa skupom vrhova V(G) = {vi,ve,..., 5} 1
skupom bridova E(G) = {e1, ea, ..., en}. Matrica incidencije M (G) grafa G je nxm matrica
sa elementima my;, 1 =1,....n, 3 =1,...,m, koji broje koliko puta je vrh v; incidentan s
bridom e;.
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Lema 4.24. Neka je G graf sa skupom vrhova V(G) = {vy,va, ..., v,} @ orijentiranim sku-
pom bridova E(G) = {e1, e,...,en} te neka je Q(G) = (gi;) orijentirana matrica incidencije
definirana na sljedeci nacin:

1, ako je v; pocetak brida e;
gij = —1 , ako jev; kraj brida e;
07 inace

Tada je L(G) = QQ".

Dokaz. Neka je R = (r;;) = QQ7 matrica na desnoj strani. Tada r;; = > ",", GixGj-

Slucaj ¢ # j: Umnozak ¢;;q;x nije 0 ako su i v; i v; krajevi od e;. Zbog usmjerenosti od G
dobivamo g;rqjr; = —1 stoga je r;; = —1.

Slucaj i = j: Ovdje dobivamo r; = Y -, ¢4 uz ¢;, = 1 ako je v; incidentan s e, a ¢, = 0
inace. U tom slucaju je r; = dg(v;). O

Napomena 4.25. [z dokaza Leme 4.24 posve je jasno da Laplaceova matrica L(G) ne ovisi
o nacinu na koji smo orygentirali bridove u stablu.

Za razliku od QQ7(= L(G)), matrica K(G) = Q7Q ovisi o orijentaciji bridova. Zbog
singularne dekompozicije matrice ) vrijedi da se sve svojstvene vrijednosti koje nisu nula
matrica K(G) i L(G) podudaraju.

Svojstvene vrijednosti od L(G) éemo oznaciti sa Ay > A > ... > A, = 0.

Napomena 4.26. Vrijedi da je A\,—1 > 0 ako i samo ako je G povezan. Prema Teoremu
4.22 zakljucujemo da je kofaktor Laplaceove matrice jednak nuli za nepovezane grafove. To
je jasno jer mepovezan graf me moZe sadrzavati razapinjujuce stablo. Takoder je jasno da
ako promatramo Laplaceovu matricu nekog stabla, onda su nuzno svi njeni kofaktori jednaki
1 jer je broj razapinjujucih stabala grafa koji je stablo jednak 1.

Lema 4.27. Neka je T stablo s n vrhova. Tada je
det(K(T)) = n.

Dokaz. Kako smo ranije i zakljucili, svaka svojstvena vrijednost od L(T) = Q@7 koja nije
nula ujedno je i svojstvena vrijednost od matrice K(T) = Q7Q. Jer je matrica K(7T)
dimenzije (n — 1) x (n — 1) slijedi

det(K (T)) = 1:[1)\

Iz formule (4.1.9) slijedi

n—1

H)\i =n-cof(i,j),

pri ¢emu je cof(i,j) (i,7)-ti kofaktor od L(T). No, znamo da vrijedi cof(i,j) = 1 za
proizvoljne ¢,j € {1,...,n} pa dobivamo

det(K(T)) = n.
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Slika 12

Neka je T'stablo i neka su e; i e; dva njegova brida. Nadalje, neka je T’ suma s tri komponente
povezanosti A, B i C pri ¢emu put u T od proizvoljnog vrha u A do proizvoljnog vrha u B
sadrzi e; 1 e; (vidi Sliku 12). Definiramo n(e;, e;) := |A||B| i n(e;) = ny,(e;)n,(e;) za e; = uv.
Za vrh v iz C kazemo da je izmedu bridova e; i e; ako svaki put od vrha u A do vrha u B
prolazi kroz u. Broj vrhova izmedu e; i e; oznacavamo sa s;;.

Lema 4.28. Neka je T stablo s n vrhova pri cemu su mu bridovi oryjentirant tako da je
K(T') nenegativna matrica. Neka je X = (z;;) adjunkta od K(T). Tada

T (1) n e, e), inace.

Za dokaz leme vidi [10].
Sada imamo sve §to nam je potrebno za dokazivanje sljedece tvrdnje:

Teorem 4.29. Neka je T stablo s n vrhova i neka su Ay > ... > A\,_1 > A\, = 0 svojstvene
vrijednosti odgovarajuce Laplaceove matrice. Tada je Wienerov indeks moguce izracunati
pomocu sljedece formule:

Dokaz. Orijentiramo bridove u T' tako da K(7T) bude nenegativna matrica. Prema Lemi
4.28 trag adjunkte X od K(7T) jednak je

tr(X) = z_::pu = Z n(e).

ecE(T)

Kako je pokazano u Teoremu 4.1, zadnja suma je jednaka Wienerovom indeksu od T'. Za

sve \j, © = 1,...,n — 1, vrijedi da je n>\— svojstvena vrijednost od X = nK1(T) !. Trag
i
matrice mozemo racunati na osnovu poznavanja njenih svojstvenih vrijednosti, stoga je

Sto dokazuje teorem. O]

1Za svaku invertibilnu matricu A vrijedi adj(A) = det(A) - A~}
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Primjer 4.30. Neka je T' stablo sa Slike 11. Sve svojstvene vrijednosti od L(T) razlicite od
nule su priblizno

A1 = 4.170086486626033,
A2 = 2.311107817465982,
A3 1,

A = 0.518805695907984.

4
Prema prethodnom teoremu dobivamo W (T) = 52 = 18.
i=1

1
i
4.2 Rekurzivne formule

U prethodnom odjeljku smo se bavili raznim direktnim formulama za racunanje Wienerova
indeksa. U nekim sluc¢ajevima je ipak jednostavnije racunati Wienerove indekse specijalnih
podstabala zadanog stabla pa na osnovu toga racunati Wienerov indeks cijelog stabla. Ova
metoda je pogodna npr. kod stabla koje je dobiveno povezivanjem nekoliko kopija stabla T"
sa vrhom u. Pritom sa vrhom u spajamo uvijek isti vrh v" € V(T"). U nastavku rada bavit
¢emo se sa rekurzivnim formulama za rac¢unanje Wienerova indeksa.

Najprije ¢emo prouciti vezu izmedu Wienerovog indeksa stabla T' i Wienerovog indeksa
njegovog podstabla dobivenog brisanjem jednog proizvoljnog lista.

Teorem 4.31. Neka je T stablo sn > 2 vrhova i neka je v € V(T) list. Ako je {u,v} € E(T)
iT =T — v podstablo od T dobiveno uklanjanjem vrha v, onda je

W(T) =W(T") + Dp(u) +n — 1.

Dokaz. Neka su x i y dva vrtha u T. Ako je v # z i v # y, onda se udaljenost izmedu
x 1 y ne mijenja nakon uklanjanja vrha v. Stoga je suma svih udaljenosti medu takvim
vrhovima Wienerov indeks od 7°. Ako je jedan od vrhova z,y jednak v, npr. = = v, tada
je dr(z,y) = dp (u,y) + 1. Suma udaljenosti izmedu vrha x i n — 1 preostalih vrhova u 7'
jednaka je D (u) +n — 1 pa je time dokaz zavrsen. O]

Primjer 4.32. Promotrimo stablo T' s n vrhova dobivenog tako da proizvoljan list u zvijezde

Sn_1 spojimo bridom sa novim vrhom v. Prema Teoremu 4.31 lako je izracunati Wienerov
indeks od T':

W(T) = W(Sp-1)+Ds, ,(u)+n—1
= n—-22+14+2-(n—3)+n—1
n?—n—2.
Valja uociti da je u prethodnom teoremu pretpostavka da je T' stablo upotrijebljena samo
za racunanje sume udaljenosti vrha v = x do svih ostalih vrhova. Stoga tvrdnju teorema

mozemo lako preoblikovati u tvrdnju koja ¢e vrijediti za proizvoljan povezan graf u kojem
postoji vrh stupnja jedan.

Teorem 4.33. Neka je G povezan graf i v € V(G) list. Ako je {u,v} € E(G) i G =G —v
podgraf od G dobiven uklanjanjem vrha v, tada

W(G) =W(G')+ Dg (u) + [V(G)].
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Generalizacija Teorema 4.33 tako da uklanjamo proizvoljan vrh, a ne nuzno list, dana je
u [2].

Teorem 4.34. Neka je T stablo s n > 2 vrhova zadano kao na Slici 8. Tada vrijeds

W(T) =Y IW(T) + (n — [V(T)) D, (w) = [V(T)]*] + n(n — 1).

=1

Dokaz. Za racunanje udaljenosti dr(z,y) izmedu vrhova x i y pri ¢emu je x € T; unaprijed
odabran vrh, moramo uzeti u obzir dva slucaja: y € T; i y ¢ T;. Ako je y € T;, imamo
dr(z,y) = dr,(z,y) pa je suma udaljenosti za sve takve parove jednaka W(T;).

Ako je y € Tj,i # 7, onda

dr(x,y) = dr,(x,w;) + dr(u;, v) + dr(v, uj) + de(ujv Y).

Dobivamo
= [ 1
W(T) = Z W(T;) + 3 Z Z (dr, (z,w;) + dr(us, v) + dp(v, uy) + dr, (uj,y))]
=1 = z€T; veTj
i

|
e

W(T;) + Z Z (dr, (z,w;) + dr(w;, U))}

@
I
-

xzeT;

I

s
Il
—

W) + (0 — VD) (D () + \V(Tm)]

I
L

@
Il
—

W(E)+ (0= V) D () ~ VTR | +0 Y- V(T

Il
L

@
Il
—

W(T) + (n — [V(T)]) Dr, (us) — |v<n>|2} Fa(n—1).

]

Primjer 4.35. Neka je T stablo s n vrhova koje se sastoji od puta P11 1 n — 1 — 1 vrhova
spojenth bridom sa jednim od njegovih listova koji éemo oznaciti s v. Za racunanje W (T')
koristit cemo Teorem 4.34 tako da ce podstabla od T biti uzeta obzirom na vrh v, tj. imat
cemo n — [ — 1 podstabala koja se sastoje od samo jednog vrha i jednog podstabla koje je put
P,. Dobivamo

W(T) = Z[O+(n—1)~0—12]—|—(l§1>+(n—l)(;)—l2+n(n—1)

_ (l—gl>+(n—l)(é)—(n—l—l)—l2+n(n—1)

= (é>+(n—l—1)<é>+(n—1)2.
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Slika 13

U [5] predstavljena je formula za Wienerov indeks stabla nastalog spajanjem dvaju stabala
putem odredene duljine:

Teorem 4.36. Neka su T, 1 T, dva stabla pri cemu n, = |V(T,)| i n, = |V(T,)|. Neka su
uwe V(T,) iveV(T,) dva vrha. Ako je stablo T nastalo iz T, i T, spajanjem vrhova u i v
putem sa k novih vrhova (vidi Sliku 13), tada vrijedi

W(T) = W(T,)+W(T,)+ (n, + k)Dz,(v) + (n, + k) Dr, (u) + (k + 1)n,n,

1 1
+§(k2 + k) (ny + ny) + E(kg — k).
Dokaz. Neka su z iy dva vrha iz T'. Razlikujemo sljedece slucajeve:
1. slucaj: z,y € V(T;),i = u,v. Ocito je da dr(x,y) = dr,(z,y).
2. slucaj: = € V(T,),y € V(T,), tada je dr(x,y) = dr,(x,u) + dr(u,v) +dr, (v, y).
=k+1
3. slucaj: z,y su novi vrhovi. Suma udaljenosti medu svim takvim vrhovima je Wienerov
indeks puta duljine k£ — 1.
4. slucaj: x € V(T;),i = u,v i y je jedan od novih vrhova. Vrijedi

dr(z,y) = dr,(x,1) + dr(i, y).

Dobivamo
W(T) = Yo dnfry)+ Y dr(zy)
{z,y}CV(Tw) {zy}CV(Ty)
¥ (dr(,0) + b+ 1+ dy (o) + (©F
3
z€V(Tw) yeV (Tv)
+ Y (X Gnlo ) X e+ dron)
y novi vrh N zeV (T,,) zeV (Ty)
= W(T,)+ W(T,) + (ny + k)Dr,(v) + (n, + k) Dz, (u) + (k + 1)n,n,
1 1
+§(k2 + k) (ny +ny) + é(k?’ — k),
sto dokazuje teorem. O

Primjer 4.37. Neka je T stablo nastalo od Sg © S; povezivanjem njihovih sredisnjih vrhova
u iz Sg 1 v iz S7 putem sa 3 vrha. Vidi Sliku 14. Vrijedi Dg,(u) =5 i Dg,(v) = 6. Znamo
da vrigedi W(S;) = (I — 1)®. Dobivamo

W(T) = 5°+6*+(6+3)-6+(7+3)-5+4-6-7

1 1
+§-(32+3)(6+7)+6~(33—3):415.
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Slika 14

Napomena 4.38. Kako nigdje u dokazu Teorema 4.36 nije koristena pretpostavka da su T,
1T, stabla, jasno je da formula ostaje ista i za proizvolyne grafove T, i T,.

Korolar 4.39. Ako u Teoremu 4.36 pretpostavimo da su vrhovi stabala T, i T, spojeni
bridom, tj. k =0, onda vrijedi

W(T)=W(T,) + W(T,) + n,Dr,(v) + n,Dr, (u) + nyn,.
0

U istom radu [5] dana je formula za Wienerov indeks stabla nastalog od neka dva stabla
povezana na nesto drugaciji nacin:

Teorem 4.40. Neka su Ty i Ty dva stabla, pri éemu ny = |V(T1)| i ng = |V(T3)|. Neka je

Py = (uq,ug,...,ug) put uTy i Py = (v1,v9,...,0) put u Ty pri éemu su svi vrhovi puta Py
stupnjga 2 w Ty 1 svi vrhovi puta Py su stupnja 2 u Ty. Wienerov indeks stabla T nastalog
identificiranjem vrhova u; i v;, 1 = 1,...,k, moZemo racunati na sljedeéi nacin:

W(T) = W(T) + W(Tz) + (n1 — k) Dry(v1) + (ng — k) Dy (u1)
+2- (k - 1)[nuk(P1) + Ty, (P2) — Ny, (P1>nvk(P2)]

1 1
—51{?(1{? — 1)(7111 + ’I’L2) + 6(]{3 - 1)(5]{?2 —k— 12)
Broj ny, (Py) predstavlja broj vrhova u komponenti povezanosti od Ty koja sadrzi w, nakon
brisanja brida ug_iuy, sa puta Py. Analogno se definira n,, (Ps).

Dokaz. Neka su T,,T,,T, i T, definirani kao na Slici 15. Tada |V(T})| = n, (P1) —
1L, [V(Ty)] = ny, (Py) — 1 time trivijalno dobivamo |V (T})| = ny —ny, (P) —k+1, |V(Ty)| =
N9 —nvk(Pg) — ]ﬂ—'— 1.

Slika 15
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Za racunanje Wienerovog indeksa od 1" opet ¢emo razlikovati nekoliko tipova parova vrhova.
Sve udaljenosti izmedu vrhova u 77 su jednake i nakon spajanja sa T pa je iz tog razloga
njihov doprinos Wienerovom indeksu jednak W (T}). Pod istim uvjetima je doprinos parova
vrhova iz Ty jednak W (T3). Kako su svi vrhovi u P, i P identi¢ni u 7', moramo oduzeti
njihove medusobne udaljenosti (brojali smo ih jednom u W(731) i jednom u W (7T3)), sto je

k+1
ukupno( _;: )

Dalje rac¢unamo udaljenosti unutar 7" izmedu vrhova u T} i vrhova u Ty — P,. Svaki vrh u

T, doprinosi Wienerovom indeksu za Dy, (v,) — (g) (moramo oduzeti udaljenosti do vrhova

puta P jer smo to veé racunali). Na isti na¢in dobivamo D, (u1) — (%) za udaljenosti unutar
T izmedu vrhova iz T2/ i svih vrhova u Ty — P;.
Udaljenosti unutar 7" izmedu vrhova iz T 1” i svih vrhova iz T, — P, doprinose s

Das(on) = (3) = = D (P = 1)

Treéi izraz se javlja zbog toga §to je za sve vrhove iz T, put izmedu v; i v;, urac¢unat u
Dr,(v1). Analogno dobivamo

D) = () = (b = Dl (P) = 1)

. . . . /. .
za udaljenosti unutar 7" izmedu vrhova iz T, i svih vrhova u 7} — P;.
Kombiniranjem svih slucajeva dobivamo

W(T) = W(Ty) +W(T) — (k ;r 1) + (n1 — Ny, (P) —k+1) (DTQ("Ul) - (g))

(s — 1y, (Py) — k+1) (DTl(Ul) - (g))

+(ny, (P1) — 1) (DT2 (v1) — (g) — (k= 1)(ny, (P) — 1))

(2 = (D) = () = (6 = Dl () = 1)

— W(T) + W(D) — é(k (2 + k) + (n1 — k) Doy (v1) + (na — k) D (u)

gk = 1)+ — 28) — 2(k — 1) (1, (R) ~ (0, (P) — 1)

= W(T)+ W(T2) + (n1 — k) Dp,(v1) + (n2 — k) Dry (u1)
+2(k - 1)[nuk (P1> + nvk(PQ) - nuk(Pl)nvk (PQ)]

1 1
—ik(k —1)(ny +n2) + g(k — 1) (=k* — k + 6k* — 12),
—5k? k12
pa je dokaz teorema gotov. O]

Primjer 4.41. Neka su T, T, 1Ty stabla prikazana na Slici 16.

Stavimo Py = (uy, us,ug) i Po = (v1,v9,v3). Imamo ny = 8,ny =8,k =3, Dy, (uy) = 24,
Dr,(v1) = 13,1y, (P1) = 6 i 1y, (P2) = 2. Lako racunamo W(T}) = 64 i

W(T,) = 71 koristeéi tzv. Doyle-Graverovu formulu. Prema prethodnom teoremu dobivamo

1 1
W(T) = 70471+ (8=3)-13+(83) 24+2:2:(6+2-12) ~ - 3-2:(8+8)+ £ 2:(45-3-12) = 272
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U Uz Us \Z Vv, V3
a) b)
v, v, A
@ -@- @- -@
u, u, U
c)

Slika 16: a) Stablo 71, b) stablo 75 i c) stablo T dobiveno identificiranjem vrhova u; i v,
1=1,2,3.

Korolar 4.42. Neka su T} i Ty stabla redom s ny i ny vrhova te neka vrijedi u € V(11) i
v € V(Ty). Ako je stablo T nastalo od Ty i Ty identificiranjem vrhova u i v, onda vrijedi

W(T) = W(Tl) + W(TQ) + (nl — 1)DT2(’01> + (712 — 1)DT1 <U1>

Dokaz. Ovu formulu dobivamo direktno iz Teorema 4.40 za k = 1. ]
u v u v u @
T T T T
Slika 17

U prethodnih nekoliko teorema iskazali smo formule za racunanje Wienerovog indeksa
stabla dobivenog iz neka dva unaprijed zadana stabla. U sljede¢em teoremu, koji se moze
na¢i u [11], promotrit ¢emo stablo F' dobiveno povezivanjem kopija istog stabla 7" u lanac
tako da je vrh u iz jedne kopije stabla T" spojen bridom sa vrhom v sljedec¢e kopije od T'.
Primjer tzv. lanc¢anog stabla F je prikazan na Slici 17.

Teorem 4.43. Neka je F' lancano stablo dobiveno od m kopija stabla T s n = |V(T)| vrhova,
m,n > 1 te neka suu,v € V(T') vrhovi pomocu kojih su povezane kopije od T'. Tada vrijedi

W(F) = mW(T) + %nm(m — )[Dr(u) + Do(v)] + én2m(m — D) [(m — 2)dp(u,v) +m +1].

Dokaz. Dvije su vrste parova vrhova u stablu F', oni kod kojih se oba vrha nalaze u istoj
kopiji od T i oni kod kojih jedan vrh lezi u jednoj kopiji, a drugi u nekoj drugoj kopiji od
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T. Ako se par vrhova nalazi u istoj kopiji od T, onda je ukupan doprinos takvih parova
Wienerovom indeksu jednak mW (7).

Oznacimo kopije stabla T' redom slijeva na desno s 11, Ty, ..., T),.

Neka je x vrh iz T}, a y iz T;;;. Udaljenost izmedu z i y je

dp(x,y) =dr(z,u) + 5+ (j — Ddr(v,u) + dr(v,y),

gdje drugi izraz na desnoj strani jednakosti predstavlja broj bridova koji povezuju sve kopije
od T na putu od T; do T;y;. Treci izraz opisuje broj bridova kroz koje se mora proc¢i unutar
preostalih 7 — 1 kopija od T" na putu od x do y.

Zajedno dobivamo

m—1m—1
W(T) = mW(T)+ > ldr(z,u) + 5+ (5 — Ddr(v,u) + dr(v,y)]
=1 j=1 2eV(T;) yeV(Tiy;)

m—1m—i m—1m—i

= mW(T) +n > Y [Dr(w) + Dr)] +n* 33 j

i=1 j=1 i=1 j=1

m—1 m—1

= mW(T) +n[Dr(u) + Dr(v)] Y (m — i)+ n?

=1 i=1

(m—i+1)(m—1)
2

m

(T 4 n%‘”[m(u) + Dp(v)] + n? Z_: (Z ; 1)
+n’dr(u, v) TZT (l J; 1)

= W)+ grmGn — DIDs() + el + (" ) b ntar () (1)

= mW(T)+ %nm(m — D)[Dr(u) + Dr(v)] + %n2m(m — )[(m — 2)dr(u,v) +m + 1].
[

Napomena 4.44. U dokazu Teorema 4.43 ne koristimo pretpostavku da je T stablo. Stoga
turdnja teorema vrigedi © za proizvoljan povezan graf.

Primjer 4.45. Kako bismo ilustrirali prethodni teorem, promotrimo lanc¢ano stablo F, ,
dobiveno spajanjem m kopija zvijezde S, pri cemu je u sredisngi vrh i u = v. Dobivamo

W(Fm) = m(n—1)7+ %nm(m —1)2(n—-1)+ éan(m —1(m+1)

— min—1)(mm—1) + én2(m2 _h
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4.2.1 Wienerov indeks trnovitog stabla

Potpuno drugaciji koncept racunanja Wienerovog indeksa stabla T} pomocéu Wienerova
indeksa manjeg stabla T, je dodavanjem nekoliko novih listova stablu T;. Bavit ¢emo se sa
posebnom vrstom stabala koje ¢emo zvati trnovita stabla. Slijedi definicija:

Definicija 4.46. Neka je T stablo s n vrhova. Stablo T* zovemo trnovito stablo od T ako
je T* nastalo od T' spajanjem novih n; vrhova sa vrhom v; € V(T), n; > 0,i=1,2,...,n.

Napomena 4.47.
e Broj vrhova od T* jednak je n* =n + Z n; te vrijedi Dp«(v;) = Dp(v;) + n;.
i=1
e Konstrukcija trnovitog stabla iz nekog stabla nije jedinstvena, kao Sto nije jedinstveno niti
stablo dobiveno od trnovitog stabla uklanjanjem odredenog broja listova.

"‘.
® o o ¥ Vooo
— o Vs ° — ¢ o ra °

Slika 18

Primjer 4.48. Primjer stabla T i nekog njegovog trnovitog stabla T* prikazani su na Slici
18. Iscrtkani bridovi predstavljaju nove bridove uw T*. Kao $to moZemo vidjeti, ne moraju
svi vrhovi od T biti povezani sa novim vrhom.

Ivan Gutman je 1998. godine [8] izveo formulu za racunanje Wienerovog indeksa trnovitog
stabla T™ koriste¢i Wienerov indeks pripadajuceg stabla 7"

Teorem 4.49. Neka je T stablo s n vrhova i T pripadno trnovito stablo. Tada vrijed:

W(T*) = W(T)+ Y (ni+ny)de(vi,o)+ D ninjdr(vi,v))

1<i<j<n 1<i<j<n

- Z (s + 1) (n; + L)dr(vi, v;) + (zn:mf + (n — 1);:;7%

1<i<j<n i=1
pri ¢emu je n; broj novih vrhova povezanih bridom sa v;.

Dokaz. Neka je V(T) = {v1,va,...,v,}. Za svaki par vrhova z,y € V(T™*) razlikujemo cetiri
slucaja:

1. slucaj: = € V(T) iy € V(T). Vrijedi dp«(x,y) = dr(x,y) pa je doprinos svih takvih
parova Wienerovom indeksu od 7™ jednak W (7).

2. slucaj: x € V(T), npr. x =v;,iy € V(T*)\ V(T) pri ¢emu je y spojen s vrthom v;. Tada
za svih n; parova {z,y} dobivamo dp«(x,y) = dr(x,v;) + 1.

3. slucaj: z,y € V(T™)\ V(T) gdje je x spojen sa vrhom v;, a y sa vrhom v;, i # j. Tada je
dr+(z,y) = dp(v;,vj) + 2 te imamo tocno n;n; parova {x,y}.
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4. slucaj: x,y € V(T*)\ V(T) gdje su oba vrha spojena sa vrhom v;. Tada je dp(z,y) = 2

i broj takvih parova jednak je ZZ . Dobivamo

i=1 j=1 1<i<j<n i=1

= W(T)+ Z (ni+nj)dT(vi,vj)+ZZni+ Z nin;dr(vi, v;)

1<i<j<n i=1 j=1 1<i<j<n

n 2 n n
+<an) —an—FZni(ni—l)
1 =1 =1

1=

= W(T)+ Z (n; + nj)dr(vi,vj) + Z nin;dr(vi, v;)

1<i<j<n 1<i<j<n
n 2 n

(on) + o3 n
i=1 1=1

Kako je W(T) = Z dr(v;,vj), Wienerov indeks od T mozemo zapisati kao

1<i<j<n

W (T*) = Z (ni—i—l)(nj—i-l)dT(vi,vj)jL(Zni) +(n—1)Zni

pa je dokaz zavrsen. O

Primjer 4.50. Promotrimo trnovito stablo T™* prikazano na Slici 19. Da bismo koristili

QVﬂ W
v, V%V,

Slika 19

prethodni teorem za racunanje Wienerovog indeksa od T™* uzet éemo da je put (vy, vg, Vs, vy, Us)
stablo T pa jen; =0, no =2, n3 =0, ng =1, ns = 4. Dobivamo

4

W(T*) = Z Z (n; +1)(n; +1)|7 —i| + (an) +4Zni = 190.

i=1 j=i+1 i=1

Napomena 4.51. Teorem 4.49 vrijedi i ako umjesto stabla T' uzmemo proizvoljan konacan
povezan jednostavan graf.

U nastavku ¢emo promotriti neke specijalne slucajeve prethodnog teorema.

Korolar 4.52. Neka je T stablo s n vrhova vy,vs,...,v, © neka je T* trnovito stablo s
n;==k,i=1,2,...,n. Tada vriged:

W(T*) = (k+1)*W(T) + nk(nk +n — 1).
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Dokaz. Jednostavno uvrstavanjem dobijemo

W(T*) = W(T)+ Y 2kdr(vi,vy)+k > dr(vs,v5)

1<i<j<n 1<i<j<n

+<Zk> +(n— 1)Zk
= (1+2k+E)W(T)+ k*n® + kn(n — 1)
= (k+1)*W(T)+ nk(nk +n —1).

]

Primjer 4.53. Nek je T™ nastalo od stabla T prikazanog na Slici 19 spajanjen tri nova vrha
sa svakim vrhom od T'. Prema Primjeru 4.50 Wienerov indeks od T je 190. Slijedi

W(T*)=16-190+ 12-3(12-3 + 11) = 4732.
Za iskaz i dokaz naredna dva korolara trebat ¢e nam sljedeca lema:

Lema 4.54. Neka je T stablo sa skupom vrhova V(T) = {v1,va,...,v,}. Tada vrijedi

Z (DT(UZ) + DT(Uj>>dT(UZ‘7’Uj> = 4W(T) - TL(TL - ].) (421)

Dokaz. Da bismo dokazali ove dvije jednadzbe koristimo formulu (4.1.1) u generaliziranom
obliku i to tako da svakom paru vrhova v;,v; pridruzimo tezinu w;;. Obzirom da formulu
(4.1.1) mozemo zapisati i na ovaj nacin

wm= > 3 Y o
e=va 0 €EE(T) v; €V (Ta) v; €V (Tp)

gdje T, i T, predstavljaju podstabla od T" dobivena uklanjanjem brida v,v,. Podstablo T,
sadrzi vrh a, a T}, sadrzi vrh b. Dobivamo da vrijedi

Ww(T) = Z wide(vi,vj) = Z Z Z Wij-

1<i<j<n e=vVp €E(T) v; €V (To) v; €V (T})

Neka je
wij = Dr(v;) + Dr(vy).
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Tada vrijedi

3 (DT(Y%HDT( ) dr(viyv5) =

1<i<j<n
- (X X o+ X% 0itw)
e= ’UaviE'(T) v €V (Ta) v; €V (Ty) v, €V (Ta) v; €V (Ty)
- ¥ (n S De(w) t ) S Dal )
=vaup€E(T) v, €V (T,) v; €V (Ty)

=Y (m@R0,(0) = 1)+ 4 ()20, () — 1) + 1))

e=vau, €E(T)

— e 3 [471%(6)72%(6)—(nva(e)‘i‘nvb(@))]

=vqup€E(T)

= 4W?()T) —n(n—1).

U ovom ra¢unu smo koristili tvrdnju Z D¢ (v) = 2|E(G)| koja vrijedi za sve konacne
veV(Q)

grafove G te ¢injenicu da Dr(v) = Dy, (v) zasve vrhove v € V(T)\{v}) i Dr(v;) = Dr,(v)+1,

l=a,b.

Neka je ovaj put w;; = Dp(v;)Dr(v;). Vrijedi

> Dr(vi) Dr(vy)dr (v, v5)

1<i<j<n
S (ZDM ZDM)
(T) “NveV(T, v; €V (Tp)

: :£ lz (uale) = 1) + 1} lz (nute) = 1) + 1}

e=vqup €E(T)

- 3 [471%(6)71%(6) —2(n,(€) + nyy 0)) + 1]
= Z;Zb;) (—)(n —1)(2n —1).
]

Korolar 4.55. Neka je T' stablo s n vrhova i T* trnovito stablo s parametrima n; = Dr(v;),
1=1,2,...,n. Tada vrijeds

W(T*) =9W(T) + (n —1)(3n — 5).
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Dokaz. Koristeéi Teorem 4.49 i Lemu 4.54 dobivamo

W) = W)+ 3 (Dr(v) + Dr(vy))dr(vi,v;)

1<i<j<n

+ > Dr(vi) Dr(vy)de (v, v5) (ZDT vl)

1<i<j<n

+(n—1) Z Dr(v;)

— WA(T) +4W(T) — n(n — 1) + 4W(T) — (n — 1)(2n — 1)
+4(n —1)2 +2(n — 1)
— OW(T) + (n—1)(3n - 5).

Korolar 4.56. Neka je T stablo s n vrhova i T trnovito stablo s parametrima
n;=m— Dr(v;) >0,i=1,2,...,n. Tada vrijedi

W(T*) = (m — 1)*W(T) + [(m — 1)n + 1%
Dokaz. Dokaz ¢emo provesti slicno kao u Korolaru 4.55. Imamo

W(T) = WD)+ > (2m= Dr(v) = Dr(v;) )dr(vi,vy)

1<i<j<n

+ 1<§< (m Do ( vz)> (m - DT(Uj)>dT(vi7 v))

+(tm - Detwn) 003 Datw)

=1 i=1

= W(T) + 2mW(T) — <4W(T) —n(n— 1)) +m2W(T)
—m<4W(T) —n(n— 1)) FAW(T) — (n— 1)(2n — 1)

+(mn = 2(n 1))2 +(n—1) (mn —2(n — 1))
= (m—12W(T) + (mn)? —2mn(n — 1) + (n — 1)?
= (= 1DW(T) + [(m—1)n+1] gy
O

Jos jedan zanimljiv specijalan slu¢aj trnovitog stabla je gusjenica. U radu [1] je predstavljena
formula za regularne gusjenice.

Definicija 4.57. Gusjenica je trnovito stablo puta.

Gusjenicu oznacavamo s T*(a,b) ako svi vrhovi koji nisu listovi imaju isti stupanj koji je
jednak a > 1. Broj b > 0 predstavlja ukupan broj svih vrhova koji nisu listovi. Za takvu
gusjenicu kazemo da je regularna.

Korolar 4.58. Neka je T*(a,b) regularna gusjenica. Tada vrijedi

W(T*(a,b)) = (a_61>b (a—1)(b—-1)(b+T7)+6(a+ 1)] + 1.
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Dokaz. Uvrstavajuéi u formulu iz Korolara 4.56 dobivamo
W(T*(a.h) = (a—DPW(B)+ [(a— Db+ 1}2
= (a-— 1)2(17;1) +(a—=1)%" +2(a—-1)b+1
) ] +1

= a—lb[
— [a—l b2+6b—1)+12]+1
ol

a—l

@‘

@‘

(a—1)(b—1) b+7)+6(a+1)}+1.

4.2.2 K-subdivizija stabla i Wienerov indeks

Povectavajué¢i duljinu segmenata dobivamo novi nacin za rekurzivno racunanje Wienerova

indeksa stabala (vidi [5]):

Definicija 4.59. Stablo T zovemo k-subdivizija stabla T ako je T' dobiven zamjenom
svakog brida v T putem duljine k + 1.

Ako u stablu T imamo n vrhova, onda je broj vrhova stabla T" jednak n' = k(n — 1) + n
Stupanj svakog novog vrha je jednak 2, dok je Dy (v) = Dr(v) za svaki v € V(7).

Teorem 4.60. Neka je T stablo s n vrhova i T' njegova k-subdivizija. Tada vrijedi

W(T') = (k + 1)*W(T) + (” ; 1) — (k+1)? (” ; 1) ,

gdje je ' broj vrhova od T".
Dokaz. Primjenom formule iz Teorema 4.9 dobivamo

WT) = (”“) S Y vawva) )

UGV(T 1<z<]<l<d (v)

- (”“) S GV E@IVE)IVE)

veV(T) 1<i<j<i<dr(v)
"+1 1
_ (” 3* ) + (k4 1)*W/(T) —<k+1)3(”§ >

O

Primjer 4.61. Neka je T stablo prikazano na Slici 31T njegova 3-subdivizija. Kao Sto veé
znamo W (T) = 246 pa lako moZemo izracunati Wienerov indeks od T' koristeci prethodni
teorem. Tako dobivamo

W(T') = 4% 246 + (530) — 43 (134) = 31648.
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U [11] O.E. Polansky i D. Bonchev promatraju stablo 77 dobiveno od zadanog stabla T
1-subdivizijom samo jednog brida e = uwv:

Teorem 4.62. Neka je T stablo sa n vrhova i e = uwv € E(T). Vrijedi

1

- [DT(u) + Dp(v) + nu(e) + 2nu(e)ny(€) + nv(e)] .

W(T1) = W(T) +

Dokaz. Oznac¢imo s w novi vrh izmedu v i v. Uzimajuéi u obzir proizvoljna dva vrha x iy
u 71, imamo tri slucaja:

L. slucaj: ako je z,y € V(1}),l = u,v imamo drp, (z,y) = dr(z,y).

2. slucaj: ako jex € V(T,) iy € V( v), imamo dr, (z,y) = dr(z,y) + 1.

3. slucaj: ako je x € V(T}),l = u,v i y = w, dobivamo dr, (z,y) = dr(z,l) + 1

Vrijedi i

Dr(u) = Dr,(u Z dr(u,v) = Dr,(u) + Dr,(v) + n,(e)
zeV(Ty)
i analogno
Dr(v) = Dr,(u) + Dr,(v) + nu(e)
Slijedi
W(T) = Y delzy)+ Y + > Y (dr(zy) + 1)
{zy}CV(Ty) {z.y}CV(Ty) 2€V (Tu) yeV(Ty)
+ Z (x,u)+1)+ Z (dr(x,v)+1)
2€V(Ty) 2€V(Ty)

= W(T)+ nu(e)ny(e) + Dr,(u) + n,(e) + D, (v) + ny(e)

= W(T) +nu(e)na(e) + 5 [ Dr(w) + Da(v) = nule) = na(e)] +mafe) +nule)

[Dr@) + Do) + (o) + 2mu()n () + mofe)]

— W(T)+3

]

Primjer 4.63. Uzmimo T kao na Slici 3. Neka je Ty stablo dobiveno 1-subdivizijom brida
e = v3vg. Kako je Dp(vs) = 26, Dr(vs) = 27, ny,(e) =7 i ny(e) = 6, dobivamo

1
W(T1) = 246 + 5(26 +27+ 74276 +6) = 321.

prema prethodnom teoremu.
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5 Zakljucak

U ovom radu bavimo se racunanjem Wienerovog indeksa grafova sa naglaskom na stabla. De-
finiramo ga kao zbroj udaljenosti izmedu svih vrhova grafa. Osim u kemiji, gdje je i nastao,
Wienerov indeks od velike je vaznosti i u drugim podru¢jima, narocito u teoriji kompleksnih
mreza i to pri racunanju raznih indeksa centralnosti. Za neke specijalne tipove grafova kao
Sto su potpun graf K, ciklus C,,, put P,, zvijezda S,, i potpuni bipartitni graf K, , nije
tesko racunati Wienerov indeks jer takvi grafovi imaju lijepu strukturu. Problem nastaje
kod nekih opcenitijih tipova grafova kao Sto su npr. stabla.

Buduci smo rekli da je stablo povezan aciklicki graf, to postoji jedinstven put izmedu dva
proizvoljna vrha. Zbog takvih svojstava, Wienerov indeks je lakse racunati za stabla nego za
proizvoljne povezane grafove. U tu svrhu iskazali smo i dokazali nekoliko teorema u kojima
navodimo formule za direktno rac¢unanje Wienerovog indeksa ukljuc¢ujuci i one formule koje
koriste tocke grananja i segmente stabla. Za svaku formulu ponudili smo primjer sa odgova-
raju¢om sli¢icom stabla.

Zatim smo ustanovili ne tako oc¢itu vezu izmedu Wienerovog indeksa i Laplaceovih svoj-
stvenih vrijednosti. Naposljetku smo se bavili raznim rekurzivnim formulama za ra¢unanje
Wienerovog indeksa pri ¢emu smo promatrali slucaj izbacivanja nekog lista u stablu, zatim
smo proucavali stablo dobiveno spajanjem neka dva stabla putem fiksne duljine pa stablo do-
biveno identifikacijom odredenih vrhova neka dva stabla. Izveli smo i rekurzivnu formulu za
racunanje Wienerovog indeksa trnovitog stabla i onog stabla koje je dobiveno k-subdivizijom
nekog drugog stabla.
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Sazetak

U kemijskoj literaturi Wienerov indeks je topoloski indeks molekule. Nazvan je po znans-
tveniku H. Wieneru koji je 1947. godine ustanovio postojanje korelacije izmedu tocke vrenja
parafina i strukture molekula. Wienerov indeks grafa definira se kao zbroj udaljenosti svih
vrhova u grafu. U ovom radu bavimo se razli¢itim nacinima racunanja Wienerovog indeksa
stabala. Najprije ga racunamo za neke specijalne tipove grafova kao Sto su potpuni grafovi,
zvijezde, putevi itd. Glavni dio rada odnosi se na izvodenje direktnih i rekurzivnih formula
za racunanje Wienerovog indeksa stabla. Neke od tih formula vrijede i za povezane grafove.

Summary

In chemistry, Wiener index is a well known topological index of a molecule. It was na-
med after the scientist H. Wiener who in 1947. established the existence of a correlation
between the boiling points of paraffin and the structure of molecules. Wiener index of a
graph is defined as the sum of the distances between all pairs of vertices. In this paper we
deal with different ways of calculating the Wiener index of trees. First we deal with some
special types of graphs, such as a complete graph, stars, paths etc. The main part of the
thesis involves direct and recursive formulas for calculating the Wiener index of a tree. Some
of those formulas can be applied to connected graphs.
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