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Sazetak. U ovom zavrsnom radu upoznat ¢emo se s Pellovim jednadzbama i nekim meto-
dama za njihovo rjesavanje. Pokazat ¢emo usku povezanost Pellovih jednadzbi s diofantskim
aproksimacijama i veriznim razlomcima. Rad takoder sadrzi rijeSene primjere i probleme
koji se svode na analizu skupa rjesenja Pellove jednadzbe, gdje je naglasak na Arhimedovom
problemu stoke.

Kljuéne rijeci: Pellove jednadzbe, verizni razlomci, Arhimedov problem stoke

Abstract. In this final paper we will be introduced to Pell’s equations and some methods
for their solutions. We will show their tihgt connection to diophantine approximation and
continued fractions. Paper also contains solved examples and problems which are reduced
to the study of the set of solutions of Pell’s equation, where the accent is on Archimedes’
cattle problem.

Key words: Pell’s equation, continued fraction, Archimedes’ cattle problem
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1 Uvod

Pellove jednadzbe su posebna vrsta diofantskih jednadzbi. Diofantskim jednadzbama se
bavio ve¢ starogréki matematicar Diofant iz Aleksandrije (oko 250.g.) i njemu u ¢ast su
dobile ime. To su algebarske jednadzbe s dvjema ili viSe nepoznanica koje imaju cjelobrojne
koeficijente, kojima se traze najcesce cjelobrojna ili pak racionalna rjesenja.

Pellova jednadzba je diofantska jednadzba oblika

v —dy? =1,

gdje je d prirodan broj i nije potpun kvadrat. Ona je jedna od najstarijih i najvaznijih
diofantskih jednadzbi drugog reda. Dobila je ime po engleskom matematicaru Johnu Pellu,
iako ne postoje dokazi da se on bavio njome. Po svemu sudec¢i Euler mu je pogresno pripisao
zasluge za njihovo rjesavanje proglasivsi Pella da je bio prvi koji je proucavao netrivijalna
rjeSenja jednadzbe x? — dy? = 1(x # 1,y # 0). No, jo$ su se starogrcki matematicari
bavili pojedina¢nim jednadzbama ovog tipa, pa je tako Teon iz Smirne pomocu rjesenja

jednadzbe x? — 2y*> = 1 aproksimirao iracionalan broj /2 racionalnim brojem 2, dok je

Arhimed poopéio tu tvrdnju pokazavsi da ako su z i y velika rjesenja jednadzbe 22 —dy? = 1,
onda je % dobra aproksimacija iracionalnog broja v/d. Arhimed je takoder zasluzan za
otkrivanje jos jedne poznate Pellove jednadzbe. On je u formi epigrama od 44 retka postavio
numericki zahtjevan problem, takozvani problem stoke, kojem rjeSenje nalazimo pomocu
Pellove jednadzbe, o ¢emu ¢emo govoriti malo kasnije u radu. Ovim jednadzbama su se
takoder bavili i srednjovjekovni indijski matematicari (Baudhayana, Brahmagupta, Bhaskara
I1.), a od europskih matematicara metode za rjesavanje Pellovih jednadzbi dali su Brouncher,

Fermat, Euler i Lagrange.



2 Veriznil razlomeci

U pronalasku rjesenja Pellovih jednadzbi od velike koristi ¢e nam biti veza Pellovih jednadzbi
s diofantskim aproksimacijama, te preko njih s veriznim razlomcima. Realnom broju se na
razli¢ite nac¢ine mogu pridruziti racionalni brojevi koji ga dobro aproksimiraju, a jedna od
najkorisnijih metoda za to je verizni razlomak. Stoga ¢emo se prvo upoznati s osnovnim
pojmovima vezanim uz verizni razlomak.

Neka je a proizvoljan realan broj. Najprije stavimo ag = |« |. Ako je ag # «, zapis$imo «
u obliku a = ag + aLN tako da je a; > 1, te neka je a; = |ay]. Ako je a; # a1, zapisimo a; u
obliku oy = a1 + 0%2, tako da je ay > 1, te neka je ay = |y |. Ukoliko je a, # a,, za svaki n,
ovaj postupak mozemo nastaviti u nedogled. Ukoliko je a,, = «a,,, za neki n, postupak staje
i dobivamo izraz oblika:

1
a=ay+ ; : (1)
a; +
1 L 1
a/ —
2 ‘ 1
4+ —
Qnp,
Njega ¢emo krace zapisivati u obliku a = [ag, a1, ag, . . ., ay).
Pogledajmo na kratkom primjeru kako to izgleda.
Primjer 2.1. Neka je o = %. Redom je tada ag = 1,7 = %,al =5,a9 = %,ag =1,
az =12, a3 = 12. Kako je az = ag, postupak staje i racionalan broj % zapisujemo u obliku:
90 13 1 1 1 1
m==1l+==1+—==1+ =1+ =14+ ——
7 7 7 12 . 5 1 1
13 13 13 ]
12 T
odnosno, % =[1,5,1,12].
Ako je ag cijeli broj, ay,...,a, prirodni brojevi, izraz oblika (1) nazivamo razvoj broja o
jednostavni verizni razlomak. Brojevi ag, a1, as, ... nazivaju se parcijalni kvocijenti, a brojevi
Pn
— =lag, a1, ..., a,]
dn

se nazivaju parcijalne konvergente od «.

Ukoliko je a, = ay,, za neko n, dobili smo konacni razvoj broja o u jednostavni verizni
razlomak, te je u tom slucaju « racionalan broj. Primijetimo da ako je o = #, brojevi
ag, a1, as, ... su upravo kvocijenti iz Euklidovog algoritma primjenjenog na brojeve a i b.
Prikazimo to na Primjeru 2.1:

90 = 77-1+13
7= 13-5412
13 = 12-1+1
12 = 1-12



Kvocijenti 1, 5, 1, 12 su parcijalni kvocijenti u razvoju broja % u verizni razlomak.
Napomenimo da Euklidov algoritam funkcionira samo za razvoj racionalnih brojeva u verizni
razlomak, tj.onda kada je a,, = a,, za neki n.

Neka je sada a,, # a,, za svaki n. Pokazat ¢emo da to odgovara razvoju iracionalnih brojeva
u verizni razlomak.

Teorem 2.1. Brojevi p, i q, zadovoljavaju rekurzije
Pn = @pPn—1+ Pp—2, Do = o, pP1 = aoa1 + 1;
Gn = GpGn-1+Gn—2, Q=1 ¢ =a.
Dokaz. Za n = 2 tvrdnja se provjerava direktno. Pretpostavimo da je n > 2 i da tvrdnja

p/

vrijedi za n — 1. Definirajmo brojeve pj;, ¢; sa qf = |a1, as,...,a;41]. Tada je
J

Doy = QDo + D s, Gy = nly_y + G_s.
No,

. 1 o apps_ + q-_
Bi gy capt Gt WP G
4q; a1, ..., a;] Dja P

Stoga je p; = aop;_y + ¢j_1,q; = pj—1. Prema tome,
Pn = ao(@np)_o+D,_3) + (anG) o+ ¢,_3)

Gn(aopga + Q’;L72) + (aop;r:s + Q;lfs) = UpPn—1 + Pn—2,
Gn = nPl_g+ Dhp_g = Gndn—1+ Gn—2.

]

Dogovorno uzimamo da je p_o = 0,p_y = 1,q_o = 1,q_1 = 0, uz sto lako vidimo da
Teorem 2.1 vrijedi za sve n > 0.

Teorem 2.2. Za sve n > —1 vrijedi ¢,pn—1 — Pngn-1 = (—1)™.
Dokaz. Dokaz provodimo indukcijom. Za n = —1 imamo:
g-1p-2 —p-19-2=0-0—1-1=(=1)"".
Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za n — 1. Tada je
GnPn—1 = Pnln—1 = (@nGn-1+ Gu—2)Pn—1 — (anPp—1 + Pn—2)qn—1

_<Qn71pn72 - pn71Qn72)
=~ = (-

Iz prethodnog teorema direktno slijedi da su brojevi p,, i ¢, relativno prosti.

Teorem 2.3. Vrijede sljedece tvrdnje:

" g0 q2 a

- q3 as



3. Ako je n paran, a m neparan, onda je f]ﬁ < Bm
n

qm *

Teorem 2.4.
Pn

lim — =«
n—oo q,n
Dokaz. Kako je 22 < 22 < ... < BL 75 paran n, lim Pn postoji. Sli¢no, limes postoji i
q0 q2 q1 n—o0 qn
za neparan n. Ali ta dva limesa su jednaka jer je Z”—:i — 2—" = q(ill); i zbog q, > n je
lim = 0. Neka je f = lim —.
n=0 gn—1qn 00
Iz definicije brojeva aq, as, ... slijedi da je oo = [ag, a1, . . ., an, nta], gdje je 0 < — 1“ < ﬁ
To znaéi da « lezi izmedu brojeva flﬁ i f;”—i. Prema Teoremu 2.3, to znaci da je Zq’—" <a< fl’"—i
za n paran i Z"i <a< Zﬁ za n neparan. Dakle, a = 5. n
Sada mozemo zakljuciti da ako je a racionalan broj, onda je a, = «,, za neki n. No,
ako je « iracionalan broj, onda uvodimo oznaku lim [ag,ay,...,a,] = [ag, a1, as,...]. Ako
n—oo
je a = lag, a1, as, ..., tj.
1
=0t
a +———
1

as + —

taj izraz zovemo razvoj od o u beskonacni jednostavni verizni razlomak.

Teorem 2.5 (Legendre). Neka su p,q cijeli brojevi takvi da je g > 1 i

- = < —.
“ q| 2¢*

p‘l

Tada je %” neka konvergenta od c.

Dokaz. Ako je a = § tvrdnja je trivijalno zadovoljena. Pretpostavimo stoga da je a # ’7;.
Tada mozemo pisati o — g = Z—f, gdje je 0 < ¥ < % ie==£l.
Neka je
B = [bOa b17 s 7bn—1]
q
razvoj od § u jednostavni verizni razlomak, gdje je n izabran tako da vrijedi (—1)""! = ¢.
To uvijek mozemo postiéi jer je [ag, ay, ..., an] = [ag, a1, ..., a, —1,1].
Definirajmo w sa
_ WDhn—1 + Pn—2
o= ———""",
Wln—1 + qn—2
tako da je o = [bg, by, ..., bp_1,w].
e 9 . Ong1Pn+Pn_1 _ (=" —
Vrijedi formula ¢, — p, = @, - m —Pn = g A= [ag, at, ..., an, ani1),

prema kojoj je onda

el p 1 1 (—1)n1
o o — == (O-/Q’n—l _pn—l) — : )
q q qn—1 Qn—1 WQqn—1 + qn—2

— -1 Rjesavanjem ove relacije dobivamo w = + — %=2  Qdavde slijedi da je
Wqn—1+gn—2 Y qna1

w>2—1=1. Razvijmo w u (konac¢an ili beskonacan) jednostavan verizni razlomak,

paje ) =

W = [bnybn+17bn+2; .. ]

4



Kako je w > 1, svi b; (j =n,n+1,...) su prirodni brojevi. Stoga je
o = [bo, b1> e 7bn—1a bn, bn-‘,—l; .. ]

razvoj u jednostavni verizni razlomak od « i

Z_) = Dot = [b07 b17 EIRI) bn—l]

q Gn—1
je konvergenta od «, §to je trebalo dokazati. O]
Definicija 2.1. Za beskonacni verizni razlomak [ag, a1, as, ...| kaZemo da je periodski ako

postoje cijeli brojevi k > 0, m > 1 takvi da je apyn = a, za sve n > k. Tada veriini
razlomak pisemo u obliku

[a(), A1y Qf—1, Aky Q415 - - - 7ak+m—1]7

gdje “crta” iznad brojeva ay,gi1, - .., Gprm—1 2nact da se taj blok ponavlja u nedogled.
Pretpostavljamo da je broj m najmanji broj sa gornjim svojstvom, te ga zovemo duljina
perioda.

Za periodski verizni razlomak kaZemo da je cisto periodski ako je k = 0, tj. ako nema pocetni
blok koji se ne ponavlja.

Primjer 2.2. Promotrimo sljedece primjere:

1
(i) Neka je f =1[3,4,3,4,...] =[3,4]. Tadajeﬁz?)—i-—l.

4 _
*3

, . kvadratnu jednadzbu 43> — 128 -3 =0,

34+2v3
o

(ii) Neka je sada o = [2,3,3,4]. Uoc¢imo da je tada o = (2,3, 8], pa imamo

138 + 3

Sredivanjem 1 dobij = —
redivanjem izraza dobijemo 5

a zbog B > 0, za korijen jednadzbe dobivamo [ =

1 8 23 +4/3
e T i 13

3+ 3

Ovaj primjer ilustrira op¢u situaciju.

Definicija 2.2. Za iracionalan broj a kazZemo da je kvadratna iracionalnost ako je o korijen
kvadratne jednadzbe s racionalnim (cjelobrojnim) koeficijentima i pozitivnom diskriminan-
tom.

Primijetimo da je kvadratna iracionalnost o oblika #, za ¢ # 01b > 0 koji nije potpun
kvadrat.

Teorem 2.6 (Euler, Lagrange). Razvoj u jednostavni verizni razlomak realnog broja o je
periodski ako i samo ako je o kvadratna iracionalnost.



Dokaz. Neka je v = [bo,by,...,bg_1,G0,a1,---,0m-1), te neka je f = [ag,ar,---,Gm_1),
tj. neka je 8 cisto periodski dio od «a. 1z = [ag, a1, . .., am_1, 5] slijedi da je

B — Bpm—l +pm—2
BQm—l + qm—2 ’

sto je kvadratna jednadzba za (3 (s cjelobrojnim koeficijentima). Buduéi da je § iracionalan
(jer mu je razvoj beskonacan), to je 8 kvadratna iracionalnost.
Zapisimo o pomocu f:
+ /
o= 2L )
Ba+q
gdje su § i *;i: zadnje dvije konvergente od [bg, by, . .., br_1]. No, kako 8 ima oblik #, iz (2)
slijedi da i v ima isti oblik. Buduéi da « nije racionalan, prvi dio teorema je dokazan.

Dokazimo sada obrat. Neka je a kvadratna iracionalnost, tj. neka je a = “+c\/g, a,b,c e

b > 0,c # 01 b nije potpun kvadrat. Pomnozimo li brojnik i nazivnik od « sa |c|, dobivamo

ac + V'bc? —ac + Vbc?
2 2 J

C —C

ili a=
u ovisnosti o tome je li ¢ pozitivan ili negativan. Stoga o mozemo zapisati u obliku

50+ Vd
to

gdje su d, so, to € Z, ty # 0, d nije potpun kvadrat i tq | (d — s2).
Sada ¢emo opisati razvoj [ag, ay,...| u jednostavni verizni razlomak broja «. Neka je
ag = a, te neka je

a; = o), o= #, Sit1 = ity — Si;,  tiy1 = t—lﬂ (3)
Imamo:
si+Vd—ait; Vd—sin d— s, tiv1 1
o — a; = = = = = R
L; t; tl(\/a + Sit1) Vd+ sip1 Qg1

pa je zaista a = [ag, aq, - . . |.

Pokazimo matematickom indukcijom da su s;,t; cijeli brojevi takvi da je ¢t; # 0 i
ti | (d—s?). To vrijedi za i = 0. Ako tvrdnja vrijedi za neki 7, onda iz s 1 = a;t; — s; slijedi
da je s;11 cijeli broj. Relacija

d—si, d—s?

S*
ti—l—l = = ! + 2@15,’ — aftl
t; t;

pokazuje da je i t;11 cijeli broj. Nadalje, ¢t;1; # 0, u suprotnom bi d = S?_H bio potpun
—s? ce 1.
kvadrat. Konacno, iz t; = dtT“ slijedi da ;11 | (d — s2.4).
Oznacimo sada sa o) konjugat od «, tj. o) = %ﬁ Buduci da je konjugat kvocijenata

/
jednak kvocijentu konjugata, imamo o = %. Odavde je
ndn— n—

!/ Pn—2

1 9n-2 U
QO = q ol — Pt :

n—1 0 dn—1

6




Kada n — oo, zn—j i f;"—:; teze prema ap, a o # . Stoga izraz u zagradi tezi prema 1, pa
je zbog toga pozitivan za dovoljno velike n, recimo za n > N. Sada je za n > N broj o/,
negativan. Ali, oy, je pozitivan za n > 1, pa je o, — o, = %ﬁ > (0. Dakle, t,, >0zan > N.

Nadalje, za n > N imamo
§2 < 82 4ty ity =d = |s,| < Vd,
dok iz «,, > 1 i upravo dokazanog slijedi

tn < Sn 4+ Vd < 2Vd.

1z ovoga slijedi da uredeni parovi (s, t,) mogu poprimiti samo kona¢no mnogo vrijednosti,
pa postoje prirodni brojevi j, k, j < k, takvi da je s; = sy, t; = t. Sada (3) povlaci da je
aj = ay, pa je

o = [a07 vy (51,05, Qg1 - 7ak—1]a

Sto je i trebalo dokazati. O]

Primijetimo da iz dokaza Teorema 2.6 slijedi algoritam za razvoj kvadratnih iracionalnosti
u verizni razlomak, formule (3).

S

5+6 u verizni razlomak.
Imamo d = 7,80 = 5,tg = 6,0¢ = E’*Tﬁ. Vidimo da vrijedi to | (d — sg2), t7.6 | (7 — 5%),

pa poénimo s postupkom (3) i raspisimo to tablicno:

Primjer 2.3. Razvijmo broj a =

18 |t Q; a;
015|621
1| 1]1|=%7T]3
223|211
3012 |71
401341
5l2 |1 | 3Ty
6123

Vidimo da je sa = Sg,ty = tg, pa ée biti a = [1,3,1,1,1,4].

Teorem 2.7. Kvadratna iracionalnost o ima cisto periodski razvoj u jednostavni veriini
razlomak ako i samo ako je a > 1 i —1 < o < 0, gdje je o/ konjugat od o. (Za takvu
kvadratnu iracionalnost kazemo da je reducirana.)

Dokaz. Neka je « > 11 —1 < o < 0. Stavimo oy = «, te definirajmo rekurzivno «; kao

L — a; — a;. Tada je
Qit1

1

!
—d —a. 4
Qg dim @)

Sada je a; > 1 za sve i > 0 (¢ak i za i = 0 zbog a > 1). Zbog toga, ako je o/ < 0, onda

je a% < —1, odnosno —1 < aj,; < 0. Kako je =1 < a5 < 0, indukcijom slijedi da je
i+1

—1 <) <0zasvei>0. Sada iz (4) slijedi

1 1
0<—,——ai<1, tj. a;=| — .
Qi1



Iz Teorema 2.6 slijedi da postoje prirodni brojevi takvi da je j < ki a; = a;. Sada je

/! /
a; = oy, te
1 1
a~71 = —_ — = —_ — = ak*l
J / / )

Dakle, a; = ay, povlaci da je aj_; = ag—1. Primjenimo li ovu implikaciju j puta, dobivamo
Qg = ag—j, tj. oo = [@g, a1, - -, p—y)-
Obrnuto, pretpostavimo da je razvoj od « ¢isto periodski,

o = [a'Oa Ay, ... 7an—1]7
ag, @y, . ..,a,—1 € N (zbog ag = a,). Imamo: o > ag > 1. Takoder je
aPp—1 +pn—2
a=lag,...,ay 1,0 = ————=.
adp—1 +Qn—2

Prema tome, a zadovoljava kvadratnu jednadzbu

f(x) = x2Qn71 + 2(gn-2 — Pn—1) — Pn—2 = 0,

koja ima dva korijena, o i /. Bududi da je a > 1, dovoljno je provjeriti da f(z) ima
korijen izmedu —1 1 0. To ¢emo provjeriti tako da pokazemo da f(—1) i f(0) imaju razlicite
predzmake. Vidimo da je f(0) = —pu—s < 0,8 f(—1) = gu-t — G2+ Pot — P2 >0 O



3 Pellove jednadzbe

3.1 Osnovni pojmovi i rjeSenja Pellove jednadzbe

U ovom poglavlju upoznat ¢emo se s Pellovim jednadzbama i njihovim rjeSenjima, te vidjeti
kako su rjesenja povezana s veriznim razlomcima.

Definicija 3.1. Diofantska jednadzba
1’2 - dy2 = 17 (5)

gdje je d € N i d nije potpun kvadrat, zove se Pellova jednadzba.
Opcenito, jednadzba oblika
z? —dy* = N, (6)

gdje je d kao gore 1 N € N, zove se pellovska jednadzba.

Ako je d € N potpun kvadrat, tj.d = ¢?, ¢ € Z tada jednadzba (5) ima samo trivijalna
rjeSenja. Naime iz (z — cy)(x + cy) = L slijedi z — cy =z + cy = £1. Akojed € Z,d < 0,
jednadzba takoder ima samo trivijalno rjesenje (x,y) = (£1,0). Analogno vidimo da ako je
d < 0 ili ako je d potpun kvadrat, jednadzba (6) ima najvise kona¢no mnogo rjesenja.

Rjesenje (x1,y1) u prirodnim brojevima jednadzbe (5) zvat ¢emo najmanjim netrivijalnim
rjeenjem (fundamentalnim rjesenjem) te jednadzbe ako za svako drugo rjesenje (xs,y9) u
prirodnim brojevima iste jednadzbe vrijedi 7 < z3. Uo¢imo da vrijedi: (z1,y;) je najmanje
rjesenje jednadzbe ako i samo ako vrijedi:

Ty + y1\/a < T+ y2\/a. (7)

To se mozZe vidjeti iz sljedeteg: 1?2 — dy? = 23 — dy3 povlaci da je 23 — 22 = d(y? — v3) pa je
x1 < x9 ako i samo ako y; < yo. Stoga je (7) moguce ako i samo ako je x; < zs.

Najmanje netrivijalno rjeSenje Pellove jednadzbe ¢esto nije lako nac¢i. U nekim slucajevima,
to ipak nije pretezak posao, kao npr. za jednadzbu z? — 2y = 1. Njezino najmanje rjeSenje
u prirodnim brojevima dano je s (z,y) = (3,2). No, napomenimo kako je najmanje rjesenje
jednadzbe 2% — 61y* = 1 dano s (z,y) = (1766319049, 226153980).

U nastavku ¢emo pokazati da Pellova jednadzba uvijek ima beskonacno mnogo rjesenja,
svako od njih se moze dobiti pomoc¢u najmanjeg, a u tome ¢e nam od velike koristi biti razvoj]
broja v/d u verizni razlomak.

Teorem 3.1. Ako prirodan broj d nije potpun kvadrat, onda razvoj u jednostavni veriZni
razlomak od \/d ima oblik:

Vd = [ap, a1, az, . .., ar_1, 2a0],

gdje je ag = [\/EJ, a ai,...,a,_1 su centralno simetricni, tj.ay = Qp_1,02 = Qp_2,....
Nadalje, u (3) uz ag = Vd,to = 1,50 = 0, imamo t; # —1 i t; = 1 ako i samo ako r | i (r
oznacéava duljinu najmanjeg perioda u razvoju od \/d ).

Dokaz. Promotrimo broj 8 = v/d+ |v/d]. Ocito je broj /3 reduciran, pa po Teoremu 2.7 ima
¢isto periodican razvoj

Vd + |Vd] = [bo, b1, -, br—1] = [bo, b1, .- b1, bo). (8)



Razvoj od 8 i V/d se razlikuju samo u prvom ¢lanu, tj.b; = a; za ¢ > 1. Uocimo da je

= |Vd + [Vd]|]| =2|Vd]. Sada je

Vd = —|Vd|+8
= V) + [21Vd), by, b b
— [|Vd], by, b, o)

= lag,a1,...,a,_1,2a0).

Da bi dokazali centralnu simetri¢nost, uo¢imo da je 5 = by + ﬂ%, gdje je

B = (ﬂ—LﬂJ)—lz—i:—i—zbog() [brl,—i}:...

ﬁ/ 5/ 1/n—1
1

— br_l,br—Qa""bO’_E

= [brfl, br727 ce 7b0]'

Dakle, 5 = [by,by—1,b,—2,...,by]. Usporedimo li ovo s (8), dobivamo da je by = b,_,
b2 - bT,Q e

Buduéi da je r duljina najmanjeg perioda, imamo da je 8; = 8 ako i samo ako r | i.

Ako sada primjenimo algoritam (3) na By = vd+ |Vd],to = 1,50 = |V/d], onda za sve j > 0
imamo:

RN VIR

t]r tO

odnosno
sjr — Ui [Vd] = (tj, — D)V,

pa je t;, = 1 jer je Vd iracionalan. Nadalje, t; # 1 za sve ostale vrijednosti od i. Zaista,
t; = 1 povlaci 8; = s; + V/d. No, B; ima €isto periodski razvoj, pa je po Teoremu 2.7,
—1<s;—Vd<0. Odavde je Vd — 1 < s; < V/d, tj.s; = |\/d], pa je Bi = 3, §to povlaci da
r| .

Neka je sada t; = —1. Onda je 8 = —s; — V/d, pa Teorem 2.7 povladi da je —s; — vVd > 1
i—1<—s+vd<0,pa je Vd < s; < —/d—1, to je oCito nemoguce. O

Teorem 3.2.
p2—dg® = (=1)""t,1, zasve n>—1.

Dokaz. 1z (3) imamo:

Vi = ap = OntiPnt Pact _ (Snen + VA)pn + toi1Pn1
=y = :

On+14n + qn—1 (Sn+1 + \/c_l)qn + tn—l—lQn—l
Buduéi da je v/d iracionalan, slijedi

Spr1Gn + thrIanl —DPn = O, Sp1Pn + tn+1pn71 - dQn = 0.

Eliminirajuéi s,,;, dobivamo

p?z - dqi = (ann—l - pn—IQn)tn—I—l = (_l)n_ltn-i-l-
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Teorem 3.3. Neka je d prirodan broj koji nije potpun kvadrat, te neka su Z—Z konvergente u

razvoju od Vd. Neka je N cijeli broj, |IN| < Vd. Tada svako pozitivno rjesenje & = u,y = v
jednadzbe x* — dy? = N, takvo da je (u,v) = 1, zadovoljava u = p,,v = q, za nekin € N.

Dokaz. Neka su B, M € N takvi da je (E,M) =11 E* — oM? = 0, gdje je /0 iracionalan i
0 <o <,/0, 01 psurealni brojevi, ne nuzno cijeli. Tada je % —/o=

V0 q 1

E
0< — — < = < .
i VO ME 4 M) MA(E+1) T 2

M(E—&(-TM\/E) pa je

Po Teoremu 2.5, % je konvergenta u razvoju od ,/p.

Ako je N > 0, uzmimo ¢ = N,po = d,E = u, M = v, pa dobivamo tvrdnju teorema u
ovom slucaju.

Ako je N < 0, onda je v* — Lu? = =& pa mozemo wzeti o = —& o=1 E=v, M = u.
Dobivamo da je 7 konvergenta u razvoju od \/L&' No, ako je  n-ta konvergenta od \/La, onda

je %(n — 1)-va konvergenta od Vd, pa je teorem dokazan i u ovom slucaju. O]
Iz Teorema 3.1, 3.2 i 3.3 neposredno slijedi:

Teorem 3.4. Sva rjesenja u prirodnim brojevima jednadzbi x* — dy* = %1 nalaze se medu
T =Pn, Y = qn, gdje su Z—Z konvergente u razvoju od \/d. Neka je r duljina perioda u razvoju

od \/c_i

Ako je r paran, onda jednadzba x> —dy? = —1 nema rjesenja, a sva riesenja od x* —dy* =
1 su dana s ¢ = Ppr—1,Y = Qur—1 2an € N.
Ako je r neparan, onda su sva rjesenja jednadibe x* — dy?> = —1 dana s * = ppr_1,y =

Gnr—1 20 m neparan, dok su sva rjesenja jednadzbe x* — dy?> =1 dana s T = ppr—1,Y = Qur—1
za n paran.

Teorem 3.5. Ako je (x1,y1) najmanje rjesenje u prirodnim brojevima jednadzbe x*>—dy* = 1,
onda su sva rjeSenja ove jednadzbe dana s (x,,y,) zan € N, gdje su x,, iy, prirodni brojevi
definirani s

T+ yuVd = (21 + i Vd)". (9)
Dokaz. 1z (9) slijedi 2, — y,vVd = (21 — y1V/d)", pa je

xy, — dyy = (21 — dy)" =1,

sto znaci da su (z,,y,) zaista rjeSenja.
Pretpostavimo sada da je (s, t) rjesenje koje se ne nalazi u familiji

{(#n, yn) : n € N}
Buduéi da je 21 +y1v/d > 11 s+ t/d > 1, postoji m € N takav da je
(z1 + 1 Vd)™ < s+ 1Vd < (21 + i Vd)™ (10)
Pomnozimo li (10) s (z; — y1v/d)™, dobivamo

1< (s +tVd)(z, —ipnVd)™ < 21+ y1Vd.

11



Definirajmo a,b € Z s a4 bvd = (s +t/d)(z1 — y1v/d)™. ITmamo: a? — db? = (s> — dt?)(z? —
dy?)™ =1. Iz a4+ bv/d > 1 slijedi 0 < a — bv/d < 1, pa je

20 = (a+bVd)+ (a—bVd) >0,
2Vd = (a+bVd)—(a—0bVd) >0,

Stoga je (a, b) rjesenje u prirodnim brojevima jednadzbe 2 —dy? =11 a+bVd < z14+11V4d,
sto je kontradikcija s pretpostavkom da je (x1,y1) najmanje rjesenje. O

Teorem 3.6. Neka je (x,,9,),n € N niz svih rjesenja Pellove jednadibe x? — dy? = 1 u
prirodnim brojevima, zapisan u rastuc¢em redosljedu. Uzmimo da je (xo,v0) = (1,0). Tada
vrijedi:
Tpto = 201Tn41 — Tny,  Ynt2 = 281Yn1 — Y, 1 2 0.
Dokaz. Vrijedi , + ypVd = (21 + y1v/d)". Odavde je
(anrl + yn+1\/8) (xl + yl\/a) = Tpy2 + yn+2\/a>
(anrl + ynJrl\/C_i) (xl - yl\/a) = Tp+ yn\/8

Sada izjednacavanjem slobodnih ¢lanova imamo

Tpya = T1Tpt1 + AY1Ynta,

Ty = T1Tpy1 — AY1Ynt1,

odakle zbrajanjem dobivamo x, o = 212,11 — .
Analognim ra¢unom, tj. izjedna¢avanjem ¢lanova uz v/d imamo

Yn+2 = Z1Yn+t1 T Y1Ynt1,

Yn = T1Yn+1 — Y1Tn+1,

pa ponovo zbrajanjem dobivamo ¥,1o = 2T1Yp11 — Yn-

3.2 Primjeri

Proucimo sada neke primjere i probleme koji se se svode na analizu skupa rjeSenja Pellove
jednadzbe.

Primjer 3.1. Nadimo najmanja rjesenja jednadzbi x> — 29y* = —1 i 22 — 29> = 1 u
prirodnim brojevima (ako postoje).

Rjesenje. Razvijmo broj v/29 u verizni razlomak koristeéi postupak (3).

()
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Kako je s1 = sg,t1 = tg razvoj od v/29 u verizni razlomak je oblika v/29 = [5,2, 1,1, 2,10,
iz Cega vidimo da je period r = 5 neparan. Tada je prema Teoremu 3.4 najmanje rjeSenje
od 22 — 29y*> = —1 dano s (p1.5-1,¢1.5-1) = (P4, qs), @ najmanje rjesenje od 2 —29y> = 1's

(p25-1,925-1) = (P9, qo). Sada prema Teoremu 2.1 racunamo p;, q;, za i = —1,0,1,...,9.
i a; | p gi
-1 1 0
0 5) 5) 1
1 2 11 2
2 1 16 3
3 1 27 )
4 | 2 70 13
5 [ 10 | 727 | 135
6 2 | 1524 | 283
7 1 | 2251 | 418
8 | 1 [3775| 701
9 2 19801 | 1820
Dakle, (p4,q4) = (70, 13), (pg, o) = (9801, 1820).
Uocimo da je (70 + 13v/29)? = 9801 + 1820+/29. O

Primjer 3.2. Neka je (x,,y,) rastuéi niz rjesenja Pellove jednadzbe x> —dy? = 1 u prirodnim
brojevima. Pokazimo da za sve prirodne brojeve m,n vrijedi

Tntm = TyTn+ dymym

Yn+m = Tmln + YmTn,
Tom 1 /2, dyn
Tam 1 (_ N L) |
Yom 2 Ym Tm

Rjesenje. Dokaz provodimo indukcijom po m. Uvrstavanjem m = 1 u prve dvije jednakosti
dobivamo

Tpt1 = T1Tp + dY1Yn,
Yn+tl = T1Yn T N Ty

Prema racunu kojeg smo koristili u dokazu Teorema 3.6, izjednacavanjem slobodnih ¢lanova
i ¢lanova uz v/d, gornje jednakosti vrijede za svaki prirodni broj n.
Pretpostavimo da jednakost vrijedi za m = k, tj.

Tnt+k = xkxn+dykyn7

Yntk = TkYn + Yrln
Pokazimo istinitost za m = k + 1. Koristec¢i rezultate baze i pretpostavke indukcije slijedi
Tkl = $1Tnik + AY1Ynin = T1(T5Tn + dyeyn) + dyr(Teyn + YrTa).
Mnozenjem i grupiranjem ¢lanova dobivamo
Tntht1 = Tn(T12k + dY1yr) + dyn(T1Yk + Y128) = Tpt1 T + dYps1Yn-

Time je dokazana prva jednakost. Analognim racunom se pokaze i istinitost druge jednakosti,
tj.
Yntkt1 = Tk 1Yn + Ykt1Tn-
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Posljednju jednakost dobivamo dijeljenjem prve jednakosti drugom, uz uvjet m = n.

Yom meym B 2 Ym Tm

]

Primjer 3.3. Neka su m i d proizvolyni prirodni brojevi i d nije potpun kvadrat. PokaZimo
da postoji beskonacno mnogo rjesenja Pellove jednadzbe 2 — dy* = 1 pri éemu je y djeljiv s
m.

Rjesenje. Neka je y djeljiv s m. To znaci da postoji k € Z takav da je y = mk,m € N.
Trebamo pokazati da Pellova jednadzba 22 — dy? = 1 uz taj uvjet ima beskona¢no mnogo
rjeSenja. Uvrstavanjem dobivamo jednadzbu

r? — d(mk)* = 1.
Kvadriranjem i grupiranjem imamo
2? — (dk*)m? = 1.
Oznacimo li dk? s d’, dobivamo jednadzbu
> —dm? =1,

d' nije potpun kvadrat (jer d nije potpun kvadrat), koja prema Teoremu 3.5 ima beskona¢no
mnogo rjesenja u prirodnim brojevima. Time je tvrdnja pokazana. O

Primjer 3.4. Pokazimo da postoji beskonacno mnogo prirodnih brojeva n sa svojstvom da
je suma prvih n prirodnih brojeva jednaka kvadratu nekog prirodnog broja. Nadimo barem
dva prirodna broja s tim svojstvom.

Rjesenje. Neka su m,n € N takvi da vrijedi

n
E i =m?,
i=1

tj.
n(n+1) —m2.
2
Mnozenjem s 8 dobivamo
4n® + 4n = 8m?.

Sada, svodenjem na potpuni kvadrat imamo
(2n+1)* — 1 = 8m?,

odnosno
(2n 4+ 1)? — 8m? = 1.

Uvedimo supstituciju x = 2n + 1,y = m. Vidimo da se problem sada svodi na odredivanje
broja rjesenja Pellove jednadzbe
22— 8y =1.
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Prema Teoremu 3.5 jednadzba ima beskonacno mnogo rjesenja u N. Najmanje rjesenje je
ocito (w1,y1) = (3,1). Stoga iz 2ny + 1 = z; slijedi ny = 1, a my = 1. Zaista, vrijedi 1 = 12.
Sva rjeSenja jednadzbe z2 — 8y? = 1 dana su s

T+ V8= (3+V8)* kel
Neka je npr. k = 2. Sada je

2y + 4oV = (3+ V8)2 = 17+ 6V5.

8

Stoga je 2ns +1 = x5 = 17, odakle slijedi ny = 8, a my = 6. Zaista vrijedi Zz = 62
i=1

Analogno, mozemo pronaci beskona¢no mnogo parova (n, m) tako da je ZZ — m2.

=1
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4 Arhimedov problem stoke

U ovom poglavlju proucit ¢emo zanimljiv problem kojem se rjeSenje nalazi pomocu Pellove
jednadzbe, a to je problem poznat kao Arhimedov problem stoke.

Arhimedov problem stoke je napisan u formi epigrama u 44 retka. Epigram je kratka
pjesnicka forma koja je bila izrazito prisutna u starogrckoj knjizevnosti, pomocéu koje su
se izrazavale javne ili prigodne poruke (Cestitke, iskaz sucuti, molba), ili pak rugalice, bilo
nekim osobama, bilo zbivanjima u pis¢evoj okolini. Tako je i Arhimedov epigram nastao
kao njegov odgovor na zanovijetanja Apolonija iz Perga (262.—190.g. pr. Kr.) koji je Arhi-
medu predbacivao da je sklon matematickim problemima cije rjeSavanje zahtijeva naporna
i dugotrajna racunanja. Arhimed je inspiraciju za pisanje epigrama vrlo vjerojatno nasao u
Homerovoj Odiseji, a ovdje je dan njegov slobodan prijevod:

Ako si marljiv i mudar, strance, izracunaj broj
Suncevih goveda Sto su nekoc pasla na poljima
Trinakije na otoku Siciliji, podijeljenih u cetiri stada
razlicitih boja: jednog bijelog kao snijeg, drugog
bljestavo crnog, treceg Zutog i cetvrtog sarenog.

U svakom je stadu bilo mnostvo bikova:

Broj bigelih bio je jednak zbroju polovine 1 trecine
crnih i jos k tome valja dodati sve Zute.

Broj crnih dobije se kad cetvrtini © petini Sarenih
pridodamo i opet sve Zute.

Znaj da je Sarenth bilo koliko je zbroj Sestine
bijelih i njihove sedmine, a i ovima valja pridodati
sve zZute.

A evo koliko krava bijase:

Bigelih je bilo tocno onoliko koliko iznost trec¢ina i
cetvrtina cjelokupnog krda crnih.

Broj crnih bio je jednak zbroju cetvrtine v petine
sve Sarene stoke.

Sarenih je krava bilo onoliko koliki je zbroj petine i
Sestine sve Zute stoke u stadu.

Naposljetku, Zute su krave po broju bile jednake
zbroju Sestine 1 sedmine bijeloga krda.

Mognes li, strance, tocno recéi broj Sunceuvih

goveda, utvrdivsi ponaosob broj gojnih bikova i k
tome broj krava prema njthovoj boji, necu te drzati
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nevjezom 1 neznalicom po pitanju brojeva, no jos
uvijek te necu ubrojiti nitt medu mudre.

No, hajde razmisli jos i o ovim uvjetima koji se
odnose na Sunceva goveda:

Kad se bijeli volovi izmijesaju s crnima te
rasporede tako da u sirinu stane jednako kao u
dubinu, ispunit ce se dolina Trinakije njthovim
mmnostvom.

A ako se zZuti i Sareni bikovi skupe u jedno krdo
tako da medu njima ne bude nijednog vola druge
boje niti ijedan od Zutih ili Sarenih ne uzmangka,
oni ce se moci rasporediti tako da im broj po
redovima raste, pocev od broja jedan, te se tako
napuni triangularni broj.

Uzmognes li, strance, rijesiti sve ovo, zavrsit ées
okrungen slavom i smatrat ce te nenadmasnim u
mudrosti.

Sam problem se pojavio 1773. godine u prijevodu njemackog pisca Gottholda Ephraima
Lessinga. On je, proucavajuci i prevodedi rukopise i djela pisana na grckom i latinskom jeziku,
naisao na problem stoke. Opce rjeSenje problema dao je 1880. godine njemacki matematicar
A. Amthor koji je pokazao da je rezultat priblizno jednak 7.76 - 1029%44, 5to je broj s 206545
znamenki, kojemu su prve cetiri znamenke 7760.

Grupa matematicara pod nazivom The Hillsboro Mathematical Club koju su ¢inili mate-
maticari E. Fish, G. H. Richards i A. H. Bell u godinama od 1889. do 1893. izra¢unali su prvu
31 i posljednjih 12 znamenki najmanjeg rjeSenja problema:

7760271406486818269530232833209. . .
... 719455081800

O slozenosti ovog problema i o tome kako je racunanje prije pojave ra¢unala bilo slozeno,
lijepo se vidi u tekstu objavljenom u The New York Timesu 18.sijecnja 1931.: “Buduci da
bi izracun zahtijevao tisucu ljudi @ tisu¢u godina, jasno je da svijet nikad mece docekati
cjelokupno rjesenje.”. No, ipak su ga docekali i to 1965. godine. Matematic¢ari H. C. Williams,
R.A.German i C.R.Zarnke, s kanadskog Sveucilista Waterloo, primjenom rac¢unala IBM
7040 odredili su tocan broj, sve njegove znamenke. Racunalu je za izra¢un trebalo 7 satii 49
minuta. Provjeru tog rezultata proveo je 16 godina kasnije Harry L. Nelson na glasovitom
racunalu Cray-1, a broj s 206545 znamenki ispisan je na 47 listova papira. Ovdje je zapravo
bila rije¢ o testiranju novoproizvedenog racunalnog ¢uda. Racun je, zajedno s provjerom
tocnosti, trajao desetak minuta. Nelson je uz najmanje nasao i pet sljedec¢ih rjesenja od
kojih je posljednje imalo vise od milijun znamenki.

Prihvatimo se sada rjeSavanja samog problema. Zamislimo stado koje se sastoji od krava
i bikova bijele, crne i zute boje, a neki su i Sareni. Brojevi pojedine skupine su medusobno
povezani odredenim uvjetima, stoga za njihov laksi zapis uvedimo sljedece oznake:
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B — broj bijelih bikova,
b — broj bijelih krava,
C' — broj crnih bikova,
¢ — broj crnih krava,

Z — broj zutih bikova,
z — broj zutih krava,

S — broj sarenih bikova,

s — broj sarenih krava.

Uz ove oznake problem svodimo na sljedeci sustav jednadzbi:

L. B=(3+3) C+2,

2.C=(3+1%)-5+72,

3. S=(;+1)-B+7Z,
4. 0=(3+1)-(C+o),
5.c=(3+%) (S+9),
6. s=(:+3) (Z+2),
T.2=(g+1) (B+b)

Uz to su postavljena jos dva uvjeta:

8. B+ C je potpuni kvadrat,

9. Z+ S je oblika @, tj. suma prvih n prirodnih brojeva (ukupan broj toc¢aka koje se
mogu razmjestiti u obliku trokuta).

Prvih sedam jednadzbi ¢ine homogeni linearni sustav s osam nepoznanica, njega nije pro-
blem rijesiti nekim od racunalnih programa, no pogledajmo kako to izgleda ako ga rijesimo

“pjesice”.

Pomnozimo redom, prvu jednadzbu s 336, drugu s 280, tre¢u s 126. Dobivamo:

3368
280C
1265

Zbrojimo li te tri jednadzbe dobivamo:

odnosno

280C + 3367,
1265 + 2807,
39B + 1262.

2978 = 7427,

33.11B=2-7-53Z.
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Zatim iz druge i tre¢e nalazimo
31118 =2%.5.79Z,
odnosno
32-11C =2-89Z.

Analogno postupimo sa sljedece cetiri jednadzbe, prvu mnozimo s 4800, drugu s 2800, trecu
s 1260, ¢cetvrtu s 462 i dobivamo:

3%.11-4657b = 2°.5.7-23.373Z,

3%.11-46572 = 13-46489Z,

3%.4657s = 2%.5.7-761Z,

3%.11-4657c = 2-17-15991Z.
Kako rjesenja moraju biti cijeli brojevi, promatrajuci gornje jednakosti zakljucujemo da broj
Z mora biti djeljiv s 3* - 11 - 4657, tj. mozemo pisati:

Z =3 11-4657 - k = 4149387 - k.
Na ovaj na¢in smo dosli do opceg rjeSenja sustava sedam linearnih jednadzbi sa osam nepoz-
nanica, uz uvjet da su ta rjeSenja prirodni brojevi:
B = 2-3-7-53-4657k = 10366482 - k,

= 2-.3%.89-4657k = 7460514 - k,
= 3'.11-4657 - k = 4149387 - k,
2%.5-79 - 4657 - k = 7358060 - k,
= 2%.3.5.7-23.373k = 7206360 - k,
= 2-.3%.17-15991k = 4893246 - k,
= 3%.13 46489k = 5439213 - k,
s = 22.3.5.7-11-761k = 3515820 - k,

n o o= »nn N Q
I

gdje je k € N. Ako ih sada sve pozbrajamo, dobijemo da je to ukupno 50389082 - k komada
stoke.
Jedan od dodatnih uvjeta kaze da je broj B + C potpun kvadrat, tj. B + C = m? m € N.
Odnosno:

m? = 2-3-(7-53+3-89)-4657 -k

= 2%2.3.11-29-4657 - k.
Ocigledno je k = 3 -11-29-4657 - t2,t € Z.
Tada je rjeSenje sustava Sto ga ¢ini sedam jednadzbi uz dodatni uvjet da je B + C potpun
kvadrat dano s:
B = 2-3%.7.11-29-53-4657%t> = 46200808287018t?,

= 2.3%.11-29-89-4657** = 33240638308986 - 12,
= =3%.11%-29 - 4657** = 18492776362863 - t°,
22.3.5-11-29-79 - 4657°t* = 32793026546940 - 2,
23.3%.5.7-11-23-29-373-4657t* = 32116937723640 - 12,
2.3%.11-17-29-4657 - 15991t* = 21807969217254 - t2,
3%.11-13-29 - 4657 - 46489t% = 24241207098537 - 2,
s = 22.3%.5.7-11%-29- 761 - 4657t* = 15669127269180 - t*.

o o »nn N Q
Il
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Posljednji uvjet zahtijeva da je Z+ S trokutni broj, tj. Z+.5 = @ Primijetimo da je broj
trokutni ako i samo ako je 8(Z+S)+1 = (2n+1)?, a kako je Z+S = 4149387 -k+7358060-k =
11507447 - k, imamo

8(11507447k) + 1 = (2n + 1)*.

Ako sada uvrstimo nadenu vrijednost za k imamo jednadzbu:
8(11507447 - 3 - 11 -29 - 4657t%) + 1 = (2n + 1),

koju ¢emo zapisati u obliku:
(2n+1)>—2-3-7-11-29-353-(2-4657t)* = 1,

i kojoj trebamo nadi sva cjelobrojna rjesenja. Uvrstimo li sada da je 2n+1 = x12-4567t = y,
dobivamo jednadzbu oblika:
x? — 472949497 = 1,

koja je zapravo Pellova jednadzba. Upravo na ovaj nacin je Amthor dosao do rjesenja
problema, tj.do rezultata koji iskazuje najmanji moguci ukupan broj stoke.
Najmanja rjesenja dane Pellove jednadzbe su:

x = 109931986732829734979866232821433543901088049
y = 5054948523431503307447781973554040886340

Zbog ogromnih brojeva ne¢emo se upustati u njezino rjesavanje.

Americki matematicar Vardi kaze: “Tesko je povjerovati da je Arhimed mogao rijesiti ovaj
problem”, a nije ¢ak niti izgledno da bi znao postoji li njegovo rjesenje. On je takoder
izrac¢unao najmanji moguci broj stoke:

[ 25194541

Tea11915o 109931 289734 23282143354390108804
Ili0[s  [10993198673280734979866232821433543901088049 +

505494852343315033074477819735540408986340 - \/4729494]465ﬂ

Tesko je uopce zamisliti da toliki broj stoke stane na otok Siciliju, no bog Sunca Helios,
kome pripada“Sunceva stoka”, bi se ve¢ nekako nosio s time. Za kraj se mozemo sloziti
s Vardijevom recenicom: “Jednostavnost problema i slozenost rjesenja sjajan su izazov, a
sam je problem jo$ jedan prilog tvrdnji da je Arhimed jedan od najveéih matematic¢ara svih
vremena.”
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