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Sazetak

Ovaj zavrsni rad sadrzi osnovna svojstva i rezultate koji se odnose na redove realnih
brojeva. Najprije se upoznajemo sa samom definicijom niza realnih brojeva i njegovim
svojstvima. To je osnova za definiranje reda realnih brojeva. Prisjetit ¢emo se konvergencije
(divergencije) niza. Zatim ¢emo navesti neke vazne kriterije konvergencije reda te primjerima

ilustrirati njihovu primjenu.

Kljuc¢ne rijeci

Niz realnih brojeva, red realnih brojeva, konvergencija i divergencija reda realnih brojeva



Series of real numbers

Summary

This final paper deals with properties and results concerning series of real numbers.
Firstly, we well define the sequence of real numbers and its properties, which is the foun-
damental step in defining and understanding series of real numbers. Furthermore, we will
discuss convergence (divergence) of sequences. Finaly, we will list some of the most im-
portant criterions of the convergence of series of the real numbers and illustrate using of
them.

Key words

Sequence of real numbers, series of real numbers, convergence and divergence of series of

real numbers
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Uvod

Redovi i konvergencija redova jako su vazni u odredenim dijelovima matematike kao sto
je primjerice matematicka analiza. Cilj ovog rada je detaljnije prouciti redove realnih brojeva
i njihova svojstva. Vec su se i stari Grei bavili i proucavali redove na nacin da su pokusavali
odrediti povrSinu kruga, no kako nisu mogli do¢i do rjeSenja uveli su pojam konvergencije
i pojam limesa. Novi pocetak razvoja tog dijela matematike bio je pojavom diferencijalnog
racuna. Za nacin racunanja i sam smisao zasluzni su Cauchy, Gauss te Bolzano. No, naj-
zasluzniji je Cauchy koji je precizirao veé otprije poznati pojam konvergencije i dao smisao
i nove koncepte derivaciji, integralima i redovima.

Ovaj rad bavi se proucavanjem redova realnih brojeva i njihovim svojstima kao $to su
primjerice konvergencija i uniformna konvergencija. U prvom poglavlju navest ¢emo neke
pomocne definicije i tvrdnje kako bi $to lakSe uveli definiciju reda realnih brojeva. U dru-
gom poglavlju bavit ¢emo se osnovnim definicijama i rezultatima vezanim uz redove realnih
brojeva. Najprije ¢emo se susresti sa samom definicijom reda te primjerima ilustrirati os-
novne operacije s redovima. Na samom kraju obradit ¢emo pojam konvergencije reda. Osim
toga, navest ¢emo i primjerima potkrijepiti osnovne rezultate o kriterijima konvergencije

reda realnih brojeva.



1 Nizovi realnih brojeva i svojstva

1.1 Definicija i svojstva nizova

Prije samog definiranja reda realnih brojeva potrebno je prouciti $to je niz realnih brojeva
i njegova najbitnija svojstva. Stoga po¢nimo sa sljede¢om definicijom:

Definicija 1. Niz realnih brojeva je funkcija f : N — R. Obiéno ga pisemo kao (a,), gdje
je a, = a(n), zan € N. Clan a,, n € N nazivamo opéi ili n-ti clan niza. Oznake koje se jos

koriste su (ay,), n € N ili samo (ay)n-
Predoc¢imo to s nekoliko primjera.

Primjer 1. Zadan je niz (a,) s opéim clanom a,,. Pogledajmo kako bi raspisali prvih nekoliko

clanova niza (ay):

a) a,=5-2""1;

d) a, =5n—4.
Rjesenge:
Uvrstavanjem zan =1, n =2, n =3, n=4,n=>5, ..., n =mn, ... dobivamo niz (a,).

Tada imamo:

a) 5, 10, 20, 40, 80, ..., 52771 ...

b) ]-7 %7 %7 }17 é7 ) %7 )
C) ]-7 17 ]-7 _]-7 1 ’ ) (_1)71—17 9
d) 1,6, 11, 16,21, ... ,5n—4, ....

Prije same klasifikacije nizova pogledajmo kako sve funkcionira na primjeru fibonaccijevih!
brojeva koji takoder tvore jedan niz.

Primjer 2 (Fibonaccijev niz, vidi [2, Primjer 2.]). Shema razmnoZavanja zeceva je slijedeca:
par zec-zecica (starih barem 2 mjeseca) tijekom svakog sljedeéeq mjeseca dobiju par mladih
(zeca i zecicu). Ako smo poceli s jednim novorodenim parom, koliko ée biti ukupno parova

zeceva nakon n mjeseci?

!Leonardo od Pise, poznat jo§ kao Fibonacci, postavio je 1202. godine u svom radu “Liber abaci® tzv.
“problem zeceva‘“.



Rjesenje:

S F, oznacimo broj parova zeceva nakon n-tog mjeseca (odnosno nakon n + 1 mjeseci).
Raspisimo koliko cée zeceva biti nakon 1.mjeseca, 2.mjeseca, 3.mjeseca, ..., n-tog mjeseca.
Fy = 1 (Nakon prvog mjeseca ée biti jo§ uvijek jedan par zeceva, jer oni jo§ nisu zreli za
oplodnju,).

Fy =2 (Nakon dva mjeseca imamo dva para).

F3 = 3 (Nakon tri mjeseca imamo tri para - originalni par i njihovi potomei nakon drugog i
tredeq mjeseca,).

Fy =5 (Nakon cetiri mjeseca imamo 5 parova,).

Induktivno nastavimo dalje te pogledajmo koliko ée parova biti nakon n mjeseci.

Prema pretpostavci je Fy =1 ¢ Fy = 1. Da bismo dobili F,, treba broju parova F,_q koji su
Zivjeli prethodni myesec dodati novorodene parove koji mogu doci samo od F,_s parova Zivih

prije dva mjeseca. Stoga za svaki n = 2 vrijedi:
Fn:anl—i_anQa

gdje je F, je opéi clan tzv. Fibonaccjevog niza (F,).
Navedimo sada neka osnovna svojstva nizova.

Definicija 2. Za niz realnih brojeva (a,) kaZemo da je pozitivan ako postoji ng € N, a > 0
takav da je a, > a, za svaki n = ng.

. . - . L, . . L. o o 1 . .
Primjer 3. Obrazlozimo sljedeéu turdnju: niz (a,) s opéim élanom a, = —q Je pozitivan
niz realnih brojeva.

Rjesenje:
Prema gore navedenoj definiciji (ay,) je pozitivan ako postoji ng € N takav da je a, >0, za

svaki n = ng. Za ng = 6 slijedi da je niz (a,) pozitivan.

Definicija 3. Za niz realnih brojeva (a,) kaZemo da je negativan ako postojing € N, a <0
takav da je a, < a, za svakin = ng.

Primjer 4. Niz (a,) s opéim élanom a, = 5;—6 je negativan niz realnih brojeva za ng = 6.

Definicija 4. Za niz realnih brojeva (a,,) kaZemo da je stacionaran ako postoji ng € N, takav

da je a, = a, za svaki n = ng.

Primjer 5. Niz (a,) zadan je opéim élanom a, = 1+ L%j Napigimo nekoliko ¢lanova tog

niza © zakljucimo kakav je obzirom na klasifikaciju.



Rjesenje:

a = 1+3=4,
a = 1+15=2,
az = 1+1=2,
ag = 14+0=1,
as = 1,

CL6:1.

Za ng = 4 je niz (a,) stacionaran niz.

Definicija 5. Za niz realnih brojeva (a,) kaZemo da je monotono rastuéi ako postoji ng € N,

takav da je a, < apy1, za svaki n = ng.

Primjer 6. Ispitajtajmo monotonost niza (a,) koji je zadan s opéim clanom a, = 2".
Rjesenje:

Raspigimo nagprije prvih par ¢lanova niza (a,) = 21,2223 24 .. ...

a, = 2"

Apyp = 27HL,

Ocigledno: 2" < 2" = a,, < any1 = Niz (a,) je monotono rastuéi.

Definicija 6. Za niz realnih brojeva (a,) kazemo da je monotono padajuéi ako postojing € N,

takav da je a, = ani1, 26 svaki n = ng.

Primjer 7. Ispitajmo monotonost niza (a,) koji je zadan s opéim clanom a, = 27",
Rjesenge:

Raspigimo nagprije prvih par ¢lanova niza (a,) = 271,272,273 274 ...

a, = 27"

Upyq = 270D,

Ocigledno iz: 27" > 2= ("D = q, > a,,, slijedi da je (a,) je monotono padajuci.

Definicija 7. Za niz realnih brojeva (a,) kaZemo da je strogo monotono rastuéi ako postoji

ng € N, takav da je a, < any1, za svaki n = ng.

Primjer 8. Niz (a,) s opéim célanom a, = ¢"~* je strogo monotono rastuci ukoliko je q > 1.
Rjesenje:
Imamo:

1 n—1

g>1= q¢" " 'qg>q :>q">q"_1:> Qpr1 > Q.

Definicija 8. Za niz realnih brojeva (a,) kaZemo da je strogo monotono padajuci ako postoji

ng € N, takav da je a, > ani1, za svaki n = ng.



Primjer 9. Niz (a,) s opéim clanom a, = ¢q"' je strogo monotono padajuci ukoliko je
0<qg<l.

Rjesenge:

Imamo:

0<qg<l= ¢"<q¢"'= ap1 < an.

Napomena 1. Niz (a,) je (strogo) monotono rastuéi onda i samo onda ako je (—ay,) (strogo)

monotono padajuci.
Napomena 2. Ako je niz monotono rastuci ili monotono padajuci kaZemo da je monoton.

Definicija 9. Za niz (a,) kaZemo da je omeden odozgo ako je skup {a, : n € N} omeden

odozgo.

Definicija 10. Za niz (a,) kaZemo da je omeden odozdo ako je skup {a, : n € N} omeden
odozdo.

Definicija 11. Za niz (a,) kaZemo da je omeden ako je omeden odozgo i odozdo.

Primjer 10. DokaZimo da je niz (a,) omeden,ako je opéi ¢lan zadan s a, = % + cos? nLH
Rjesenge:
Znamo, gornjoj definiciji, da je niz omeden ako je skup a, : n € N omeden, a skup je omeden
ako je omeden odozgo i odozdo n € N.

Ocito vrijeds da je: X
+1’
12 Cega ocigledno slijedi da je niz s oéim clanom a, omeden odozdo. Znamo da je sigurno

2 i 2 _1_
= < 2, odnosno da je cos® 5

2
0 < a, =— + cos?
n n

< 1, sto nam daje tvrdnju da je nas niz zadan s opéim clanom

1
== 2 <3
A, n+cos nr1 S

odonosno omeden je odozgo, za svaki n € N.

Prema definiciji, niz je omeden ukoliko je omeden odozdo i odozgo pa je tvrdnja dokazana!



1.2 Neki posebni nizovi

Ve¢ u srednjoj Skoli susreli smo se s pojmovima aritmetickog i geometrijskog niza. To su

vrlo korisni tipovi nizova, pa se prisjetimo njihovih definicija i svojstava.

Definicija 12. Neka su a,,d € R. Niz realnih brojeva kojemu je opéi clan definiran formu-

lom
ap,=a;+(n—1)d, neN (1)

nazivamo aritmeticki niz s diferencijom d.
Svaki niz realnih brojeva kojemu je razlika izmedu ¢lana i njegovog direktnog prethodnika
jednaka za svaki par susjednih ¢lanova, tj. a,+; — a, = d, odnosno a, 1 = a, + d, za svaki

n € N nazivamo aritmeticki niz. Broj d nazivamo deferencija aritmetickog niza. Odnosno,

prema definiciji je a, 11 — a, = a2 — a1 = d, iz Cega slijedi:

Qp, + Qp+1

5 , neN (2)

Ap4+1 =

Svaki ¢lan niza (osim prvog) je aritmeticka sredina njemu susjednih ¢lanova.
Neka je a; prvi ¢lan aritmetickog niza s diferencijom d. Ispisivanjem prvih nekoliko

¢lanova dobit ¢emo formulu za opéi ¢lan niza (a,).

a; = a1+0-d,
g = a1+d,
as = a2+d:(a1+d)—|—d:a1+2d,

a, = a;+ (n—1)d.

Primjer 11. Zadan je aritmeticki niz 2,8,14,22,.... Trebamo odrediti aiooo.

Rjesenge:
Imamo: a;=2, d = as — a;=8 — 2=6. Opé¢i ¢lan je a,=2+(n — 1)6, pa iz toga slijedi

a1000 = 2+ (1000 — 1)6 = 996.
Teorem 1 (vidi [2]). Suma prvih n clanova s, aritmetickog niza dana je s:
n
Sp = §(a1 + ay,). (3)

Dokaz. Zaista, iskoristimo li formulu za zbroj prvih (n-1) prirodnih brojeva

n

_(n=1)n
S (k-1 = L

k=1



dobivamo:

Sp = g = [a+(k—1)d = ar+ Y (k—1)d
k=1 k=1 k=1

k=1
(n—1n n
= nap +d (k_l):na1+dT:§[2a1—|—(n—1)d]
k=1
— g[al—*—al—i_(n_l)d} :g[al—i_al—i_(n—l)d]:g<a1+an).

O

Definicija 13. Neka su a1,q € R. Niz realnih brojeva (a,) kojemu je opéi clan definiran
formulom
an=a,-¢"', neN (4)

nazivamo geometrijski niz s kvocijentom q.

Svaki niz kod kojeg je kvocijent izmedu clana i ¢lana koji mu direktno prethodi jednak
za svaki par susjednih ¢lanova, tj. za koji vrijedi:

Any1 o An2

Qn Qn,

nazivamo geometrijski niz. Broj ¢ nazivamo kvocijent geometrijskog niza.
Svaki ¢lan (osim prvog) je geometrijska sredina njemu susjednih ¢lanova.
Raspisemo li prvih nekoliko ¢lanova niza (a,) dobivamo:

0
a = a1-°-q,
_ 1
a = a-q,
1 2
az = a2-q =a;-q,
a, = ap-+q".

Odnosno, geometrijski niz je na jedinstven nacin odreden svojim prvim ¢lanom a; i kvoci-

jentom q.
.. . Ly > . 3 3 3
Primjer 12. Odredimo opéi clan geometrijskog niza 3, -, —, —, .
416" 64
Rjesenje:
Pruvi ¢lan zadanog geometrijskog niza je a; = 3, a kvocijent je q = }l (q = == }L) Prema

prethodnoj formuli je a, = 3 (%)nil :



Teorem 2 (vidi [2|). Suma s, prvih n célanova geometrijskog niza s prvim clanom ay i

1
:{ 7 (5)

nay, q=1.

kvocijentom q 1znosi:

Dokaz. Ako od jednakosti s, = a; + aiq + -+ + +a1¢" 2 + a1¢" ! oduzmemo jednakost
qsn = a1 + a1q® + -+ + 1" 4+ a1¢” imamo s,(1 — q) = a1(1 — ¢"), odakle za q # 1
dobivamo trazenu formulu. O¢igledno, za ¢ =1 je s, = na;. O]

Primjer 13. Tri broja c¢ine konacan geometrijski niz, komu je zbroj 130. Ako se srednjem

clanu doda 20, dobivamo konacan aritmeticki niz. Kako glasi taj niz?

Rjesenje:

Neka je ay,a1q,a1q* trazeni niz. Niz ai,a,q + 20, a,1¢* je aritmeticki. Buduéi da je ajq +
3

20 —ay; = a1q®> —a1q—20 (=d) i 130 = al% = a1(1+ q+ ¢*), dobivamo sustav:

a1(¢* —2q+1) =20
ar(1+4q+ ¢*) = 130.

Lzlucimo li 1z druge jednadzbe ay i uvrstimo u prou, nakon sredivanja dobivamo jednadzZbu

3¢ —10g+3 =0,

cija rjesenja su g1 = 3 1 s = % Iz druge jednadzbe za a1 imamo dva rjesenja: aq = 1+;f?rq2 =

1
10, a; = 1+}1§)3q§ = 90. Za traZeni geometrijski niz dobivamo dva rjeSenja: a) 10, 30,90, b)
90, 30, 10.

Definicija 14. Niz kome je svaki élan (osim prvog) harmonijska sredina dvaju neposredno

susjednih clanova nazivamo harmonijski niz.

1.3 Osnovna svojstva nizova

Definicija 15. KaZemo da je realan broj a gomiliste ili tocka gomilanja niza realnih brojeva

(ayn) ako svaka € okolina broja a sadrzi beskonacno mnogo élanova niza (ay,).

Primjer 14. Pogledajmo imaju li nizovi (a,) i (b,) zadani s opéim clanovima gomiliste:

a) a, = %;
b) b, = (—1)™.
Rjesenge:
a) Uvrstavajuéi redom brojeve 1,2,3,... n,..., shvatit éemo da su c¢lanovi sve bliZe i blize

0. Iz cega slijeds da je 0 gomiliste, odnosno a=0 iako 0 “ne Zivi” u nizu. Gomiliste ne

mora biti dio niza.



b) Owvaj niz ima dva gomilista -1 i 1 i oni pripadaju nizu (b,), odnosno a =1,—1.
Uvrstimo li parne brojeve umjesto n svi c¢lanovi ée biti jednaki 1, a kada uvrstimo

neprarne brojeve svi clanovi ée biti jednaki -1.
Navedimo sada osnovni teorem o prethodnom svojstvu, ¢ji dokaz mozete vidjeti u [2].

Teorem 3 (Bolzano — Weierstrass, vidi [2]). Svaki omeden niz realnih brojeva ima barem

jedno gomiliste.
Dokaz se moze vidjeti u [2].

Definicija 16. KaZemo da je niz (a,) konvergentan ako postoji realan broj a takav da za

svaki realan broj € > 0 postoji prirodan broj ng takav da vrijedi:
la, —al <e€, ¥V n>ng. (6)
Broj a zovemo limes ili grani¢na vrijednost niza (a,) i pisemo:

lim a, = a. (7)
n—oo

Dakle, u svakoj e-okolini nalazi se oo mnogo ¢lanova niza (a,) osim eventualno kona¢no
mnogo njih. Znaci simetricna okolina (a — €, a + €) sadrzi sve ¢lanove niza (a,,), osim even-

tualno prvih ngy ¢lanova toga niza.

Za niz koji nije konvergentan kazemo da je divergentan.

Primjer 15. PokaZimo uz pomo¢ definicije da vrijedi: lim % = 0.
n—oo

Rjesenge:

Trebamo pokazati daV € >0 d ng € N takav da :

1 1 1
Vn>ng= |——0<ee —<es n>-—.
n n €
Neka je € > 0. Definirajmo ng = |+ +1].
Tada je:
1
ng>-—, Vn>ng
€
pa je:

1
n = n0>z.

Primjerice, ako je e = 3, imali bing = |1 + 1] = 3.
2



Dokazimo sada sljedece rezultate.
Teorem 4 (vidi [2]).
a) Svaki konvergentan niz realnih brojeva ima samo jedan limes.

b) Konvergentan niz realnih brojeva ima samo jedno gomiliste. To je ujedno i njegov

limes.

Dokaz. Neka je (a,) konvergentan niz realnih brojeva,lim a, = a i b (b # a) proizvoljan
n—oo

realan broj. Odaberimo disjunktne e okoline brojeva a i b, gdje je u € okolini broja a nalaze

se svi ¢lanovi niza (a,,) osim mozda kona¢no mnogo njih pa ti ¢lanovi ne mogu biti u € okolini

broja b. Prema tome, b ne moze biti niti grani¢na vrijednost niti gomiliSte toga niza. O]

Primjer 16. Sama ogranicenost nije dovoljna za konvergenciju niza. Niz definiran s a,, =
(=)™, VYn € N, t5. niz —1,1,—1,1,—1,1,... je ocigledno ogranicen. Broj -1 nije limes jer
za € = % izvan intervala [—1 — %, -1+ %] se nalazi beskonacno mnogo clanova niza. To znaci
da se unutar intervala ne nalaze gotovo svi clanovi niza (iako ih je beskonacno). Iz istih
razloga 1 nije limes.

Definicija 17. Za niz realnih brojeva (a,) kaZemo da divergira k +oo i pisemo nll_>n010 a, =
400, ako za svaki broy M > 0 postoji prirodan broj ng, takav da a, > M, ¥V n > ng. Niz
realnih brojeva (a,) divergira k —oo i pisemo lim a, = —o0, ako za svaki broj m < 0 postoji

. . n—oo
prirodan broj ng, takav da a, < m, ¥V n > ng.

Primjer 17. Izracunaj sljedece limese:
)2 2
2) lim (3—n)*+(3B+n) ;
n—oo (3 —n)? — (34 n)?

6n® — vn® +1

b) lim .
/ n—oo \/4dnb +3 —n
Rjesenje:
3—n)?+(3 2
a) lim( n) T@+n = —00;

n—oo (3 —n)? — (3+n)?

b) Podjelimo li brojnik i nazivnik s n® dobivamo:

613 — /P + 1 6—\/r+mw 6
— lm L

lim
nooe \AnS 43 —n ooy 8 L

Teorem 5 (vidi [2]). Svaki konvergentan niz realnih brojeva je omeden.

Dokaz. Neka niz (a,) konvergira broju a. Tada se u proizvoljnoj € -okolini njegova limesa a
nalaze skoro svi ¢lanovi niza, a izvan te okoline ima ih najvise konacno mnogo. Zbog toga
mozemo odabrati brojeve m, M € R, ( m < M) takve da su svi ¢lanovi niza sadrzani u
segmentu [m, M]. O
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Teorem 6 (vidi |2|). Svaki omeden i monoton niz realnih brojeva je konvergentan.
Primjer 18. PokaZimo da je niz (e,) zadan s opéim ¢lanom e, = (14 £)" konvergentan.

Rjesenje:
Prema prethodnom teoremu moramo pokazati da je niz (e,) omeden i monoton.

Prvo pokazimo monotonost:

N2 9
0y = Q+§):Z:2%.

Mozemo pisati :

o )R R ()6

Analogno nam slijedi:

I\t S n+1 1 \k+l "4 1\ 1\ kL
e = (14 M(k)nﬂ ++Z<k>M
"1 1 2 3 E—1
_ -—Q— )@— )@— >”(1— )
+;k! n+1 n+1 n+1 n+1

Iz toga direktno slijedi da je e, < e,+1 pa je niz strogo monotono rastuéi!

Sada pokazimo omedenost:
en = 2 paje (e,) je omeden odozgo s 2.

Pokazimo jo$s omedenost odozdo:
n n

en=2+ 2l -7 =)= 35) (1= 555) <24+ X 5 <24 X 7
k=2 k=2 k=2
n _(1\n
%<2+§:#j:1+zg
=2 2
Kako smo pokazali da je niz (e,) monoton i omeden prema prethodnom teoremu slijedi da

=1+2(1—(3)") <3 pa je niz (e,) omeden!

je niz (e,) konvergentan!

Napomena 3. Obrat prethodnog teorema ne vrijedi jer postoje nizovi koji nisu monotoni, a

imajgu limes.
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Primjer 19. Pokazimo da je niz (a,) zadan s opéim clanom a, = (_Tl) konvergentan.

Rjesenje:
Znamo da ovaj niz nije monoton, no lako se pokaZe da je

lim ﬂ

n—00 n

=0.

Iz prethodnih primjera vidimo da rac¢unanje limesa po definiciji nije lagan posao, stoga

trebamo dokazati i ilustrirati pravila za ra¢unanje limesa.

Teorem 7 (vidi [2]). Neka su nizovi realnih brojeva (an) i (bn) konvergentni i neka je

lim a, =a ¢ lim b, =b. Tada vrijedi:
n—oo n—oo

1. niz (a, £ b,) je konvergentan i vrijedi: lim (a, +b,) = lim a, + lim b, = a, £ b,.
n—oo n—oo n—oo

(tj. limes zbroja (razlike) jednak je zbroju (razlici) limesa)).

2. niz (a, - b,) je konvergentan i vrijedi: lim (a, -b,) = lim a, - lim b, = a - b.
n—oo n—oo n—oo

(tj. limes produkta jednak je produktu limesa).

3. niz |(a,)| je konvergentan i vrijedi:/ lim |a,| =| lim a,| = |al.
n—oo n—oo

(tj. limes niza apsolutnih vrijednosti jednak je apsolutnoj vrijednosti limesa).

4. ako je b, #0 za svakin € N i b # 0, niz (é) je konvergentan i vrijedi:

; 1y 1 1
2l = T =

(tj. limes kvocijenta jednak je kvocijentu limesa).

5. ako je b, # 0 za svakin € N b # 0, niz (Z—:) je konvergentan i vrijedi:
lim anp
M) = T =

6. ako je a, > 0 za svakin € N i « > 0 za bilo koji realan brojonda je niz (a2)

konvergentan i vrijedi: lim a2 = (lim a,)* = a®.
n—oo n—oo

Primjer 20. Odredimo:

o) tim 10T
n—oo 2n+1  lim2n+1 2

n—o0

b) lim {/6+ L= ¢/lim 6+ =6

n—oo n—oo
Teorem 8 (vidi |2|). Ako je lim |a,| =0, onda je lim a, = 0.
n—oo n—oo
Dokaz mozemo vidjeti u [2].
Cesto niz kome treba ispitati konvergenciju mozemo “stisnuti” izmedu dva konvergentna

niza. Ako pri tome ta dva niza konvergiraju istoj grani¢noj vrijednosti, onda i polazni niz

konvergira toj vrijednosti, kao $to nam govori sljede¢i teorem:
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Teorem 9 (vidi [2|). Neka su (ay,), (bn), (¢,) nizovi realnih brojeva i neka postoji prirodan
broj ny takav da je
A 2 by 2> ¢y V0 2 1y (8)

Ako je lim a, = lim ¢, = a, onda i niz (b,) konvergira prema a, tj. lim b, = a.
n—oo n—oo n—oo

Dokaz mozemo vidjeti u [2].

Primjer 21. Pokazimo da je lim % = 0.
n—oo °

Rjesenge:
Buduéi da je 2"' < n!, Vn € N, zan < 1 imamo 2" 2 < (n — 1)!. Iz toga slijedi:
3» 9 32 9

0S 7 =—7"—< -,
nl nm-1! " n

2n
0< — <.
n!
Kako je lim % =0, lim 0 =0, primjenom prethodne tvrdnje dobivamo lim % =0.
n—oo n—oo n—oo °

Teorem 10 (vidi [2]|). Neka su (a,), (b,) dva niza realnih broja i neka postoji prirodan broj

ny takav da je a, = b,,¥Yn = ny. Ako je (b,) konvergentan niz i lim b, = b, onda vrijedi:
n—oo

a) Niz (a,) je omeden odozgo.

b) Ako je (a,) konvergentan niz, onda je lim a, = a > b.
n—oo

Dokaz mozemo vidjeti u [2].
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2 Redovi realnih brojeva

2.1 Motivacija

Kao motivaciju za uvodenje pojma reda promotrit ¢emo dva problema: problem zapisi-
vanja periodi¢nog decimalnog broja u obliku razlomka i problem sume beskonacno realnih
brojeva.

Problem zapisivanja periodni¢nog broja u obliku razlomka jedan je od konkretnijih pro-
blema.

Primjer 22. Neka je n periodican decimalan broj, odnosno
m = 0.12121212121212. ...

Krace ga zapisujemo kao
m = 0.12.

Zanima nas je li moguce taj broj zapisatt u obliku razlomaka i kako? Primjetimo,

12 12

K TIEA TV
Uocimo da tada pribrojnici ay = % s, Ay = %, n € N c¢ine geometrigski niz s prvim
clanom
12

ETiE

1 kvocjentom
1
ERRTIEN

Znamo da prirodnih brojeva ima beskonacno mnogo, sto nam govori da i nasth pribrojnika
ima beskonacno mnogo. Zanima nas kako ih sve zbrojiti, t5. kako odrediti sumu beskonacno
mmnogo ¢lanova?

Oznacimo s S,, = a1 + as + az + - - - + a, sumu prvih n pribrojnika. Kako bi dobili sto bolju

aproksimaciju broja m, broj n nam treba biti veéi. Kao $to znamo:

. ay
1 = i
Jm > sn=i

Ukoliko podijelimo broj 4 s brojem 33 upravo dobivamo nas zadani broj m. Odnosno,

4
m = — = 0.1212121212 . . ..
33

Primjer 23. Kako zbrojiti beskonacnu sumu:
1-14+1-1+1-1+4..7

Ako to napravimo na sljedeci nacin:

1-1D)+(1-1)+(1—-1)+...
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mogli bi zakljuciti da je suma jednaka nuli. Ali, ako to napravimo drugacije:
1-1-1)—-(1-1)—...
mogli bi zakljuciti da je suma jednaka 1.

Vidimo da nije jednako zbrajati konac¢no i beskonac¢no realnih brojeva.
Potrebno je dobro definirati sumu beskona¢no realnih brojeva.

2.2 Pojam reda i svojstva reda realnih brojeva

Neka je (a,) niz realnih brojeva. Pomocu tog niza definirat ¢emo novi niz:

1 = Qq,
Sg = a1+ ag,
Sp = a1+ -+ a,.

Iz prethodnog vidimo da nam je n-ti ¢lan niza (s,) definiramo kao zbroj prvih n ¢lanova

niza (ay,).

Primjer 24. Neka je dan niz (a,) s opéim élanom:

Raspisimo prvih par clanova niza (s,).
Rjesenje
a) Imamo: s =1, =14+2,s3=142+3,...,8,=14+2+34+4+---+n.

b) Slijedi, sy =1, 50 =143, s3=1+3+3,....8, =1+ +5+-+

3=

Navedimo sada preciznu definiciju reda realnih brojeva:

Definicija 18. Uredeni par ((an), (sn)) nazivamo red realnih brojeva,gdje je a, opéi clan

niza, a S, je njegova n-ta parcijalna suma. Obicno red realnih brojeva oznacavamo s:

S a

Navedimo sada jedan primjer iz svakodnevnog zZivota kako bi lakse ilustrirali §to je to red
realnih brojeva.
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Primjer 25. Plivac¢ sudjeluje u maratonu od 42 km. Da bi zavrsio utrku, najprije mora
preplivati polovicu bazena, tocnije 21 km. Nakon Sto zavrsi prou polovicu utrke ponovo mora
preplivati jos polovicu puta do kraja, ili jos 10,5 km. Nastavljajuéi ovim pravilom, uvijek ce

prelaziti polovicu puta. Hoce li plivac ikada zavrsiti utrku?

Rjesenje Kako bi dosli do rjeSenja trebamo zbrojiti sve dijelove koje prelazi pliva¢ svaki puta
kada prepliva polovicu preostalog puta: 21 + 10,5+ 5,25+ ....

Tu sumu moZemo zapisati i Y 21(3)" .

n=1
Da bi pronasli sumu beskona¢nog reda, trebamo pogledati parcijalne sume:

s1 = 21

s9 = 21+10.5=31.5,

sg = 21+10.5+5.25 = 36.75,

s4 = 21+10.5+5.25+ 2.625 = 39.375,

Sp = a1+ -+ ay,.

Kako je to primjer geometrijskog reda, s, = bl%. Dakle, za veée n, bit ¢e:

1—0,57
— 21— 2% g1,
o7 1-05 67,
1-0,58
= 91— 7~ — 4184
% 1-05 34,
1-0.5%0
— 21— %Y _ 41.06.
510 1-05 %6

Nastavimo li induktivno dalje, slijedi da kada n tezi u beskonac¢nost, vrijednost s, tezi u 42.
Govoredi o sumama, dogada se sljedece: kako se n poveéava tako se n-ti ¢lan niza smanjuje,

odnosno n-ti ¢lan manje doprinosi vrijednosti s,,.

Ova situacija predstavlja verziju problema koji je prije tisu¢e godina prvi put postavio Zenon

iz Eleje. 2

Definicija 19. Za red Y a, kaZemo da je red s nenegativnim clanovima ako je a, > 0,

Vn € N.

Primjer 26. Red ) # je red s nenegativnim clanovima jer je a, > 0,V n € N,

2Zenon iz Eleje je bio greki filozof predsokratovac, smislio 4 sofizma koji su dio knjige Principi matematike.
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Definicija 20. Za red ) a, kaZemo da je red s nenegativnim clanovima ako je a, < 0,
Vn € N.

Primjer 27. Red ;—21 je red s negativnim clanovima.

Definicija 21. Red > a,, nazivamo alternirani red ako je za svakin € N, ag, 1 > 0 i as, <0

ili azp—1 <0, agy, = 0.
Primjer 28. Red > (—1)" je alternirani red.

Vige svojstava i primjera za redove realnih brojeva mozemo vidjeti u [4].

2.3 Konvergencija reda realnih brojeva

Racunanje sume nekog reda cesto je jako slozen matematicki problem, koji se u veéini
slucajeva uz ove do sada navedene pojmove ne moze rijesiti. No, ako na neki nacin zaklju-
¢imo da li red konvergira ili ne, aproksimacijama mozemo odrediti sumu reda. Zbog toga

navodimo nekoliko osnovnih kriterija za ispitivanje konvergencije, odnosno divergencije reda.

Definicija 22. Za red ((ay,), (s,)) kaZemo da je konvergentan (divergentan) ako je njegov niz

parcijalnih suma (s,) konvergentan (divergentan). Ako postoji limes s = lim s, (s konacan
n—o0

ili beskonacan), kaZemo da je s suma reda ((ay), (s,)) i piSemo:

o0

s = E Ay, .
n=1

oo
Zbog jednostavnosti izraZavanja upotrebljava se ista oznaka: Y ap ili a; +as +az+ -+ +

n=1
Ay, + ...
Navedimo sada nuzan i dovoljan uvijet konvergencije reda.

Teorem 11 (Nuzan uvijet konvergencije reda, vidi [2]|). Ako red ) a,, konvergira, onda niz

(an)n konvergira k nuli, tj.vrijeds
Z ay konvergira = lim a, = 0. (9)
Dokaz. Ako red konvergira k broju s, onda vrijedi
lim a, = lim s, — 5,1 =5 —s=0.

n—o0 n—o0

Obrat ne vrijedi! |

Ukoliko to ne vrijedi, odmah zaklju¢ujemo da je red divergentan! Primjer koji potvrduje
ovu tvrdnju je harmonijski red. Dakle, nuzan uvjet nije i dovoljan uvjet da bi red konvergirao.
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Primjer 29. Treba ispitati konvergenciju reda g

Rjesenje:
P . _ 13
Opéi clan reda je an, = 325
3
. 1 _n_ — . n_ _
fmamo: lim 57 = Jim iy =1

1z dobivenog je vidljivo da nije ispunjen nuZan uvijet konvergencije, tj. opci ¢lan reda

konvergira prema 1, a ne prema nuli. To znaci da je red divergentan!

Primjer 30. Z% =1+ % + % + ... je harmonigski red. Znamo da je lim a,# 0, a to nam
n—oo

govori da harmonijski red ne zadovoljava nuzan uvijet konvergencije.

Teorem 12 (Nuzan i dovoljan uvijet konvergencije reda, vidi [2]). Red >_ a, nenegativnih
brojeva konvergira onda i samo onda ako je niz (sg)r parcijalnih suma omeden (omeden
odozgo).

Dokaz. Niz (si)r je monotono rastu¢i. Konvergira samo ako je omeden. ]

Teorem 13 (vidi [2]). Red s nenegativnim clanovima je konvergentan onda i samo onda ako

je njegov niz parcijalnih suma omeden.

Dokaz. Ako je red konvergentan, onda je po definiciji njegov niz parcijalnih suma konver-
gentan. Svaki konvergentan niz je omden niz. Ako je niz parcijalnih suma omeden, tada je
zbog monotonosti i konvergentan. [

Opéenito ako imamo dva reda > a, i > b, i ukoliko je red > (a, + b,) ili red > (a, — by,)
konvergentan to ne povladi konvergenciju redova > a, i Y by,.

Primjer 31. Red 0+ 0+ 0 + 0 + ..=>_0 je konvergentan, ali redovi Y 1 i Y (—1) su
divergentns.

Definicija 23. Za red > a,, kaZemo da je apsolutno konvergentan ako je red > |a,| konver-

gentan. Red Y a, uvjetno konvergentan ako konvergira, ali red Y |a,| divergira.

2.4 Poredbeni ili usporedni kriterij

Kazemo da je red (b,) majoranta reda > a,, ako postoji prirodan broj ng takav da je
a, < b, za svaki n > ng. U isto vrijeme kaZzemo da je red ) a,, minoranta reda »  a,,.

Teorem 14 (Poredbeni ili usporedni kriterij, vidi [2]). Neka su > a, > b, bilo koja dva
reda s nenegativnimm clanovima 1 neka postoje realan broj ¢ > 0 ¢ prirodan broj ng takvi da

je

a, = c-b,, Yn >=ny.

Tada vrijedi:

a) Ako red > b, konvergira, onda konvergira i red ) ay,
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b) Ako red Y a,, divergira, onda divergira i red ) by,.

Dokaz. Ozna¢imo parcijalne sume redova Y a, i Y b, sa s, i 0,. Nizovi (s,) i (0,) su

monotono rastuci. Za proizvoljni n > ny dobivamo:

n ng—1 n
S"ZE ap = E ak+g ap.
k=1 k=1 k=ng

a) Neka je red Y b, konvergentan. To znadi da je niz (o,,) konvergentan, a onda i omeden.
Iz prethodne nejednakosti tada slijedi omedenost niza (s,). Kako je, dakle, niz (s,)

monotono rastuci i moeden, red > a, je konvergentan.

b) Neka je red > a, divergentan. To znadi da je niz (s,) odozgo neomeden, pa je prema
gornjoj nejednakosti i niz (0,,) odozgo neomeden. Dakle, red > b, je divergentan.

Primjer 32. Ispitajmo konvergenciju redova:
) 3 5
1
b) > —=.
Rjesenje:

a) Ako usporedimo polazni red s redom Z% koji divergira imali bi:

. 2n—1
lim — = 3
n

Zakljucujemo prema usporednom kriteriju da polazni red divergira.

b) Ako usporedimo polazni red s redom 2% koji konvergira imali bi:

Zakljucujemo da polazni red konvergira prema usporednom kriteriju.
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Teorem 15 (Poredbeni kriterij u formi limesa, vidi [2]).
Neka je > a, red s nenegativnim clanovima, Y by, red s pozitivnim élanovima i neka postoji
lim (42)=c > 0.

n—o00 bn

a) Za ¢ >0 red Y a, konvergira onda i samo onda ako red > b, konvergira,
b) Ako je ¢ =0 i ako red Y b, konvergira, onda i red ) a, konvergira,
c) Ako je ¢ =0 i ako red Y a,, divergira, onda i red ) b, divergira.

Dokaz. Imamo lim (§*)= ¢, pa za svaki € > 0 postoji ng € N takav da je za svaki n > ny,
n—oo "
odakle je —e < §*—c < ezasvaki n > ng. Preuredivanjem imamo (c—e€)b, < a, < (c+€)by,.

U slucaju ¢ > 0 mozemo bez smanjenja opéenitosti pretpostaviti da je e < c. Tvrdnje slijede
iz poredbenog kriterija. O]

1+ Ln+ Sy
2n

Primjer 33. PokaZimo da red Z ( konvergira.

Rjesenge:

Primjenom poredbenog kriterija u formi limesa, usporedimo li polazni red s konvergentnim
[ee]

. . 1 .
geometrijskim redom 21 5w dobivamo
n—=

(+Hna+5h)n

lim —2°— — lim (1+—> [1+(——) J=e 1= e>0,
n—o0 o n—o00 n 2

odakle zakljucujemo da polazni red konvergira.

2.5 D’Alembertov kriterij

Jedan od najpoznatijih kriterija za ispitivanje konvergencija redova s pozitivnim ¢lano-
vima je D’Alembertov? kriterij. Imamo sljedeéi teorem:

Teorem 16 (D’Alembertov kriterij, vidi [2]). Neka je > a,, red s pozitivnim clanovima.

a) Ako postoje prirodan broj ng i realan broj q < 1 takvi da je

Qp41
G,

q, \V/ n > N, (10)

<

onda je red Y a, konvergentan.

b) Ako postoji prirodan broj ng takav da je

il 51, Vo>, (11)

Qn

onda je red > a, divergentan.

3Jean le Rond d’Alembert, francuski filozof, znanstvenik, fizi¢ar i matematicar.
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Dokaz.

a) Iz nejednakosti == < g( n > ng) slijedi anot1 < qano, Anovz < Ganot1 < ¢Clnos..
Odnosno, vrijedi da je anoir < ¢*ano (k= 1,2,3,...) Za n-tu parcijalnu sumu vrijedi:

n—ne n—ne

no
Zak—zak+zan0+k Zak+zan0q Zak+1aT()(]_ (12)
=1

Iz ove nejednakosti vidmo da je niz omeden. Prema tome slijedi da je konvergentan.

An41

b) Za prirodan broj ng ukoliko postoji takav da je 1, odnosno 0 < a, < ani1, tj.

N \\/

vidimo da je tada 0 < a0 < Anotr1 < Auor2 < Upot3 < oo < Apoak < ... 1z Cega slijedi

da nije ispunjen nuzan uvijet konvergencije, tj. lim a, = 0.
n—oo
O

Primjer 34. Zadan je red n Primjenom D’Alembertovoqg kriterija provjerimo kada red
en

konvergira.
1 n+1
.o . n—+1 . . .
Rjesenje: hm ! ot ] = lim || = = < 1. Red konvergira jer je 1<l
n—oo on (&

Primjer 35. Zadan je red > % Primjenom D’Alembertovog kriterija provjerimo kada red

konvergira.

€n+t1

n+1
eTL

Qn, . . . ..
Rjesenje: lim | +1] =1 = e > 1. Red divergira jer je e > 1.
n—00 (U, n—oo

Teorem 17 (D’ Alembertov kriterij u formi limesa, vidi [2]). Neka je > a, red s pozitivnim

QAnt1

clanovima. Ako postoji lim = L, tada je red Y a, konvergentan za L < 1 i divergentan

n—00 n
za L >1.

Dokaz. Ako je L <1, za e=
¢ega slijedi da je

postojat ¢e ng € N takav da je —e < =2 — L < e iz

Ap+1
Qnp,

<e+L=1—-€e<l.

U ovom slucaju broj € + L je broj ¢ u D’ Alembertov om kriteriju.
Za L > 1, postojat ¢e ¢ = 1 — L > 01 u tom slucaju postoji ng € N takav da vrijedi
€< i — [ < Iz Cega vidimo da je

n

a
1= L—e< 21>
an
pa prema D’ Alembertovom kriteriju red ¢e divergirat. O]

Primjer 36. Ispitajmo konvergenciju redova:

)ZQN+1'
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Rjesenje:
a) Imamo:
n+1)!)2 .
Gnst _ ) (n+1)? (n+1) (nt1)? 1
=2 2)): = — n — — zan — 0.
i e 2n+2)(2n+1) 2(2n+1) Crt2Cn+) 1

Ocigledno je }l < 1 pa prema D’Alembertovom kriteriju slijedi da polazni red konver-

qira.
b) Imamo:
(n+1)! 1
w1 _ Tkl 2" L+ 5
= PP = (n 4 gy = (14 D i =— o0 zan — oo,
. o) 2ntl 41 2+ o

Prema D’Alembertovom kriteriju slijedi da polazni red divergira.

2.6 Cauchyjev kriterij

Ako je neki ¢lan reda jednak nuli nije primjereno koristiti D’Alembertov kriterij za ispi-
tivanje konvergencije. Stoga na redove s nenegativnim ¢lanovima mozemo primjeniti Cauc-

hyjev kriterij*.

Teorem 18 (Cauchyjev kriterij, vidi [2]).

Neka je > a,, red s nenegativnim clanovima.

a) Ako postoje prirodan broj ng i realan broj q <1 takav da je /a, < g, ¥V n > ng, onda

je red _ a, konvergentan.

b) Ako je {/a, <1 za beskonaéno mnogo indeksa n,onda je red > a, divergentan. ,onda
je an, =1 .

Dokaz.  a) Iz ¢/a, < qimamo a, < ¢", ¥ n > ng. Prema usporednom kriteriju red > a,

konvergira jer smo mu pronasli jednu konvergentnu majorantu.

b) Ako je {/a, > 1 za beskonatno mnogo indeksa n, onda je a,, > 1 za beskona¢no mnogo

indeksa pa opé¢i ¢lan a, ne konvergira k nuli.
O

Primjer 37. Ispitajmo pomoéu Cauchyjevog kriterija konvergenciju reda y  a, = > n- (%)”
Rjesenge:
Imamo opéi élan a, zadan s a, =n - (%)”, pa je q jednako :

, 3. 3 3
1= i Vo= e (=g V=g

jer je lim ¥Yn = 1. Kako je a = % < 1 red konvergira.
n—oo

4 Augustin Louis Cauchy, francuski matematicar. Bio je profesor matematike i astronomije u Parizu.
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Teorem 19 (Cauchyjev kriterij u formi limesa, vidi |2|). Neka je > a, red s nenegativnim

clanovima. Ako postoji im {/a, = L, tada je red > a,, konverguntan za L < 1 i divergentan
n—oo

za L >1.

Dokaz. Akoje L <1, za e:% postojat ¢e ng € N takav da je —e < /a, — L < € iz Cega
slijedi da je /a, <e+ L= 1—¢€<1. Broj e+ L je broj ¢ u D’ Alembertov om kriteriju.
Za L > 1, postojat ¢e ¢ = 1 — L > 01 u tom sluc¢aju postoji ng € N takav da vrijedi
€< {/a, — L <e Vidimodajel= L—e< {/a, paprema D’ Alembertovom kriteriju
red divergirat. O]

Napomena 4. Ako D’Alembertov kriterij daje odluku, onda odluku daje © Cauchyjev kriterij.
Drugim rijecima, Cauchyjev kriterij je “jaci”.

Primjer 38. Ispitajmo konvergenciju reda

—1)"+4
e

Rjesenge:
Oznacimo s a,, opéi clan niza: a, = (_312I1+4~ Zamgenimo li da iz
1< '_EET_ < /n
sligedi
. (=144
Jm 301 L

1z toga dobivamo:

(-D)r+4 1
i g = i i = g T g )

Prema Cauchyjevom kriteriju u formi limesa ovaj red je konvergentan.

2.7 Leibnizov kriterij

Ukoliko imamo alternirajuc¢i red, ne mozemo koristiti navedene kriterije pa uvodimo

Leibnizov kriterij®.

Teorem 20 (Leibnizov kriterij, vidi [2]). Neka je > a, alternirani red. Ako niz realnih
brojeva (|ay,|) pada i konvergira k nuli,onda red »_ a, konverira nekom realnom broju a za
kogi vrigedi ocijena:

i) ako je za svakin € N, ag,—1 2 0 i ag, < 0,0nda je ay < a < ay,

ii) ako je za svakin € N, ag,—1 <0 @ ag, = 0,0nda je ay < a < as.

5Gottfried Wilhelm Leibniz, njemacki filozof, matematicar, fizicar i diplomat.
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n
Dokaz. Neka je > a, takav da as, 1 > 01 ag, < 0 alternirani red i s,, = Y a; njegova n-ta
k=1
parcijalna suma. Za parcijalnu sumu S5, parnog indeksa dobivamo

Son=>5on_2+ (A2n_1 + a2,) = San_2, & za parcijalnu sumu S, 1 neparnog indeksa je
Son+1 = Son—1+ (Gan + @2n11) < Sop—1. Niz (S2,) monotono raste, a niz (sg,—1) monotono
pada. Nadalje, iz s9 < S9, = Son_1 + a2, < So,—1 < s1 dolazimo do zakljucka da su (sg,) i
(s2n—1) omedeni nizovi i prema tome konvergiraju. Kako je so, = Son,_1 + a9y, 1 li_)m as, = 0,
iz ¢ega slijedi da je lim sg, = lim s9, 1 = a. Prema tome je red konvergentanil ~
1z 59 < 89, < g prfjgﬁzom H;Yior?les za sumu a reda dobivamo as < a < a;. Ako za svaki

n € N imamo as, 1 < 01 ag, = 0, onda primjenom maloprije dokazane tvrdnje na red

oo oo
> b, , b, = —a,, dobivamo da je on red konvergentan, pa je konvergentan i red > a, i pri
n=1 n=1

tome je by < b< by, gdjejeb=> b, =—> a,=—a.
=1 n=1

n= —
Pomnozimo li nejednakost s brojem —1 dobivamo a; < a < as. O

Primjer 39. Ispitajmo konvergenciju reda

(="
Z n—In(n)

Rjesenge:
—1)"
Opéi ¢lan polaznog reda je: a, = L
n —In(n)

1
Oznacimo s: f(x) = T In(0)
Tada je:

f'(z) = B <0, zaxz>1 (14)

 2(xr —In(2))? ’ '

Zakljucujemo da je f strogo padajuéa za x > 1, pa je a, = f(n) > f(n+1) = a,.1 za svaki

n = 1. Vrijedi:
. . 1 ) 1
lima, =lim——— =lim ——~ =
n — In(n) In(%)

Sada prema Leibnizovom kriteriju red konvergira.
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