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Uvod

Temeljna zadac¢a nastave matematike je da ucenici usvoje matematicka znanja potrebna
za donosenje odluka u razli¢itim situacijama u svakodnevnom zivotu. Nastava matema-
tike ucenicima treba omogucéiti primjenu matematike i matematickog sporazumijevanja
u razli¢itim situacijama u zivotu, gdje ¢e svladati nove i razlicite matematicke koncepte
te rjesavati razlic¢ite probleme. Matematika je temelj daljnjeg obrazovanja i cjelozivo-
tnog ucenja. Jedan od op¢ih ciljeva matematickog obrazovanja je i razvoj sposobnosti
logickog misljenja, zaklju¢ivanja, razumijevanja i generaliziranja te matematicke argu-
mentacije. U ovom diplomskom radu govorit ¢emo o zaklju¢ivanju i razumijevanju koje
se pojavljuje u srednjoj skoli. U prvom poglavlju definiramo zakljuc¢ivanje i razumi-
jevanje i govorimo o njihovoj vaznosti u nastavi matematike. Takoder, tu govorimo
i o navikama zakljuc¢ivanja te o njihovom daljnjem razvijanju. Na kraju prvog po-
glavlja, rije¢ je o tehnologiji koja moze pomoci kod razvijanja navika zakljucivanja i
razumijevanja u nastavi matematike.

Drugo poglavlje govori o tome kako bi nastavnici trebali poducavati matematiku
s razumijevanjem. U ovom poglavlju rije¢ je o nastavi matematike koja je bazirana
na pismenosti. Vrlo je vazno da ucenici razumiju sto ¢itaju i da prema tome donose
zakljucke. Proces visestrukog ¢itanja zadatka detaljno je opisan na primjeru.

U sljede¢em poglavlju rijec je o semantickom i sintaktickom zaklju¢ivanju i njihovoj
vezi. Najveci problem kod ucenika predstavlja uporaba sintaktickog zakljuc¢ivanja kada
bi trebali koristiti semantic¢ko zakljuc¢ivanje. Upravo te greske kod zakljuc¢ivanja govore
puno o ucenickom razumijevanju danog problema.

U zadnjem poglavlju rije¢ je o kreativnom i imitativhom zakljuc¢ivanju. Nastava
matematike ve¢inom je fokusirana na prezentiranju algoritama za rjesavanje rutinskih
zadataka, a uopce se ne bazira na rjesavanju problemskih zadataka koji simuliraju
kreativno zaklju¢ivanje. U radu je zato rije¢ o istrazivanju koje je proucavalo simulaciju
kreativnog zakljucivanja i o rezultatima toga istrazivanja.



1 Zakljucivanje i razumijevanje

Generalno govoredi, zakljuéivanje se moze smatrati procesom dolazenja do zaklju-
caka na temelju dokaza ili navedenih pretpostavki. lako je zaklju¢ivanje vazan dio
svake znanosti, ono ima temeljnu vaznost u matematici. Cesto se shvaca da zakljuciva-
nje u matematici obuhvaca samo formalno zakljucivanje i dokaze, u kojima su zakljucci
logicki izvedeni iz pretpostavki i definicija. Medutim, matematicko zakljuc¢ivanje moze
se pojaviti u razli¢itim oblicima, od neformalnih objasnjenja i opravdanja do formalne
dedukcije!, ali isto tako i deduktivnih zapaZanja. Zakljucivanje ¢esto zapocinje s istrazi-
vanjem razli¢itih pretpostavki i djelomi¢nim objasnjavanjem prije postizanja rezultata.

Razumijevanje definiramo kao razvijanje shvacanja za stanje, kontekst ili koncept
koje povezujemo s postoje¢im znanjem. U praksi su zakljucivanje i razumijevanje
isprepleteni duz kontinuuma od neformalnog zapazanja do formalne dedukcije kao sto
se moze vidjeti na slici 1.

Informal

Slika 1. Povezanost zakljucivanja i razumijevanja

Formalno zakljucCivanje moze biti temeljeno na razumijevanju u kojem identificiramo
zajednicke elemente kroz niz opazaja i shvac¢anja i onda te zajednicke elemente pove-
zujemo s prethodno dozivljenim situacijama.

Primjer 1. Pronadi nacin rjeSavanja kvadratne jednadzbe x* + 10z = 144 koristeci
geometriju (povrsinu,).

U ucionici (komunikacija na satu matematike):

Nastavnik: MoZe li netko odrediti koliku povrsinu zauzima ovaj izraz: x* + 10z %
Ucenik 1: 22 je povrsina kvadrata sa stranicom duljine z, a 10z je povrsina pravokutnika
s stranicama duljine x 1 10. Zato mozZemo staviti kvadrat i pravokutnik zajedno ovako
(slika 2). Ali ne vidim kako to pomaZze da odredimo povrsinu cijelog izraza.

Ucenik 2: Kada bi znali kolika je povrsina kvadrata onda bi samo korjenovali i dobili
koliki je x.

Nastavnik: Postoji li nacin preraspodjele lika tako da bude sto slicniji kvadratu?

!Dedukcija je oblik zaklju¢ivanja pri kojemu se od jednog opéeg suda i jednog posebnog ili pojedi-
nacnog suda dobiva novi, manje opcenit, poseban ili pojedinacan sud.
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Slika 2. Prvi prikaz povrsine danog izraza

Ucenik 1: Znam! Ako podijelimo postojeci pravokutnik na dva pravokutnika Sirine 5,
onda mozemo svaki pravokutnik staviti na jednu stranu kvadrata ovako (vidjeti sliku

3)!
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Slika 3. Drugi prikaz povrsine danog izraza

Ucenik 2: Ali to opet nije kvadrat, nedostaje mu dio.

Nastavnik: Kolika je povrsina dijela koji nedostaje?

Ucenik 2: Mora biti 25, zato sto je bijeli kvadrat poravnat s krajevima pravokutnika, pa
mu je stranica duljine 5. A kako je povrsina sivog podrucja jednaka 144, cijelo podrucje
velikog kvadrata je 144 + 25 = 169.

Ucenik 1: A to znaci da je duljina stranice tog kvadrata 13, pa je x +5 = 13, sto znaci
da je x = 8.

Ucenik 2: Zar ne bi trebalo biti i neko drugo rjesenje buduci da x + 5 duljina stranice
tog kvadrata?

Kako se razumijevanje razvija, ono ukljucuje sve vise elemenata. U primjeru 1,
ucenike trazimo da rijese kvadratnu jednadzbu, oni koriste geometriju kako bi nadopu-
nili kvadrat, ali onda, shvacaju¢i da mora postojati vise od jednog rjesenja, prosiruju
znanje, koje su razvili uceci algebru, kako bi pronasli oba rjesenja kvadratne jednadzbe.
Matematicko zakljucivanje i razumijevanje su vazni ishodi nastave matematike, kao i
vazna sredstva pomocu kojih ucéenici upoznaju i bolje shva¢aju matematiku.



1.1 Vaznost zakljucivanja i razumijevanja

Dijelovi matematike kao $to su rjesavanje problema?, zakljucivanje i dokazivanje,
povezivanje, komunikacija i prezentacija jedino su moguéi ako se matematika razumije
i ako se zakljucuje kao sto je gore definirano. RjeSavanje problema i dokazivanje je
nemoguce bez obrazlozenja, a upravo su rjesavanje problema i dokazivanje nacini na
koje ucenici razvijaju matematicko zakljuc¢ivanje i razumijevanje matematickih ideja.
Upravo zato komunikacija, povezivanje i prezentacije ucenika moraju ukljucivati za-
klju¢ivanje i razumijevanje.

Dokaz je komunikacija formalnog zakljucivanja izgradenog na temeljima razumije-
vanja, sto je vazan ishod matematickog zaklju¢ivanja. Dokaz moze:

e objasniti zasto je odredeni matematicki rezultat istinit,

e razviti nezavisnost kod ucenika pruzajuéi potrebne vjestine za procjenu valjanosti
vlastitog i tudeg zakljucivanja, i

e otkriti veze i pruziti uvid u temeljnu strukturu matematike.

Bez obzira na specifi¢ni izgled koji svaki dokaz ima, ucenici mogu koristiti formalno
zakljucivanje kako bi povezali prethodno nauceno znanje, prosirili razmisljanje, razvili
artikulaciju i potaknuli daljnje razmisljanje.

Na srednjoskolskoj razini zaklju¢ivanje i razumijevanje su od posebne vaznosti, ali
povijesno gledano, zakljuc¢ivanje je u nastavnom planu i programu srednjih skola ograni-
¢eno na odabrana podrucja, a razumijevanje u mnogim sluc¢ajevima uopce nije prisutno.
Medutim, uklju¢ivanje razumijevanja i zakljuc¢ivanja u nastavni plan i program moze
pomodi ucenicima u organiziranju svojega znanja na nacine koji poboljsavaju razvoj
numerickog razumijevanja, algebarske tecnosti, funkcijskih odnosa, geometrijskog za-
klju¢ivanja i statistickog razmisljanja. Kada ucenici povezuju novo gradivo sa svojim
ve¢ postoje¢im znanjem, vjerojatnije je da ¢e razumjeti i upamtiti novu informaciju.
Bez konceptualnog razumijevanja ucenje novog gradiva postaje sve teze jer ne postoji
mreza prethodno naucenih koncepata i vjeStina za koje novo gradivo mozemo vezati.
Upravo se zato postupci ucenja mogu zaboraviti onoliko brzo koliko im je trebalo da
se nauce. Preusmjeravanje na zakljuc¢ivanje i razumijevanje u nastavnom planu i pro-
gramu ¢e povecati shvacanje i poticati razmisljanje.

1.2 Zakljuc¢ivanje kao osnova matematicke kompetencije

Zakljucivanje i razumijevanje nuzni su za razvoj matematicke kompetencije. Ra-
zumijevanje i konceptualno shvacanje, tj. razumijevanje matematickih pojmova, ope-
racija i odnosa, su medusobno povezani. Proceduralna tecnost, tj. vjestina izvrsavanja
postupaka na fleksibilan, precizan, ucinkovit i odgovarajué¢i nacin, ukljuc¢uje ucenje
s razumijevanjem i prepoznavanje koji postupak treba odabrati, kada ga treba oda-
brati i u koju svrhu ga odabrati. Kada nema zakljuc¢ivanja, ucenici mogu ispravno
provoditi postupke, ali mogu i hirovito izre¢i netocno ili neutemeljeno pravilo. Takvi
ucenici shvacaju postupke kao korake koje im je receno da trebaju koristiti umjesto da
ih shvate kao niz koraka izabranih iz odredenog razloga koji su utemeljeni na nekom
matematickom nacelu. Bez razvijanja shvac¢anja postupaka koji su ukorijenjeni u za-
klju¢ivanju i razumijevanju, ucenici ¢e biti u stanju ispravno izvrsiti postupke, ali ¢e ih

2Problem u nastavi matematike izvorno je grékog podrijetla i znadi: teorijsko ili prakti¢no pitanje
koje treba rijesiti, sporno pitanje, teskoca, tezak zadatak, zadaca uopce, zagonetka.



smatrati samo kao niz ,trikova“ koji sluze za rjesavanje zadataka. Kao rezultat dobit
¢emo ucenike koji ¢e imati poteskoca pri odabiru prikladnog postupka u odredenom
problemu ili bi njihova sposobnost rjesavanja jednostavnijih zadataka isparila u sloze-
nijim situacijama. Prava proceduralna tecnost zahtijeva savladavanje tehnckih vjestina
i razvijanje razumijevanja potrebnog za njihovu upotrebu na odgovarajué¢i nacin. Stra-
teske sposobnosti, tj. sposobnosti formuliranja, prikazivanja i rjeSavanja matematickih
problema, i prilagodljivo zakljuc¢ivanje, tj. sposobnost logickog razmisljanja, objasnja-
vanja i opravdavanja, su direktno vezane za navike zakljucivanja.

Razvoj ,produktivne naravi“, tj. vjerovanja da je matematika razumna, korisna i
vrijedna ucenja, zajedno s vjerovanjem u marljivost i vlastitu uc¢inkovitost, kod ucenika
cilj je svake nastave matematike. Kada ucenici postignu taj cilj, onda matematiku
shvacaju kao logic¢no i razumljivo podrucje. Taj se cilj moze posti¢i samo ako se ucenici
osobno ukljuce u matematicko zakljuc¢ivanje i razumijevanje kada uce neke matematicke
sadrzaje.

1.3 Ukljucivanje zakljuc¢ivanja i razumijevanja u nastavu

Zakljucivanje i razumijevanje trebaju biti sastavni dio svake nastave matematike.
U takvom okruzenju nastavnici i ucenici pitaju i odgovaraju na pitanja kao sto su:
,Sto se ovdje dogada? i ,Zasto to mislite?”. Uvodenje zaklju¢ivanja i razumijevanja
u nastavu ne bi trebao biti dodatni teret nastavnicima koji u razredu imaju ucenike
kojima je problem savladati i sam postupak rjesavanja zadataka. Naprotiv, zakljuci-
vanje predstavlja zivotno bitnu osnovu za shvacanje i nastavak ucenja. U danasnje
vrijeme mnogi ucenici imaju poteskoc¢a u ucenju matematike jer smatraju da ona nema
smisla. Bez povezanosti koje pruzaju zaklju¢ivanje i razumijevanje, moze do¢i do be-
skonacnog kruga u kojemu nastavnici ponovno uce ucenike gradivo koje je veé bilo
nauceno. S posebnom paznjom i planiranjem nastave nastavnici mogu zainteresirati
ucenike za nastavu matematike u bilo kojoj srednjoj skoli. To mogu napraviti ako se
osobno potrude da u nastavi primijene zakljuéivanje i razumijevanje i tako uc¢enicima
pokazu kako mogu sami nauciti zakljucivati, a ne da samo promatraju zakljucivanje
koje provodi netko drugi. Stovise, kako bi se postigao ovaj cilj nastavnici bi u nastavni
plan i program srednjih skola trebali strateski ukljuciti i tehnologiju.

Sto to¢no znadi ukljuditi zakljucivanje i razumijevanje u nastavu matematike? Pri-
mjer 2 pokazuje kako se zakljuc¢ivanje i razumijevanje moze primijeniti u poducavanju
formula jer formule mnogi ucenici smatraju besmislenim i teskim za upamtiti. Prvi
slucaj prikazuje sto se cesto dogada kada trazimo ucenike da se prisjete neke formule
koju su ucili bez razumijevanja.

Primjer 2. Formula za udaljenost dviju tocaka
Prui slucay:

Nastavnik: Danasnja nastavna jedinica zahtijeva izracunavanje udaljenosti izmedu sre-
dista kruznice v tocke na kruznici kako bi odredili radijus te kruznice. Tko se sjeca kako
smo racunali udaljenost izmedu dvije tocke?

Ucenik 1: Ne postoji li neka formula za to?

Ucenik 2: Mislim da je x1 plus xo na kvadrat, ili nesto slicno tome.

Ucenik 1: O da, sjecam se! Ima neki veliki drugi korijen, ali se ne sjecam sto ide ispod
njeqga.

Ucenik 3: Znam ja! Ide x1 plus x5 pa sve kroz 2. Zar ne?
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Ucenik 4: Ne, to je formula za poloviste duZine.
(Rasprava se nastavlja u istom smjeru sve dok nastavnik ne podsjeti razred koja je tra-
Zena formula.)

Sljedece godine nastavnik koristi drugaciji pristup koji ukljucuje ucenike u rjesavanje
ovog problema. U sljedecem slucaju vidimo ucenike koji razmisljaju o matematici, po-
vezuju ono Sto uce sa svojim postojecim znanjem i razumiju sto formula za udaljenost
2Naci.

Drugi slucaj:

Nastavnik: Pogledajmo ovaj primjer u kojem trebamo pronaci udaljenost izmedu dva
mjesta na karti (slika 4). Pretpostavimo da karta prikazuje nasu skolu; zatim vasu kucu,
koja se nalazi dvije ulice zapadno i pet ulica sjeverno od skole; i kucu vaseg najboljeq
prijatelja ili prijateljice, koja se nalazi osam ulica istocno i jednu ulicu juzno od skole.
Ako grad ima ovako ravnomjerno rasporedene okomite ulice, koliko ulica bismo morali
voziti da bi dosli od vase kuée do kuce vaseg prijatelja/prijateljice?

Ucenik 1: Morali bi voziti deset ulica istocno © Sest ulica juzno, pa pretpostavijam da bi
to bilo sesnaest ulica. Zar ne?

Nastavnik: A sto ako bismo mogli koristiti zrakoplov kako bi direktno dosli do kuce
vaseq prijatelja/prijateljice? Kako bi pronasli udaljenost koju bi ptica preletjela? Za-
molite roditelje da vam pomognu odrediti stvarnu udaljenost vase kucée i kuce vaseq
prijatelja/prijateljice, smjestite kuce u koordinatni sustav i pokaZite put kojim bi dosli
od jedne do druge kuce. Sada probajte pronaci udaljenost izmedu kuca koju bi preletjeli
zrakoplovom.

Tvoja kuta
e

Skola

e
Frijateljeva kuca

Slika 4. Ulice grada u kojem su smjestene kuce i skola

Ucenik 1: Smijemo li smjestiti Skolu u ishodiste koordinatnog sustava? Onda bi moja
kuca bila u tocki (—2,5), a prijateljeva kuca u tocki (8, —1).

Ucenik 2: Da, to zvuci dobro. MoZemo povuci put kroz ulice koje povezuju nase kuce @
povuéi duZinu koja povezuje moju kucu i prijateljevu kucu (slika 5).
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Slika 5.

Ucenik 1: MozZda bismo mogli izmjeriti udaljenost izmedu kuca ravnalom 1 tako pronaci
udaljenost.

Ucenik 3: Samo malo. Upravo si skicirao pravokutni trokut, zato Sto su ulice okomite.
Ucenik 4: Znaci da moZemo koristiti Pitagorin poucak: 10> + 62 = ¢2, pa je ¢ = v/136.
Ucenik 2: Ali koliko bi to onda ulica bilo?

Ucenik 3: Zar to nije izmedu 11 i 12 wlica, bududi da je 121 < 136 < 1447 Zapravo,
vjerojatno je blize 12, buduci da je broj 136 bliZe broju 144.

(Nastavnik nastavlja raspravu kako bi promotrio i druge primjere i na kraju kako bi
dosao do opée formule za udaljenost.)

Nakon sto su ucenici shvatili formulu za udaljenost iz perspektive zakljucivanja i razu-
mijevanja, sljedece godine nastavnik povecava njihovo poimanje ove formule i zasto je
ona tocna. Na taj nacin nastavnik povecava vjerojatnost da ce se ucenict u buducnost
sjetiti formule i iskoristiti ju kada im bude potrebna.

1.4 Navike zakljucivanja

Usredotocenje na zakljuc¢ivanje i razumijevanje u nastavi matematike znaci da ma-
tematicke teme koje se obraduju nisu dovoljne. Ucenici uz matematicke teme takoder
moraju iskusiti i razvijati navike matematickog zakljuc¢ivanja. Navika zakljucivanja
je produktivan nacin razmisljanja koji postaje Cest u procesima kao $to su matema-
ticka istrazivanja ili matematicko razumijevanje. Sljede¢i popis navika zakljucivanja
predstavlja vrste razmisljanja koje bi trebale postati rutinske i potpuno ocekivane na
nastavi matematike u svim razredima srednje skole.

Prikazanu listu ne treba gledati kao novi skup tema koje treba poducavati u veé
ionako pretrpanom kurikulumu. Umjesto toga navike zakljuéivanja treba integrirati
u kurikulum kako bi osigurali da ucenici mogu razumjeti i koristiti ono ¢emu ih se
poducava.



e Analiziranje problema, npr.

identificiranje bitnih matematickih pojmova, postupaka ili prikaza koje otkri-
vaju vazne informacije o problemu i pridonose njegovom rjesenju (npr. oda-
bir modela za simuliranje nekog eksperimenta);

pazljivo definirangje bitnih varijabli i uvjeta, uklju¢ujuéi mjerne jedinice uko-
liko je potrebno;

traZenje uzoraka i odnosa (npr. sustavno ispitivanje slucajeva ili stvaranje
prikaza podataka);

traZenje skrivenih struktura (npr. crtanje pomoc¢nih pravaca u geometri-
jskim tijelima ili nalazenje jednakih izraza koji otkrivaju razlicite poglede
na problem);

uzimanje u obzir specijalne slucajeve ili jednostavnije srodnosti;

primjenjivanje prethodno naucenth pojmova na nove probleme, po potrebi
prilagodavanjem ili prosirivanjem tih pojmova;

razvijanje pocetnih zakljucaka i odredivanje pretpostavki, ukljucujuéi predvi-
danje sto bi rjesenje problema moglo ukljucivati ili stavljanje ogranicenja na
rjesenje;

odluc¢ivanje je li potreban statisticki pristup.

e Provedba strategije, npr.

provedba korisnih postupaka;

organiziranje rjesenja, ukljucujudi izracune, algebarske "trikove" i prikaz po-
dataka;

razvijanje logickih zakljucaka na temelju trenutnog napretka, provjera pretpo
stavki i prosirivanje pocetnih zakljucaka;

pracenje napretka prema rjesenju, ukljucujuéi i razmatranje odabrane stra-
tegije i ostalih moguéih strategija.

e TraZenje i koristenje veza izmedu razli¢itih matematickih podrucja, razlic¢itih
znacenja i razli¢itih prikaza.

e Razmisljanje o rjesenju problema, npr.

shvacanje rjesenja na nacin koji odgovara problemu, ukljucujuc¢i donosenje
odluka pod trazenim uvjetima;

razmatranje razumnosti rjesenja, ukljucujuci provjeravanje odstupaju li neka
rjeSenja iz intervala toc¢nosti;

ponovno provjeravanje pocetnih pretpostavki o prirodi rjesenja, pazec¢i na
mogucénost specijalnog ili stranog slucaja;

opravdati ili poturditi rjesenje, kroz dokazivanje ili inferencijalno zakljuci-
vanje (dio je inferencijalne statistike koja je skup metoda kojima se donosi

zakljucak o znacajkama osnovnoga skupa na temelju slucajnog uzorka kao
njegova podskupa);

dolazenje do zakljucaka na temelju dokaza za statisticko rjesenje;



- razmatranje razlicitih pristupa rjesavanju problema, ukljuc¢ujuci i one koji su
predlozeni od drugih;

- izbacivanje nepotrebnih podataka kako bi se moglo uc¢inkovito komunicirati;

- generalizacija rjesenja na siru klasu problema i trazenje povezanosti s osta-
lim problemima.

Mnoge od ovih navika zaklju¢ivanja mogu se uklopiti u razlicite kategorije koje su
navedene, a od ucenika se oc¢ekuje da po potrebi koriste navike zakljuc¢ivanja kako bi
ih koristili i u prirodnom okruzenju. U nastavku se nalaze primjeri kako se navedene
navike zaklju¢ivanja koriste u nastavi matematike u srednjim skolama.

Primjer 3. U prethodnim razredima mogli ste vidjeti zadatke u kojima vas traZe da
nadete sljedeci broj u nizu, kao Sto je npr. 3,7,11. Jedan moguci odgovor je 15, ako
pretpostavimo da smo niz generirali racunajuci izraz f(x) = 4x — 1 kada je x = 1,2, 3.
Postoji li mozZda jos koje rjesenje?

Na nastavi (Cetverogodisnje srednje skole):

Nastavnik: Nadite niz koji je generiran funkcijom g(x) = x3 — 62% + 15z — 7 kada je
x=1,23.

Ucenik: Ja dobivam g(1) =3, ¢(2) =7, g(3) = 11. To je niz koji ste spominjali.
Nastavnik: Koji bi bio sljedeci broj u nizu ako bi koristili g(x)?

Ucenik: Dobili bi g(4) = 21. To je razlicito od onoga sto bi dobili kada bi koristili f(x).
Nastavnik: MoZzete li pronaci druge polinome koji generiraju niz 3,7,117

Ucenik: Ne znam ni kako ste na pocetku dosli do ovog polinoma g.

Nastavnik: Sto znaci kada kaZemo da je g(1) = 37

Ucenik: To znaci da je y vrijednost jednaka 3 kada je x vrijednost jednaka 1.
Nastavnik: Kako onda dvije razlicite funkcije, f i g, imaju iste vrijednosti za v =
1,2,37

Ucenik: Pretpostavijam da bi grafovi obje te funkcije trebali imati iste vrijednosti. . .
Ali onda to znaci da se oni moraju sjeci u te tri tocke! Cekajte da to provjerim (slika
6). Da, kada skiciramo grafove vidimo da graf funkcije f(x) sijece graf funkcije g(x)
kada je x = 1,2, 3.
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Slika 6. Grafovi funkcija f(z) i g(z)
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Nastavnik: Vidite li sada kako bi mogli naci jos jedan polinom koji zadovoljava pocetni
niz?

Ucenik: MozZda da nademo nacin da promijenimo oblik kubne funkcije, ali zadrZimo
iste tocke presjeka.

Nastavnik: Kako bi to prikazao algebarski?

Uéenik: Mogu, na primjer, pronaci razliku izmedu f(x) i g(x), sto je g(x) — f(z) =
23 — 622 + 11z — 6. Utrostruciti éu rezultat i dodati ga na f(x) i dobiti 4x + 1+ 3(2® —
622 + 11z — 6) = 323 — 1822 + 37z — 19.

Nastavnik: Odlicno. Sada trebamo shvatiti sto se ovdje stvarno dogada. Ima li nesto
posebno u polinomu x3 — 622 + 11z — 6 Sto omogucéava da ovo vrijedi?

Ucenik: Mislim da nema.

Nastavnik: Probajte ga faktorizirati.

Ucenik: Dobivam x® — 62*> + 1lx — 6 = (x — 1)(z — 2)(z — 3). Oh, pa vidim sada.
Kada pogledamo faktorizirani oblik vidimo da je razlika izmedu f(z) i g(z) jednaka 0
u tockama x = 1,2,3. Na taj nacin mozZemo dobiti puno polinoma koji generiraju isti
niz samo zbrajanjem visekratnika ovog polinoma na f(x).

Nastavnik: Koji je opci oblik takvog polinoma?

Ucenik: To je 4x + 1+ k(x — 1)(z — 2)(z — 3), gdje k moZe biti bilo koji realni broj.

fix) = 4x—1

gX)= xX*-6ex"+15« x-T7
hix) = gix) — fix)

k= B.0D

1441 jx) = fx) + ko A }/ |

; /
NP7

/| X/
A
v

v

1 2 3

Slika 7. Opci oblik danog polinoma

Primjer 4. Kapetan brodice mora uzeti u obzir morske mijene prilikom ulaska u luku
jer se dubina vode moze znatno razlikovati ovisno o dobu dana. Pretpostavimo da se
plima u nekoj luct pojavijuje u b : 00 sati, kada je voda duboka 10.6 m, a oseka u 11 : 00
sati, kada je dubina vode 6.5 m. Razvijte matematicki model koji ée predvidjeti dubinu
vode kao funkciju ovisnu o vremenu koje je proteklo od ponoci.

Na nastavi (Cetverogodisnje srednje skole):

Ucenici koji rade na ovome problemu trebali bi imati iskustva s transformacijama li-
nearne i kvadratne funkcije te bi trebali biti upoznati s grafovima trigonometrijskih
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funkcija.
Slijedi primjer ucenickog zakljucivanja na primjeru ovog zadatka:

Nastavnik: Dana su nam samo dva uredena para, pa postoji puno grafova koji bi mogli
zadovoljiti nase podatke. Koji bi algebarski model imao smisla u nasem zadatku?
Ucenik 1: Duvije tocke odreduju pravac, zar ne? Ne mozZemo li jednostavno povezali te
dvije tocke?

Ucenik 2: Ne moZemo jer se razina vode ne nastavlja smanjivati zauvijek, vec se svaki
dan povecava i ponovno smanjuje.

Ucenik 3: To vjerojatno znaci da ée rezultat biti jedan od onih valovitih grafova.
Ucenik 1: O da, kladim se da ce to biti graf sinusa ili kosinusa. Ali kako da znamo koji
je od ta dva?

Ucenik 3: Probajmo nacrtati dio toga vala i vidjeti sto iz toga moZemo zakljuciti.
Ucenik 2: Ako se ova pojava ponavlja ovako svakih 6 sati, onda éemo imati dva ma-
ksimuma © dva minimuma svaki dan. Pretpostavljam da onda period iznosi 12 sati.
Ucenik 3: Da, a ako je maksimum i minimum grafa uw 10.6 m ¢ 6.5 m, onda bi amplituda
trebala biti 4.1 metar, zar ne? Oh, samo malo — amplituda je samo polovica visine, pa
to moramo promijeniti na 2.05 metara.

Ucenik 2: Uredu, sada kada to znamo mozZemo vidjeti da je vertikalni pomak na pola
puta izmedu maksimuma @ minimuma, sto bi bilo na 8.55 metara (slika 8).
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Slika 8. Graficki prikaz problema

Nastavnik: Odlican posao do sada. Sada trebate jos malo poraditi na periodu i hori-
zontalnom pomaku. Smatrate li da je lakse raditi sa sinusom ili kosinusom?

Ucenik 1: Vise mi se svida kosinus zato sto se maksimum dogada pet sati nakon ponoci,
pa bi tako bilo lakse naci horizontalni pomak.

Ovaj razgovor bi se mogao voditi i u manjim grupa nakon cega bi slijedilo izlaganje
svake grupe na koji su nacin promatrali problem i rasprava izmedu tih grupa, sto bi
bilo najbolje napraviti. Ucenici su mogli provjeriti tocnost svojih rjesSenja pomocu dina-
mickih matematickih alata za prikaz grafova. Zanimljivo prosirenje ovoga zadatka bilo
bi da se model iskoristi za odredivanje vremena tijekom kojega brodica sigurno ulazi i
1zlazi 1z luke pri odredenoj dubini mora.
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1.5 Razvijanje zakljucivanja

Kada se zakljuc¢ivanje isprepli¢e sa razumijevanjem i kada nastavnici pruzaju po-
trebnu podrsku, onda se moze ocekivati da ucenici pokazuju napredak u svojem zaklju-
¢ivanju u razredu, u njihovim usmenom i pismenom radu, te u njihovom procjenjivanju
kroz godine provedene u srednjoj skoli. Zakljuc¢ivanje i razumijevanje u srednjoj skoli
na nastavi matematike zahtijeva povec¢anje razine shvac¢anja. Razine shvacanja su:

1. empirijsko — uloga empirijskog shvacanja je podrzati, ali ne opravdati pretpo-
stavku (,,Vrijedi u brojnim slucajevima.”);

2. preformalno — intuitivno objasnjavanje i djelomic¢no argumentiranje koje pruza
uvid u ono Sto se dogada;

3. formalno — uloga formalne argumentacije (temelji se na logici) je u odredivanju
matematickih sigurnosti (dokaza) ili odredivanje statistickih zakljucaka.

Dakle, ove razine prikazuju napredak od manje formalnog zakljucivanja do vise
formalnog zakljuc¢ivanja. Medutim, svaka razina ima svoju vrijednost. Ucenici mogu
kontinuirano mijenjati razine, cak i kada je rije¢ o istom matematickom kontekstu.
Mijenjanje izmedu razina nije samo oc¢ekivano nego i pozeljno kako bi ucenici razumjeli
kontekst i razlog odabranog puta do zakljucka. Medutim, nastavnici imaju jako bitnu
ulogu u poticanju ucenika na istrazivanje razina zakljuc¢ivanja i razumijevanja.

1.5.1 Razvijanje navika zakljucivanja u nastavi

Nastavnici mogu pomodi ucenicima doseci visu razinu zakljuc¢ivanja kroz dobar
odabir zadataka i pitanja. Ucenici tada mogu nauciti analizirati svoj pristup rjesava-
nju problema, prepoznati prednosti i mane svojega pristupa i iskoristiti vise formalno
zakljucivanje kako bi bolje formulirali i opravdali matematicke zakljucke. Razvoj ma-
tematickih navika zakljuc¢ivanja trebao bi biti prioritet u nastavi matematike srednjih
skola. Slijedi lista savjeta za razvoj ovih navika kod ucenika:

e Pruziti zadatke u kojima ucenici sami moraju nesto shvatiti.

e Zamoliti uc¢enike da prepricaju problem svojim rijec¢ima, ukljuc¢ujuéi i sve pretpo-
stavke koje su donijeli.

e Dati ucenicima vremena da intuitivno analiziraju problem, dodatno ga istraze
pomoc¢u danog modela i onda nastavite s formalnijim pristupom tom problemu.

e Oduprijeti se potrebi re¢i uc¢enicima kako rijesiti problem kada postanu frustri-
rani; pronadite drugi nacin kako ih motivirati u njihovom razmisljanju i radu.

e Postavljajte uCenicima pitanja koja ¢e ih potaknuti na razmisljanje — npr. ,,Zasto
to smijemo napraviti?* ili ,Kako to znate?“

e Nakon sto postavite pitanje, osigurajte dovoljno vremena za razmisljanje kako bi
ucenici mogli oblikovati vlastito zakljucivanje.

e Potaknite ucenike da postavljaju pitanja sebi, ali i drugima.

e Ocekujte od ucenika da usmeno i pismeno prenose svoje razmisljanje drugim
ucenicima, i da njihovo izrazavanje bude matematicki tocno.
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e Istaknite primjereno objasnjenje, primijetite Sto ucenici shvacaju te sto ih ¢ini
ucinkovitijima.

e Uspostavite razrednu klimu u kojoj ucenici dijele svoje matematicke argumente i
kritiziraju tude argumente na produktivan nacin.

Nastavnici bi trebali koristiti i druge izvore za odredivanje zadataka osim udzbenika
te prihvatiti razli¢ite tehnike ispitivanja kako bi kod ucenika razvijali navike zakljuci-
vanja.

1.6 Tehnologija (koja pomaze kod zakljucivanja i razumijeva-
nja) u nastavi

Tehnologija je sastavni dio zivota ljudi, radnog mjesta, pa c¢ak i mnogih suvreme-
nih matematickih istrazivanja. Nastava matematike bi trebala odrazavati stvarnost.
Tehnologija moze koristiti za unapredivanje zakljuc¢ivanja i razumijevanja u nastavi
matematike srednjih skola. Ona moze biti osobito korisna u trazenju uzoraka i odnosa
te u stvaranju pretpostavki. Tehnologija moze osloboditi u¢enike od konstantnog izra-
¢unavanja, dajuci im slobodu i potrebu da razmisljaju strateski, kao sto je navedeno
u primjeru 3. Upotreba tehnologije za prikazivanje razli¢itih nacina rjesavanja istog
problema moze pomodi pri povezivanju. Na taj nacin pruzamo ucenicima nove mo-
guénosti za poduzimanje matematicki smislenih radnji te da jasno vide matematicke
posljedice koje iz toga proizlaze. Tehnologija je plodno tlo za vjezbanje razumijevanja
i zakljucivanja. Dinamika povezivanja sadrzaja vidljiva je u primjeru 4. Tehnologija
takoder moze biti korisna u generalizaciji rjeSenja.

Koristenje tehnologije u nastavi ne bi trebalo zasjeniti razvoj proceduralnih vje-
Stina koje su potrebne ucenicima za daljnji razvoj matematickog znanja. Tehnologiju
treba koristiti kao alat koji vodi do dubljeg razumijevanja matematickih pojmova. Na
nastavi u kojoj koristimo tehnologiju mozemo dopustiti ucenicima da sami odluce koji
bi matematicki alat mogli koristiti u odredenoj situaciji. Ucenici koji imaju mogu-
¢nost raspravljati koji matematicki alat bi bio efikasniji ¢es¢e Ce koristiti tehnologiju
za pomo¢ pri rjeSavanju problema.
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2 Poducavanje matematike s razumijevanjem

2.1 Zakljucivanje, Citanje i procjena razvoja

Postoje tri glavna elementa poducavanja matematike: ucenje s razumijevanjem
(rjesavanjem slozenih zadataka rije¢ima), ¢itanje matematickih tekstova i procjena ra-
zumijevanja ucenika. Pismenost pomaze svim ucenicima u razumijevanju matema-
tike. Svi ucenici, ¢ak i oni sa slabim matematickim vjestinama, mogu razviti vjestine
rjeSavanja problema i zakljucivanja. Nastavnici mogu povezati proces matematickog
zakljuc¢ivanja s procesom citanja koji uc¢enicima pomaze shvatiti koncept stvarnih i ma-
tematickih problema. Problemski zadaci rijeCima pruzaju nastavniku detaljnu procjenu
ucenickih vjestina, Sto zauzvrat pomaze nastavnicima u odredivanju onoga Sto ucenici
ne shvacaju te Sto bi trebali dodatno objasniti.

Vjestina rjesavanja problema, vjestina zakljucivanja i vjestina razumijevanja najbo-
lje se mogu nauciti ako je nastava matematike bazirana na pismenosti. Takav pristup se
puno bolje pamti od vjezbanja sli¢cnih zadataka i paméenja postupaka rjesavanja zada-
taka. Ne samo da ucenicima pomaze u vjestinama dolazenja do matematickih "trikova',
nego ucenici razumiju svaki korak toga "trika'. Postoje tri glavne komponente ovoga
pristupa. To su:

1. Koristenje slozenih problemskih zadataka rije¢ima za poducavanje matematickih
vjestina tako da ucenicima damo konkretan stvarni problem uz postupno primje-
njivanje algebarskih operacija.

2. Obrada procesa ¢itanja i zakljucivanja u matematickom zadatku (poducavanje
ucenika kako da nauce teske pojmove).

3. Procjena i iznosenje uceni¢kog razmisljanja, te oblikovanje daljnjih koraka u
skladu s procjenom.

Nastavnici matematike u svom formalnom obrazovanju nisu educirani za provodenje
ovoga procesa, ali bi ga trebali primjenjivati. Kroz proces matematickog ¢itanja ucenici
razvijaju algebarske vjestine rjesavajuéi problemske zadatke rije¢ima (slika 9).

Ucenici bi trebali barem dva puta procitati problem prije nego ga pokusaju rijesiti.
Na taj nacin ucenici razmisljaju o onome sto ¢itaju. Postavljanjem otvorenih pitanja
nastavnik povec¢ava daljnje razumijevanje kod ucenika i smanjuje moguce nejasnoce.
Ne treba ucenicima odmah reéi koje je rjesenje problema. Proces rjeSavanja problema
treba podijeliti na manje dijelove kako bi svaki u¢enik mogao uspjesno shvatiti problem.

Proces visestrukog citanja problema moze koristiti nastavniku za procjenu uceni-
ckog konceptualnog razumijevanja. Primjer takvog ¢itanja opisan je u primjeru 5.
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Prvo itanje: Procitajte s razumijevanjem
Koje rijei ne razumijem?
Kako ovaj problem izgleda u stvarnosti?

KEako bi prikazali ovaj problem (ne putem matematike)?
Eoja su pitanja postavljena (5to se traZi od vas)?

|

Drugo itanje: Odredite proces rjefavanja

Sto su bitne informacije u ovom problemu?

Eoje strategije rjefavanja mogu koristiti?

KEoja je od tih strategija rjefavanja problema najbolja za nas problem?

Kako éu prikazati ovaj problem simbolickim jezikom matematike?

Koje ¢u matematiCke dijelove odabrati kao kljuine 1 kako Cu rijesiti problem?

!

Treie Citanje: Rijesite problem i provjerite tonost

* Sada kada razumijem &to je problem, kako mogu najbolje iskoristiti svoje znanje iz
matematilke da rijesim ovaj problem?
»  Kako mi povratak na izvorni problem pomaZe u tumacenju rjedenja?

Slika 9. Proces visestrukog citanja problema

Primjer 5.

Prvo citanje:

Nastavnik zamoli ucenika da procita problemski zadatak pred cijelim razredom.
Problemski zadatak:

Kemijska tvrtka potrosila je 2 milijuna kuna za kupnju strojeva prije nego Sto je pocela

s proizvodnjom kemikalija. Nakon sto je kupila strojeve, turtka za proizvodnju milijun
litara kemikalija potrosi 0.5 milijuna kuna na potrebne sirovine.

1. Twurtka na dan proizvede od O do 5 milijuna litara kemikalije. Napravite tablicu
koja prikazuje odnos izmedu broja proizvedenih litara kemikalija L, i ukupnog
troska C' uw milijunima kuna, potrebnih za proizvodnju tih kemikalija.

2. Nadite formulu koja prikazuje C u ovisnosti o L.

Pojasnjavanje zadatka

Nastavnik ucenicima treba pojasniti kljucne rijeci kao bi oni na kraju razumgeli cijeli
problem. To moZemo napraviti postavijanjem pitanja: ,Sto je litra?“ Ako na pitanje

16



ne dobivamo odgovor, onda imamo dva izbora: moZemo ucenicima odmah reci Sto je
litra ili moZemo ucenicima vizualno pokazati koliko iznosi jedna litra. To moZemo na-
praviti tako da priredimo plasticnu bocu od jedne litre i proslijedimo ju po razredu da
ju ucenici promotre. Na taj nacin pravimo kinesteticku vezu izmedu plasticne boce i
izraza ,jedna litra“.

Razumijevanje konteksta

Sljedeci korak je da ucenici preoblikuju ovaj problem tako da ga oni sami razumiju.
Nastavnik: Tko mi moze svojim rijecima prepricati zadatak?

Ucenik 1: Twornica proizvodi kemikalije i to ima odredenu cijenu.

Ucenik 1 dao je dobar sazetak zadatka. Ostali ucenici imaju koristi od toga da jedan
ucentk podijeli svoje kratko shvacanje problema. Ponavljanjem jacaju razumijevanje
problema, a ostali ucenici imaju priliku shvatiti sve nejasnoce.

Oblikovanje pitanja ili zadataka

U prvom citanju trebamo osigurati da ucenici znaju sto se od njih traZi u zadatku. Ako
ucenici u tome nisu uspjesni onda se trebamo vratiti na prethodni korak i ucenicima
detaljno objasniti sve nejasnoce.

Ucenik 1 je shvatio siru sliku problema, ali nije shvatio da ga zadatak traZi da napravi
tablicu © postavi funkciju. Ovo nastavniku pokazuje da Ucenik 1 treba jos vjezZbe kako
bi prepoznao pitanje ovog zadatka. Nastavnik daje upute razredu:

Nastavnik: Kada citate esej imate recenicu koja donosi tezu i recenice koje podupiru tu
tezu. Najvazniji dio cijelog teksta je uglavnom na pocetku. Ali u matematickom zadatku
prvo procitate informacije koje su dane, a najvazniji dio zadatka, pitanje, nalazi se na
samom kraju. Zato matematicki problem morate procitati nekoliko puta. Nije vazno
samo zapitati se ,O cemu je rijec u problemu?“ nego i ,Sto trebam napraviti?“ Pogle-
dajte zadatak jos jednom i probajte ponovno. Pogledajte na sami kraj teksta zadatka @
probajte naci pitanje (ili zadatak) koje je postavljeno.

Procjena prvog citanja: ucenicko razumijevanje stvarnog problema

Vrlo je vazno procijeniti jesu li ucenici uspjeli svladati ciljeve prvog citanja. Ako ucenici
ne razumiju sto je zadano, ne poznaju rijeci ili ne razumiju znacenje pitanja ili zadatka
koji treba rijesiti, nece moci nastaviti s rjesavanjem problema. Kako bi to procijenio
nastavnik moZe pitati ucenike da zapisu nejasnoce u biljeinice ili da th postave pred
cijelim razredom. U ovome primjeru nastavnik ima staklenku u kojoj se ma drvenim
stapicima nalaze ispisana imena svih ucenika iz razreda. Iz staklenke izvlaci jedno ime
1 pita:

Nastavnik: Ucenice 2, sada kada si ponovno procitao problem i fokusirao se na zadnji
dio zadatka, sto kemijska tvrtka Zeli znati?

Ucenik 2: Kemijska tvrtka Zeli saznati stvarne troskove za proizvodnju kemikalija.
Nastavnik: Tako je! Sto ti je pomoglo u odredivanju da ovo pitanje treba odgovor?
Ucenik 3: Ono sto ste rekli o vaznom dijelu na kraju matematickog zadatka. To mi je
puno pomoglo. Prije sam analizirao svaku recenicu trazeci pitanje.

Ucenici su uspjesno napravili dva dijela procesa rjesavanja problemskog zadataka: ra-
zumiju sto je zadano u zadatku i znaju pronaci pitanje na koje treba naci odgovor. Na
ovaj je nacin nastavnik ucenicima dao dva dara pismenosti: postupak koji mogu pratiti
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1 priliku za razmisljanje kako im je taj postupak pomogao u rjesavanju problema.
Drugo citanje:

Bez ponovnog citanja zadataka, matematicki problem se ne bi mogao rijesiti. Drugo ci-
tanje je puno sloZenije od prvog citanja i ukljucuje visestruko precizno ponovno citanje.
lako bi dobar citac mogao provesti ove korake odmah nakon drugo citanja, nastavnik

sve ove korake radi postepeno kako bi ucenici stekli viestinu rjesavanja problema.

TrazZenje vaznih informacija

Nastavnik: Pitanje koje postavlja ovaj zadatak je stvarni trosak izrade kemikalije. Sto bi
onda trebali napraviti da rijesimo ovaj problem? Ponouvno procitajte zadatak i podcrta-
jte izraze ili recenice za koje smatrate da sadrze bitne informacije. Pronadite podatak
koji ¢e pomoci turtki odrediti koliki im je stvarni trosak izrade kemikalije. MoZda jos
ne znamo kako koristiti te podatke, ali nesto nam govori da bi te informacije trebale
biti korisne. Kada nesto nadete, popricajte o tome sa svojim susjedom u klups.
Nastavnik ucenicima daje vremena za jos jedno citanje i jednu minutu da porazgovaraju
jedni s drugima. Nastavnik Zeli napraviti identifikaciju bitnih informacija koje ée biti
jasne svim ucenicima. Promatrajuci kako ucenici rade, nastavnik je primijetio da je
Ucenik 4 podcrtao nekoliko informacija i traZi od njega da svoje informacije podijeli s
cijelim razredom.

Nastavnik: Koje si informacije pronasao koje bi nam pomogle da odredimo stvarni tro-
sak izrade kemikalije?

Ucenik 4: Owa turtka je potrosila 2 milijuna kuna prije nego Sto je ista zaradila.
Nastavnik: [ koje si pitanje onda postavio?

Ucenik 4: Kako su potrosili 2 milijuna kuna na opremu za proizvodnju prije nego sto su
iSta proizveli, pitao sam se trebam i taj trosak dodati ostalim troskovima koje ce turtka
imati za proizvodnju kemikalija. Zar se ne bi trebala i ta 2 milijuna brojiti kao trosak?

Odredivanje strategije rjesavanja

Sljedece sto ucenici trebaju napraviti je razmotriti moguce strategije rjesavanja zada-
taka. Nastavnik pomaZe ucenicima tako da naglasi da je razmisljanje Ucenika 4 ispra-
uno.

Nastavnik: Ucenik 4 je upravo uzeo dio informacije iz teksta, a to je da je turtka platila
2 milijuna kuna samo na opremu. Postavio si je pitanje: "Zar to ne bi trebao ukljuciti
u ukupni trosak na kraju?’. Owo je pitanje vrijedno razmatranja jer nam pomaze u
razmisljanju koju bi strategiju rjesavanja trebali upotrijebiti. Ucenice 4, koju bi mate-
maticku operaciju upotrijebio kako bi bio siguran da je tvrtka ukljucila 2 milijuna kuna
u ukupni trosak?

Ucenik 4: Trebamo zbrojiti sve troskove ove tvrtke. I trosak opreme takoder treba pri-
brojiti.

Nastavnik: Tako je! Pa sto mislite da je sljedeca informacija koja je vazna? Koji su
to drugi troskovi koje trebamo ukljuciti u ukupni trosak?

Ucenik 5: Turtka potrosi 0.5 milijuna kuna za svaki milijun litara proizvedene kemika-
lije.

Razred je uspjesno prepoznao sve bitne informacije u zadatku, a uspjesno je prepoznao
1 jednu matematicku operaciju koja ce im koristiti za rjesavanje zadatka.
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Zapis problema simbolickim jezikom

Ovaj korak drugog citanja je najtezi. Ucenici problem iz stvarnog Zivota moraju pre-
zentirati apstrakinim jezikom matematike, simbolima. U ovom slucaju, ucenici moraju
napraviti tablicu u kojoj trebaju izracunati troskove za proizvodnju najvise 5 milijuna
litara kemikalija. Nastavnik zna da nisu svi ucenici sposobni odmah rijesiti ovaj pro-
blem. Zato jasno ponovno cita zadatak i ponavlja zakljucke koje su donijeli zajedno.
Pita ih sto u zadatku trebaju dalje napraviti. Primjecujuci da samo nekoliko ucenika
ponovno cita tekst uputi © ostale ucenike da ponovno procitaju problem. Nastavnik zna
da ucenici vecinom citaju samo glavni dio teksta koji sadrzi informacije, ali i da ne
citaju Sto se od njih trazi.

Nastavnik: Kada ne procitate pitanje na kraju zadatka, to je kao da ste ispricali Salu
bez glavnog dijela.

Nakon toga svi ucenici citaju zadatak. Nekoliko ucenika podiZe ruku, ali nastavnik ceka
dok svi ne podignu glavu prema njemu jer je to pokazatelj da su svi zavrsili s citanjem.

Procjena drugog citanja

Kao i kod prvog citanja, nastavnik pocinje procjenjivati koliko su dobro ucenici savladali
ciljeve drugog citanja. Izvlaci stapic s imenom novog ucenika iz staklenke.

Nastavnik: Sto mislis da dalje trebamo napraviti?

Ucenik 6: Trebamo napraviti tablicu.

Nastavnik: Tako je. Pitanje pod rednim brojem 1 daje nam strategiju rjesavanja jer
kaZe da napravite tablicu. I cak nam daje i neke odredene podatke o toj tablici. Koji su
to podaci?

Ucenici dalje trebaju zapisati problem pomocu matematickih simbola. Trebaju stvarni
problem zapisati u apstraktnom algebarskom zapisu zavisnih i nezavisnih velicina. Ta-
koder trebaju ispravno prepoznati varijable L i C' te koje je njihovo znacenje u ovome
problemu. Kako u zadatku nije skicirana traZena tablica, ucenici se moraju osloniti na
svoje algebarske vjestine i ispravnu interpretaciju cinjenica koje imaju kako bi ispravno
zapisali © popunili tablicu. Dok ucenici citaju tekst zadatka trebaju se pitati kljucno
pitanje: Koja velicina ovisi o kojoj? Odrasli lako mogu zakljuciti da trosak ovisi o
kolicini proizvedenih kemikalija, ali ucenici to teZe shvacaju.

Vizualna prezentacija: crtanje tablice

Kako bi ucenicima pomogao u interpretaciji cinjenica koje su upravo procitali, nasta-
vnik na plocu crta tablicu s praznim poljima. Putem otvorenih pitanja navodi ucenike
na ispravno popunjavanje tablice.

Nastavnik: Koje se varijable spominju u tekstu?

Ucenik 7: L i C.

Nastavnik: Sto predstavija L?

Ucenici: Litre.

Nastavnik: Je li to sve Sto trebam zapisati u tablicu? Kako to moZemo konkretnije
zapisati?

Ucenik 8: To je broj milijuna litara proizvedene kemikalije.

Nastavnik: A sto predstavija druga varijabla?

Ucenici: Trosak uw milijunima kuna.

Nastavnik je od ucenika dobio informacije koje su oni procitali u tekstu, te ih je zapisao
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na plocu. Nastavnik dalje namjerno glasno razmislja o zavisnosti varijabli:
Nastavnik: Dok sam crtao ovu tablicu, pitao sam se: "Koja varijabla ovisi o kojoj?’.
Zawvisi Ui kolicina kemikalija o konacnim troskovima ili konacni troskovi ovise o koli-
cini proizvedenih kemikalija? Koju bi varijablu zapisali u lijevi stupac tablice, a koju u
desni? Sto vi mislite?

Ucenik 9: L céemo staviti u lijevi, a C' u desni stupac.

Nastavnik zapise razmisljanje ucenika u tablicu na ploci.

Provjera razumijevanja

Nastavnik pita tko se slaZe misljenjem Ucenika 9 © na taj nacin procjenjuje koliko ih
je shwvatilo Sto je zavisna, a Sto nezavisna varijabla. U razredu vecina ucenika dizZe
ruku, ali ne svi. Umjesto da se zapocne razgovor o zavisnim i nezavisnim varijablama
it objasni ucenicima koja je koja, nastavnik se odlucuje vratiti na tekst.

Nastavnik: Pogledajte pitanje jos jednom. Gdje se nalaze brojevi koji su nam trenutno
bitni?

Procjena razumijevanja tehnickih oznaka

Nastavnik: Imamo tablicu koju treba popuniti s brojevima. Kako zovemo ove brojeve?
Oni imaju neko posebno ime.

Nastavnik ispituje ucenike pokazujuci na varijablu x zapisanu w tablici na plakatu koji
se nalazi na zidu ucionice (Slika 10).

Nezavisna varijabla

X

Ulaz

Domena

Apscisa (horizontalna os)
Ulazna vrijednost

Zavisna varijabla

y

1zlaz

Kodomena

Ordinata (vertikalna os)
Izlazna vrijednost

Slika 10. Plakat na zidu ucionice

Ucenik 10: Znam, naziva se nezavisna varijabla.

Nastavnik: Tako je! A Sto éemo zapisati v prazno polje ispod varijable x?

Ucenik 10: Nula.

Nastavnik: Zasto mislis da tu ide nula?

Ucenik 10 ponovno pogleda u tekst, a zatim odgovori:

Ucenik 10: U lijevom stupcu se nalazi nezavisna varijabla L zato Sto su to brojevi koje
cemo unositi. Sto god se nalazilo u desnom stupcu ovisiti ée o broju koji se nalazi u
lijevom stupcu. To znaci da je desni stupac zavisna varijabla. Sljedece pitanje kaze da
nademo formulu koja prikazuje C u ovisnosti o L. Mislim da to opet znaci da je C
zavisna varijabla.

Nastavnik: Sto onda pisem u lijevi stupac tablice?

Ucenik 10: Nula, jedan, dva, tri, cetiri i pet. To nam pise u prvoj recenici prvog pita-
nja.

Ucenik 10 je ostvario glavni cilj drugog citanja: stvarni problem prezentirao je na ma-
tematicki nacin.
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Tijekom drugog citanja nastavnik obicno daje dodatnu pomoé ucenicima koji su slabiji
u matematici. Nastavnik zna da je Ucenik 11 slabiji u matematici © da mu obicno treba
dodatno vrijeme kako bi rijesio i razumio zadatke. Kako bi procijenio njegovo trenutno
razumijevanje, nastavnik mu postavlja pitanje:

Nastavnik: Kada je L =0, koliki je C'?

Ucenik 11: C je 0.5.

To je netocno, ali ga nastavnik ne ispravija nego mu daje Sansu da razmisli o svojem
odgovoru. Ucenik 11 je mogao krivo izracunati jer nije do kraja shvatio zadatak. Njemu
treba jos malo vremena za razmisljanje.

Nastavnik: Procitaj pocetak zadatka molim te. Sto on kaze?

Ucenik 11 dobiva mogucnost ponavijanja drugog citanja. Ucenik cita zadatak naglas.
Nastavnik ga zaustavlja na dijelu gdje je informacija koja mu treba jer ne Zeli da ih
pomijesa s informacijama koje mu trenutno ne trebaju. Nakon nekoliko sekundi po
ucenikovom drZanju tijela, nastavnik zakljucuje da je shvatio u cemu je pogrijesio.
Ucenik 11: O, pa rjesenje je dva.

Nastavnik: To je tocno. I sto ti je pomoglo da zakljucis da je to tocno?

Ucenik 11: Zato Sto na pocetku zadatka pise da su prije nego sto su ista proizveli po-
trosili 2 miligjuna kuna.

Na ovaj je nacin nastavnik pomogao uceniku u razumijevanju i rjesavanju dijela za-
datka te ga je potaknuo u budecem radu.

Ucenici su dva puta procitali zadatak, odredili problem i pitanja na koje trebaju odgo-
voriti, prezentirali stvarni problem matematickim simbolima i napravili tablicu. Sada
su spremni postaviti funkciju koja opisuje ovaj problem.

L C
litre proizvedene kemikalije trosak
(u milijjunima) (u milijjunima kuna)
0 2
1 2.5
2 3
3 3.5
4 4
5 4.5

Slika 11. Rjesenje prvog dijela zadataka
Trece citanje:

Najapstraktniji dio rjesavanja problemskih zadataka rijecima je prevesti stvaran problem
u algebarsku jednadzbu, ili funkciju, kao $to je u ovome primjeru C(L) = 0.5L+2. Dok
su ucenici popunjavali tablicu wociti su uzorak kojim se povecavaju velicine i tako su
lakse dosli do jednadzbe (Slika 11).

Nakon rjesavanja prvog dijela zadatka, veéina ucenika se ne sjeca sto trebaju napraviti
niti sto to sve skupa znaci. Zato je bitno da ucenici verbalno izraze sve sto su do sada
napravili. Nastavnik zapisuje konacnu jednadzZbu na plocu i pita ucenike da mu objasne
svaki dio te jednadzbe. Ucenici ponovno gledaju tekst zadatka i ne mogu naci smisao toj
jednadzbi. Odgovor je stizao jedan po jedan i svoje odgovore su oznacili na jednadzbi

(Slika 12).

21



C (L) = 05 L + 2

C L 0.5 L 2
Ukupni Milyuni litara | Trofak od 0.5 | Milyjuni litara | 2 milyjuna
trogak proizvedene milijuna kuna | proizvedene kuna za

kemikalyje za proizvodnju kemikalyje kupnju
milijun litara strojeva
kemikalije
(Fiksm 1l1
(Zavisna (Nezavisna (Promjenjiva (Nezavisna potetni
varijabla) varijabla) varijabla) varijabla) trofak)

Slika 12. Oznacavanje svakog dijela jednadzbe

Nastavnik Zeli da ucenici znaju interpretirati jednadzbu i na matematicki nacin i na
stvarni nacin. Na taj nacin nastavnik je siguran da su ucenici svladali sve razine
ovoga problema: test, tablicu, jednadzbu i razumijevanje. Qva tri citanja razvijaju
matematicko zakljucivanje kod ucenika koje im pomaZze u rjesavangju bilo kojih problema
i zadataka.
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3 Semanticko i sintakticko zakljucivanje

Ucenici koji vole matematiku ¢esto kazu kako uzivaju u dokazima i vise vole vidjeti
zasto je nesto istinito, nego se osloniti na izgovorenu ili napisanu tvrdnju. Medutim,
puno je vise ucenika koji su prestali voljeti matematiku zbog dokaza i matematicke stro-
gosti, pogotovo kada razina apstrakcije ili detalja postane monotona, kada glavnu ideju
¢ini nerazumljivom kao i primjenu toga dokaza. U srzi ove podjele prema privlacnosti
i odbojnosti dokaza je aktivnost zakljucivanja. Neki autori tvrde da je umjetnost do-
kazivanja najvazniji koncept poucavanja i ucenja matematike, te da je vazno pokusati
analizirati i razumjeti dinamiku matematickog zakljucivanja.

Kod zadataka uobicajeno je slijediti dokaz ili metodu rada. Jedan nacin je provjera-
vanje malih koraka koje smo napravili, ali na taj nac¢in ucenici ostaju i dalje predaleko
od pravog razumijevanja. Ucenik koji je svjestan da ne zna smisao cijelog dokaza osjeca
se nezadovoljno ili frustrirano, te ne zna sto napraviti kako bi to popravio.

Greske prilikom zakljuc¢ivanja su jako zanimljive i puno otkrivaju, ne samo o tome
koliko je znanje i razumijevanje kod ucenika, nego i sami nac¢in razmisljanja i strategija
za rjeSavanje matematickih problema. Postoje najmanje dvije vrste matematickog
zakljuc¢ivanja, koje leze na suprotnim krajevima spektra. Na jednoj strani imamo
sintakticko zakljucivanje, koje se oslanja na jednostavna, naivna ili povrsna pravila, te
na pretrazivanje ili trazenje istih uzoraka. Ono moze ukljucivati doslovna tumacenja i
povrsne veze izmedu pojmova koje slaze poput kolaza. Uobic¢ajeno je da ucenici koriste
ovo zakljuc¢ivanje kada su pod pritiskom ispita ili se priblizavaju ispitni rokovi, pa ga
koriste kako bi bez previse pazljivog razmisljanja odgovorili na svoja pitanja. Sema-
nticko zakljucivanje je, s druge strane, puno prirodnije povezano s ucenjem i oslanja se
na intuiciju, uocavanje ili iskustvo. Ono se moze povezati s kinestetickim, vizualnim i
drugim vrstama ucenja pomocu kojih pamtimo, a moze biti rezultat visegodisnje prakse
u ucenju.

Podjela izmedu sintakse (oblika) i semantike (znacenja) je drevna i seze sve do
Euklidovih Elemenata. Elementi su prvi objavljeni pokusaj stvaranja aksiomatskog
deduktivnog sustava u matematici i pruzili su osnovu za razvoj matematike, ali i bilo
kojeg drugog podrucja matematike. Podjela je dovela do pitanja moze li se matematika
u nekom preciznom smislu rasclaniti na sintaksu kroz manipulaciju aksiomima. Kasnija
istrazivanja pokazuju da je svaki aksiomatski sustav, uklju¢ujuéi i teoriju brojeva, ne-
potpun, u smislu da ¢e u sustavu postojati istinite izjave koje se ne¢e mo¢i 'sintakticki’
dokazati koriste¢i te sustave aksioma. Zato je normalno ocekivati "napetost’ izmedu
sintakse i semantike. Umjesto napetosti na nastavi matematike mogu se iskoristiti ra-
zlike izmedu sintaktickog i semantickog zakljuc¢ivanja kako bi se stvorile moguénosti za
poboljsavanje ucenja i kako bi se otkrile slabosti ili propusti u razumijevanju. Pogreske
u zaklju¢ivanju govore puno vise nego sto mislimo, a rjesavanje tih pogresaka ¢ini nas
odlucnijima i kreativnijima.

3.1 Primjeri semantickog i sintaktickog zakljucivanja
Primjer 6.

Pitanje: Putujete od tocke A do tocke B brzinom od 20 km/h, i iz tocke B se odmah
vratite u tocku A brzinom od 30 km/h. Koja je prosjecna brzina putovanja?

Odgovor: Prosjecna brzina je w = 25 km/h.
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Ovaj povrsan odgovor povlaci problem umijesanosti sintakse u stvaranje smislenog odgo-
vora. Problem ne trazi aritmeticku sredinu dva broja. On trazi da odredimo prosjecnu
brzinu putovanja. Kako bi mogli uspjesno odgovoriti na ovo pitanje moramo misliti o
semantici. Zadatak zahtijeva razlomak ciji brojnik je zbroj ukupne udaljenosti, a na-
zivnik ukupno vrijeme koje je potroseno na putovanje. Tocan odgovor je 24 km/h.

vy =20 km/h
Vg = 30 k:m/h

S1 =8 = S9

__As_s+s_ 2s B 2s B 2 B 2 _ oy
UTAL T h+ by 4 g(L1y B B
vt St (g )

v1 V2

Primjer 7.

Pitanje: Izgradili ste ravnu Zeljeznicku prugu dugacku 20 km na horizontalnoj ravnini
koja je ucvrséena na jednom kraju. Kada ste dosli do drugog kraja shvatili ste da je
pruga 1 m duZa nego sto treba biti. Pogurate prugu tako da je sada dugacka 20 km na
nacin da napravite blagi luk iznad ravnine. Koliko je luk, na sredini pruge, udaljen od
ravnine?

Odgovor: Ako 1 m apsorbiramo u 20 km, onda je visina iznad ravnine na sredini
pruge zanemarivo mala.

Ovo je tipican primjer gdje male greske imaju velike posljedice. Ovo je primjer u ko-
jem se koristi sintakticni odgovor umjesto semantickog. Zapravo 20 km ima wveéavajuci
ucinak zato sto je smetnja (1 m duZa pruga duz vodoravne Zeljeznicke pruge) ortogo-
nalna na konacni efekt (luk iznad ravnine). Ako pola luka aproksimiramo hipotenuzom
pravokutnog trokuta, onda pomocu Pitagorinog poucka brzo otkrivamo da je visina iz-
nad ravnine priblizno 100 metara. Da je visina velika, a ne mala intuitivno je jasna za
svakoga tko je ikada lagano stisnuo krajeve ravnala.
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4 Kreativno i imitativno zakljucivanje

Ve¢ je nekoliko godina zajednica obrazovanja za matematiku svjesna poteskoca
u pomaganju ucenicima u razvijanju temeljnih matematickih sposobnosti poput ko-
nceptualnog razumijevanja, sposobnosti rjeSavanja problema i kreativnog zakljucivanja.
Matematika je obi¢no prikazana kao veliki skup izoliranih nerazumljivih ¢injenica i
postupaka koje treba zapamtiti i prisjetiti ih se na pismenim testovima.

[strazivanja o matematickom zakljuc¢ivanju pokazala su da se ucenici kada se sretnu
s problemskim zadacima cCesto oslanjaju na nekreativne i matematicki povrsne strate-
gije. Zakljuc¢ivanje im se oslanja na ono sto im je poznato i ono Sto su upamtili umjesto
fokusiranja na intrinzi¢na svojstva matematickih objekata. U tom istrazivanju ucenici
nisu vjerovali da problemski zadaci mogu biti rijeSeni kreativnim zakljuc¢ivanjem.

Mnogi ¢imbenici utjecu na nacine na koje ucenici u¢e matematicki zakljucivati. Tu
su ukljuceni utjecaji iz skole, iz individualnog obiteljskog doma te iz kulturne zajednice
iz koje pojedini ucenik dolazi. Istrazivanja su pokazala kako ucenici mogu nauciti ono
sto imaju priliku nauciti. Zato se postavlja kljucno pitanje: koje mogucnosti trebaju
ucenicima kako bi razvili razlicite oblike matematickog zaklju¢ivanja? U raznim istra-
zivanjima, pokazano je da je veéinu problema u matematickim udzbenicima moguce
rijesiti povrsnim zakljucivanjem i da ucenici upravo takvo zakljuc¢ivanje i koriste.

Ako Zelimo odgojiti refleksivne i kreativne ucenike, s kojim bi zaklju¢ivanjem oni
trebali biti upoznati? Na koji nac¢in nastavnici mogu to predociti ucenicima? Jedna
mogucnost bi bila da nastavnik prezentira stvarno rjesenje problema na skolsku plocu.
Glavna primjedba ovom nacinu je da je taj stvarni problem pretezak za ve¢inu ucenika
u razredu. Druga moguénost bi bila pokazati ucenicima simulaciju rjesenja neruti-
nskog problema pomocu zakljucivanja. Glavno istrazivacko pitanje ovoga rada je: Na
koji nacin koristenje kreativnog zakljucivanja od strane ucitelja pomaze ucenicima u
savladavanju problemskih zadataka?

4.1 Kreativno zakljucivanje

,Zakljucivanje® je tok misli, nac¢in razmisljanja, koji je prihvacen za stvaranje
tvrdnji i dohvacanje zakljucaka. Nije nuzno utemeljen na formalnoj deduktivnoj logici
i moze biti neto¢no sve dok postoje razboriti (onome koji zakljucuje) razlozi koji vode to
razmisljanje. Obrazlozenje je potvrdivanje dijela zakljuc¢ivanja kojim uvjeravamo sebe
ili druge da je to zaklju¢ivanje prikladno. Konkretno, u situaciji rjeSavanja zadataka,
koje se naziva problemski zadatak, ukoliko nije jasno kako nastaviti s rjeSavanjem,
postoje dva centralna tipa obrazlozenja:

1. Izbor strategije, gdje se pod ,izbor“ gleda u Sirem smislu (izabrati, podsjetiti,
konstruirati, otkriti, pogoditi, itd.). Ovaj izbor podrzan je pitanjem: Hoce li
strategija rijesiti problem?

2. Implementacija strategije, koja je podrzana pitanjem: Je li strategija rijesila
problem?

U ovom radu kreativno zakljuc¢ivanje je ono zakljucivanje koje koristimo kod rjesa-
vanja nerutinskih problema. Postoje dva nacina na koje se ovaj pojam koristi:

i. Razmisljanje koje je divergentno i koje prevladava ustaljeno.
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ii. Razmisljanje koje stvara djelo kojeg velika veéina ljudi smatra kreativnim (npr.
umjetnicka djela).

Ovdje nas zanimaju kreativni pogledi na uobicajeno razmisljanje prilikom rjesavanja
matematickih zadataka, pa notacija ii. nije korisna u ovom sluc¢aju. Haylock vidi dva
tipa ustaljenosti. Sadrzajna ustaljenost, u smislu raspona elemenata, smatra se prik-
ladnom za primjenu na odredeni problem: korisno znanje ne smatra se korisnim. Algo-
ritamska ustaljenost predstavljena je konstantnom upotrebom algoritma koji se na
pocetku pokazao uspjesnim, a u trenutnom slucaju pokazao se neprikladnim. Silver
smatra da iako se kreativnost povezuje s pojmom , genije” ili izuzetnom sposobnosti,
moze pomoc¢i nastavnicima matematike da ne gledaju kreativnost kao sposobnost mate-
maticki nadarenih veé nesto Sto se moze poticati i kod svih ostalih ucenika. On dodaje
da ucenici matematiku ne dozivljavaju kao visoko kreativno intelektualno podrucje
kakvo jest. Silver smatra da su tecnost, prilagodljivost i novina temeljne komponente
kreativnosti.

U skolskim zadacima, jedan od ciljeva je postici visoki stupanj sigurnosti, ali klju¢na
razlika od stvarnih problema je u didaktickom pristupu jer je u Skolskim zadacima do-
pusteno pogoditi, riskirati te koristiti ideje i zakljuc¢ivanje koje nisu ¢vrsto utemeljene.
Cak je i na ispitima dozvoljeno imati 50% toc¢nih odgovora na pitanje, dok je apsu-
rdno da su matematicar, inzenjer ili ekonomist toéni u samo 50% svojih zakljucaka.
To podrazumijeva da je u Skolskim zadacima dopusteno, a mozda cak i potaknuto,
koristenje matematickog zakljucivanja sa znatno smanjenim zahtjevima na logickoj
strogosti. Polya naglasava vaznu ulogu zakljucivanja koje je manje odredeno nego
dokaz: ,U to¢no odredenom zakljuéivanju glavna stvar je razlikovati dokaz od naga-
danja, odnosno toc¢an dokaz od netoc¢nog. A u vjerojatnom zakljuc¢ivanju glavna stvar
je razlikovati pretpostavku od pretpostavke, tj. vise logicnu pretpostavku od manje
logicne.”

U ovome okviru, osnovni argumenti su usidreni u unutarnjim svojstvima kompo-
nenti koje su ukljucene u zakljuc¢ivanje. Prva komponenta je zakljucivanje o svojstvima
objekta, transformacije i pojma. Objekt je osnovna jedinica, to je ’stvar’ s kojom nesto
radimo ili rezultat necega Sto smo radili. Na primjer, brojevi, varijable, funkcije, gra-
fovi, dijagrami, matrice itd. Transformacija je ono sto mijenja objekt i ishod je neki
drugi objekt. Npr. brojanje jabuka je transformacija primijenjena na objekt u stvarnom
svijetu, a ishod je broj. Izracunavanje determinante, transformacija je matrice. Pojam
je sredisnja matematicka ideja izgradena na srodnom skupu objekata, transformacija
i njihovih svojstava. Na primjer, pojam funkcije ili pojam beskonac¢nosti. Buduéi
da svojstva komponenti mogu biti vise ili manje bitna u odredenom kontekstu i pro-
blemskoj situaciji®, nuzno je razlikovati intrinzi¢na svojstva koja su klju¢na i povrsna
svojstva koja nisu vazna. Na primjer, u odredivanju koji je od razlomaka 19790 i % vedi,
veli¢ina brojeva (99,12, 3 i 2) je povrsno svojstvo koje nije dovoljno kako bi se zadatak
rijeSio, dok je koli¢nik tih brojeva intrinzi¢no svojstvo.

Kreativno zakljuc¢ivanje ispunjava sljedece uvjete:

1. Novost: Stvaranje novog niza zakljucaka za rjesenje, ili je zaboravljeni niz za-
kljucaka ponovno stvoren. Oponasanje prijasnjih odgovora ili rjeSenja nije dio
kreativnog zakljucivanja.

3Problemska situacija je ona koju u nastavnom procesu stvara sam nastavnik matematike s odre-
denim ciljem. Taj cilj je poviSenje efikasnosti nastave matematike i podizanje razine matematickog
obrazovanja ucenika.
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2. Fleksibilnost: Prihvaca razli¢ite pristupe i prilagodbe rjesenja. Ne trpi fiksa-
ciju koja sprjecava napredak (npr. fiksiranost za sadrzaj ili trazenje zapamcenih
rjesenja).

3. Vjerodostojnost: Postoje razlozi koji podrzavaju izbor strategije i/ili provedbu
strategije pokazujuéi zasto su zakljucci toéni ili vjerodostojni. To znaci da naga-
danja i nejasne intuicije nisu dio kreativnog zakljucivanja.

4. Matematicke osnove: Rasprava je temeljena na intrinzicnim matematickim
svojstvima komponenti ukljucenih u zakljucivanje.

4.2 Imitativno zakljucivanje

Cesée od kreativnog zakljucivanja javljaju se razne vrste imitativnog zaklju¢ivanja.
Imitativno zaklju¢ivanje je kopiranje ili prac¢enje primjera bez ijednog pokusaja rjesa-
vanja problema na originalan nacin. Istrazivanja pokazuju da ucenici poznaju osnovne
elementarne vjestine iz matematike, ali tu nema puno razumijevanja. Ucenici su puno
sigurniji u procesima kao sto su izraCunavanje, oznacavanje i definiranje nego Sto su
u zakljuc¢ivanju, komuniciranju, pretpostavljanju i obrazlozenju. Teskoce u ucenju je-
dnim su dijelom vezane za smanjenje slozenosti, koje se pojavljuje u postupcima koji
su fokusirani samo na ¢injenice i algoritme, i u nedostatku racionalnog razumijevanja.
Ovo zakljucivanje ukljucuje zakljucke koji nisu opravdani na matematicki nacin, nego
imaju druge izvore. Definicije koje su u nastavku navedene nastoje okarakterizirati
imitativno zakljucivanje.

Memorirano zakljucivanje ako je:
a. izbor strategije utemeljen na prisje¢anju;

b. provedba strategije sastoji se samo od zapisivanja. Osoba koja koristi ovo zaklju-
¢ivanje moze opisati bilo koji dio odgovora bez razmatranja njegovih prethodnih
dijelova.

Primjer je prisje¢anje svih koraka nekog dokaza.

Algoritam je skup pravila pomocu kojih se rjesavaju odredeni tipovi zadatka. Najcesci
algoritmi sastoje se od postupaka (niz transformacija nekog matematickog objekta).

Algoritamsko zakljucivanje ako:

a. izbor strategije sastoji se u prisjecanju, ne cijelog odgovora kao u memoriranom
zakljuc¢ivanju, skupa pravila koja ¢e zasigurno dovesti do to¢nog rjesenja;

b. nakon sto smo dali skup pravila ili smo se prisjetili klju¢nih dijelova, provedba
strategije je trivijalna i samo neoprezne greske mogu ometati dolazak do rjesenja.

Temeljni dio algoritamskog zakljuc¢ivanja je kako odabrati odgovarajuéi algoritam. Ako
mozemo odabrati odgovarajuci algoritam, ostatak zakljucivanja je jednostavan. Algo-
ritamsko zakljucivanje temeljeno na povrsnim svojstvima smatra se uobicajenim i do-
minantnim, a istrazivanja su pokazala kako postoje tri razli¢ite grupe uobicajenih za-
klju¢ivanja:
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Poznato algoritamsko zakljucivanje

Ovo zakljucivanje sastoji se od odabira strategije na nac¢in da zadatak smjestimo u
poznati tip zadataka s odgovarajué¢im algoritmom rjesavanja. Primjer ovog zakljuciva-
nja je kada ucenici povrsno interpretiraju tekst zadatka i dodu do jasne, ali neispravne
slike da je zadatak poznatog tipa.

Razgranicavajuce algoritamsko zakljucivanje

Algoritam je izabran iz skupa algoritama koji su dostupni toj osobi i taj je skup ra-
zgranicila ta osoba kroz povrsinska svojstva algoritama i povezanosti sa zadatkom. Na
primjer, ako zadatak sadrzi polinom drugog stupnja, osoba moze odabrati rijesiti od-
govarajucu jednadzbu (p(z) = 0) iako zadatak od njega trazi maksimum tog polinoma.
U ovom slucaju, osoba koja zaklju¢uje ne mora zadatak shvatiti kao poznati.

Vodeno algoritamsko zakljucivanje
Pronadena su dva glavna tipa ovog zakljucivanja:

a. Pilotirano zakljucivanje, kada netko (npr. nastavnik) vodi ucenike prema rjese-
nju.

b. Utvrdivanje sli¢nosti, gdje je izbor strategije temeljen na utvrdivanju slicnih po-
vrsnih svojstava u primjeru, definiciji, teoremu ili nekom drugom dijelu teksta
koji je povezan sa zadatkom.

4.3 Simulacija kreativnog zakljucivanja

Kako bi shvatili razliku izmedu simulirane i stvarne situacije, koristiti ¢emo pojam
reprezentativnosti koji se odnosi na kombinaciju sveobuhvatnosti i to¢nosti. Sveobu-
hvatnost se odnosi na ,raspon razlicitih stajalista prema situaciji koja je simulirana®,
a tocnost na ,stupanj u kojem svako stajaliste aproksimira stvarno predstavljanje tog
stajaliSta u kriterijskoj situaciji“. Da bi se analiziralo je li rjeSenje problemati¢nog
stanja visoko reprezentativno ili nije, testira se prema sljede¢im kriterijima kreativnog
zakljucivanja:

1. Matematicke osnove: ZakljucCivanje je utemeljeno na intrinzicnim matemati-
ckim svojstvima komponenti ukljuc¢enih u zakljucivanje, na isti nacin kao i kre-
ativno zakljuc¢ivanje. Ovaj kriterij smatra se ispunjenim ako su zakljuéci ute-
meljeni na eksplicitnom razumijevanju bitnih svojstava. O svojstvima se treba
raspravljati, a to se obi¢no napravi na ovaj nacin: ,izjava je toc¢na buduéi da
komponente imaju ova matematicka svojstva, sto ima ove posljedice”. Ako ovaj
kriterij nije prisutan, npr. u opisu algoritma, tada se kriterij smatra neispunje-
nim.

2. Kreativnost: Zakljucivanje je slicno kreativnom zakljucivanju u smislu da je
(uCenicima) kreiran novi niz zakljucaka, koji kreée od (simulirane) problemske
situacije i kroz eksplicitne unaprijed poznate argumente, koji podrzavaju izbor
strategije, zavrSavaju u zakljucku. Ovaj kriterij je skoro uvijek zadovoljen jer
nastavnik kontrolira zakljucivanje i jamci da je zakljucak postignut. Kriterij nije
postignut ako zakljucivanje pocinje zakljuckom koje je kasnije objasnjeno.

3. Refleksija: Refleksija (odraz onoga sto su shvatili ucenici iz objasnjavanja i
zaklju¢ivanja) i/ili simulirane nesigurnosti su uvijek prisutne. U rutinskom rje-
savanju zadataka ne postoje nesigurnosti buduc¢i da ucenik od pocetka zna sto
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treba uciniti. U stvarnim problemskim situacijama, izbor strategije nije vidljiv i
nekada je potrebna metakognitivna kontrola za provedbu strategije. Moze se po-
javiti kao refleksija, oklijevanje ili kao otvorenost prema alternativnom rjesenju.
Moze se pojaviti zbog prisutnosti (simuliranih) pogresaka. Nije ispunjena putem
pitanja ili pogreski koje se ticu lokalnih ili elementarnih dijelova algoritamske
procedure.

4. Fokus: Glavni cilj simuliranja problematic¢ne situacije i rjeSenja kod nastavnika
slican je cilju ucenika. U nekim situacijama jasno je da se (simulirana) proble-
mska situacija nastavnika razlikuje od ucenicke, i u tom slucaju ovaj kriterij nije
zadovoljen. Jos jedan primjer razlic¢itog fokusa je kada je zakljucivanje nastavnika
nerealisticno u smislu da je pretesko ili temeljeno na ¢injenicama i znanju koje
ucenicima jo$ nije jasno. Ako nema dokaza da nastavnik i ucenici imaju razlicit
fokus, onda je ovaj kriterij zadovoljen.

4.3.1 Istrazivanje i primjeri

Glavna komunikacija izmedu nastavnika i ucenika u srednjim skolama na nastavi
matematike je da nastavnik vodi prezentacije i dijaloge. U osnovi, niti jedan nasta-
vnik ne predstavlja stvarne problemske situacije ucenicima, nego one zadatke za koje
je pripremio odgovore. Kako to nisu stvarni problemi, namjera nastavnika da simulira
kreativno zakljuc¢ivanje vjerojatno se nece ostvariti.

Buduéi da se nastava moze odvijati na brojne nacine (zbog ogromne raznolikosti
sadrzaja, zadataka, ciljeva, ucenika, stilova ucenja itd.), nemoguce je odrediti najcesée
situacije koje se dogadaju u nastavi i nemogucée je na jedinstveni nacin odrediti Sto
bi bilo ,uobicajeno® poucavanje koje se spominje u istrazivanju. Iz podataka priku-
pljenih u istrazivanju bilo je nemoguce odrediti reprezentativan uzorak nastavnika koji
poducavaju na ,uobicajen“ nacin. Umjesto toga su istrazivaci posjetili nekoliko razlici-
tih nastavnika koje su oni okarakterizirali kao ,,obi¢ne® ili barem ne kao neuobicajene
tipove nastavnika.

Sljede¢i podaci sakupljeni su u istraZivanju na tri obrazovne razine u Svedskoj:
niza srednja $kola, viSa srednja $kola i na preddiplomskom matematickom studiju.?
Promatrac je na nastavi vodio zabiljeske o tome kako nastavnik odrzava sat, fokusi-
rajuci se na predavanje i interakciju nastavnika i uc¢enika. Nakon svakog odslusanog
sata provela se analiza toga sata u tri koraka: interpretacija (opis na koji je nacin
nastavnik objasnio svoje zakljuc¢ivanje na nastavi i u kojoj su mjeri ucenici shvatili to
objasnjenje), odredivanje (simulirane) problemske situacije (opisivanje stvarne simuli-
rane problemske situacije i argumentacija tog problema; razmatraju se samo zakljucci
koje je nastavnik donosio na satu) i karakterizacija (karakterizacija prethodno koriste-
nog zakljucivanja). Analizirana su 23 razli¢ita nastavnika na tri obrazovne razine, a
predstavit ¢emo Cetiri situacije razli¢itog zakljucivanja.

Primjer 8. U devetom razredu niZe srednje skole nastavnik sat zapocinje kratkim
ponavljanjem ranije naucenih pojmova poput ,Sto je 3*?“ i ,Kako jos zapisujemo

4Svedski obrazovni sustav sastoji se od predskole (do 6 godina), obaveznog programa koji sadrzi
osnovnu $kolu (od 7 do 12 godina), nizu srednju $kolu (od 13 do 16 godina) - ukupno 9 razreda, te od
izbornog programa koji sadrzi visu srednju skolu (od 17 do 19 godina) - 3 razreda vise srednje skole
i fakultete koji su podijeljeni na tri stupnja: osnovni stupanj (u trajanju od 2 ili 3 godine kojim se
stje¢e akademski naziv prvostupnika), napredni stupanj (u trajanju od 1 ili 2 godine kojim se stjece
akademski naziv magistra) i doktorski stupanj (u trajanju od 2 do 4 godine kojim se stjece akademski
naziv doktora znanosti).
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x-r-x-x-x?% Pitanja u nastavku su jos teza, ali iako odgovaraju nastavnom planu i
programu devetog razreda, ucenici imaju velikih poteskoca prilikom odgovaranja na njih.

Nastavnik na plocu zapisuje izraz x (x + 5) = i pita ucenike Sto je to. Niti jedan ucenik
ne odgovara na pitanje.

Nastavnik: Zapocnimo mnoZenjem prvog clana u zaradi. Koji bi onda bio rezultat
Marko?

Marko: 2z.

Nastavnik: Ne, to nije tocno. Koliko je bilox -z -z -x-x?

Marko: MoZda je 5x2?

Nastavnik: Nije. To je x* + 5x. Koliko je —4x(2x + y)?

Jan: —8.

Nastavnik ga prekida i bez objasnjenja zapise da je rjesenje —(8x2 + 4xy).

Nastavnik: Koje je rjesenje ako maknemo zagrade?

Eva: —8z% — 4xy.

Nastavnik: Koliko je 3z(2z +y) — (3 + 2y)(z — 2y) ?

Ana se c¢ini sposobna rijesiti zadatak © pocne odgovarati na pitanje, ali nastavnik joj ne
dopusta da sama odgovori na pitanje. Umjesto toga, nastavnik vodi Anu kroz rjesava-
nje zadataka konstantnim ispitivanjem dodatnih potpitanja, kao npr. ,Koliko je 2-37¢
L, Koliko je x - x?% 1 slicno, bez objasnjavanja zasto su ti koraci potrebni. Nastavnik
zapiswje na plocu: = 6x% + 3zy — 322 + 62y — 20y + 41y* = 322

Beata: (Beata prekida nastavnikovo pisanje) Je li to 3z*?

Nastavnik: Ako imas 6 jabuka i pojedes 3 jabuke, koliko ti ostaje jabuka?

Beata: Tri jabuke.

Nastavnik: Tako je, zato je 3x°.

Nastavnik zavrsava prekinuto pisanje: 3z% + Txy + 4y?.

Nastavnik: Je li to tocno Josipe?

Josip: Ne znam.

Nakon ovog razgovora ucenici otvaraju svoje udzbenike. Promatrac je individualno ispi-
tivao ucenike sto sada rade. Vecina ih je dala odgovore poput ,Ne znam.“ ili ,Nemam
pojma.*.

Interpretacija @ odredivangje problemske situacije

Identificirane su cetiri problemske situacije (tri zadatka i Beatino pitanje).

PS1: Kako prosirujemo x(x+5)? Marko vjeruje da mnoZenjem prva dva célana dobiva
2x. Nastavnikov izbor strategije sadrzi dva dijela: (a) Algoritam je pomnoZiti
lijevi faktor sa zagradom tako da mnozZimo svaki clan jedan po jedan, (b) Prvi
umnoZak je uvijek mnoZenje potencija iste baze (x - x = 2%), kao Sto je nasta-
vnik pokazao u ranijem primjeru (v -x -z -z -x = 2°). Marko moZda razumije
ovaj raniji jednostavni primjer, kao sto © mnogi drugi ucenici to razumiju, ali ne
razumije da je algoritam koji mora primijeniti a(b + ¢) = ab + ac. Marko ne
moZe shvatiti nastavnikovo navodenje i primjenjuje svoj krivi algoritam te dobiva
522. Nastavnik nakon toga daje tocan odgovor bez objasnjenja i nastavlja dalje
zadatak.

PS2: Kako prosirujemo —4x(2x + y)? Jan ne zna pravi algoritam ili pravi slucajnu
gresku. Nastavnik samo daje tocan odgovor.
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PS3: Kako prosirujemo i pojednostavijujemo 3z(2x+y) — (3x+2y)(x—2y) ? Umjesto da
Ani dopusti da sama zakljuci kako bi rijesila zadatak, nastavnik bira sve strategije
riesavanja i Ani ostavlja da napravi elementarne transformacije.

PS): Kako ostaje 3z* (kao jedan od izraza) prilikom pojednostavijivanja 6x* + 3zy —
322 + 6xy — 2xy + 4y* ? Nastavnikova strategija je koristiti analogiju s jabukama.
Namjera je vjerojatno bila pokazati kako trebaju zbrojiti ili oduzeti izraze istog
tipa (x*), ali nastavnik nije dao nikakvu poveznicu izmedu analogije s jabukama
1 Beatine problemske situacije. Beata sigurna zna da ako od sest jabuka oduzme
tri jabuke, ostaju joj tri jabuke, ali to joj nije objasnilo povezanost sa zadatkom.

Karakterizacija

Svaki kriterij oznacen je slovima N ili D. Slovo N znaci da kriterij nije ispunjen, a
slovo D da je kriterij ispunjen.

1) Matematicke osnove: (N) Nekoliko ucenika poznaje svojstvo mnoZenja koje je
a™ =a-a---a (m faktora), ali ne i pravilo za mnozZenje dvije zagrade (a+b)(c+
d) = ac+ad+bc+bd, sto predstavlja intrinzicno svojstvo u njihovoj problemskoj
situaciji. Ovo kljucno pravilo nastavnik nije objasnio.

2) Kreativnost: (N) Veéina zakljucivanja koje je nastavnik predstavio temelji se na
kratkim algebarskim transformacijama koje su dane ucenicima bez prethodnog
opravdavanja, objasnjavanja ili davanja upute za traZeno intrinzicno svojstvo.
Postoji jedna iznimka, a odnosi se na pravilo a™ =a-a---a.

3) Refileksija: (N) Nema znakova nesigurnosti te nema vremena za refleksiju. Nasta-
wnik objasnjava korake algoritama i brzo odgovara na svoja postavljena pitanja
ukoliko ucenik ne zna tocan odgovor. Jedna manja iznimka je kada je nastavnik
pokusao Marku objasniti da je rjesenje povezano s prijasnjim primjerom koji je
dao.

4) Fokus: (N) Nastavnik se usredotocio na svojstvo a™ = a - a---a, ali glavne po-
teskoce ucenika vezane su za mnoZenje izraza unutar zagrada, te kombinacija ta
dva pravila. Nastavnik ne pokusava utvrditi koje su problemske situacije nastale
kod ucenika ili vieruje da je problem vezan samo za svojstvo a™ =a-a---a.

Niti jedan od kriterija kreativnog zakljucivanja nije ispungjen. Prikazano je algoritamsko
zakljucivanje bazirano na algoritamskim transformacijama koje nisu objasnjene kroz
intrinzicna matematicka svojstva, cak ni kroz opise koristenth pravila.

Primjer 9. Ovaj nastavni sat odrZao se na drugoj godini vise srednje skole (ugosti-
teljski program). Nastavna jedinica je bila o pravilima rjesavanja linearnih jednadzbi.
,Dobro znamo kako pronaci nepoznanicu x u nekoj jednadzbi, ali ova nastavna jedi-
nica je vise o pravilima®, rekao je mastavnik i poceo pokazivati riesenja tri razlicite
jednadzbe. Prve dvije jednadzbe su: x — 11 = 32 ¢ 2z + 12 = 28. U ovom primjeru
prikazat cemo postupak rjesavanja trece jednadzbe, 3x — 14 = 2 — x.

Nastavnik zapisuje treci primjer na plocu i govori: ,Sada éemo zakomplicirati ono Sto
smo naudili u prva dva primjera.“ Nakon toga im govori kako Zeli sve nepoznanice (x)
na lijevoj strani jednadzbe, a sve poznanice (brojeve) na desnoj strani. Objasnjava im
da to radi zato sto Zeli imati sve nepoznanice s jedne strane i stavlja ih lijevo jer ih
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tamo ima vise, pa ce x biti pozitivan. ,, U nasem primjeru trebamo pomaknuti x na lijevu
stranu, a 14 na desnu.“ Nastavnik na plocu zapisuje +14 na obje strane jednadzbe, a
nakon toga i +x na obje strane jednadzbe. Jedan ucenik se javlja i pita odakle dolazi taj
x. Ucenik ne dobiva odgovor od nastavnika. Pokusavaju mu odgovoriti drugi ucenics,
ali bezuspjesno. Drugi ucenik pita: ,Je li to uvijek tako, da oni mijenjaju predznak?*
Nastavnik odgovara: ,Da.“ Nastavnik nastavlja s pojednostavljivanjem izraza kojeg je
dobio i zapisuje:

4r = 16
4x 16
=
r=4

© nakon toga pokazivanje primjera zavrsava.

Interpretacija i odredivanje problemske situacije

Treci primjer koji je nastavnik pokazao cini se nepoznat ucenicima. Zakljucivanje koje
je ovdje koristeno jako je vezano za koristenje pravila, npr. kada ucenicima objasnjava
razlog stavljanja nepoznanica na jednu stranu, a poznanica na drugu stranu jednadZbe.
Problemska situacija je kako rijesiti jednadzbu koristenjem pravila. Pojavila su se dva
glavna pravila. Prvo je da nepoznanice treba premjestiti na onu stranu gdje ih ima vise,
a drugo je da dodamo isti broj, ali sa suprotnim predznakom na obje strane jednadzbe.

Karakterizacija

1) Matematicke osnove: (N) Prikazano zakljucivanje temeljeno je na koristenju dva
pravila. Prvo pravilo, da trebamo staviti sve nepoznanice na onu stranu jednadzbe
gdje ih imamo vise, nije temeljeno na intrinzicnim svojstvima jednadzbi nego na
prakticnosti. Drugo pravilo, da isti broj trebamo dodati s obje strane jednadzbe,
temeljeno je na intrinzicnim svojstvima jednadzbi. Kriterij nije ispunjen zato sto
niti jedno od ovih svojstava nije izreceno. Buduci da su ova dva pravila prikazana
na isti nacin, ucenicima ce biti tesko shvatiti razliku izmedu njih.

2) Kreativnost: (N) Nema objasnjavanja, nastavnik samo opisuje rjesavanje jedna-
dzbe. Gledano iz algoritamske perspektive, ucenicima je predstavijeno novo gra-
divo, tj. nacin rjesavanja nove vrste jednadzbi.

3) Refieksija: (N) Nema nesigurnosti ili refleksije u nastavnoj metodi koju nastavnik
koristi. Malo nesigurnosti se pojavilo kada ucenik upita o dodavanju nepoznanica
na obje strane jednadzbe, ali kako nastavnik nije odgovorio na pitanje, nema ni
refleksije.

4) Fokus: (D) Problemska situacija je koristenje pravila za rjesavanje jednadzbi.

U ovom primjeru nije koristeno simulirano kreativno zakljucivanje, koristeno je zaklju-
civange koje prikazuje metodu pracenja pravila, bez kreativnih objasnjenja zasto ili kako
primjenjujemo ta pravila. Ucenici mogu nauciti ovu metodu rjeSavanja, ali samo za
iste tipove jednadzbi (ax + b = cx + d te moZda i za ax +b = d — x). Poucavanje u
ovom primjeru ne pomaze ucenicima u stvaranju vlastitih strategija rjesavanja ukoliko
bi se susreli s nekim novim tipom jednadzbi.
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Primjer 10. Zadatak je dokazati nejednakost In(1 + x?) < 2% @ # 0. Primjer sadr-
Zava ono Sto nastavnik govori i zapisuje na plocu (P) prilikom predstavljanja rjesenja
razredu u kojem se nalaze maturanti.

Nastavnik: Prilikom pokazivanja ove nejednakosti, lakse je ako sve premjestimo na
jednu stranu znaka nejednakosti. Ako premjestimo In(1 + %) dobivamo:
P:2? —In(1+2?) > 0,2 #0
Nastavnik: Prednost ovog premjestanja je ta sto sada lijevu stranu nejednakosti mo-
zemo predociti kao funkciju, skicirati graf te funkcije i vidjeti nalazi li se ta funkcija
iznad o0si x. Zato definiramo:
P: f(z) = 2® — In(1 + 2?)
Nastavnik: Sto se dogodi kada je x =07
P:

f(0)=0>-In(14+0*)=0—-1In1=0 (4.1)

Nastavnik: f(0) nam govori da nejednakost nije istinita kada je x = 0. Sada to trebamo

pokazati i za sve druge x-vrijednosti. Derivacija je:
P:
1 20(1+a%) — 22  2xw+22%—2x 228

(@) v 1+x2x 1+ 22 14 22 14 22

Nastavnik: sto je manje od nule ako je x < 0 i veée od nule ako je x > 0. Ranije
smo pokazali da predznak derivacije odreduje rast ili pad funkcije. Ako je x < 0 onda
je brojnik negativan, a nazivnik je pozitivan, pa je cijeli razlomak negativan. Ako je x
pozitivan, pozitivni su i brojnik i nazivnik, pa i razlomak ostaje pozitivan.
P:

f(z) strogo pada na (—o0,0)

f(z) strogo raste na (0, +o0) (4.2)

Nastavnik: Zakljucak se moZe izvesti proucavajuéi predznak prve derivacije [skicira
krivulju koja lici na y = x*]. Vidimo da je f'(0) = 0 i ako je x < 0 onda f(x) pada i
ako je x > 0 onda f(x) raste. Ne treba nam tocan izgled funkcije. Ako ovo skiciramo
u koordinatnom sustavu, vidimo da graf ove funkcije leZi iznad o0si x.
P:

(4.1) i (4.2) = f(x) > 0,Va £ 0, a to znaci x* > In(1 + 2°),7 # 0

Nastavnik: U ovom zadatku primjenjujemo derivacije, proucavamo rast i pad funkcije
i skiciramo zakljucke koje imamo.

Interpretacija i odredivanje problemske situacije

Identificiran je jedan glavni i tri mangje problemske situacije.

PS1: Glavni izbor strategije, koji nije objasnjen sve do kraja nastavnog sata, je, prvo,
zapisati nejednakost kao funkciju. Drugo, umjesto proucavanja funkcijskih vri-
jednosti, pronadite lokalni minimum funkcije i koristite derivaciju za pokazivanje
rasta i pada funkcije, te tako pokazati leZi li funkcija iznad minimuma.

PS2: Kako definirati funkciju? Transformirajte nejednakost prebacivanjem svega na
lijevu stranu, tako da desna strana bude jednaka nuli. I zapisite da je f(x) =
2 —1In(1 + %),
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PS3: Kako pronaci minimum? Nastavnik to ne spominje, kao ni zasto trazimo mini-
mum, niti zasto je tocku x = 0 izabrao kao tocku u kojoj gleda vrijednost funkcije

f.

PS: Pokazuje da je f pozitivna ako je x # 0 tako da koristeci derivacije pokaZe da f
pada lijevo, a raste desno od minimuma.

Karakterizacija

1) Matematicke osnove: (D) Nejednakost je istinita jer je f(x) > 0,z # 0. Kasnije
je istinita jer je f(0) = 0 ¢ deriviranjem pokazujemo da je to funkcijski minimum.

2) Kreativnost: (N) Izbor strategije nije objasnjen prije njegova koristenja, nego je
(djelomicno) objasnjen prilikom provedbe.

3) Refleksija: (N) Nema nesigurnosti niti ucenicke refleksije na izbor strategije i
pitanja.

4) Fokus: (D) Ucenici su, kao i nastavnik, usredotoceni na rjesavanje zadatka, i
vecina ucenika vijerojatno moze pratiti dobro strukturirano zakljucivangje. Buduci
da su objasnjenja dana poslije zakljucaka, postoji nekoliko situacija gdje ucenici
moZda nisu shvatili zasto su neki postupci napravljeni na nacin na koji jesu. Na
primjer, zasto treba provjeriti kolika je vrijednost funkcije kada je x = 0 (to
ulenici shvate tek na kraju zadatka). Kriterij je u sustini ispunjen, iako postoje
trenutne situacije u kojima su nastavnik i ucenici usredotoceni na razlicite stvari.

Dobro strukturiran opis ove metode gdje je izbor strategije objasnjen tek kada je prove-
den, ne smatra se simulacijom kreativnog zakljucivanja.

Primjer 11. Primjer ovog nastavnog sata odrZan je u drugom razredu vise srednje
skole prirodoslovnog programa.

Zadana je kruznica sa sredistem u tocki O, i dane su tri tocke A, B i C koje se nalaze
na toj kruznici. Teorem koji ovaj nastavni sat proucava navodi da je kut ZAOB dvo-
struko veéi od kuta ZACB (kasnije je teorem oznacen kao T1°). Nastavnik je zapoceo
nastavni sat tako da je podsjetio ucenike na ovaj teorem, a zatim je svima podijelio na-
stavni listi¢ s cetiri zadatka. Kako se blizio kraj sata, ucenici su pozvani pred plocu da
predstave rjesenja zadataka. Kako nitko nije htio predstaviti rjesenje drugog zadatka,
nastavnik je dopustio ucenicima da ga vode kroz rjesavanje zadatka. Zadatak je bio
pronaci velicine kutova x iy koje su prikazane na slici 13.

Jedan ucenik rekao je da je velicina kuta y jednaka 120° zato sto cetiri tocke A, B, C'i D
na kruznici tvore tetivni cetverokut, a zbroj nasuprotnih kutova u tetivnom cetverokutu
iznosi 180° (u ovom primjeru ovaj ée se teorem oznacavati s T2 ). Nastavnik se sloZio
da je to tocno i rekao da mogu raditi na ovaj nacin ako su razumgjeli taj teorem (T2).
Drugi ucenik je zakljucio da je kut koji je oznacen s x dvostruko veci od kuta koji iznosi
60° [ucenik koristi T1].

5Teorem o obodnom i sredi$njem kutu - Sredi$nji kut nad nekim lukom jednak je dvostrukom
obodnom kutu nad tim istim lukom.

6Teorem o tetivnom &etverokutu - Cetverokut je tetivni ako i samo ako mu je zbroj nasuprotnih
(unutarnjih) kutova jednak 180°.
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Slika 13. Drugi zadatak s nastavnog listica

Nakon toga nastavnik upita je li itko na neki drugi nacin pronasao velicinu kuta y.
Nastavnik nije dobio odgovor na svoje pitanje, pa je nastavio: ,Sto ako papir okre-
nemo naopako? Ako je y obodni kut, koji je sredisnji kut?“ Oznacio je izboceni kut u
sredini (kut 360° —x ). Nakon toga je jedan ucenik prokomentirao da taj kut iznosi 240°
jer je 360° — 120° = 240° [koristio je da je x = 120°]. Jedan ucenik je pitao mozemo li
pomocu y dobiti x ovom metodom. Nastavnik je odgovorio ,MozZemo."

Interpretacija i odredivanje problemske situacije

Veli¢ina kuta x pronadena je direktnom primjenom teorema T1, jer je sredisnji kut (x)
dvostruko veéi od obodnog kuta (LADC).

U primjeru su predstavijena dva nacina pronalaZenja velicine kuta y, jedan od strane
ucenika, a jedan od strane nastavnika. Prvi nacin, predstaviljen od strane ucenika, te-
meljen je na teoremu koji nije spomenut na nastavnom satu, a to je da zbroj unutarnjih
kutova u tetivnom cetverokutu iznosi 180° (T2). Uceniku koji nije upoznat s teoremom
T2 bi rjesenje na ovaj nacin bilo jako tesko za razumjeti. Drugi nacin rjeSavanja te-
meljen je na, glavnom teoremu tog nastavnog sata, teoremu T1. Teorem nije koristen
na ocigledan nacin, buduci da je sredisnji kut izboceni kut (kut izmedu 180° 7 360°).
Objasnjenje drugog nacina je da trebamo okrenuti kruznicu, pa cemo na taj nacin do-
biti da je y obodni kut, a sredisnji kut je 360° — x.

Karakterizacija

1) Matematicke osnove: (D) Zakljucivanje u sve tri problemske situacije temelji se
na svojstvima teorema T1 i T2.

2) Kreativnost: (D) Ucenici su stekli nova znanja primjenom teorema T1 na novi
nacin (sa sredisnjim kutom veéim od 180°). Kreativna objasnjenja bila su ogra-
nicena s odredivanjem kutova koji su povezani s teoremom T1. Objasnjenja su
potaknuta pitanjima nastavnika.

35



3) Refieksija: (D) Buduéi da je zadatak pronalazenja velicine kuta y rijesen na dva
nacina, a drugi nacin rjesSavanja nije bio ocit, kriterij je ispunjen.

4) Fokus: (D) Podudaranje opéih problemskih situacija kod ucenika je dobro jer su
svt ucenict radili na istim zadactma. Na pocetku sata nije ocito da ce svi uce-
nici imati istu problemsku situaciju, npr. kako primijeniti teorem za odredivanje
velicine kuta y.

lako je kriterij kreativnosti zadovoljen na relativno jednostavan i ogranicen nacin, ovo je
primjer simuliranog kreativnog zakljucivanja. Rasprava o kutovima i pitanja nastavnika
vodila su do rjesenja problemske situacije. Ucenici su imali priliku razumjeti © nauciti
novo gradivo, ali i nauciti vise o primgjeni teorema buduci da je i izravna primjena
teorema bila dio ovog nastavnog sata.

4.4 Analiza istrazivanja i rezultati

U ovom poglavlju sazeti su rezultati 23 nastavna sata koja su analizirana po kri-
terijima kreativnosti.

4.4.1 Matematicke osnove

Ovaj kriterij kreativnosti ispunjen je u 13 sluc¢ajeva u kojima su intrinzi¢na mate-
maticka svojstva eksplicitno objasnjena ucenicima na neki nacin.

Dodatne rasprave nisu bile potrebne za ispunjenje ovog kriterija. U primjeru 11
je ovaj kriterij zadovoljen jer nastavnik koristi teorem kao osnovu za obrazlozenje za-
datka. U drugoj situaciji drugi nastavnik raspravlja o znacenju konstante u funkciji
y = 2% + 2 i kaze da ,daje presjek s y-osi jer kada je x = 0 onda je y = 2“ U ovom
slucaju nastavnik koristi intrinzi¢no svojstvo povezanosti funkcije i njenog grafa prili-
kom davanja odgovora ucenicima. Ukoliko bi nastavnik samo rekao ,konstanta daje
y-koordinatu u presjeku s x-osi“, tada bi zaklju¢ak bio samo naveden i neopravdan ne-
kim intrinziénim svojstvom. U oba ova sluc¢aja nastavnik je mogao nastaviti raspravu
provjeravajuéi koliko ucenici razumiju temeljne pojmove matematike, npr. mogli su
raspravljati o tome kako se ova funkcija ponasa u drugim vrijednostima.

U situacijama kada kriterij nije bio ispunjen, najces¢i razlog je bio taj sto je na-
stavnik predstavljao rjesenje zadatka ili algoritam za rjesavanje zadatka bez rasprave o
matematickim svojstvima koje koristi. U jednom primjeru provedeno zakljucéivanje se
temeljilo na nematematickom svojstvu. Nastavnik je graf kvadratne jednadzbe s pozi-
tivnim koeficijentom uz ¢lan 2 usporedio s nasmijanim usnama. Poveznica pozitivan
— sretan nema matematicku podlogu, a nije postojalo niti jedno drugo objasnjenje u
ovom primjeru.

4.4.2 Kreativnost

U tri primjera je zakljucivanje odredeno kao kreativno. Zahtjevi na kreativnost
nisu bili visoki. U jednom primjeru (Primjer 11.) nastavnik koristi pitanja kako bi
usmjerio uc¢enike na nov nacin primjene teorema.
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Situacije u kojima ovaj kriterij nije ispunjen veé¢inom su se sastojale od toga da
je nastavnik opisivao algoritam rjesavanja zadataka (u primjerima 8, 9 i 10). Rjese-
nje zadatka je nakon toga opisano bez objasnjenja koje podupiru odabranu strategiju
rjeSavanja.

Jedno od glavnih otkri¢a ovog istrazivanja odnosi se na nedostatak uobic¢ajenih
objasnjenja u suprotnosti s prisutnosti (povremenih) provjerenih objasnjenja. Ukoliko
nastavnik daje samo provjerena objasnjenja, on uvijek mora znati Sto treba raditi kojim
redom, i jedino Sto treba znati je objasniti ono Sto on ve¢ sam zna.

4.4.3 Refleksija

U vedini slucajeva u ovom istrazivanju (u 18 situacija od 23) nije bilo refleksije ili
nesigurnosti.

U jednom od cetiri primjera gdje je ispunjen ovaj kriterij, nastavnik pita ucenike
kako nastaviti dalje sa zadatkom. To znaci da u 18 situacija bez nesigurnosti ili refle-
ksije, nastavnik nije postavljao pitanja ucenicima i nije dobio nikakve izjave o zadacima
koje su radili. U situacijama kada je ovaj kriterij bio ispunjen, zadaci su rijeseni na
vise od jednog nacina.

4.4.4 Fokus

U ovom istrazivanju pojavilo se jedanaest situacija u kojima ovaj kriterij nije bio
ispunjen. U pet od tih jedanaest situacija postojale su jasne razlike u problemskim
situacijama. U ostalih Sest situacija nastavnik je predstavio jako tesko kreativno za-
klju¢ivanje, ili je predstavio zakljuc¢ivanje koje je sadrzavalo znanje s kojima se ucenici
jos nisu susreli. To su razlozi zbog kojega moze doci do razlicitog fokusa.

Ovaj kriterij je bio Cesto ispunjen zato Sto su nastavnici i ucenici zajedno rjesavali
isti zadatak. U nekim situacijama su ucenici radili na zadatku zajedno i to je oc¢igledno
odmah ispunilo ovaj kriterij. U drugim situacijama, aktivnost ucenika je pokazala
razlike u fokusu, ve¢inom na nacin da ucenici postavljaju dodatna pitanja.

Problemske situacije su se razlikovale. U nekim situacijama nastavnik je objasnja-
vao svaki korak algoritma, a problemska situacija za ucenike je bila izbor strategije
za rjeSavanje tog problema. U primjeru 8 nastavnik je usredotocen na jedno ma-
tematicko svojstvo, dok su ucenici imali problema s drugim svojstvom. U drugom
primjeru, nastavnik je postavio pitanje koliko ¢e rjesenja dobiti ako rijese jednadzbu
tipa y = ax +b. Nastavnik je objasnjavao da jednadzba x + 5 = 11 ima jedno rjesenje,
a jednadZba z? = 25 ima dva rjeSenja. Nakon toga ucenici su pogadali koliko bi neka
jednadzba imala rjesenja (npr. neki od odgovora su bili: ,rjesenje je matrica“, ,jedno
rjesenje”, ,rjesenje je nova jednadzba®). U ovom primjeru nastavnik je usredotocen na
generaliziranje svojih primjera, a ucenici su fokusirani na pogadanje to¢nih odgovora.
Nekoliko uc¢enickih odgovora nije imalo nikakve veze s postavljenim primjerima. Pro-
blem nije sto su ti odgovori netoc¢ni, nego sto se zakljucivanje ucenika jako razlikuje od
zakljucivanja nastavnika.

U svakom poucavanju bitno je da nastavnik i ucenici budu usredotoceni na istu
stvar. Ukoliko u nastavi ucenici imaju jednu, a nastavnik objasnjava neku drugu pro-
blemsku situaciju, postoji opasnost da ucenici neé¢e nista nauciti, ili barem ne ono sto
je nastavnik namjeravao da nauce.
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4.5 Rasprava

Postoje dva znacajna nacina na koje su nastavnici uspjeli zadovoljiti kriterije si-
muliranog kreativnog zakljucivanja. Prvi nacin je raspravljanje o matematickim svo-
jstvima s ucenicima, dopustajuc¢i im da sami smisle nacin rjesavanja i pomazudci im
postavljajuéi pitanja ili izjava koje se ticu odredenog matematickog svojstva. Drugi
nacin je koristenje motivacijskih objasnjenja prilikom pokazivanja novih nacina za ko-
ristenje teorema. U svim slucajevima gdje je zakljucivanje oznaceno kao kreativno,
postojao je neki nacin objasnjavanja.

I[strazivanje je pronaslo nekoliko razloga zasto nastavnici nisu uspjeli koristiti simu-
lirano kreativno zakljucivanje. Nedostatak motivacije kao i nedostatak objasnjavanja
su dva najvaznija razloga. Sljedeéi razlog je sto u zakljuc¢ivanja nisu bile ukljucene
refleksije i nesigurnosti, pa je to zakljuc¢ivanje vodilo prezentiranju algoritama. Tako-
der, postojale su situacije u kojima su nastavnik i ucenici imali razli¢ite problemske
situacije, ali i situacije u kojima ucenici oc¢ito nisu mogli shvatiti dano zakljuc¢ivanje.

U slucajevima kada analizirano zaklju¢ivanje nije bilo kreativno, pojavljivalo se
ili prezentiranje metoda ili algoritma, ili je nastavnik vodio proces zakljucivanja tako
da je ucenicima postavljao bitna pitanja (uglavnom na osnovnoj razini) na koja su
ucenici pokusavali dati odgovor, nekada i pogadanjem. U ovim slucajevima moguce pre-
dnosti ucenja za ucenike su kako rijesiti slicne zadatke onima koje je rijesio nastavnik.
Prezentiranje algoritama odvijalo se na tri nacina:

1. iznosenje algoritma bez komentara;
2. iznoSenje algoritma s komentarima sto je tocno uc¢injeno;
3. iznosenje algoritama s objasnjenjima pravila ili metoda koje su koristene.

Ukoliko slucaj 3. sadrzi objasnjenja koja se odnose na koristenje pravila, onda je za-
klju¢ivanje oznaceno kao kreativno.

Glavni dio ovog istrazivanja nije bio na nastavi koja je specificno napravljena kako
bi poboljsala kreativno zakljuc¢ivanje. Nastavni sati koji su prouceni mozda imaju neke
druge kvalitetne osobine koje se ne pojavljuju u gore navedenoj analizi.

Neki primjeri u ovom istrazivanju ispunjavaju nekoliko kriterija za simulaciju kre-
ativnog zakljucivanja. Medutim, u tim primjerima neki su kriteriji ispunjeni na prilicno
skroman nacin. Rezultati istrazivanja pokazuju da su algebarske metode za rjesavanje
specificnih zadataka ono Sto ucenici nauce iz predavanja. U veéini primjera u ovom
istrazivanju nije bilo kreativnih objasnjenja. Tesko je pronaci primjer gdje su nastavnici
objasnili sto rade tijekom predavanja. Ako se ucenici nikada ne sretnu s kreativnim
zakljuc¢ivanjem, simuliranim kreativnim zakljuc¢ivanjem ili bilo kojim drugim tipom
kreativnog matematickog zakljuc¢ivanja koje je temeljeno na intrinziénim matemati-
¢kim svojstvima, kako od njih mozemo ocekivati da nauce matematicki zakljucivati i
rjesavati probleme cak i na elementaran nac¢in? Ako nastavnici rijetko koriste objasnja-
vanja prilikom predavanja, kako mozemo od ucenika ocekivati da ¢e nauciti kreativno
zakljucivanje?
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5 Zakljucak

Zaklju¢ivanje i razumijevanje temelj je matematike. Uvodenjem zakljucivanja i
razumijevanja u nastavni plan i program matematike u srednjim skolama povec¢ao bi
se napredak ucenika u shvac¢anju sadrzaja i postupaka koje uce, te bi bili uspjesniji u
daljnjem ucenju matematike.

Zakljuc¢ivanje i razumijevanje mora postati dio nastave matematike srednjih skola.
Ne samo zato sto je opéenito vazno, nego zato $to je temelj za matematicku kompete-
nciju. Nije dovoljno da ucenici ponekad iskuse zakljuc¢ivanje i razumijevanje. Nasta-
vnici moraju stalno podrzavati i poticati ucenike na razumijevanje i zakljucivanje.

Ucenici se u svojem obrazovanju moraju susresti s kreativnim zakljuc¢ivanjem kako
bi nastavnici od njih mogli oc¢ekivati da nauce i razvijaju matematicko zakljucivanje
i razumijevanje. U tome glavnu ulogu imaju upravo nastavnici. Oni moraju osmisliti
kreativne nastavne sate i zainteresirati ucenike za odredeno gradivo. Pri tome detaljno
moraju objasnjavati sve korake rjesenja zadatka kako ucenici ne bi ucili samo algoritme
za rjesavanje tih zadataka.

U sSvedskom nacionalnom kurikulumu, logicko zaklju¢ivanje oznaceno je kao glavna
kompetencija koje ucenici moraju ostvariti u svakom razredu. U nastavnom planu
obavezne skole (osnovne skole) pise: , Nastava matematike trebala bi osigurati da uce-
nici razvijaju sposobnost razumijevanja, provode i koriste logicko zakljucivanje, dolaze
do zakljucaka i generaliziraju, usmeno i pismeno objasne i pruze objasnjenja za svoje
razmisljanje.“ Jedan od nacina na koji mozemo pomodéi ucenicima u razvijanju spo-
sobnosti je dopustiti kreativnom zakljuc¢ivanju i objasnjavanju da budu standardni dio
svakog sata nastave matematike. U tom slucaju, simulacija kreativnog zakljuc¢ivanja
dovesti ¢e do vece prisutnosti kreativnih matematickih zakljucaka u svakodnevnoj na-
stavi.
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Sazetak

Zakljucivanje definiramo kao proces dolazenja do zakljucaka na temelju dokaza
ili navedenih pretpostavki, dok se razumijevanje definira kao razvijanje shvacanja za
stanje, kontekst ili koncept koje povezujemo s postoje¢im znanjem. Zakljucivanje i ra-
zumijevanje imaju bitnu ulogu u nastavi matematike osnovnih i srednjih skola. Jedno
od bitnijih zaklju¢ivanja je kreativno zakljuc¢ivanje. Suprotnost kreativnom zakljuci-
vanju je imitativno zakljuc¢ivanje koje ucenici najcesée koriste u nastavi matematike.
Kako bi ucenici naucili pravilno matematicki zakljucivati i rjesavati probleme, nasta-
vnici u svoju nastavu moraju uvesti kreativno zakljuc¢ivanje i objasnjavanje.

Kljuéne rijedi: zakljucivanje, razumijevanje, kreativno zakljucivanje, imitativno za-
klju¢ivanje, sintakti¢no zakljuc¢ivanje, semanticko zakljuc¢ivanje, nastava matematike

Title and summary

Reasoning and sense making in teaching mathematics. Reasoning is defined
as the process of drawing conclusions on the basis of evidence or stated assumptions,
while sense making is defined as developing understanding of situation, context, or
concept which we connect with existing knowledge. Reasoning and sense making play
an important role in teaching mathematics throughout the elementary and secondary
education. One of the most important types of reasoning is the creative one. The type
opposite to the creative reasoning is the imitative reasoning which is most commonly
used in learning mathematics. In order for students to learn the correct mathematical
reasoning and how to solve problems, the teachers must introduce creative reasoning
and explanations in their teaching.

Kewords: reasoning, sense making, creative reasoning, imitative reasoning, syntactic
reasoning, semantic reasoning
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