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Uvod

Uz pojam djeljivosti, koji je jedan od osnovnih pojmova u teoriji brojeva, direktno je vezan
i pojam kongruencija, koji je uveo i razvio njemacki matemati¢ar Carl Friedrich Gauss
(1777.-1855.). Gauss je, uz Archimeda i Isaac Newtona, jedan od najveéih matematicara
svih vremena. Dobio je nadimak "princ matematike” zbog svog velikog doprinosa razvoju
matematike. Osim matematici, dao je znacajan doprinos fizici, astronomiji, geometriji,
geodeziji, optici, ali u njegovo vrijeme vjerojatno je bio najpoznatiji kao astronom. Gauss
je bio mnogo godina ravnatelj opservatorija u Gottingenu. Teorija brojeva, za koju je
znao govoriti da je “kraljica matematike”, je bila jedna od njegovih velikih strasti. Gauss
je tretirao teoriju brojeva kao granu matematike, a ne samo kao zbirku zanimljivih pro-
blema.

Gauss je predstavio teoriju kongruencija na prvoj stranici njegovog izvanrednog rada
Disquisitiones Arithmeticae koji sadrzava bogatstvo novih pojmova i teorema i kojim je
postavio temelje moderne teorije brojeva. Disquisitiones Arithmeticae je zavrsen kada je
Gauss imao samo 21 godinu, a objavljen je tri godine kasnije 1801. godine. To je bio
jedan od posljednjih matematickih tekstova koji su pisani na latinskom jeziku. Logicka
struktura ove knjige postavila je standard koji je uslijedio u mnogim kasnijim tekstovima.
Gaussova knjiga je pocela s definicijom kongruencije i modula: ako broj m dijeli razliku
a — b, onda je a kongruentan b modulo m. Ova naizgled jednostavna definicija naglasava
veliko otkri¢e: u modernoj terminologiji, kongruencija je relacija ekvalencije. Takoder,
on je izabrao izuzetno dobar nacin zapisa kongruencije koji koristimo i danas. Relacija
kongruencije ima mnoga zajednicka svojstva s relacijom jednakosti, tako da nije slucajno
da znak kongruencije "=" podsjeca na znak jednakosti "=". Znak kongruencije olaksava
proucavanje teorije djeljivosti i ima mnogo fascinantnih primjena.

Teorija kongruencija, koju ¢emo predstaviti u prvom dijelu rada, izmjenjuje nacin po-
gleda na probleme koji se odnose na djeljivost te ima mnoge primjene u teoriji brojeva,
ali nalazi siroku primjenu i izvan teorije brojeva. Primjene, kojima ¢emo se baviti u ovom
radu, ukljucuju standardna ispitivanja djeljivosti, metode za provjeru rezultata racunskih
operacija, odredivanje kontrolnih znamenki u identifikacijskim brojevima kojima je svrha
otkrivanje pogresaka koje se dogadaju tijekom prijenosa tih brojeva putem interneta, te-
lefona ili ¢ak preko poste. Osim toga, vidjeti ¢emo kako se teorija kongruencija moze
primjeniti u stvaranju zanimljivih dizajna koji su ¢esto inspiracija umjetnicama za nji-
hove umjetnicke radove. Na kraju ¢emo se baviti primjenom kongruencija na rjesavanje
interesantnih problema poput problema p-kraljica i konstruiranje rasporeda susreta u tur-
nirima.
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il



Poglavlje I

Kongruencije

U ovom poglavlju upoznati éemo se s definicijom i uvesti neka osnovna svojstva kongru-
encija. Osim toga, osvrniti ¢emo se na linearne kongruencije i njihovo rjesavanje.

1.1 Definicija i osnovna svojstva kongruencija

Za pocetak uvesti ¢emo definiciju kongruencije.

Definicija 1.1. Neka je m pozitivan cijeli broj i neka su a i b cijeli brojevi. KaZemo da a
je kongruentan s b modulo m ako m|(a—0b). Pisemoa =0b (mod m). Akom [ (a—0),
kazemo da a nije kongruentan s b modulo m. Tada pisemo a Zb (mod m).

Sljede¢i primjer ilustrira ovu definiciju.

Primjer 1.1.
Buduéi da 3|(16 — 4), iz definicije slijedi 16 = 4 (mod 3). Takoder vrijedi 23 = —2
(mod 5). Ali 30 # 5 (mod 6), jer 6 ne dijeli razliku 30 — 5.

Tijekom proucavanja kongruencija u ovom radu, pretpostaviti ¢emo da slova oznacavaju
cijele brojeve i svi moduli su pozitivni cijeli brojevi budu¢i da razlika a — b je djeljiva s
m ako i samo ako je djeljiva s —m. Dakle, bez smanjenja opcenitosti mozemo promatrati
pozitivne module.

U radu s kongruencijama je c¢esto korisno zapisati ih pomocu jednakosti. To nam
omogucuje sljede¢i teorem.

Teorem 1.1. a = b (mod m) ako i samo ako je a = b+ km za neki cijeli broj k.

Dokaz.

Pretpostavimo da a = b (mod m). Tada, prema definiciji , vrijedi da m dijeli razliku
a — b. To znaci da postoji cijeli broj k za kojeg je a — b = km, odnosno a = b + km.
Obratno, pretpostavimo da je a = b 4+ km za neki cijeli broj k. Tada je a — b = km,
odnosno m|(a — b). Stoga, a =b (mod m). O

Primjer 1.2.
Imamo, 29 =1 (mod 7) 129 =1+ 7-4. S druge strane, imamo 64 = —8+9-8. Prema
tome, 64 = —8 (mod 9).



Napomena 1.1. Iz definicije ali takoder i iz prethodnog teorema[1.]] slijedi da a = 0
(mod m) ako i samo ako m|a. Odnosno, cijeli broj je kongruentan s 0 ako i samo ako je
djeljiv s m. Na primjer, 25 = 0 (mod 5) 7 5|25.

Sljedeci teorem predstavlja tri dodatna svojstva kongruencija.

Teorem 1.2. 7Biti kongruentan” modulo m je relacija ekvivalencije na skupu cijelih
brojeva i vrijede sljedeca svojstva:

(a) a =a (mod m). (Svojstvo refleksivnosti)
(b) Ako a =b (mod m), tada b = a (mod m). (Svojstvo simetri¢nosti)

(¢) Akoa=b (mod m) ib=c (mod m), tada a = ¢ (mod m). (Svojstvo tranzitiv-
nosti)

Dokaz.

(a) Buduéi da m|(a — a) = 0, vidimo da je a = a (mod m).

(b) Ako je a = b (mod m), tada prema definiciji |1.1| m|(a — b). Stoga, prema teoremu
postoji cijeli broj k za kojeg je km = a — b. To pokazuje da je (—k)m = b — a,
odnosno m|(b — a). Iz toga slijedi da je b = a (mod m).

(¢) Akojea = b (modm)ib= c(modm), tada prema definiciji[l.1]m|(a—b) i m|(b—c).
Stoga, prema teoremu postoje cijeli brojevi k i [ takvi da vrijedi km = a — b i
Im =b—c. Prema tome, a —c = (a —b) + (b —¢) = km +Im = (k + I)m. 1z toga
slijedi da m|(a — ¢) i @ = ¢ (mod m).

[
Primjer 1.3.
(a) 5=5 (mod 7)
(b) Buduéi da 18 =4 (mod 7), 4 = 18 (mod 7)

(¢) Buduéi da 25 =5 (mod 5) i 5= —10 (mod 5). Tada 25 = —10 (mod 5)
Sada ¢emo se prisjetiti najznacajnijeg teorema teorije djeljivosti koji ¢e nam biti po-
treban za rezultate koje ¢emo proucavati u nastavku rada.
Teorem 1.3. (Teorem o dijeljenju s ostatkom) Neka je a cijeli broj i b pozitivan
cijeli broj. Tada postoje jedinstveni cijeli brojevi q i r takvi da je a = b - q + r, gdje je
0<r<hb.
Sljeded¢i teorem takoder karakterizira kongruencije.

Teorem 1.4. a = b (mod m) ako i samo ako a i b daju isti ostatak pri djeljenju s m.
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Dokaz.
Pretpostavio da a = b (mod m). Tada, prema teoremu postoji cijeli broj k takav da
je a = b+ km. Prema teoremu o djeljenju s ostatkom b=mq+r, gdjeje 0 <r <m.
Tada a = b+ km = (mg+ 1) + km = m(q + k) + r. Stoga, prema teoremu o djeljenju s
ostatkom, a ostavlja isti ostatak r pri djeljenju s m.

Obratno, pretpostavimo da i a i b daju isti ostatak r pri djeljenju s m. Sada, ponovno
prema teoremu o djeljenju s ostatkom [1.3]je a = mq+rib=mq +r, gdje je 0 < r < m.
Tada, a — b= (mq+r) — (mq +r) =m(q — ¢'). Stoga, a =b (mod m). O

Na primjer, imamo 14 = 20 (mod 3). Vidimo da i 14 i 20, pri djeljenju s 3, daju
ostatak 2. S druge strane, kada 24 i —1 djelimo s 5, ostatak je isti, odnosno 4. Dakle,
24 = —1 (mod b5).

Sljededi korolar slijedi iz prethodnog teorema [1.4}

Korolar 1.4.1. Cijeli broj r je ostatak pri djeljenju a sa m ako i samo ako a = r
(mod m), gdje je 0 < r < m.

Prema ovom korolaru, svaki cijeli broj a je kongruentan njegovom ostatku » modulo m.
Ostatak r se naziva najmanji pozitivni ostatak od a modulo m. Radi jednostavnosti,
u nastavku rada koristiti ¢emo termin najmanji ostatak.

Na primjer, najmanji ostaci od 37, 151 —3 modulo 7 su 2, 1 i 4, redom.

Buduéi da r ima toéno m izbora 0, 1,2, 3, .., (m — 1), a je kongruentan s toéno jednim od
njih, modulo m.

Prema tome, imamo sljede¢i rezultat.

Korolar 1.4.2. Svaki cijeli broj je kongruentan s tocno jednim najmangjim ostatkom
0,1,2,3,..,(m — 1) modulo m.

Sljedeci primjer koristi taj rezultat.

Primjer 1.4.
Prost broj oblika 4n + 3 ne moZe se prikazati kao zbroj kvadrata dva cijela broja.
Dokaz.

Neka je x prost broj oblika 4n + 3, odnosno x = 4n + 3. Prema teoremu to mozemo
zapisati pomoc¢u kongruencije z = 3 (mod 4).

Pretpostavimo suprotno, odnosno x se moze prikazati kao zbroj kvadrata dva cijela broja.
Tada, 7 = a? + b? za neke cijele brojeve a i b. Buduéi da je x neparan, jedan od kvadrata
cijelih brojeva , recimo a?, mora biti neparan. Stoga, b®> mora biti paran. Tada, a mora
biti neparan i b paran. Neka je a = 2¢g + 1 1 b = 2r za neke cijele brojeve ¢ i . Imamo,

r=(2¢+1)+ (2r)
=4+ +q) +1
=1 (mod4),
sto je u kontadikciji s pretpostavkom da je x = 3 (mod 4). Dakle, prost broj oblika 4n+3

ne moze se prikazati kao zbroj kvadrata dva cijela broja.
]



Koristenjem najmanjih ostataka, skup cijelih brojeva Z moze se podjeliti na m
nepraznih, u parovima disjunktnih klasa, koje se nazivaju klase kongruencija modulo
m. Radi pojasnjenja, neka [r] oznaCava skup cijelih brojeva koji sadrzi r kao njegov
najmanji ostatak modulo m. Na primjer, razli¢ite klase modulo 6 su

[0]={..,-12,-6,0,6,12,...}
1] ={.,-11,-51,7,13,...}
2] ={..,—10,—4,2,8,14, ...}
3] ={...,—9,-3,3,9,15,...}
[4]

[5]

Ocito, ove su klase neprazne, u parovima disjunktne, a njihova unija je skup cijelih
brojeva. Najmanji ostaci 0,1,2,3,4 i 5 sluze kao predstavnici klasa [0], [1], [2], [3], [4] i [5],
redom.

Opcenito, ne trebamo odabrati najmanje ostatke za predstavnike klasa kongruencija.
Prema teoremu [1.4] dva cijela broja pripadaju istoj klasi ako i samo ako su oni daju isti
ostatak pri dijeljenju s m. Dakle, bilo koji element klase [r] moze posluziti kao vazeéi
predstavnik.

Na primjer, 12,7, —4, —3, 10 1 —1 mogu posluziti kao predstavnici klasa [0], [1], [2], [3], [4]
i [5], redom. Takav skup cijelih brojeva je potpuni sustav ostataka modulo 6.

Definicija 1.2. Skup od m cijelih brojeva je potpuni sustav ostataka modulo m ako
svaki cijeli broj je kongruentan modulo m s tocno jednim od njih.

Dakle, skup cijelih brojeva {aq,as,..,an,} je potpuni sustav ostataka modulo m, ako
su oni kongruenti modulo m s najmanjim ostacima 0, 1,2, .., (m — 1) u nekom poretku.

Na primjer, skup {—15,11,7,23,9} je potpuni sutav ostataka modulo 5 bududi da je
—15=0 (mod 5), 11 =1 (mod 5), 7=2 (mod 5), 23 =3 (mod 5), 9 =4 (mod 5).

Sljedeci teorem pokazuje da se dvije kongruencije s istim modulom mogu zbrojiti i
mnoziti, isto kao i kod jednakosti.
Teorem 1.5. Neka je a =b (mod m) i ¢ =d (mod m). Tada
(a) a+c=b+d (mod m)
(b) ac = bd (mod m)

Dokaz.
Imamo a = b (mod m) i ¢ = d (mod m), prema teoremu vrijedi da je a = b+ 1Im i
¢ = d + km za neke cijele brojeve [ i m. Tada

(a)
a+c=(b+Im)+ (d+ km)
=(b+d)+(I+k)m
=b+d (mod m).
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ac — bd = (ac — be) + (be — bd)
= c(a —b) 4+ b(c — d)
= clm + bkm
= (cl + bk)m.

Dakle, ac = bd (mod m).

[l
Primjer 1.5.
Vrijedi 13 = 3 (mod 5) 721 = —4 (mod 5).
Prema prethodnom teoremu 13+ 21 = 3+ (—4) (mod 5), odnosno 34 = —1

(mod 5).
Takoder, 13-21 =3 - (—4) (mod 5), odnosno 273 = —12 (mod 5).
Dakle, dvije kongruencije se mogu zbrojiti i mnoziti pod uvjetom da imaju isti modul.

Sljedeci primjer je interesantna primjena korolara [1.4.1]i teorema [1.5]

Primjer 1.6.
Potrebno je pronadi ostatak pri djeljenju 1! 4+ 2!+ 3!+ ... + 10! s 5.

Primijetimo da za k > 5, k! =0 (mod 5) . Stoga,

421431+ . +100=11+214+31+41+0+...+0 (mod 5)
=1+2+6+24 (mod}5)
=14+2+0 (modb5)
=3 (mod b).

Dakle, kada danu sumu podijelimo s 5, ostatak je 3.

Teorem povlaci da se jedna kongruencija moze oduzeti od druge, pod uvjetom da
imaju isti modul, kao Sto stoji u slijede¢em korolaru.

Korolar 1.5.1. Ako a=0b (mod m) ic=d (mod m), tada a —c=b—d (mod m).

Primjer 1.7.
Vrijedi 13 = 3 (mod 5) i 21 = —4 (mod 5).

Tada, prema prethodnom korolaru 13—-21=3—(—4) (mod 5).
Odnosno —8 =7 (mod 5).

Sljedeéi korolar je takoder direktna posljedica teorema [I.5]

5



Korolar 1.5.2. Ako a =0b (mod m) i ¢ je bilo koji cijeli broj, tada
(a) a+c=b+c (modm)
(b) a—c=b—c (mod m)
(c) ac = bc (mod m)

(d) a®> =b* (mod m).

Primjer 1.8.
Vrijedi 15 = —5 (mod 5). Iz prethodnog korolara slijedi da je

(a) 24=154+9=—5+9 =4 (mod 5)
(b)) 6=15-9=—-5—-9=—14 (mod 5)

(¢c) 135 =15-9=—5-9 = —45 (mod 5).

Dio (d) prethodnog korolara moze se generalizirati kao sto se slijedi.

Teorem 1.6. Ako a =0b (mod m), tada a™ = b™ (mod m) za bilo koji pozitivni cijeli broj
n.

Dokaz.
Tvrdnja je ocito istinita za n = 1. Pretpostavimo da je tvrdnja istinita za pozitivan cijeli
broj k: a® = b* (mod m). Zatim, pomocu teorema [L.5 a-a* =b-b* (mod m), odnosno
a**! = v (mod m). Dakle, rezultat slijedi po indukciji.

O

Teoremi i mogu se ucinkovito iskoristiti za racunanje ostatka pri djeljenju
cijelog broja b™ sa m, kao sto to sljedec¢i primjer pokazuje.

Primjer 1.9.
Pronadimo ostatak pri djeljenju 17°7 s 5.

Prvo, znamo da je 17 = 2 (mod 5). Zatim, prema teoremu [1.6, 177 = 257 (mod 5).
Takoder, lako se vidi da 2* =1 (mod 5). Primjenom teorema o djeljenju s ostatkom
s 4 kao djeliteljem imamo:

907 — t16+3 _ (94)16, 93
=1'%.2° (mod 5)
=8 (mod 5)
=3 (mod 5).

Imamo, 1757 = 257 (mod 5) i 2°" = 3 (mod 5). Tada, iz svojstva tranzitivnosti (teorem
slijedi da je 177 = 3 (mod 5). Dakle, 3 je ostatak pri djeljenju 17°7 s 5.
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Mozemo primijetiti veliku snagu kongruencija u pronalazenju ostatka brzo i lako pri
djeljenju velikog broja b™ sa m.

Modularno eksponenciranje je jos jedna od metoda za odredivanje ostatka pri
djeljenju ™ s m. Prvo, izrazimo eksponent n u binarnom zapisu: n = (ngng_1...n1ng)2.
Zatim, nademo najmanji pozitivan ostatak od b, b2, b%, ..., b%" modulo m uzastopnim kva-
driranjem i uzimanjem ostataka modulo m. Konacno, pomnozimo najmanje pozitivne
ostatke modulo m od b*', za one j za koje a; = 1, uzimanjem ostataka modulo m nakon
svakog mnozenja.

Sljede¢i primjer ilustrira ovu metodu.

Primjer 1.10.
Potrebno je rijesiti primjer [1.9 pomoéu metode modularnog eksponenciranja.
Najprije éemo izraziti eksponent 67 u binarnom zapisu:

(67)10 = (1000011)s.

Zatim, racunamo najmanje pozitivne ostatke od 17,172,174, ...,17% = 17 wuzastopnim
kvadriranjem i uzimanjem ostataka modulo 5. Primijetimo da je 64 najveca potencija od
2 sadrzZana u 67. To nam daje kongruencije

17=2 (mod b),
177 =4 (mod 5),
17"=1 (mod 5),
17 =1 (mod 5),

17" =1 (mod 5),
1772=1 (mod 5),
17% =1 (mod 5).

Sada moZemo izracunati 17" modulo 5 mnoZenjem najmangih ostataka modulo 5 od 17, 17>
i 17%* jer u binarnom zapisu od 67 sung =1, n; =1 ing = 1. To nam daje

1797 = 176472+ — 1764 172 . 17=1-4-2=8=3 (mod 5).

Primijetimo da je rezultat isti kao i u prethodnom primjeru, odnosno 3 je ostatak pri
djeljenju 1757 s 5.

Za razliku od prethodnog primjera, cesto su moduli nesto veci brojevi pa samim time
i najmanji ostaci su veé¢i. U takvim problemima se koli¢ina posla moze znatno smanjiti
ako uvedemo negativne ostatke.

Metoda pronalazenja ostataka pomocu kongruencija moze se prosiriti na izraze s eks-
ponentima koji su toranj potencija modulo m, kao sto to sljedec¢i primjer pokazuje.

Primjer 1.11.

1377
Potrebno je pronaci zadnju znamenku u decimalnoj vrijednosti broja 107717



Neka N oznacava dani broj. Zadnja znamenka uw N jednaka je najmanjem ostatku od
N modulo 10. S obzirom da je 1077 = 7 (mod 10), promotriti éemo razlicite potencije
od 7: 7' = 7 (mod 10), 7> = 9 (mod 10), 7 = 3 (mod 10), 7* = 1 (mod 10), 7° = 7

(mod 10) ¢ uocavamo uzorak:

1 (mod 10), ako a=0 (mod 4)
o — 7 (mod 10), ako a=1 (mod 4)
9 (mod 10), ako a=2 (mod 4)
3 (mod 10), ako a=3 (mod 4)

Sada promotrimo 1177.

Vidmo da je 1177 = 1 (mod 4) pa iz teoremaslz’jedz’ da je 1177 =1 (mod 4), ¥V n > 1.
S obzirom da je 127777 > 1, onda je 1177277 =1 (mod 4).

Prema tome, N = 7 (mod 10). Drugim rijecima, zadnja znamenka u decimalnoj vrijed-
nosti od N je 7.

Sada ¢emo iskazati jos neka dodatna svojstva kongruencija.
Sto bi se dogodilo kada bi obje strane kongruencije podijelili s istim cijelim brojem? Pri-
mijetimo da 28 = 7-4 = 3-4 = 12 (mod 8), ali 7 # 3 (mod 8). To nam pokazuje
da nije nuzno to¢no da dijeljenjem s obje strane kongruencije istim brojem ¢emo ocuvati
kongruenciju.
Medutim, sljede¢i teorem nam daje valjanu kongruenciju kada obje strane kongruencije
dijelimo s isim cijelim brojem.

Teorem 1.7. Ako ac = bc (mod m) i (¢,m) =1, tada a = b (mod m).

Dakle, mozemo ukloniti isti broj ¢ s obje strane kongruencije, pod uvjetom da su c i
m relativno prosti, kao Sto pokazuje slijede¢i primjer.

Primjer 1.12.
Primijetimo da 54 = 12 (mod 7). To je, 9-6 = 2-6 (mod 7). Buduéi da (6,7) = 1,
mozZemo ukloniti 6 s obje strane:

9:-6=2-6 (mod 7)

Prema tome,

9=2 (mod 7).

Prethodni teorem je zapravo specijalni slucaj sljedeceg teorema te ga mozemo
generalizirati kao Sto slijedi.

Teorem 1.8. Ako ac = bc (mod m) i (¢,m) =d, tada a =b (mod m/d).



Primjer 1.13.
Moze se provjeriti da je 9-4 =3 -4 (mod 8). Buduéi da (4,8) = 4, moZemo ukloniti 4 s
obje strane:

9-4=3-4 (mod 8/4)

Prema tome,

9=3 (mod 2).

Sada ¢emo vidjeti kako mogu biti kongruencije dva broja s razli¢itim modulima kom-
binirane u jednu kongruenciju.

Teorem 1.9. Ako a = b (mod my), a = b (mod my), ..., a = b (mod my), tada
a = b (mod [mq, ma,...,mg]), gdje je [mq,ma,...,mg] najmanji zajednicki visekratnik od
mq, Mo,y ..., Mk.

Sljedeci primjer ilustrira ovaj rezultat.

Primjer 1.14.

Moze se provjeriti da je 152 = 32 (mod 12), 152 = 32 (mod 10), 7 152 = 32 (mod 4).

Prema prethodnom teoremu[1.9, 152 = 32 (mod [12,10,4]), odnosno 152 = 32 (mod 60).
Direktna i korisna posljedica prethodnog teorema je sljedeci rezultat.

Korolar 1.9.1. Ako a = b (mod my), a = b (mod my), ..., a = b (mod my,), gdje su
moduli u parovima relativno prosti, tada a =b (mod my - mg - ... - my).

1.2 Linearne kongruencije

U prethodnom dijelu smo proucavali neka osnovna svojstva kongruencija. Sada gledamo

kongruencije koje sadrZe varijable, kao $to su 6z = 4 (mod 7), > = 1 (mod 3) i 2 +
3 = 3z (mod 7). Najjednostavnija takva kongruencija je linearna kongruencija azr =
b (mod m).

Rjesenjem linearne kongruencije smatramo cijeli broj xy takav da je axg = b (mod m).

Na primjer, 5-5 = 4 (mod 7), pa je 5 rjeSenje kongruencije 5z = 4 (mod 7). No,
kongruencija 10z = 1 (mod 5) nema rjesenja, buduéi da 5 / (10z — 1) za bilo koji cijeli
broj x.

Pretpostavimo da xz( predstavlja rjesenje kongruencije ax = b (mod m). Tada, axy =
b (mod m). Osim toga, pretpostavimo da je x1 = 2o (mod m). Zatim, prema korolaru
1.5.2l imamo da je ax; = axg (mod m). Iz svojstva tranzitivnosti (teorem slijedi da
je ar; = b (mod m). Dakle, z; je takoder rjesenje linearne kongruencije. Ali z7 i xg
pripadaju istoj klasi kongruencije. Prema tome, ako je xg rjesenje linearne kongruencije,
onda je svaki ¢lan njegove klase takoder rjesenje.
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Napomena 1.2. Za dva rjesenja xo i x1 linearne kongruencije ax = b (mod m) kaZemo
da su ekvivalentna ako je arg = ax; (mod m).

Na primjer, buduéi da je 5 rjeSenje kongruencije 5z = 4 (mod 7), svaki ¢lan klase
5] ={...,—9,—2,5,12,19, ...} je takoder rjeSenje. Rjesenja su dana s x = 5+ 7t:

5(5+ Tt) = 25 + 35t

=440 (mod 7)
=4 (mod 7).
Dakle, ako je kongruencija az = b (mod m) rjesiva, ona ima beskonaéno mnogo
rjeSenja. Zbog toga smo zainteresirani samo za njena medusobno neekvivalentna rjesenja.
Na primjer, kongruencija 8¢ = 4 (mod 12) ima ¢etiri medusobno neekvivalentna

rjesenja: 8-2 =4 (mod 12), 8-5=4 (mod 12), 8 -8 =4 (mod 12) i 8- 11 =4 (mod 12).
Dakle, rjesenja su: 2,5,81 11.

Sljedeci teorem daje nuzan i dovoljan uvjet da bi linearna kongruencija imala rjesenja.
Ovaj teorem takoder daje broj medusobno neekvivalentih rjesenja i formulu za njihovo
pronalazenje kada je kongruencija rjesiva.

Teorem 1.10. Linearna kongruencija ax = b (mod m) ima rjesenje ako i samo ako d|b,
gdje je d = (a,m). Ako d|b, tada kongruencija ima d medusobno neekvivalentih rjesenja.

Napomena 1.3. z = x9 + (})t, gdje je 0 < t < d, je opée rjesenje linearne kongru-
encije.
Ovaj teorem ima koristan korolar.

Korolar 1.10.1. Linearna kongruencija ax = b (mod m) ima jedinstveno rjesenje ako i
samo ako (a,m) = 1.

Sljedec¢a dva primjera ilustriraju prethodne rezultate.

Primjer 1.15.
Potrebno je odrediti jesu li sljedece kongruencije rjesive:

(1) 6z =5 (mod 7)
(2) bz =7 (mod 10)
(3) 92 =6 (mod 12).
Takoder, potrebno je pronaci broj medusobno neekvivalentih rjesenja kada je kongruencija

rjesiva.

(1) (6,7) = 1. Prema korolaru|1.10.1| kongruencija 6x = 5 (mod 7) ima jedinstveno
rjesenje modulo 7.
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(2) (5,10) =2, ali 2 [ 7. Prema tome, kongruencija bz =7 (mod 10) nema rjesenja.

(3) (9,12) = 3 i 3|6. Prema tome, kongruencija 9z = 6 (mod 12) je rjesiva i ima 3
medusobno neekvivalentna rjesenja modulo 12.

Sljede¢i primjer pokazuje kako pronac¢i medusobno neekvivalentna rjesenja linearne
kongruencije.

Primjer 1.16.
Potrebno je rijesiti kongruenciju 8z = 56 (mod 12).

Buduéi da (8,12) = 4 i 456 kongruencija ima 4 medusobno neekvivalentna rjesenja
modulo 12. Ona su dana s x = xo + (%)t = xo + ()t = 2z + 3¢, gdje je 0 <t < 4. Me-
todom pokusaja i pogreske lako se vidi da je xo = 1. Dakle, 4 medusobno neekvivalentna
rjesenja modulo 12 su 1+ 3t, gdje je 0 <t < 4, odnosno, 1,4,7 7 10.

Primjenom teorema 1.8, ista kongruencija moZe se rijesiti na nesto drugaciji nacin.
Prvo, podijeliti cemo kongruenciju s 4:

20 =14 (mod 3).

Sada éemo pomnoZiti obje strane za 2 (da bismo dobili jedan x s lijeve strane kongruen-
cije):
2(22) =2-14 (mod 3)
r=1 (mod 3).

Dakle, rjesenja ove kongruencije su x = 1+ 3t. Sada se nastavlja kao i prije i dobivamo
sva Zeljena rjesenja.

Razmotrimo sada poseban slucaj kada je b = 1 u korolaru [I.10.1] Linearna kongruen-
cija ax = 1 (mod m) ima jedinstveno rjesenje ako i samo ako (a,m) = 1. Drugim rije¢ima,
kada (a,m) = 1, postoji jedinstveni najmanji ostatak = takav da je ax = 1 (mod m).
Tada za a se kaze da je invertibilan, a z se naziva inverz od a modulo m i oznacava sa
a ': aa”' =1 (mod m). Ako a! = a, onda je a samoinvertibilan.

Primjer 1.17.
Buduéi da je 6 - 11 = 1 (mod 13), 6 je invertibilan i 11 je inverz od 6 modulo 13. 12 je
vlastiti inverz modulo 13, buduéi da 12-12 =1 (mod 13).

Inverzi su korisni u rjesavanju linearnih kongruencija. Da bismo to vidjeli, vratiti ¢emo
se na ax = b (mod m), gdje je (a,m) = 1. Buduéi (a,m) = 1, a ima inverz a~! modulo
m. MnoZenjem obje strane kongruencije s a=!, dobivamo

a Yar)=a'b (mod m)
(a'a)r =a'b (mod m)

l-z2=a"'b (modm).
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Zbog toga,

r=a'b (modm).

Prema tome, imamo sljede¢i rezultat.

Teorem 1.11. Jedinstveno rjeSenje linearne kongruencije ax = b (mod m), gdje je
(a,m) = 1, je najmangji ostatak od a='b (mod m).

Sljedec¢i primjer koristi prethodni teorem [1.11

Primjer 1.18.
Koristeci inverze potrebno je pronaci medusobno neekvivalenta rjesenja sljedecéih linearnih
kongruencija.

(1) 5z =3 (mod 6)
(2) 192 =29 (mod 16).

(1) Primijetimo da je 5-5=1 (mod 6), odnosno 5°* =5 (mod 6). Prema tome,

5(bz) =5-3 (mod 6)
x =15 (mod 6)
=3 (mod 6).

Dakle, prema teoremu 3 je jedinstveno rjesenje linearne kongruencije 5r = 3
(mod 6), gdje je (5,6) = 1.
(2) Primijetimo da je 37' =11 (mod 16). Prema tome,

192 =29 (mod 16)
3z =13 (mod 16)
11(3z) =11-13 (mod 16)
r =143 (mod 16)
r=15 (mod 16).

Dakle, prema teoremul(1.11|15 je jedinstveno rjesenje linearne kongruencije 19z = 29
(mod 16), gdje je (19,16) = 1.
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Poglavlje 11

Ispitivanje djeljivosti

Dobro su nam poznati odredeni kriteriji djeljivosti. Na primjer, broj (zapisan u sustavu
s bazom 10) je djeljiv s 10 ako i samo ako je njegova posljednja znamenka jednaka 0, a
djeljiv sa 100 ako i samo ako su mu posljednje dvije znamenke 00, itd. Broj je djeljiv s 5
ako i samo ako njegova posljednja znamenka jednaka 0 ili 5, a djeljiv je s 25 ako i samo
ako su mu posljednje dvije znamenke 00, 25, 50 ili 75. Mozda manje poznata ¢injenica
je da je broj djeljiv s 9 ako i samo mu je zbroj znamenki djeljiv s 9. Isto vrijedi ako
zamijenimo 9 sa 3. Kako se dokazuju takve ¢injenice? Kako ih mozemo generalizirati?
Kao sto ¢emo vidjeti, teorija kongruencija je vrlo korisna za proucavanje takvih pitanja.
Pomocu kongruencija, mozemo razviti kriterije djeljivosti za ispitivanje je li dani cijeli broj
n djeljiv s cijelim brojem m. Koristit ¢emo zapis broja n u brojevnom sustavu s bazom
10. Neka n = (apaj_1...a1a9)10. Tada je n = ap10* + ap_110*7 + ... + @110 + ay, gdje
0<a; <9,za7=0,1,2,..., k raspis broja n po bazi 10. U ovom dijelu rada ispitati ¢emo
djeljivost cijelog broja n s brojevima 27,57,10, 3,9, 11 i 37. Takoder ¢emo razviti kriterij
s kojim mozemo istodobno ispitati djeljivost nekog cijelog broja n s prostim brojevima
7,111 13.

Nakon toga upoznati ¢emo se s metodama izbacivanja devetki i izbacivanja dvojki. Osim
toga, osvrnit ¢emo se i na pojam digitalnog korijena koji je usko povezan s metodom
izbacivanja devetki.

2.1 Djeljivost s 2/

Buduéi da je 10 = 0 (mod 2), imamo da je 10 = 0 (mod 27) za sve pozitivne cijele brojeve
j. Stoga, prema teoremima [1.5]1[1.6l imamo da je

n = (ag)10 (mod 2)
n = (ayag)o (mod 2?)

n = (asa1ag)1p (mod 2°)

n = (aj_laj_g...a,gal(lo)lo (HlOd 2J)

Dakle, da bi se utvrdilo je li n djeljiv s 2, moramo ispitati je li njegova zadnja znamenka
ag djeljiva s 2.
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Sli¢no, broj n je djeljiv s 4 ako i samo ako je broj formiran od zadnje dvije znamenke
broja n, dvoznamenkasti broj ajag, djeljiv s 4.
Takoder, broj n je djeljiv s 8 ako i samo ako je troznamenkasti broj asa;ag djeljiv s 8.

Opéenito, cijeli broj n je djeljiv s 2/ ako i samo ako je broj formiran od zadnjih j
znamenki broja n djeljiv s 2.

Primjer 2.1.
Neka je n = 75623576. Vidimo da 2|n buduéi da 2|6 i 4|n buduéi da 4|76. Takoder, 8|n
buduci da 8|576. Ali, 16 fn buduéi da 16 J 3576.

2.2 Djeljivost s 5/

Buduéi da je 10 = 0 (mod 5), imamo da je 10 = 0 (mod 57) za sve pozitivne cijele brojeve
J. Stoga, ispitivanje djeljivosti za brojeve koji su potencija broja 5 je analogno kao za
brojeve koji su potencija broja 2.

Zbog

n = a,10% 4+ a5 10" + ..+ 4110 + ag
= qp (mod 5),
n je djeljiv s 5 ako i samo ako je ag djeljiv s 5. Kako su 0 i 5 jedini jednoznamenkasti
brojevi djeljivi s 5, broj je djeljiv s 5 ako i samo ako zavrsava na 0 ili 5.
Sli¢no, broj n je djeljiv s 25 ako i samo ako je broj formiran od zadnje dvije znamenke

broja n, dvoznamenkasti broj ajag, djeljiv s 25.
Dakle, broj je djeljiv s 25 ako i samo ako zavrSava na 00, 25, 50 ili 75.

Opéenito, cijeli broj n je djeljiv s 5/ ako i samo ako je broj formiran od zadnjih j
znamenki broja n djeljiv s 5.

Primjer 2.2.
Neka je n = 125875. Bududi da 5|5, 5n. 25|n jer 25|75 i 125|n buduéi da 125|875. Ali,
625 fn buducéi da 625 f 5875.

2.3 Djeljivost s 10

Buduéi da je 10 = 0 (mod 10), prema teoremuimamo da je 10* = 0 (mod 10). Zatim,
iz teorema slijedi da je

n = a;10" + ap_1 10571 + ... 4+ ;10 4 ao (mod 10)
= ag (mod 10).

Dakle, cijeli broj n je djeljiv s 10 ako i samo ako je aq je djeljiv s 10, odnosno ako i samo
ako je njegova posljednja znamenka ag = 0.
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2.4 Dijeljivost s 319

Primijetimo da vrijedi da je 10 =1 (mod 3) i 10 = 1 (mod 9). Stoga, prema teoremu
slijedi da je 10* =1 (mod 3) i 10¥ = 1 (mod 9).
Prema teoremu [1.5] imamo da je

n = (akak_l...ao)w = akl()k + ak_llokfl + ...+ CL110 + ag
=ap+ag_1+ ... +a; +ag (mod 3) i (mod 9).

Prema tome, cijeli broj n je djeljiv s 3 ili s 9 ako i samo ako je zbroj njegovih znamenki
djeljiv s 3ili s 9.

Primjer 2.3.
Neka je n = 1129764. Zbroj znamenaka brojan je 1 +1 42494746+ 4 = 30. Bududci
da 3|30, 3|n. Ali, 9 fn jer9 f30.

2.5 Djeljivost s 11

Primijetimo da je 10 = —1 (mod 11). Tada, prema teoremu |1.6|slijedi da je
10 = (—=1)¥ (mod 11).
Zatim, opet prema teoremu imamo da je

n = (arag_1...a0)10 = ar10F + ap_1 10571+ .+ a310% + a,10 + ag

= ap(— )"+ ap 1 (=D 4+ Fa(—1)2 +a (=) 4+ ag(—1)° (mod 11)
= ak(—l)k +...+a—a;+qg (IIlOd 11)

To povlaci da je cijeli broj n djeljiv brojem 11 ako i samo ako je alternirajuc¢a suma nje-
govih znamenki ay(—1)* + ... + as — a1 + ag djeljiva s 11.

Primjer 2.4.

Neka je n = 575698122. Vidimo da je n djeljiv s 11, buduéi da naizmjenicno zbrajanje @
oduzimanje njegovih znamenaka daje 5+7—54+6—-94+8—-142—2 = 11, sto je djeljivo s
11. S druge strane, broj m = 33221100 nije djeljiv s 11 jer 3+3—-2+2—-14+1—-040=6
nije djeljivo s 11.

Sljedeci teorem identificira klasu cijelih brojeva koji su djeljivi s 11.

Teorem 2.1. Palindrom s parnim brojem znamenki je djeljiv s 11.

Dokaz.
Neka je n = (agg_1a25—2...a1a¢)10 palindrom s parnim brojem znamenki.
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Bududi da je 10* = (—1)* (mod 11), prema teoremu [L.6|slijedi da je

n = (a2k—1a2k—2--~a3aza1ao)1o
= 110" + a9 210772 + ..+ a310° + a210% 4 a1 10" + 10"
= —aggp_1 + agk—o — ... —az+as —a; +ag (mod 11)
=0 (mod 11)

jer je n palindrom s parnim brojem znamenki. Dakle, 11|n.
Primjer 2.5.

Neka sun = 2442 ¢ m = 98700789 palindromi s parnim brojem znamenki. Prema pret-
hodnom teoremu (2.1 slijedi da su i n i m djeljivi s 11, Sto se lako moZe provjeriti.

Napomena 2.1. Teorem se ne moze primjeniti na palindrome s neparnim brojem
znamenki.

Na primjer, broj 62126 je palindrom koji sadrZi neparan broj znamenki. Medutim, taj
palindrom nije djeljiv s 11.

2.6 Dijeljivost s 7, 11 i 13
Najprije pogledajmo jedan primjer.

Primjer 2.6.
Potrebno je pokazati da je svaki Sesteroznamenkasti broj oblika abcabe djeljiv s 7,11 ¢ 13.

Oznacimo s N dani broj abcabe. Dakle, N = (abcabe)p.
Buduéi da je 7-11-13 = 1001 ¢ 10* = 1000 = —1 (mod 1001) imamo da je

N = (abcabc)yg = a-10° +b-10* +¢-10° +a-10° +b-10 + ¢
=10%a-10°+b-10+¢) + (a-10* +b- 10 + ¢)
=(-1)(a-10°+b-10+c¢)+ (a-10°+b-10+¢) (mod 7-11-13)
=0 (mod 7-11-13)

Dakle, dani broj N je djeljiv s 7,11 7 13.

Sada ¢emo razviti kriterij s kojim mozemo istodobno ispitati djeljivost nekog cijelog
broja n s prostim brojevima 7,11 i 13.

16



Primijetimo da je 7-11-13 = 1001 i 10> = 1000 = —1 (mod 1001). Stoga,

n = (apap_1...a0)10 = axl0F + ap_1 10" + .. + a210% + a,10 + aq
= (ag + 10a; + 100as) + 1000(as + 10a4 + 100as)+
+ (1000)*(ag + 10a7 + 100ag) + ...
= (100ay + 10a; + ag) — (100as + 10ay + a3)+
+ (100ag + 10a7 + ag) — ... (mod 1001)

= (a2a1a0)10 — ((I5CL4CL3)10 + (a8a7a6)10 — ... (mod 1001)

Dakle, cijeli broj n je kongruentan modulo 1001 s cijelim brojem koji je dobiven naiz-
mjeni¢nim zbrajanjem i oduzimanjem troznamenkastih blokova od n. Blokovi su dobiveni
grupiranjem po tri uzastopne znamenke broja n pocevsi s desne strane broja n. U zad-
njem bloku moze se pojaviti jedna ili dvije znamenke, odnosno zadnji blok sadrzi znamenke
broja n koje su preostale nakon formiranja svih prethodnih blokova. Takoder, ukoliko u
nekom od blokova prva znamenka ili i prva i druga znamenka su nule, imati ¢emo blokove
brojeva koji sadrze manje od tri znamenke. Dakle, prvi blok sadrzava znamenke as i a; i
ag, drugi blok as, a4 i as, treci blok ag, a; i ag i tako nastavimo dok sve znamenke broja
n ne budu iskoristene.

Buduéi da su 7,11 i 13 djelitelji broja 1001, da bismo ispitali je li cijeli broj n djeljiv s
7,11 ili 13, potrebno je provjeriti je li alterniraju¢a suma troznamenkastih blokova broja
n djeljiva s 7,11 ili 13.

Drugim rije¢ima, cijeli broj n je djeljiv s 7,11 odnosno 13 ako i samo ako je alter-
nirajuc¢a suma (asajag)io — (asasas)ip + (agarag)io — ... blokova koji se sastoje od po tri
uzastopne znamenke broja n djeljiva sa 7,11 odnosno 13.

Na sljede¢em primjeru ¢emo ilustrirati kako istodobno provjeravati djeljivost s prostim
brojevima 7,11 i 13.

Primjer 2.7.
Neka je n = 11234496. Buduéi da je alternirajuca suma troznamenkastih blokova, 496 —
234+11 = 273, djeljiva sa 7 ¢ 13, ali nije sa 11, vidimo da jen djeljiv s 7 i 13, ali nije s 11.
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2.7 Djeljivost s 37

Sada, vrlo slicno kao u prethodnom kriteriju djeljivosti sa 7,11 i 13, ¢emo razviti kriterij
djeljivosti sa 37.

Primijetimo da je 10> = 1000 = 1 (mod 37). Stoga,

n = (apap_1...a0)10 = ax10% + ax_1 10571 + .. 4+ a210% + @110 + ag
= (ag + 10a; + 100ay) + 10*(ag + 10ay + 100as)+
+ (10*)*(ag + 10ay + 100ag) + ...
= (ap + 10a; + 100asy) + 1(as + 10ay + 100a;)+
+ 1%(ag + 10az + 100ag) + ... (mod 37)
(100as + 10a; + ag) + (100as + 10ay + a3)+
+ (100as + 10a; + ag) + ... (mod 37)

= (a2a1a0)10 + (a5a4a3)10 + (a8a7a6)10 + ... (HlOd 37)

I u ovom slucaju, znamenke broja n se grupiraju u troznamenkaste blokove sastavljene
od uzastopnih znamenaka broja n. Dakle, prvi blok sadrzava znamenke as, a1 i ag, drugi
blok sadrzava znamenke as, a4 i ag, itd. Postupak se nastavlja sve dok ne iskoristimo sve
znamenke broja n. Zadnji blok moze sadrzavati jednu, dvije ili tri znamenke, odnosno
zadnji blok sadrzi znamenke broja n koje su preostale nakon formiranja svih prethodnih
blokova. Svi ostali blokovi su troznamenkasti brojevi, osim ako u nekom od blokova prva
znamenka ili i prva i druga znamenka nije nula. Ukoliko je zbroj tako formiranih blokova
djeljiv s 37, onda je i broj n djeljiv s 37.

Dakle, cijeli broj n je djeljiv sa 37 ako i samo ako je suma (asaiag)io + (asasasz)io +
(agarag)io+ ... blokova koji se sastoje od po tri uzastopne znamenke broja n djeljiva sa 37.

Primjer 2.8.
Neka je n = 3153732. Bududéi da je zbroj 732 + 153 + 3 = 888 djeljiv sa 37, onda je i n
djeljiv sa 37.

Primijetimo da se sva ispitivanja djeljivosti, koja smo razvili u ovom poglavlju, mogu
prosiriti na ispitivanja djeljivosti koja koriste zapis cijelog broja n u sustavima s nedeci-
malnim bazama.
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2.8 Metoda izbacivanja devetki

Metoda izbacivanja devetki (Casting Out Nines) se temelji na ¢injenici da je svaki ci-
jeli broj n = (agag_1...a1a¢)10 kongruentan sumi svojih znamenki modulo 9, odnosno
n=ag+ag_1+...+a;+ag (mod?9).

Izraz "izbacivanje devetki” odnosi se na izbacivanje znamenke 9 ili znamenki koje
zbrojene daju visekratnik broja 9 pri zbrajanju znamenki nekog pozitivnog cijelog broja
n. Rezultat ove metode je broj manji od n (ako n ima vise od jedne znamenke) koji daje
isti ostatak kao n pri dijeljenju s 9. Zapravo, dobiveni broj moze se dobiti iz n oduzima-
njem visekratnika broja 9 od n. Upravo zbog tog svojstva ova metoda je i dobila naziv
"Izbacivanje devetki”.

Kada izbacujemo devetke pri zbrajanju znamenki broja n, bilo koji skup znamenki,
koje zbrojene daju 9 ili visekratnika od 9, moze se zanemariti.
Na primjer, u broju 4532 suma znamenki 4 i 5 je 9 te njih mozemo zanemariti. Preostale
znamenke, odnosno 3 i 2, zbrojimo i imamo 2 + 3 = 5. Bududi da je 5 = 4532 — 503 - 9,
ovim racunanjem smo izbacili 503 devetke iz broja 4532.
Neka je n = (arag_1...a1a0)10. Njegova suma znamenki je ay +ag_1+ ... + a3 + ag. Razlika
izmedu n i njegove sume znamenki je

10%a, + 10" Yay_y + ... + 10a; + ag — (ap + ap_1 + ... + a1 + ag)
= (10% — 1)ay, + (10* — Dag_y + ... + (10 — Day + ap — ag
= (10* — 1)ag + (10! — Dag_y + ... + 9ay.

Buduéi da su brojevi oblika 10° — 1 uvijek djeljivi s 9 (10° = 1 (mod 9)), zamjena broja n

. . . .. . . . . . k_ k—1_
s njegovim zbrojem znamenki ima posljedicu izbacivanja 109 Lay + 19 5 Lag 1+ ... +ay
devetki.

Metoda izbacivanja devetki se moze koristiti za provjeru i otkrivanje pogresaka u
rezultatima racunskih operacija. Da bi smo provjerili rezultat racunske operacije metodom
izbacivanja devetki, na svaki operand ra¢unske operacije primjenimo metodu izbacivanja
devetki i zatim na dobivene brojeve primjenimo isti slijed racunskih operacija kao i na
same operande. Ako u racunanju nisu napravljene pogreske dobiveni rezultat mora biti
isti kao prvotni rezultat koji provjeravmo. Ako su razliciti, onda je barem jedna pogreska
napravljena tijekom raCunanja.

Ovu metodu ilustrirati ¢emo na sljede¢im primjerima.

Primjer 2.9.
Pomocu metode izbacivanja devetki, potrebno je provjeriti je li zbroj brojeva 4562, 30256
© 17021 jednak 51829.

Imamo sljedeée kongruencije:

4562=4A+5+6+2=8 (mod9),
30256 =3+0+2+5+6=7 (mod9),
17021 =14+740+2+1=2 (mod9).
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Njihov zbroj je 4562 + 30256 + 17021 =8 +7 + 2 =8 (mod 9).

Sada, vidimo da dano rjesenje je 51829 =5+ +8+2+ 9 =7 (mod 9).

Prema tome, dano rjesenje nije kongruentno stvarnom zbroju znamenki modulo 9. Stoga,
dani zbroj je definitivo pogresan. Tocno rjesenje je 51839.

Primjer 2.10.
Pomoéu metode izbacivanja devetki, potrebno je provjeriti je li umnoZak brojeva 136 ¢ 181
jednak 24661.

Imamo sljedece kongruencije:
136=1+3+6=1 (mod9),
181=f+38+1=1 (mod?9).
Njihov umnoZak je 136 - 181 =1-1=1 (mod 9).
S druge strane dano rjesenje je 24661 =2 +4+6+6+ 1 =1 (mod 9).
Buduéi da je dano rjesenje kongruentno stvarnom ummnosku danih brojeva modulo 9, mogli
bismo biti u iskuSenju da kaZemo da je dano rjesenje tocno. Zapravo, sve sto mozZemo reci
jest da je dano rjesenje vjerovatno ispravno jer bilo koja preraspodjela znamenki cijelog

broja daje isti najmangi pozitivni ostatak modulo 9.
Dano rjesenje 24661 je zapravo netocno. Tocno rjesenje je 24616.

Iz danih primjera mozemo zakljuciti da jedini odgovor koji mozemo pruziti pomocu me-
tode izbacivanja devetki je da je dano rjesenje definitivno pogresno ili vjerojatno ispravno.

Primjer 2.11.
Pomocu metode izbacivanja devetki, potrebno je pronaci nepoznatu znamenku d u rezul-
tatu izracuna 5243 — 1489 = 37d4.

Najprije imamo sljedece kongruencije:
5243=3+2+4+3=5 (mod9),
1489 =1 +4+8+9=4 (mod9).
Njihova razlika je 5243 — 1489 =5 —4 =1 (mod 9).
Zatim, vidimo da dano rjesenje je 37d4 =3+ T7+d+4=5+d (mod 9).
Buduéi da dano rjesenje mora biti kongruentno njihovoj razlici modulo 9 imamo
5+d=1 (mod9)
d=—-4 (mod9)
=5 (mod)9).
Dakle, traZena znamenka je 5.

Tako je ova metoda iznimno korisna, ona ne moze otkriti sve pogreske nastale prilikom
racunanja. Na primjer, bilo koji od pogresnih rezultata kao Sto su 8,17, 26, odnosno bilo
koji rezultat kongruentan 8 modulo 9, koji se dobije mnozenjem 5 s 7, ova metoda nece
prepoznati kao pogresan. Zapravo, metoda otkriva jedino ona pogresna rjesenja ¢ija suma
znamenki modulo 9 je jedna od 8 znamenki koja je razli¢ita od znamenke koja se dobije
zbrajanjem znamenki to¢nog rezultata.
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2.9 Digitalni korijen

Odredivanje digitalnog korijena pozitivnog cijelog broja N je usko povezno s metodom
izbacivanja devetki. Digitani korijen od /N je jednoznamenkasti cijeli broj d i izra¢unava
se metodom iteracije na sljede¢i nacin:

1. Pronadite zbroj znamenki s broja N.
2. Pronadite zbroj znamenki od s.
3. Postupak se nastavlja sve dok dok se ne pojavi jedna znamenka d.

4. d je digitalni korijen od N.

Primjer 2.12.
Pronadimo digitalni korijen broja N = 157.

1. Najprije zbrojimo sve njegove znamenke: s =14+5+7 = 13.
2. Sada zbrojimo znamenke od s: 1+ 3 = 4.

3. Pojavila se jedna znamenka @ postupak se zavrsava.

4. Digitalni korijen broja N = 157 je d = 4.

Primijetimo da pomocu metode izbacivanja devetki vrlo lako moZemo izracunati traZens
digitalni korijen. Imamo da je 157 =1+5+7=4 (mod 9).

Opcenito, neka je N = (arax_1...a1a0)10 1 neka je d njegov digitalni korijen. Tada je
d=ay+ag_1+...+a; +ay (mod9). Prema tome, digitalni korijen od N je ostatak pri
djeljenju N s 9, s jednom iznimkom: d je 9 ako je ostatak 0.

Primjer 2.13.
Pretpostavimo da je digitani korijen cijelog broja n jednak 9. Potrebno je pokazati da
digitalni korijen bilo kojeg visekratnika broja n je isto 9.

Neka je d digitalni korijen broja n. Znamo da je digitalni korijen od n ostatak pri
djeljenju broja n s 9.
Buduéi da je d = 9 = 0 (mod 9), ostatak pri djeljenju broja n s 9 je 0. Prema tome,
n=d=0 (mod9). Tada je in-m =0 (mod 9).
Dakle, digitalni korijen od m - n je takoder 9.

Primjer 2.14.
Potrebno je pronaéi digitalni korijen broja 53°9! + 53002 4 4 53009,
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Neka N oznacava dani broj. Buduéi da je 5° = —1 (mod 9) i prema teoremu o djeljenju
s ostatkom [1.3, imamo da je

N = 53~1000+1 + 53~1000+2 + 53-1001 4 53~1001+1 + 53-1001+2 4o+ 53-1003
— (53)1000 .5 4 (53)1000 . 52 4 (53)1001 4 (53>1001 .5 4 (53)1001 . 52 o (53)1003
= (_1)1000 54 (_1)1000 524 (_1)1001 + (_1)1001 54 (_1)1001 524
+ (_1)1002 + (_1)1002 54 (_1)1002 D52 4 (_1)1003 (mod 9)
=5+5 4+ (1) + (=154 (=1)5* + 1 + 5+ 5% + (—1) (mod 9)
=29 (mod 9)
=2 (mod 9).

Buduéi da je digitalni korijen broja N ostatak pri djeljenju N sa 9, onda je digitalni ko-
rijen od N jednak 2.

Primjer 2.15.
Potrebno je pronaéi digitalni korijen brojan = 2°P~1(2P 1), gdje su p i 2P —1 prosti brojevi.

Ako je p = 2, onda je n =6 pa je i digitalni korijen broja n jednak 6.
Sada, pretpostavimo da je p > 2. Tada je p meparan prost broj i zbog 2 = —1 (mod 3),
1mamo

2" = (=1 =1 (mod 3).

Prema teoremu kongruenciju 2P~ = 1 (mod 3) moZemo zapisati kao 2P~' = 3k + 1
za neki cijeli broj k. Primijetimo da je

2Pt =2719P = 3k 41 /-2
(2-271H-20=2.(3k+1)
2P = 6k + 2
2 —1=6k+1

Prema tome, imamo da je

n = (3k+ 1)(6k + 1)
=18k* + 9k + 1 =1 (mod 9).

Buduci da je digitalni korijen broja n ostatak pri djeljenju n sa 9, onda je digitalni
korijen od n jednak 1.

Sljede¢i primjer identificira moguce digitalne korijene potpunih kvadrata.

Primjer 2.16.
Potrebno je pronaci digitalni korijen kvadrata bilo kojeg broja.
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Prema teoremu o djeljenju s ostatkom svaki cijeli broj n je oblika 9k + r, gdje je
0<r<9. Tada teorem povlaci da je n = r (mod 9). Iz korolara slijedi da je
n?=r? (mod 9).

Buduéi da je r =7 —9 (mod 9), imamo

0°=0 (mod9),
(£#1)*=1 (mod 9),
(£2)* =4 (mod 9),
(£3)=0 (mod 9),
(£4)> =7 (mod 9)

Prema tome, n? je kongruentan s 0,1, 4 ili 7. Dakle, njegov digitalni korijen je 1,4,7 ili 9.

Prethodni primjer nam moze posluziti za ispitivanje moze li pozitivan cijeli broj biti
kvadrat nekog broja. Dakle, ako je cijeli broj kvadrat nekog broja, tada njegov digitalni
korijen mora biti 1,4, 7, ili 9.

Primjer 2.17.
Potrebno je ispitati moze li N = 177677 biti kvadrat nekog broja.
Najprije imamo sljedecu kongruenciju:
1776 =147+7+6=3 (mod9).
Iz korolara slijedi da je
1776 =3*=0 (mod 9).
Prema tome, teorem [1.6] povlaci da je
1776* =0 =0 (mod 9),V k > 1.
Buduéi da je 1776 > 1, tada
1776'" =0 (mod 9).
Dakle, N je kongruentan 0 modulo 9 i njegov digitalni korijen je d = 9. Stoga, N moZe

biti kvadrat nekog broja.

Primijetimo da obrat prethodne tvrdnje ne vrijedi, odnosno ako je digitalni korijen od
N 1,4,71li 9, tada N ne mora biti kvadrat nekog broja.
Na primjer, digitalni korijen od 27 je 9, ali 27 nije kvadrat nekog broja.
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2.10 Metoda izbacivanja dvojki

Metoda sli¢na metodi izbacivanja devetki, koja se zove metoda izbacivanja dvojki (Cas-
ting Out Twos), moze se primjeniti za provjeru tocnosti rezultata rac¢unskih operacija
s binarnim brojevima. U ovom postupku, izbacujemo sve parove bitova ("dvojke”) koji

zbrojeni daju 0 modulo 2.

Primjer 2.18.

Pomocu metode izbacivanja dvojki, potrebno je provjeriti jesu li rezultati danih racunskih

operacija vierovatni tocni ili definitivno netocni.

(1)
1000111010111

X 0000101101110
110011000000101100010

(2)
101101101101

- 0111011101011
001111110000

(1)
10001110101YY =0
X 000010F1011X0 =0
YY00£1000000£01 10001 0
o4
0«0
Slijedi da je umnozak 1000111010111-0000101101110 = 0-0 = 0 (mod 2). Takoder,
dano rjesenje je 110011000000101100010 = 0 (mod 2).

Prema tome, dano rjesenje je kongruentno stvarnom umnosku modulo 2. Dakle, sve
sto moZemo zakljuciti je da dano rjesenje je vjerovatno tocno.

(2)
Y0XY0110x10f =0
- OIYIOYYI0f011 =1
00XXXXXX0000
U U
0= -1

Vidimo da je razlika 101101101101 — 0111011101011 =0 —1 =1 (mod 2). S druge
strane, za dano rjesenje vrijedi 00111110000 = 0 (mod 2).

Prema tome, dano rjesenje nije kongruentno stvarnoj razlici modulo 2. Stoga, dano
rjesenje je definitivno pogresno.
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Poglavlje 111

Sheme kodiranja i kontrolne
znamenke

Teorija kodiranja je grana matematike koja se bavi oblikovanjem kodova koji se koriste za
pouzdan prijenos informacija preko buc¢nih kanala te otkrivanje i ispravljanje pogresaka
u prenesenim podacima. Cilj je osigurati da prenesene poruke budu lako ¢itljive. U
ovom dijelu rada ¢emo vidjeti kako se kongruencije mogu koristiti u svrhu otkrivanja i
ispravljanja pogresaka u prenesenim porukama. Najprije ¢emo se osvrnuti na binarne
kodove.

3.1 Binarni kodovi

Izvorna poruka se Sifrira i Salje u obliku binarnih znamenki ili bitova, nizova 0 ili 1.
Ti bitovi se moraju prenijeti duz kanala (poput telefonske linije) u kojima se pogreske
pojavljuju slucajno. Za nadoknadu pogresaka mora se prenijeti vise bitova nego sto
je u izvornoj poruci. Primatelj pokusava otkriti izvornu poruku desifriranjem primljene
poruke. Sve pogreske u primljenim porukama moraju biti otkrivene, a zatim i ispravljene.

Slika 3.1
buka
. Eanal : ;
Izvorma ] Posiljalac A ———— Primatelj | Odrediste
pormka [Koder) [Drekoder)

Metoda koja igra znacajnu ulogu u otkrivanju i ispravljanju pogresaka u binarnim
podacima je metoda izbacivanja dvojki (2.10)). Prije prijenosa poruke, svakom binarnom
nizu r1xs...r, dodaje se paritetni kontrolni bit x, 1, koji je definiran s

Tpi1 =21+ 2o+ ... +x, (mod2).

Dakle, na kraj binarnog niza dodaje se 1 ako je broj jedinica u binarnom nizu neparan,
a u suprotnom dodaje 0 na kraj niza. Ova metoda, dodavanjem kontrolnog bita, odrzava

25



broj jedinica u binarnom nizu uvijek parnim. Stoga, ukoliko se u primljenoj poruci, koja
je u obliku nizova 0 ili 1, pojavi neparan broj jedinica mozemo zakljuciti da se neparan
broj pogreski pojavio tijekom prijenosa poruke.

Sljede¢i primjer ilustrira ovu metodu.

Primjer 3.1.

Promotrimo 12-bitni niz 111010101010.

Sada jex13=14+14+140+14+0+14+0+1+0+1+0=1 (mod 2).
Prema tome, kontrolni bit je 1 i prenesena poruka je 1110101010101.

Sada, pretpostavimo da smo primili binarni niz 1110101010010.
Buduéi da binarni niz sadrZi neparan broj jedinica, znamo da se neparan broj pogreski
pojavio tijekom prijenosa poruke. Ako postoji samo jedna pogreska u primljenoj poruci
1 poznato je na kojem mjestu se ona nalazi, zamjenom tog bita mozZemo dobiti izvornu
poruku.

3.2 Kontrolne znamenke u identifikacijskim brojevima

Kontrolne znamenke se koriste za ucinkovito otkrivanje i otklanjanje ucestalih po-
greski, u broju ili nizu koji je sastavljen od decimalnih znamenki, koje nastaju prilikom
prepisivanja identifikacijskih brojeva (obi¢no dvije znamenke zamjene mjesta ili se do-
godi pogreska u zapisu jedne znamenke). Kontrolne znamenke su brojevi koji su dodani
identifikacijskom broju koji se nalazi na proizvodima, knjigama, kreditnim karticama,
identifikacijskim dokumentima itd. U identifikacijskom broju se obi¢no nalazi jedna, ali
nekad i vise kontrolnih znamenki koje se odreduju algoritmom iz ostalih znamenki ili slova
koda. Banke, knjiznice, izdavaci knjiga te razne tvrtke, koje prate veliki broj artikala,
koriste kontrolne znamenke kako bi pronasle pogreske u njihovim identifikacijskim broje-
vima, kao sto ¢emo vidjeti u sljede¢ih nekoliko primjera.

Prije primjera, uvesti ¢emo jednu jednostavnu definiciju koja ¢e nam biti potrebna u nas-
tavku rada.

Definicija 3.1. Skalarni umnozak vektora (x1,xs,...,x,) i (1, Y2, ..., Yn) je definiran s

(X1, T2y ooy ) - (T1, Y2, ooy Yn) = szyz
i=1

Univerzalni kéd proizvoda UPC' (akronim od eng. The Universal Product Code), koji
se moze pronaci na proizvodima u supermarketima, sadrzi kontrolnu znamenku. UPC se
koristi u SAD-u, Kanadi, Velikoj Britaniji, Australiji, Novom Zelandu, Europi i drugim
zemljama za pracenje trgovackih artikala. UPC broj sadrzi 12 znamenki dy, ds, ds, ..., dqo
koje su jedinstveno dodijeljene svakom trgovinskom artiklu. UPC broj je podijeljen u
¢etiri skupine. Prva skupina sastoji se od jedne znamenke i oznacava kategoriju proizvoda.
Sljedecih 5 znamenki identificira zemlju u kojoj je proizvod proizveden i proizvodaca. Za-
tim, sljedec¢ih 5 znamenki su kdd proizvoda koji odreduje proizvodac, a zadnja znamenka
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dy2 je kontrolna znamenka.

Na primjer, UPC broj za Cheerios Zitarice General Mills, Inc. je

0 — 16000 — 66610 — d15. Kodovi kategorije proizvoda, proizvodaca i proizvoda su redom
0,16000 i 66610. Znamenka 0 u kodu kategorije proizvoda je rezervirana za namirnice
op¢e uporabe.

Slika 3.2
‘l EERIOS UPC | ‘
07" 16000 " 66610 7" 8
{3 {3 it it
Kategoria proizvoda Proizvodat Proizvod Kontroina

Mamirnice opée uporabe  GoneralMills  Chesrios fiarice 425 znamenka

Kontrolna znamenka di» u UPC broju mora zadovoljavati
(dy,ds, ...,d12) - (3,1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1) =0 (mod 10).
Odnosno,

dip = —(dy,ds, ..., d1) - (3,1,3,1,3,1,3,1,3,1,3) (mod 10).

Sljedeci primjer ilustrira ovu metodu.

Primjer 3.2.
Potrebno je odrediti kontrolnu znamenku dis v UPC broju 0 — 16000 — 66610 — di5 za
proizvod Cheerios Zitarice General Mills, Inc.

Imamo

dig = —(dy,do, ..., d11) - (3,1,3,1,3,1,3,1,3,1,3)  (mod 10)
—-(0,1,6,0,0,0,6,6,6,1,0) - (3,1,3,1,3,1,3,1,3,1,3) (mod 10)
=—(0+14+184+04+0+0+18+6+18+1+0) (mod 10)
—2=8 (mod 10).

Dakle, kontrolna znamenka je 8 i potpuni UPC identifikacijski broj proizvoda je 0—16000—
66610 — 8.

Broj MasterCard kreditne kartice sadrzi 16 znamenki dydods...d15d16, gdje dqg 0znacava
kontrolnu znamenku. Ona se odreduje kao

dig = — [zsjp(Zdzil) + i:dgi:| (mod 10),

i=1 i=1
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gdje p(m) oznacava digitalni korijen od m.

Primjer 3.3.
Potrebno je odrediti kontrolnu znamenku ako petnaesteroznamenkasti MasterCard identi-
fikacijski broj kreditne kartice je 6764 — 5904 — 0068 — 035.

Imamo

dio = —p(2d1) + p(2ds) + p(2ds) + p(2d7) + p(2do) + p(2d11) + p(2dr3) + p(2d5)+
+dy+ dy + dg + ds + do + diz + da] (mod 10)

~[p(12) + p(12) + p(10) + p(0) + p(0) + p(12) + p(0) + p(10)+
+T+4+9+440+8+3| (mod 10)

~(34+3+14040+3+0+14+7+4+9+4+0+8+3) (mod 10)
—46 (mod 10)
= 4 (mod 10).

Dakle, kontrolna znamenka je dig = 4, a potpuni MasterCard identifikacijski broj je
6764 — 5904 — 0068 — 0354.

Knjiznice koriste sofisticirani code-a-bar sustav kako bi dodijelile svakoj knjizi trina-
esteroznamenkasti identifikacijski broj dids...d13 i kontrolnu znamenku dy4. Kontrolna
znamenka se odreduje kao

dyy = [— (dy,da, ..., dis) - (2,1,2,1,2,1,2,1,2,1,2,1,2) — k;] (mod 10),

gdje k oznacava broj znamenki medu dy, ds, ds, d7, dg, dy1 i dy3 koje su vece ili jednake 5.

Primjer 3.4.
Potrebno je odrediti kontrolnu znamenku dy4 za identifikacijski broj knjige 2 — 2041 —
00055 — 037.

dis=|—(2,2,0,4,1,0,0,0,5,5,0,3,7) - (2,1,2,1,2,1,2,1,2,1,2,1,2) — 2| (mod 10)

=—-(4+2+04+4+24+04+0+04+10+5+0+3+14) —2) (mod 10)
= —46 (mod 10)
=4 (mod 10).

Dakle, kontrolna znamenka je dyy = 4 i potpuni identifikacijski broj knjige je 2—2041—
00055 — 037 — 4.
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Mnoge europske zemlje koriste kontrolne znamenke kako bi otkrile pogreske u identifi-
kacijskim brojevima putovnica. Kontrolna znamenka dg dodaje se na kraj identifikacijskog
broja dyds...d; i definirana je s

dS = (d17d27 "'7d7) : (7737 177; 3, 1,7) (mOd 10)

Primjer 3.5.
Potrebno je odrediti kontrolnu znamenku ako je prvih sedam brojeva putovnice 3157406.
Imamo
dg = (dy,dy, ...,d7) - (7,3,1,7,3,1,7) (mod 10)
ds = (3,1,5,7,4,0,6) - (7,3,1,7,3,1,7) (mod 10)
ds=21+3+5+49+124+0+42 (mod 10)
dg =132 (mod 10)
ds =2 (mod 10).
Dakle, kontrolna znamenka je dg = 2, a potpuni identifikacijski broj putovnice je
31574062.

Svaki bankovni ¢ek ima osmeroznamenkasti identifikacijski broj dids...ds iza kojeg
slijedi kontrolna znamenka d, koja se odreduje na sljede¢i nacin:

d= (dl,dg,...,dg)'(7,3,9,7,3,9,7,3) (mod 10)

Primjer 3.6.
Potrebno je odrediti nepoznatu znamenku x u identifikacijskom broju bankovnog ceka
331324473.

Primgjetimo da je kontrolna znamenka d = 3. Imamo
3= (d1,ds,...,ds) - (7,3,9,7,3,9,7,3) (mod 10)
=(3,3,1,3,2,4,4,7)-(7,3,9,7,3,9,7,3) (mod 10)
=3-7+3-34+1-943-7+2-34+4-9+4-74+7-3 (mod 10)
=21+94+9+2143x+36+28+21 (mod 10)
=3r+5 (mod 10).

Zbog svojstva simetricnosti (teorem 1mamo

3z +5=3 (mod 10)
3r=-2=8 (mod 10).
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Primjetimo da je 3-7 =1 (mod 10), odnosno 37* = 7 (mod 10). Buduéi da je (3,10) = 1,

prema teoremu linearna kongruencija 3z = 8 (mod 10) ima jedinstveno rjesenje
modulo 10. Sada je

7(3x) =7-8 (mod 10)
=56 (mod 10)
x=6 (mod 10).

Dakle, x = 6 @ deveteroznamenkasti identifikacijski broj bankovnog ceka je 331364473.

VISA Travelers Checks je za kontrolnu znamenku koristila broj suprotan ostatku pri
dijeljenju s 9, modulo 9. Sljedeé¢i primjer ilustrira ovu metodu odredivanja kontrolne zna-
menke.

Primjer 3.7.
Potrebno je odrediti kontrolnu znamenku za cek s identifikacijskim brojem 300706202013.

Prvo, imamo

300706202013 =34+04+04+74+04+6+2+0+2+0+1+3 (mod?9)
=6 (mod?9).

Nakon sto smo dobili najmanji ostatak modulo 9, za izracun kontrolne znamenke uzimamo
broj suprotan dobivenom ostatku pri dijeljenju s 9, modulo 9:

=—-6=3 (mod?9).

Dakle, traZena kontrolna znamenka je 3.

3.3 Postanski brojevi

POSTNET (akronim od eng. Postal Numeric Encoding Technique) je barkod postanskog
ureda u SAD-u . Barkod se koristi za Sifriranje podataka o postanskom broju primatelja
u strojno ¢itljiv format, Sto poboljSava brzinu sortiranja i dostavljanja poste. POSTNET
barkod moze biti u tri varijante koje se razlikuju u duljini podataka: peteroznamenkasti
postanski kod (sadrzi 32 bara), deveteroznamenkasti postanski +4 kdd (sadrzi 52 bara) ili
jedanaesteroznamenkasti kod mjesta isporuke (sadrzi 62 bara). Za kreiranje POSTNET
barkoda koriste se i binarni brojevi i kontrolne znamenke. POSTNET barkod sadrzi
pocetni bar, Sifrirane podatake o postanskom broju, kontrolnu znamenku i zavrsni bar.
Neki barovi u kodu su dugi (puni bar), a neki kratki (polu bar). Dugi bar predstavlja bit
1, a kratki bar predstavlja bit 0. Dva krajnja bara POSTNET barkoda su uvijek duga i
mogu se zanemariti. Preostali barovi sadrze Sifrirane podatke o postanskom broju i dijele
se u skupine po 5 barova, s tim da zadnja skupina od 5 barova predstavlja kontrolnu
znamenku. Dakle, jedna POSTNET znamenka sastoji se od 5 barova, to¢nije 2 duga i 3
kratka bara kao Sto vidimo na slici 3.3
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Slika 3.3

5t

Postoji tocno 55 = 10 kombinacija od dva duga i tri kratka bara i one predstavljaju
znamenke 0,1,2,...,8,9, kao Sto moZemo vidjeti u tablici 3.1} S iznimkom za znamenku
0, numericka vrijednost svake kombinacije od 5 barova dobije se zbrajanjem tezina koje
su dodijeljene dugim barovima. Tezine 0,1,2,4 i 7 se dodjeljuju od desna prema lijevo
bar pozicijama. Na primjer, numericka vrijednost POSTNET znamenke na slici je 4.
Jedino odstupanje od ovog pravila je kombinacija llin, koja ima ukupnu tezinu 11, ali joj
je dodijeljena numericka vrijednost 0.

TezZine bar pozicija
Numericka | Binarni zapis Barkod
vrijednost 74210 74210
1 00011 il
p 00101 nhl
3 00110 nlh
4 01001 1M
5 01010 il
6 01100 1
7 10001 m
8 10010 M
9 10100 nn
0 11000 1T
Tablica 3.1

Promotrimo peteroznamenkasti postanski broj xixs...x5. Kontrolna znamenka d, koja
se dodaje kodu u svrhu otkrivanja pogresaka, definirana je s

= _25:*732‘ (mod 10).

i=1

Na primjer, kontrolna znamenka za postanski broj 97101 je
=—-9+7+14+0+1) (mod 10)
= —18 =2 (mod 10).

Dakle, kontrolna znamenka je d = 2 i potpuni postanski broj je 97101 — 2 .
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Kontrolna znamenka je takoder dodana svakom postanskom +4 kodu, koji je uveden
od strane poste SAD-a u 1983. godini. Sada, promotrimo deveteroznamenkasti postanski
broj x1x5...x9. Kontrolna znamenka d je definirana s

9
d=—-> =z (mod 10).

i=1

Na primjer, kontrolna znamenka za deveteroznamenkasti postanski broj 97101 — 9155
je dana s

d=—(94+7+14+0+1+9+1+5+5) (mod 10)
= —38 = 2 (mod 10).

Dakle, d = 2 i postanski +4 kod je 97101 — 9155 — 2.

Jedanaesteroznamenkasti kdd mjesta isporuke DPBC (akronim od eng. delivery point
bar code) je uveden od strane poste SAD-a u 1993. godini za jedinstvenu identifikaciju
svakog od 115 milijuna mjesta isporuke u SAD-u. To uklanja potrebu za razvrstavanjem
poste prije isporuke. DPBC nastaje dodavanjem 10 barova na postoje¢i postanski +4
kod. Deset barova predstavlja 2 dodatna broja (obi¢no, posljednja dva broja adrese ulice,
postanskog sanducica, sanducic¢a ruralne rute ili sanduci¢a ugovorene rute na autocesti).

Kontrolna znamenka d, koja je dodana svakom jedanaesteroznamenkastom DPBC
broju z1xs...x11, definirana je s

11
— > z; (mod 10).

i=1

Na primjer, kontrolna znamenka za DPBC broj 97101 — 9155 — 04 , gdje 04 oznacava
mjesto dostave, je dana s
d=—94+7+1+0+14+9+1+5+5+0+4) (mod 10)
= —42 =8 (mod 10).

Dakle, kontrolna znamenka je d = 8. Potpuni DPBC broj je 97101 — 9155 — 04 — 8 i
odgovarajuci barkod je prikazan na slici

Slika 3.4
" IIIllllIlIl""llllllI" Illlll" Illlllll "lllllll"lll l
T 5-znamenkasti postanski kod Mjesto isporuke T

krajnji harow
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3.4 ISBN i ISSN

ISBN (akronim od eng. International Standard Book Number) je medunarodni stan-
dardni knjizni broj za identifikaciju knjiga koji ima gotovo svaka knjiga izdana bilo gdje
u svijetu od 1972 godine. ISBN koriste izdavaci, knjizare, knjiznice, internetske trgovine
i ostali sudionici opskrbnog lanca u svrhu narucivanja, unosenja i spremanja podataka,
evidencije prodaje i kontrole zaliha. ISBN broj sadrzi deset znamenki koje su podije-
ljene u 4 skupine odvojene crticama. Prva znamenka oznacava jezik ili zemlju izdavanja,
sljedec¢e dvije znamenke oznacavaju nakladnika, zatim sljedec¢ih Sest znamenki oznacava
koéd knjige i zadnja znamenka je kontrolna znamenka.

Na primjer, ISBN broj knjige T.Koshy(2007) [6] je 0—12—2372487—d. Kod 0 ukazuje da je
knjiga izdana u zemlji engleskog govornog podrucja. Zatim, kod 12 identificira nakladnika
Academic Press. Sesteroznamenkasti broj 372487, koji knjizi dodjeljuje njezin nakladnik
i sadzi informacije o naslovu, izdanju, vrsti uveza i broju sveska knjige, je kod knjige.

Zadnja znamenka d je kontrolna znamenka, gdje je 0 < d < 10, definirana je s
= —(z1, 29, ...,29) - (10,9,8,7,6,5,4,3,2) (mod 11),

gdje x1,x9, ..., g oznacavaju prvih devet znamenki ISBN identifikacijskog broja knjige.
Ukoliko je d = 10 (mod 11), tada se na posljednje mjesto upisuje X.

Sljedeci primjer demonstrira ovu shemu kodiranja.

Primjer 3.8.
Pomocu ISBN sheme kodiranja, potrebno je izracunati kontrolnu znamenku d ako prvih
devet znamenki ISBN broja su 0 — 12 — 372487.

d= —(r1,x9,...,29) - (10,9,8,7,6,5,4,3,2) (mod 11)
(0,1,2,3,7,2,4,8,7) - (10,9,8,7,6,5,4,3,2) (mod 11)
= (0+9+16+21+42+10+ 16 + 24 + 14) (mod 11)
= —152 =2 (mod 11).

Dakle, kontrolna znamenka je 2. Identifikacijski broj knjige (ISBN) je 0 — 12 — 372487 — 2.

Primjer 3.9.
Potrebno je provjeriti je li dani ISBN broj 0 — 21 — 057603 — 1 ispravan.

Znamenka na desetoj poziciji je kontrolna znamenka. Da bi provjerili ispravnost danog
broja izracunati ¢emo kontrolnu znamenku iz prvih devet znamenki 0 — 21 — 057603 i
provjeriti da li se podudara s kontrolnom znamenkom koja se nalazi v danom broju. Tada

d= —(r1,x9,...,29) - (10,9,8,7,6,5,4,3,2) (mod 11)
=-(0,2,1,0,5,7,6,0,3) - (10,9,8,7,6,5,4,3,2) (mod 11)
=—(0+1848+0+30+35+24+4+0+6) (mod 11)
= —121 =0 (mod 11).

Primijetimo da je kontrolna znamenka u danom broju d = dyg = 1. Dakle, dani ISBN
broj nije ispravan.
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ISSN (akronim od eng. International Serial Book Number) je medunarodni priznati
kod za identifikaciju periodi¢ne (serijske) publikacije kao Sto su novine, ¢asopisi, bilteni.
Korisiti se za obiljezavanje tiskanih i elektroni¢kih periodi¢nih publikacija. Sadrzi dvije
skupine po cetiri znamenke odvojene crticom. Osma znamenka d, gdje je 0 < d < 10, je
kontrolna znamenka i definirana je s

d=—(x1,29,....,27) - (8,7,6,5,4,3,2) (mod 11),

gdje x1, 29, ..., x7 oznacavaju prvih sedam znamenki ISSN identifikacijskog broja peri-
odi¢ne publikacije. Ukoliko je d = 10 (mod 11), tada se na posljednje mjesto upisuje
X.

Primjer 3.10.
Potrebno je izracunati kontrolnu znamenku d ako prvih sedam znamenki ISSN broja su
1233 — 667.

d=—(z1,29,...,27) - (8,7,6,5,4,3,2) (mod 11)

—(1,2,3,3,6,6,7) - (8,7,6,5,4,3,2) (mod 11)
= —(8+14+18+ 15+ 24 + 18 + 14) (mod 11)
= —111 =10 (mod 11).

Dakle, kontrolna znamenka je X. Osmeroznamenkasti ISSN broj je 1233 — 667X .

3.5 EAN-13 barkod

ISBN i ISSN brojevi se mogu prevesti u EAN-13 barkod. Svi EAN-13 barkodovi poc¢inju
s EAN prefiksom koji identificira zemlju podrijetla artikla (na primjer 385 za Hrvatsku,
00 — 09 za SAD) koji dodjeljuje EAN International, s iznimkom za knjige i periodi¢ne
publikacije gdje je EAN prefiks zamjenjen s prefiksom 978 za knjige, a 977 za periodi¢ne
publikacije. Iza prefiksa 978 slijedi prvih 9 ISBN znamenki, a iza prefiksa 977 slijedi prvih
7 ISSN znamenki i dodatne dvije znamenke koje oznacavaju inacicu izdanja. Kontrolna
znamenka kod ISBN/ISSN broja se odbacuje i zamjenjuje se s kontrolnom znamenkom
koja se racuna uzimajuéi u obzir "EAN pravila”.

Na primjer, EAN-13 barkod periodi¢ne publikacije s ISSN brojem 1233—667.X, iz primjera
[3.10] mozemo vidjeti na slici

Slika 3.5
Broj izdanja
ISSN 1233 — LE7?X it
[ —

01

9771233 1667001

- 5 Gu$aw
.. konircina
Vrsta mdavania ) 155M Inadica Znamenka
[EANprefiks  (bezhontolne  pyang

za ISEH) Znamenks)
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EAN kontrolna znamenka d ;, gdje je 0 < d < 10, je definirana s
d= —(ZCl, T2, ..., 1'12) . (1, 3, 1, 3, 1, 3, 1, 3, 1, 3, 1, 3)) (mod 10),
gdje x1, g, ..., x12 oznacavaju prvih dvanaest znamenki EAN-13 barkoda.

Kontrolna znamenka omogucava provjeru je li barkod to¢no skeniran ili jesu li sve
znamenke koda dobro zapisane.

Na primjer, EAN broj knjige, koju smo koristili u prethodnom primjeru za objasnjenje
ISBN koda, je 978 — 0 — 12 — 372487 — d, gdje je d kontrolna znamenka koju ¢emo odrediti

u sljede¢em primjeru.

Primjer 3.11.
Koristeéi EAN-13 shemu kodiranja, potrebno je izracunati kontrolnu znamenku d ako prvih
dvanaest znamenki ISBN broja su 978 — 0 — 12 — 372487.

d= (1,29, ... 712) - (1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1,3) (mod 10)
—(9,7,8,0,1,2,3,7,2,4,8,7)-(1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1,3) (mod 10)
(9421 +8+40+1+6+3+21+2+12+8+21) (mod 10)

= —2 =8 (mod 10).

Dakle, kontrolna znamenka je 8 i trinaesteroznamenkasti broj knjige koji se nalazi na EAN
barkodu je 978 — 0 — 12 — 372487 — 8. Odgovarajuci barkod je prikazan na slici[3.0,

U SAD-u i nekoliko drugih zemalja koristi se peteroznamenkasti dodatni kéd kako
bi se pruzile dodatne informacije. Taj kod se ¢esto koristi za informacije o cijeni knjige.
Prva znamenka u tom kodu oznacava nacionalnu valutu. Na primjer, 5 oznacava americki
dolar, a 6 kanadski dolar. Izdavaci koji ne zZele istaknuti cijenu proizvoda u dodatnom
peteroznamenkastom kodu ispisuju 90090, kao sto mozemo vidjeti na slici

Slika 3.6

ISBN 0-Lc-37c487-C

|| 90090

9" 780123 " 724878
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3.6 Broj vozacke dozvole

U SAD-u metoda koja se koristi za oznacavanje vozacke dozvole uvelike varira od drzave
do drzave. Neke drzave koriste kontrolne znamenke kada oznacavaju vozacke dozvole s
ciljem pronalaska krivotvorina ili pogresaka. Na primjer, Utah oznacava vozacke dozvole
osmeroznamenkastim brojem dids...dg i zatim odreduje devetu kontrolnu znamenku dgy
koja je je definirana s

dy = i(l() —4)d; (mod 10).

=1

Sljedec¢i primjer ilustrira ovu shemu kodiranja.

Primjer 3.12.
Potrebno je izracunati kontrolnu znamenku dyg na vozackoj dozvoli uw drZavi Utah ako su
prvih osam brojeva koji se nalaze u vozackoj dozvoli 23756321.

Imamo

dy = (dy,ds, ...,dg) - (9,8,7,6,5,4,3,2) (mod 10)
= (2,3,7,5,6,3,2,1) - (9,8,7,6,5,4,3,2) (mod 10)
— 18 424 + 49+ 30 + 30 + 12 + 6 + 2 (mod 10)
=1 (mod 10).

Dakle, potpuni broj vozacke dozvole je 237563211.

Neke drzave koriste nesto kompliciranije sheme kodiranja u oznac¢avanju vozackih do-
zvoli. Na primjer Novi Meksiko, Arkansas, Tennessee dodaju kontrolnu znamenku dg
sedmeroznamenkastom broju dids...d7 koja se odreduje kako slijedi:

Neka je

x=—(dy,da,...,d7) - (2,7,6,5,4,3,2) (mod 11).

Tada
1, akojex =0

ds =<0, akojexz=10
x, inace
Vermont koristi istu shemu kodiranja, osim za slucaj kada je x = 0, tada se slovo A koristi
kao kontrolni znak.

Primjer 3.13.
Potrebno je odrediti kontrolnu znamenku ds u broju vozacke dozvole izdane od strane
drzave Arkansas, ako su prvih sedam brojeva koji se nalaze u vozackoj dozvoli 0365832.
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Najprije éemo izracunati x:
r=—(dy,dy,...,d7) - (2,7,6,5,4,3,2) (mod 11)
=—(0,3,6,5,8,3,2)-(2,7,6,5,4,3,2) (mod 11)
=—(0+214+36+25+32+9+4) (mod 11)
= —127 =5 (mod 11).
Dakle, prema definiciji, dg = 5. Potpuni broj vozacke dozvole je 03658325.

Juzna Dakota i kanadska provincija Saskatchewan koriste kompleksne sheme razvijene
od IBM za rac¢unanje kontrolne znamenke d; koja se dodaje Sesteroznamenkastom iden-
tifikacijskom broju dids...dg koji se nalazi u vozackoj dozvoli. Ona se racuna na sljedeci
nacin:

Algoritam 3.1.

1. PomnoZi do, dy i dg s 2.
2. Zbroji znamenke u dobivenim umnoscima.

3. Zbroji dobivene sume sa dy, d3 i ds da bi dobili s.
4. Tada je d7 = —s (mod 10).

Ovu shemu kodiranja su koristile tvrtke koje proizvode kredite kartice (Visa, Ameri-
can Express, MasterCard i dr.), knjiznice i ljekarne u SAD-u te banke u Njemackoj.

Primjer 3.14.
Potrebno je odrediti kontrolnu znamenku d; za Sesteroznamenkasti identifikacijski broj
vozacke dozvole izdane u Juznoj Dakoti: 764076.

Neka je n = (dydadsdadsdg)io = (764076)19. Ukoliko pratimo korake algoritma imamo
da je:

1.
2.dy=2-6=12,
2.d;=2-0=0,
2-dg=2-6=12.
2,
14+2=3,
0,
1+2=3.

3. s=3+0+3+d+d3+ds=3+0+3+7+4+7=24.
4. Tada je d7 = —24 = 6 (mod 10).
Dakle, trazZena kontrolna znamenka je 6 i potpuni identifikacijski broj vozacke dozvole je

7640766.
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3.7 Sheme s dvije kontrolne znamenke

Sheme kodiranja se koriste ponekad i za izradu identifikacijskih brojeva gradana. Norveska,
na primjer, koristi shemu s dvije kontrolne znamenke kako bi dodijelila nacionalne iden-
tifikacijske brojeve svojim gradanima. Norveski nacionalni identifikacijski broj, koji se
dodjeljuje rodenjem ili registracijom u narodnom registru stanovnistva (National Popula-
tion Registar), sastoji se od 11 znamenki. Prvih Sest znamenki predstavlja datum rodenja
u formatu DDMMGG. Sljedece tri znamenke su osobni broj koji se odabire iz odredene se-
rije brojeva ovisno o stolje¢u rodenja. Osobama rodenim izmedu 1854. i 1899. dodjeljuje
se troznamenkasti broj iz serije 749 — 500, osobama rodenim izmedu 1900. i 1999. iz serije
499 — 000, a rodenim izmedu 1940. i 1999. iz serije 999 — 900. Takoder brojevi iz serije
999 — 900 koriste se i za posebne namjene, kao Sto su posvojenja iz inozemstva i imigratni.
Zadnja skupina su osobe rodene izmedu 2000. i 2039. godine te im se dodijeljuju brojevi
iz serije 999 — 500. Treca znamenka u osobnom broju predstavlja spol. Neparni brojevi
su rezervirani za osobe muskog spola, a parni brojevi za osobe zenskog spola.

Na primjer, osoba kojoj nacionalni identifikacijski broj poc¢inje s deveteroznamenkastim
brojem 040180551 je muskog spola i rodena je 04.01.1880.

Posljednje dvije znamenke jedanesteroznamenkastog identifikacijskog broja dyds...d;;
su kontrolne znamenke i definirane su na sljedec¢i nacin:

dio = —(dy, da, .y do) - (3,7,6,1,8,9,4,5,2) (mod 11)
dy1 = —(dy,ds, ..., dyg) - (5,4,3,2,7,6,5,4,3,2) (mod 11).

Ako je dyg ili dq; jednak 10, identifikacijski broj je nevazeci i odbacuje se.

Posljednjih 5 znamenki (osobni broj plus kontrolne znamenke) nacionalnog identifika-
cijskog broja ¢ine osobni identifikacijski broj.

Sljedeci primjer ilustrira ovu shemu.

Primjer 3.15.
Identifikacijski broj u Norveskoj pocinje s 040180551. Potrebno je izracunati dvije kon-
trolne znamenke koje treba dodijeliti tom broju.

Imamo

dyo = —(dy,ds, ..., dy) - (3,7,6,1,8,9,4,5,2) (mod 11)
= (0,4,0,1,8,0,5,5,1) - (3,7,6,1,8,9,4,5,2) (mod 11)
= —(0+28+0+1+64+0+20+25+2) (mod 11)
= —140 = 3 (mod 11).

Sada, kada znamo prou kontrolnu znamenku pomocu nje mozZemo izracunati © drugu kon-
trolnu znamenku.
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Imamo

diy = —(dy,ds, ..., dyo) - (5,4,3,2,7,6,5,4,3,2) (mod 11)
—(0,4,0,1,8,0,5,5,1,3) - (5,4,3,2,7,6,5,4,3,2) (mod 11)
—(0+164+0+24+56+0+25+20+3+6) (mod 11)

= —128 =4 (mod 11).

Dakle, dvije kontrolne znamenke su 3 ©4. Stoga, potpuni identifikacijski broj je 04018055134.

Primjer 3.16.
Potrebno je provjeriti je li norveski identifikacijski broj 04566220625 ispravan.

Primijetimo da su dvije kontrolne znamenke u registracijskom broju 2 i 5.
Sada je

dio = —(dy, ds, ..., dy) - (3,7,6,1,8,9,4,5,2) (mod 11)
= —(0,4,5,6,6,2,2,0,6) - (3,7,6,1,8,9,4,5,2) (mod 11)
=—(0+284+30+6+48+18+8+0+12) (mod 11)
= —150 =4 (mod 11).

Identifikacijski broj 04566220625 nije valjan jer prva kontrolna znamenka dyy u danom
broju nije kongruentna s 4 modulo 11.

3.8 Identifikacijski broj vozila

Identifikacijski broj vozila VIN (akronim od eng. Vehile Identification Number) ili broj
sasije koristi proizvoda¢ vozila za identificiranje vozila. VIN sluzi kao "otisak prsta” vozila
budué¢i da dva prodana vozila u prometu nemaju isti VIN. VIN je koristan za pracenje
povijesti vozila, provjeru vlasnistva vozila i trenutnog statusa vozila. VIN sa 17 alfanu-
merickih znakova, koji ne ukljucuje slova I, O, Q (kako bi se izbjeglo brkanje s brojevima
01 1), pocinje se upotrebljavati za obiljezavanje automobila i kamiona koji su proizvedeni
nakon 1981. Od 1954. do 1981. godine za VIN brojeve nije bilo prihva¢enih standarda,
pa su razli¢iti proizvodaci koristili razli¢ite formate u kojima je VIN varirao u duljini od
11 do 17 znakova.

VIN pruza specificne i vazne informacije o vozilu te svako slovo ili znamenka u VIN
broju ima odredenu svrhu. Ako izuzmemo kontrolnu znamenku, VIN mozemo podijeliti
u tri osnovne skupine. Prva skupina (prva tri znaka) sadrzi pojedinosti o proizvodnji vo-
zila (zemlja proizvodnje vozila, proizvodac, vrsta vozila). Sljedeca skupina od 5 znakova
sadrzi informacije o znacajkama vozila kao sto su marka vozila, model vozila, linija vozila,
veli¢ina i tip motora, tip karoserije, sustav prijenosa, serija vozila, sigurnosni sustav. De-
veti znak se nalazi u sredini identifikacijskog broja i rezerviran je za kontrolnu znamenku.
Zadnja skupina od posljednjih 8 znakova sluzi za identifikaciju vozila. U zadnjoj skupini
nalazi se deseti znak koji oznacava godinu modela vozila, jedanaesti znak oznacava kod
tvornice koja je sastavila vozilo, a zadnjih 6 znamenki odnosi se na serijski broj vozila.
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Slika 3.7

Kuntrulna Znamenka

Dwetalji proizvodnje Znatajke vozila Idemtifikacija vozila

1I—G CR2F5 1 D A 803600

H ond Accord .-2{,|_ h Serijski broj vozila
-VTEC DOHC Scyl 3013 WDHN|CI'—".MHF‘(5‘U’I||E
SAD

Chic [SAD)

osobno vozilo Sedan dvrata/
b brzina Automatik

Primijetimo da za razliku od kontrolnih znamenki u shemama kojima smo se bavili
ranije, kontrolna znamenka u VIN nije dodana na kraj identifikacijskog broja, nego je
smjestena u sredini.

Za odredivanje kontrolne znamenke dy, koristiti ¢emo sljede¢i algoritam:

Algoritam 3.2.
Neka je dids...dy; identifikacijski broj vozila koji sadrzi 17 alfanumerickih znakova.

1. Pretvori slova A do Z u brojeve 1 —9, 1 =9, 12— 9, redom (vidi tablicu . Za-
mjena slova koja se pojavijuju v VIN s njihovim numerickim parovima 1 izbacivanje
kontrolne znamenke dy nam daje 16-znamenkasti broj dldg.../dé...dn.

A B C D E F G H NA J KL M

1 2 3 4 5 6 7 8 1 2 3 4

N NJA P NJAR S T U AV W X Y Z

5 7 9 2 3 4 5 6 7 8 9
Tablica 3.2

2. Pridrui teZine 8,7, ...,2,10,9, ..., 2 pozicijama dy, ..., &, ..., di7, redom.
3. Izracunaj najmangi pozitivan ostatak

r=(di,do, ... d,....dy7) - (8,7,...,2,10,8,...,2) (mod 11).

4. Kontrolna znamenka je
{r, ako 0 <r <10
dy = -
X, inace

Sljede¢i primjer ilustrira ovaj algoritam.
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Primjer 3.17.
Potrebno je odrediti kontrolnu znamenku u identifikacijskom broju 1HGC R2F5— D A803600

vozila Honda Accord.

Prvo éemo ukloniti kontrolnu znamenku u svrhu izracuna.
Zamgjena slova, u identifikacijskom broju vozila, s njihovim numerickim parovima daje
sljedece numericke ekvivalente:

VIN 1 HGC R 2 F5 - DA8 0 3 6 00

Numerickikod ||1 8 7 3 9 2 6 5 - 4 1 8 0 3 6 0 0
Zatim, svakom numerickom kodu pridruzimo odgovarajucu tezinu:

Numerickikod |1 8 7 3 9 2 6 5 - 4 1 8 0 3 6 0 0

TezZine 8 76 54 3 2 10- 9 8 7 6 5 4 3 2

Sada racunamo tezinsku sumu modulo 11:

§=1-84+8-7T4+7-64+3-5+9-44+2-34+6-2+5-10+
+4-9+1-8+8-7+0:-6+3-5+6-44+0-3+0-2
= 364 (mod 11)
=1 (mod 11).

Buduci da je 0 <1 < 10, traZena kontrolna znamenka je 1, kao Sto je zahtjevano.
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Poglavlje IV

Modularni dizajni

Postoji uska veza izmedu matematike i umjetnosti. Matematicari koriste kreativna sred-
stva kako bi definirali i istrazili nove matematicke strukture. Umjetnici tragaju za oblicima
na kojima ¢e temeljiti nove slike. 1 jedni i drugi proucavaju razne pojave kako bi otkrili je-
dinstvene ili neobicne uzorke i veze. Zbog toga nije neobi¢no za umjetnike da primijenjuju
matematicke strukture kao osnovu za generiranje zanimljivih dizajna. Kroz povijest, u
razli¢itim kulturama postoje primjeri ove jedinstvene veze izmedu matematike i vizual-
nih umjetnosti. Umjetnici u antickoj Grékoj koristili su zlatni rez, takozvanu bozansku
proporciju, u stvaranju njihovih arhitektonskih dizajna i skulptura. Maori su generirali
zamrsene simetri¢ne uzorke u damijama. Tijekom renesanse, umjetnici poput Da Vincija,
Michelangela i Tiziana su koristili matematicke strukture kao temelj za njihove izvrsne
radove i umjetnine.

U ovom poglavlju, pokazati ¢emo kako se teorija kongruencija moze primjeniti za kre-
iranje interesantnih dizajna. Predstavit ¢emo tri dizajna: zvijezdu s m krakova, (m,n)
dizajn ostatka i quilt dizajn.

4.1 Zvijezda s m krakova

Kako bi konstruirali zvijezdu s m krakova, istakniti ¢emo m jednako udaljenih tocaka na
kruznici i oznaciti ih s najmanjim ostacima 0,1, ...,m — 1 modulo m. Zatim, izaberemo
ostatak ¢ modulo m takav da je (i,m) = 1. Svaku tocku x spojimo s tockom x + i modulo
m. Obojimo razli¢ita podruc¢ja unutar kruznice, koja su nastala spajanjem tocaka na
kruznici, s nekim jednobojnim bojama. Na kraju trebamo dobiti lijepu zvijezdu s m
krakova.

Slika 4.1
10 0 1
|
’ib 2
8 ) 5
7 4
6 5
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Na slici [4.1] je prikazana zvijezda s 11 krakova koju smo dobili spajanjem svake tocke
x s tockom z + 4 modulo 11.

4.2 (m,n) dizajni ostatka

Pod nazivom (m,n) dizajn ostatka podrazumijeva se dizajn ostatka koji je konstruiran
s modulom m i faktorom n koji je konstanta. Da bi konstruirali (m,n) dizajn ostatka,
gdjeje 1 <n <mi(m,n) =1, istaknemo m — 1 jednako udaljenih to¢aka na kruznici i
oznacimo ih brojevima 1,2, ...,m — 1. Zatim, spojimo svaku tocku x s tockom nx modulo
m. Nakon toga prostaje nam obojati dobivena podru¢ja unutar kruznice.

Konstukciju (m,n) dizajna ostatka je najprikladnije ilustrirati primjerom. Na pri-
mjer, da bi konstuirali (17,9) dizajn ostatka, podijelimo kruznicu na 16 jednakih lukova

i oznacimo tocke brojevima 1,2,3,...,16. Zatim, pomnozimo svaki nenul ostatak s 9
modulo 17.
x 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
9z (mod 17) /9 1 10 2 11 3 12 4 13 5 14 6 15 7 16 8

Nakon toga, spojimo svaku tocku z s tockom 9z modulo 17. Dakle, spojimo tocke 1 i
9,2i1,3i19,....,151 16, 16 i 8. Konacno, obojamo dobivena podruc¢ja unutar kruznice
kako bismo istakli dizajn. Dobiveni (17,9) dizajn ostatka mozemo vidjeti na slici

Slika 4.2

Jos neki primjeri dizajna ostatka, kao sto su (17,16) i (19,17), su prikazani na slici
4.5
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Slika 4.3

MoZemo primijetiti da su svi (m,m — 1) dizajni linijskog oblika, kao i prvi dizajn na
slici Buduéi da vrijedi m — 1 = —1 (mod m), prema korolaru slijedi da je
(m — 1)z = —z (mod m), a tetive su nacrtane izmedu tocaka = i —x (Sto je isto Sto i

m — x modulo m).

Ponekad kreacije s istim modulom m, ali razli¢itim odabirom n daju isti dizajn. Za-
pravo, dizajn (19, 17) na slici isti je kao i (19,9) dizajn ostatka. To je zato jer vrijedi
17-9 = 1 (mod 19), odnosno jer 17 ima multiplikativni inverz modulo 19. Time se
smanjuje ukupan broj razli¢itih dizajna modulo m.

Slika 4.4

(X7X
4-\ {'- -b" ::—'dl‘

‘.-...‘.'-2‘322:
e

|\\l \ ; 1

‘l" //:JFKI |’ \““ \ \ ‘I‘\:‘{
‘ﬂ /}f II
M, %

Kod dizajna (65,2) i (65,3), koji se nalaze na slici motivacija za odabir modula
65 je ¢injenica da je 64 broj koji je potencija broja 2. Stoga je jednostavno, iako zamorna
stvar, podijeliti kruznicu na 64 jednakih lukova. Primijetimo da nije moguce, a niti
pozeljno obojati takav dizajn. Mozemo takoder primijetiti da ukoliko je m velik, a n mali
broj tada takav (m,n) dizajn ostatka proizvodi unutar kruznice n — 1 "siljak”.
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4.3 Quilt dizajni

Za kreiranje quilt dizajna koristiti ¢emo tablice zbrajanja i mnozenja najmanjih ostataka
modulo m. Ukoliko zamijenimo elemente iz tablice s kreativnim uzorcima i adekvatno
smijestimo te uzorke u kvadratnu mrezu kreirati ¢emo dizajn koji predstavlja tablicu zbra-
janja ili mnozenja modulo m.

Kako bi kreirali ovakav dizajn izabrati ¢emo m i konstruirati tablicu zbrajanja za skup
ostataka 0,...,m — 1 modulo m.

Na primjer, neka je m = 8. Konstruiramo tablicu zbrajanja za skup ostataka 0, 1,2, 3,4, 5,
6,7 modulo 8 kao sto je prikazano u tablici [4.1]

+llof1][2][3]4]|5[6][7
O||0|1|2]|3|4]|5|6]|7
112345670
21213456701
3345|670 1]2
4114516710123
556701234
6 |6 |7,0[1]2[3|4|5
717101123456
Tablica 4.1

Sada, izaberemo osnovni oblik dizajna koji predstavlja ostatak 0 modulo m. Jedno
od mnostva mogucih izgleda osnovnog oblika dizajna, koji ¢emo koristiti za nas primjer,
pikazan je na slici [4.5

Slika 4.5

MozZemo osmisliti m osnovnih elemenata dizajna tako da obojamo ili osjencamo os-
novni oblik na razli¢ite nac¢ine kako bi ti elementi predstavljali svaki od brojeva 0, ..., m—1.

Osam odabranih osnovnih elemenata dizajna, koji predstavljaju svaki od brojeva
0,1,2,3,4,5,6,7, su prikazani na slici [4.6]

Slika 4.6

1 32 DN
IE
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Prikazi brojeva su odabrani s obzirom na ¢injenicu da svaki broj ima aditivni inverz.
Oblici su dodijeljeni brojevima 1,2,3,4,5,6 i 7 tako da su aditivni inverzi predstavljeni
komplementarnim oblicima.

Sada, jednostavno zamijenimo svaki broj u tablici s odgovaraju¢im elementom
dizajna. Dizajn prikazan na slici [.7] predstavlja tablicu zbrajanja modulo 8.

Slika 4.7

E6 e
ek oot S0
GO0

e dh
;’JKA‘;’A L P94,
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A‘A i i i
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S IIE N O
DLy e J0

L
R
M PRIV D 64

Mreza u kojoj se pojavio uzorak se naziva standardna ili kvadratna mreza (sva polja
su jednaka).

Dobiveni dizajn je osnovni dizajn koji moze biti prosiren na nekoliko nacina kako bi
proizveli druge zanimljive dizajne.
Na primjer, ako preslikamo osnovni dizajn na slici u donosu na vertikalnu liniju i zatim
preslikamo dobiveni dizajn u odnosu na horizontalnu liniju, proizvesti ¢emo interesantan
dizajn koji je prikazan na slici Drugi dizajn na istoj slici dobiven je ponavljanjem
osnovnog dizajna Cetiri puta.

Slika 4.8
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Interesantan efekt se moze posti¢i i ako umjesto standardne kvadratne mreze isko-
ristimo i neke druge mreze. Nekoliko primjera razli¢itih mreza mozemo vidjeti na slici

4.9

Slika 4.9

Primjerice, ukoliko osnovne elemente dizajna sa slike 4.6/ umjesto u standardnu mrezu
smjestimo u prvu mrezu prikazanu na slici [4.9] a nakon toga i prosirimo dobiveni osnovni
dizajn preslikavanjem ili rotacijom, dobivamo prekrasne dizajne prikazane na slici [4.10]
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Slika 4.10
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Poglavlje V

Problem p-kraljica

Problem n-kraljica je klasican i dobro poznat problem koji se primjenjuje u matematici,
ali i u racunarstvu kao izvrstan primjer za ilustriranje i pojasnjavanje algoritama una-
traznog pretrazivanja. Problem n-kraljica se temelji na pravilima Sahovske igre, a cilj je
smjestiti n kraljica na n x n sahovsku plocu tako da se nikoje dvije kraljice medusobno ne
napadaju. U Sahu, kraljica moze napadati horizontalno, vertikalno i dijagonalno. Prema
tome, pronasli smo sva moguca rjesenja problema ukoliko pokazemo da se dvije kraljice ne
nalaze u istom stupcu, retku ili na istoj dijagonali. Rjesenje problema n-kraljica postoji
za svaki pozitivan cijeli broj n veci od 3.

U ovom dijelu rada, primjenom kongruencija, razvit ¢emo formulu za uspjesno smjestanje
p kraljica na p x p Ssahovsku plocu, gdje je p prost broj veéi od 3.

Kako bi predstavili formulu za rjesavanje problema p-kraljica, stavljamo kraljice na
sahovsku plo¢u redak po redak. Neka f(i) oznacava polozaj (indeks stupca) i-te kraljice,
gdje je 1 < i < p. Tada, f(7) je definiran sljede¢om rekurzivnom formulom:

1) =0
fi)= G-+ 200 modp),  1<i<p-1 (5.1)
flp)=p

Pomoc¢u metode iteracije, mozemo upotrijebiti formulu (5.1]) kako bi dobili sljedecu
eksplicitnu formulu za f(4):

i) = (p; 1)@ (mod p), akol<i<p. (5.2)

Ovdje je f(i) najmanji ostatak pri dijeljenju (p + 1)i/2 s p, gdje je ostatak 0 modulo
p prikazan kao p.
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Teorem 5.1. Funkcija f je injektivna.

Dokaz.
Neka su 7 i j najmanji nenegativni ostaci modulo p takvi da je

Prema (/5.2)), imamo

1 1
(4= (5 s ot
Buduéi da ((p+1)/2,p) = 1, prema teoremu [1.7]slijedi da je i = j (mod p).
Kako su ¢ i j najmanji nenegativni ostaci modulo p, slijedi da je ¢ = j.
Dakle, funkcija f je injektivna.

O

Ovim teoremom smo pokazali da funkcija f pridruzuje tocno jednu kraljicu svakom
retku i svakom stupcu, kao Sto je prikazano u tablici za p=>.

i J 1 9 3 4 5
1 Q
2 Q
3 Q
4 Q
5 Q
Tablica 5.1

Sada mozemo pokazati da se nikoje dvije kraljice, smjestene na p x p sahovsku ploc¢u
prethodnom raspodjelom, medusobno ne napadaju.

Teorem 5.2. Nikoje dvije kraljice, smjestene na p X p Sahovsku plocu prema raspodjeli
f, se medusobno ne napadaju.

Dokaz.

Buduci da svaki redak i svaki stupac sadrzi tocno jednu kraljicu, nikoje dvije kraljice se
medusobno ne napadaju duz retka ili stupca. Prema tome, da bi dokazali tvrdnju teorema
dovoljno je dokazati da se nikoje dvije kraljice medusobno ne napadaju ni duz bilo koje
jugoistocne ili sjeveroistocne dijagonale.
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Za svaku sjeveroistocnu dijagonalu suma, ¢ 4 j, indeksa retka ¢ i indeksa stupca j je
konstanta k, gdje je 2 < k < 2p. Jasno je da trebamo promatrati samo dijagonale gdje
je 3 < k < 2p—1, bududi da dijagonale s jednim poljem zasigurno ne sadrze dvije kraljice.

Pretpostavimo da na sjeveroistocnoj dijagonali postoje dvije takve kraljice na polozajima

(i1,71) i (42, j2). Prema (5.2)) imamo

fin) = (p—;— 1)2'1 (mod p)
flin) = (p—;— 1)2'2 (mod p).
Odnosno,
ji= (5= )i mod p) i o = (222)iz (mod 1), (5.3)

gdje je 11 + j1 = k =iy + jo. Tada

= <p—;— 1)2'1 = (p—l— 3)2'1 (mod p).
Odnosno,
k= (p ;_ 3)2'1 (mod p). (5.4)
Sliéno se dobije da je
k= (p _g 3)@'2 (mod p). (5.5)

Kongruencije i impliciraju da je (p + 3)i1/2 = (p + 3)i2/2 (mod p).
Bududi da je (p, (p+ 3)/2) = 1, prema teoremu slijedi da je i1 = is (mod p).
Prema tome, 7; = iy jer su 77 i 79 najmanji nenegativni ostaci modulo p.

Tada, prema kongruencijama (5.3), j; = jo.
Dakle, sjeveroisto¢na dijagonala ne sadrzi dvije kraljice.

Sada ¢emo pokazali da jugoisto¢na dijagonala ne sadrzi dvije kraljice.
Prvo, primijetimo da za svaku takvu dijagonalu razlika, ¢ — j, indeksa retka ¢ i indeksa
stupca j je konstanta [, gdje je 1 — p < [ < p — 1. Ocito, trebamo promatrati samo
dijagonale gdjeje 1 —p <l <p—1.

Sada, pretpostavimo da jugoisto¢na dijagonala sadrzi dvije kraljice na polozajima

(11,71) 1 (i2, j2). Tada, prema (5.2)) imamo
1
flin) = (p .

f(i2)5(

Ji ot

1
Pt )ig (mod p).
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Odnosno,

1 = <p—;— 1)2'1 (mod p) 1 jo = <p—;— 1)2'2 (mod p), (5.6)

gdje je i1 — j1 = =19 — jo. Tada

. S p+1\. _/1—=p\. _ (p+1\.
ihW— 1 =1 — < )z1 = ( )zl = ( )zl (mod p).

2 2 2
Odnosno,

= (p‘gl)z’l (mod p). (5.7)
Sli¢no se dobije da je

1= (" 1)2'2 (mod p). (5.8)

Kongruencije (5.7) i (5.8) impliciraju da je (p+ 1)i1/2 = (p + 1)i2/2 (mod p).
Buduéi da je (p, (p+ 1)/2) = 1, prema teoremu [1.7] slijedi da je i; = i (mod p).
Prema tome, 7; = 75 jer su 7y i 73 najmanji nenegativni ostaci modulo p.

Tada, prema kongruencijama (5.6, j; = jo.
Stoga, jugoistocna dijagonala ne sadrzi dvije kraljice.

Prema tome, nikoje dvije kraljice, na p x p Sahovskoj plo¢i, se medusobno ne napadaju.
m

Na kraju, uvesti ¢emo algoritam za smjestanje p kraljica, redak po redak, na p x p
sahovsku plocu.

Algoritam 5.1.

(1) Postavi prvu kraljicu u prvo polje stupca (p+ 1)/2.

(2) U svakom sljedeéem retku, ciklicki se pomici udesno za (p + 1)/2 polja i postavi
kraljicu u dobiveno polje.

(8) Nastavi na ovaj nacin sve dok u svaki redak nije smjestena jedna kraljica.
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Poglavlje V1

Raspored turnira

Kongruencije se mogu primjeniti za konstruiranje rasporeda susreta u turniru u kojem
natjecatelji igraju po principu "svaki sa svakim” (Round-Robin Tournaments). Takav
nacin izrade rasporeda susreta se Cesto primjenjuje pri organizaciji sportskih natjecanja.
U ovom poglavlju, pokazat ¢emo kako napraviti raspored susreta u turniru koji se sastoji
od n timova, oznacCenih brojevima 1,2,3,...,n, tako da svaki tim igra sa svakim dru-
gim timom to¢no jednom. Primijetimo, ukoliko imamo neparan broj timova tada se ne
mogu, u svakom krugu, svi timovi medusobno upariti. No, ukoliko bi svi timovi bili
medusobno upareni, ukupan broj timova koji igraju na turniru bi bio paran. Stoga, ako
je n neparan, mozemo dodati fiktivni tim tako da tim koji je uparen s fiktivnim timom u
odredenom krugu nema protivnika i automatski dobiva slobodan prolaz u sljedeéi krug.
Stoga, mozemo pretpostaviti da uvijek imamo paran broj timova, s dodatnim fiktivnim
timom ukoliko je potrebno.

Neka g, oznacava broj susreta u turniru koji se sastoji od n timova. Tada je g,
definiran sljede¢om rekurzivnom formulom:

g1=0
gn:gn—1+(n_1)7 nZ 2 (61)

Rjesavanjem (/6.1)) dobivamo
G =0+[14+2+ ...+ (n—1)]

n(n —1) n
ot )

Na primjer, u natjecanju u kojem sudjeluje 5 timova odrzati ¢e se g; =
susreta.

5(5-1) _
361 — 10

Sada, mozemo napraviti raspored susreta u turniru koji se sastoji od p timova, gdje je
p prost broj veci od 2.
Neka ¢(i,t) oznacava oznacava tim koji igra u krugu 7 s timom ¢. Ako je g(i,t) = ¢, onda
tim ¢ ne igra u krugu 7 i dobiva slobodan prolaz u sljedeé¢i krug. Definiramo ¢ kao sto
slijedi:
g(i,t) =i —t (mod p), (6.2)
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gdje je namanji ostatak 0 modulo p prikazan kao p.
Na primjer, neka je n = 5. Tada ¢(1,1) = 0 (mod 5), odnosno ¢(1,1) = 5. Sli¢no,
9(2,3) = —1 (mod 5), pa je g(2,3) =4, itd.

Pokazati ¢emo da g konstruira raspored susreta u turniru koji se sastoji od p timova.
Prvo, moramo dokazati sljedeca tri teorema.

Teorem 6.1. Tocno jedan tim je slobodan u svakom krugu turnira.

Dokaz.
Pretpostavimo da dva tima, ¢; i t9, ne igraju u krugu ¢. Tada je

g9(i,t1) =t (mod p) i g(z,t2) =to (mod p).

Imamo sljedec¢a dva slucaja.
Prvi sluéaj: Ako je i = tq, prema (6.2) imamo g(i,t1) = i —t; = 0 = p (mod p).
Odnosno, ¢ = t; = p.
Zbog g(i,t2) =ty (mod p), (6.2) i i = p, slijedi da je i —ty = p — ty = t5 (mod p). Tada,
prema teoremima [1.2]i[1.7] slijedi da je

2ty = 0 (mod p)

tos =0 = p (mod p).

Dakle, to = p. Odnosno, t; = ts.
Drugi sluéaj: Ako i # tq, tada prema ([6.2) i pretpostavci dokaza imamo g(i,t;) =
i —t; =t (mod p). Odnosno, i = 2¢; (mod p).

e Ako i = ty, onda je g(i,ts) =ty =i (mod p) i g(i,t2) = ta —ty = p (mod p). Sada je
i = p (mod p)

2t; =0 (mod p)
t1 =0 =p (mod p).

Odnosno, t; = p. Tada i = 2t; = 2p = 0 (mod p), pa je i = p. Stoga, i = 11, $to je
u kontradikciji s pretpostavkom da su ¢ i t; razliciti.

e Ako i # to, tada tada prema ((6.2]) i pretpostavci dokaza imamo g(i,ty) =i — ty =
ty (mod p). Odnosno, i = 2ty (mod p). Kako je ¢ = 2¢; (mod p) i prema teoremu
slijedi da je

2ty = 2t5 (mod p)
t1 =ty (mod p).
Stoga, t; = t9, bududi da su t; i £, najmanji nenegativni ostaci modulo p.

Prema tome, vidimo da je u oba slucaja t; = t5, pa mozemo zakljuciti da u svakom krugu
turnira to¢no jedan tim ne igra i dobiva prolaz u sljede¢i krug turnira.

]

Sljede¢im ¢emo teoremom identificirati tim koji je slobodan u pojedinom krugu turnira.
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Teorem 6.2. g(i,t) =t (mod p) ako i samo ako t = (il)z (mod p).

2
Dokaz.
Pretpostavimo da je g(i,t) =t (mod p).

e Ako je i = t, tada prema definciji (6.2)) od g je g(i,t) = 0 = p (mod p). Odnosno,
i=t=p=0 (mod p). Prema tome,

t= (p—gl)i (mod p).

e Ako, i # t, onda prema (6.2) je g(i,t) =i —t (mod p). Tada

i—t=t (mod p)
i = 2t (mod p).

Prema tome, (p+1)i/2 = (p+ 1)2t/2 = pt +t =t (mod p). Odnosno,

t= (p;—l)i (mod p).

Dakle, u oba slucaja, tim ¢ ne igra u krugu ¢ ako t = (p + 1)i/2 (mod p).
Obratno, pretpostavimo da je t = (p + 1)i/2 (mod p). Tada prema (6.2) od g je

g(i,t) =1 —t (mod p)
=i—(p+1)i/2=(1-p)i/2 (mod p)
= (p+1)i/2 =t (mod p).

Dakle, tim ¢ ne igra u krugu 1.
]

Sljedeci teorem pokazuje da g rasporeduje svaki tim toéno jednom u svaki krug. Od-
nosno, g daje svaku od vrijednosti 1,2, ..., p to¢no jednom.

Teorem 6.3. Za svaki fiksirani i je funkcija g injektivna (t — g(i,t)).

Dokaz.

Pretpostavimo da je g(i,t;) = g¢(i,t2). Tada prema (6.2)) je i — ¢, = ¢ — t5 (mod p).
Odnosno, zbog svojstva kongruencija iz teorema je t; =ty (mod p). Prema tome,
t1 =ty i g je injektivna. O]

Iz teorema [6.1], [6.2] i [6.3] slijedi da funkcija g jedinstveno odreduje protivnika tima ¢ u
svakom krugu i, gdje je 1 < i, t < p. U krugu i, gdje je t = (p+ 1)i/2 (mod p), tim ¢
nema protivnika. Zanimljivo da je to zapravo ista vrijednost koja je dobivena ranije
za smjestanje ¢ — te kraljice, gdje je 1 <1 < p. Dakle, oznaka "ne igra” za slobodan tim u
krugu 7 se pojavljuje u tablici rasporeda susreta u turniru upravo u istom polju kao ono
u kojem se pojavljuje i kraljica u retku ¢ na p x p sahovskoj plo¢i. S ovim rezultatom
mozemo, pomocu funkcije g, izmjeniti algoritam za smjestanje p-kraljica kako bi razvili
algoritam za raspored turnira u kojem sudjeluje p timova, gdje je p > 3. Prva tri koraka
¢e biti ista kao i u algoritmu za smjestanje p-kraljica, osim Sto ¢emo oznaku () zamjeniti
s oznakom "ne igra”.
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Algoritam 6.1.
(1) Postavi prvu oznaku “ne igra” u prvo polje stupaca (p+1)/2

(2) U svakom sljedecem retku, ciklicki se pomici udesno za (p + 1)/2 polja i postavi
oznaku "ne igra” u dobiveno polje.

(8) Nastavi na ovaj nacin sve dok u svaki redak nije smjestena jedna oznaka “ne igra”

(4) Pocevsi s prvim poljem u retku 1, unesi brojeve p, ..., 3,2, 1 u prazna polja (tj. prekoci
zauzeto polje u kojem se nalazi oznaka "ne igra”) za dobivanje permutacije p,p —
1,...,"neigra’, ..., 2, 1.

(5) U svakom sljedecéem retku, ciklicki permutiraj udesno brojeve u prethodnom retku
(wvijek preskoci oznaku “ne igra”) i unesi ih u prazna polja.

Sada, pretpostavimo da broj timova n nije prost broj. Napraviti ¢emo raspored turnira,
uparivanjem timova na sljedec¢i nac¢in. Imamo, tim t;, gdje je t; # n, igra s timom t,, gdje
je to #£ n ity # ty u r-tom krugu ako je

t1 +ty =7 (mod n —1).

Na taj nacin se rasporeduju svi timovi u krugu r, osim tim n i jedan tim ¢ za kojeg vrijedi
da je

2t =r (mod n —1).
Postoji jedan takav tim jer mam korolar kaze da linearna kongruencija 2t =
r (mod n—1), gdje je 1 <t < n—1, ima jedinstveno rjesenje ¢, buduci da je (2,n—1) = 1.
U tom slucaju uparujemo tim ¢ s timom n u r-tom krugu.

Sada moramo pokazati da svaki tim igra sa svakim drugim timom tocno jednom. Raz-
motrimo prvih n — 1 timova. Primjetimo da tim ¢y, gdje je 1 <¢; < n — 1, igra s timom
n u krugu r gdje je 2t; = r (mod n — 1) i to se dogada to¢no jednom.

U drugim krugovima, tim ¢; ne igra s istim timom dva puta. Kada bi tim ¢; igrao s timom
to u dva razlicita kruga, r i v/, tada bit; +to =r (mod n— 1) ity +t3 =7’ (mod n — 1),
sto je oCito kontradikcija jer r # r’ (mod n — 1). Odnosno, timovi ¢; i t; nece se susresti
u dva razlicita kruga.

Stoga, buduc¢i da svaki od prvih n — 1 timova igra n — 1 utakmica i ne igra ni s jednim
timom vise od jednom, igra sa svakim timom toc¢no jednom. Takoder, tim n igra n — 1
igri i bududi da svaki drugi tim igra s timom 7 tocno jednom, tim 7 igra svakim drugim
timom tocno jednom.

Primjer 6.1.
Potrebno je izraditi raspored turnira s 5 timouva.

Da bismo napravili raspored turnira s 5 timova, koji su oznaceni brojevima 1,2,3,4 i
5, ukljuciti cemo jedan dodatni fiktivni tim.
Prvi krug:

o Tim 1 igra s timom t, gdje je 1 +t =1 (mod 5). Tada jet =5 , pa tim 1 igra s
timom 5 u prvom krugu.
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o Timu 2 u prvom krugu je dodijeljen tim 4, buduci da je t = 4 rjesenje kongruencije
2+t=1 (mod 5).

e Buduéi da jet = 3 rjesenje kongruencije 2t = 1 (mod 5), tim 3 je uparen s fiktivnim
timom 6, odnosno tim 3 je slobodan u prvom krugu.

Drugi krug:

o Kako je t = 1 rjesenje linearne kongruencije 2t = 2 (mod 5), tim 1 je uparen s
dodatnim Sestim timom, odnosno u ovom krugu ne igra.

o Tim 2 igra s timom t, gdje je 2+t = 2 (mod 5). Tada je t =5, pa tim 2 igra s
timom 5.

e Buduéi da rjesnje kongruencije 3+t =2 (mod 5) jet =4, tim 3 je uparen s timom

4.

Ako nastavimo ovaj postupak i uparimo timove i u ostalim krugovima, zavrsiti éemo s
parovima prikazanim u tablici[6.1], gdje protivnik tima i u krugu j je dan w j-tom retku i
1-tom stupcu.

Krog i 1 2 3 4 5
1 5 4 "ne igra” 2 1
2 "ne igra” 5 4 3 2
3 2 1 5 "ne igra” 3
4 3 "ne igra” 1 D 4
) 4 3 2 1 "ne igra”
Tablica 6.1
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Sazetak

Glavni cilj ovog rada je predstaviti kongruencije i prouciti neke konkretne primjene kon-
gruencija. Glavni dio rada podijeljen je u 6 poglavlja. U prvom poglavlju predstaviti ¢emo
kongruencije i razviti osnovna svojstva kongruencija. Osim toga, prouciti ¢emo linearne
kongruencije s jednom nepoznanicom te ¢emo pokazati kako rijesiti linearne kongruen-
cije. Pomocu teorije kongruencija mozemo razviti jednostavne kriterije za provjeru je li
dani cijeli broj n djeljiv s cijelim brojem m. U drugom poglavlju ¢emo razviti kriterije
djeljivosti za 27, 57, 10, 3, 9, 11, 37 i 7,11,13. Takoder ¢emo demostrirati metode izba-
civanja dvojki i izbacivanja devetki koje se koriste za otkrivanje pogreski u rezultatima
racunskih operacija. Uvesti ¢emo pojam digitalnog korijena koji je usko povezan s meto-
dom izbacivanja devetki. U trecem poglavlju ¢emo vidjeti kako se pomocu kongruencija
mogu otkriti i ispraviti pogreske u decimalnim stringovima koji se koriste za identifika-
ciju knjiga, proizvoda, posiljki i drugih informacija te vrste. Pomocu teorije kongruencija
mozemo generirati umjetnicke i zanimljive dizajne. U cetvrtom poglavlju istrazujemo
tri takva dizajna: zvijezdu s m krakova, (m,n) dizajn ostatka i quilt dizajn. U petom
poglavlju razvijamo formulu za uspjesno smjestanje p kraljica na p x p Sahovsku plocu
tako da se nikoje dvije kraljice medusobno ne napadaju, gdje je p prost broj veéi od 3.
Kongruencije se mogu primjeniti i za konstruiranje rasporeda susreta u turniru u kojem
natjecatelji igraju po principu "svaki sa svakim”. U zadnjem poglavlju, pokazati ¢emo
kako konstrurati raspored susreta u turniru za n razlicitih timova.

Kljuéne rijeci:

kongruencije, linearne kongruencije, ispitivanje dijeljivosti, izbacivanje devetki, izbaciva-
nje dvojki, digitalni korijen, kontrolne znamenke, modularni dizajni, quilt dizajn, (m,n)
dizajn ostatka, zvijezda s m krakova, problem p-kraljica, raspored turnira.
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Title and summary

Applications of Congruences

The main goals of this paper are to introduce congruences, and to study some concrete
applications of congruences. The main part of this paper is divided into six chapters. In
the first chapter we will introduce congruences and develop their fundamental properties.
We will also study a linear congruences with one unknown and describe some methods
for solving linear congruences. The theory of congruences can be used to develop simple
tests for checking whether a given integer n is divisible by an integer m. In the second
chapter we will develop divisibility tests for 27, 57, 10, 3, 9, 11, 37 and 7,11, 13. We will
also demonstrate two techniques called casting out nines and casting out twos. These
techniques can be used to detect computational errors. We will introduce the concept of
the digital root of a positive integer N which is closely related to casting out nines. In the
third chapter we will see how congruences are used to detect and correct errors in strings
of decimal digits used in identfications of books, products, mails and other information
of this type. The theory of congruences can be used to generate artistic and interesting
designs. In fourth chapter we explore three such designs: m-pointed star, (m,n) residue
design, and quilt design. In fifth chapter we develop a formula for successfully placing p
queens on a p X p chessboard in such a way that no two queens can attack each other,
where p is a prime > 3. Congruences can be applied to schedule round-robin tournaments.
In the last chapter, we will show how to schedule a tournament for n different teams.

Keywords:

congruence, linear congruence, divisibility tests, casting out nines, casting out twos, digital
root, check digits schemes, modular designs, quilt design, m-pointed star, (m,n) residue
design, the p-queens problem, round-robin tournaments.
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