Spektar grafa

Petovari, lva

Master's thesis / Diplomski rad
2018

Degree Grantor / Ustanova koja je dodijelila akademski / strucni stupanj: Josip Juraj
Strossmayer University of Osijek, Department of Mathematics / Sveuciliste Josipa Jurja
Strossmayera u Osijeku, Odjel za matematiku

Permanent link / Trajna poveznica: https://um.nsk.hr/urn:nbn:hr:126:517123

Rights / Prava: In copyright/Zasticeno autorskim pravom.

Download date / Datum preuzimanja: 2024-04-25

. Repository / Repozitorij:

Repository of School of Applied Mathematics and
Computer Science

aodar

DIGITALNI AKADEMSKI ARHIVI I REPOZITORLII

zir.nsk.hr


https://urn.nsk.hr/urn:nbn:hr:126:517123
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
https://repozitorij.mathos.hr
https://repozitorij.mathos.hr
https://zir.nsk.hr/islandora/object/mathos:276
https://repozitorij.unios.hr/islandora/object/mathos:276
https://dabar.srce.hr/islandora/object/mathos:276

Sveuciliste J.J. Strossmayera u Osijeku
Odjel za matematiku

Sveucilisni nastavnicki studij matematike i informatike

Iva Petovari
Spektar grafa

Diplomski rad

Osijek, 2018.



Sveuciliste J.J. Strossmayera u Osijeku
Odjel za matematiku

Sveucilisni nastavnicki studij matematike i informatike

Iva Petovari
Spektar grafa

Diplomski rad

Mentor: doc.dr.sc. Snjezana Majstorovi¢

Osijek, 2018.



Sadrzaj

Uvod

1 Osnovni pojmovi iz teorije grafova

1.1

1.2

Neusmjereni grafovi
1.1.1

1.1.2  Operacije nad grafovima

Posebni tipovi grafova

Usmjereni grafovi

2 Osnovne tvrdnje iz linearne algebre

3 Matrica susjedstva i spektar grafa

3.1
3.2

Koeficijenti karakteristicnog polinoma
Broj setnji

4 Spektar nekih posebnih tipova grafova

4.1
4.2
4.3
4.4
4.5
4.6

Regularni grafovi stupnja jedan

Potpun graf . . . .. ... ... ...
Potpun bipartitan graf . . . . . . ..

5 Veza spektra i strukture grafa

5.1
5.2
5.3
5.4
2.5

Bipartitni grafovi

Regularni grafovi

Dijametar

Grupa automorfizama
Kromatski broj

Literatura

Sazetak i kljucne rijeci

Title, summary and keywords

Zivotopis

11
13
15

19
19
20
21
21
24
26

27
27
29
31
32
33

39

41

42

43



Uvod

Teorija grafova u danasnje je vrijeme izrazito primijenjena u raznim podrucjima
znanosti. Mnoge drustvene, racunalne i bioloske strukture ima smisla prikazivati
grafovima te proucavati njihova svojstva. Cesto se u takvim grafovima nalazi izra-
zito mnogo vrhova, Sto otezava njihovo predocavanje. Zato cesto, umjesto samoga
grafa, imamo samo informacije o povezanosti pojedinih vrhova, $to se u racunalu
pohrani u matrici susjedstva. Razvojem raznih programskih jezika, s takvim ma-
tricama je u racunalu lako raditi. KoriStenjem jednostavnog programskog koda
mozemo izracunati svojstvene vrijednosti takvih matrica. Osnovna ideja ovoga rada
je istraziti sto mozemo zakljuciti o svojstvima grafa na temelju poznavanja nekih
ili svih svojstvenih vrijednosti matrice susjedstva, tj. povezati razne karakteristike
grafa sa njegovim spektrom. Time se upravo bavi spektralna teorija grafova. Tako-
der, u radu se proucava i suprotan smjer zakljuc¢ivanja, tj. Sto na temelju svojstava
grafa mozemo reéi o njegovom spektru.

U prvom poglavlju su navedene neke osnovne definicije i tvrdnje iz teorije grafova
koje su potrebne za razumijevanje rada. Takoder, ova tema zahtijeva poznavanje
mnogih teorema iz linearne algebre te su oni navedeni u drugom poglavlju. Trece
poglavlje se bavi matricom susjedstva, njezinim karakteristicnim polinomom i spek-
trom te brojem Setnji u grafu. U cetvrtom poglavlju je dan izvod karakteristi¢nih
polinoma i spektra nekih posebnih tipova grafova. Peto poglavlje povezuje svoj-
stvene vrijednosti s nekim svojstvima grafa, kao sto su bipartitnost, regularnost,
dijametar, kromatski broj te grupa automorfizama.



1 Osnovni pojmovi iz teorije grafova

1.1 Neusmjereni grafovi

Kako je tema ovog diplomskog rada iz podrucja teorije grafova, prvo ¢emo navesti
najvaznije pojmove koji ¢e nam kasnije trebati.

Graf G je uredena trojka G = (V(G), E(G), ¥¢q) nepraznog skupa V(G) vrhova
od G, skupa bridova E(G) koji je disjunktan s V' (G) te funkcije incidencije ¥¢ koja
svakom bridu od G pridruzuje neuredeni par ne nuzno razli¢itih vrhova od G.
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Slika 1: Graf G

Slikom 1 prikazan je graf G ¢iji je skup vrhova V(G) = {vy, va,v3,v4}, a skup
bridova E(G) = {e1, s, 3, €4, e5}. Cesto se za djelovanje funkcije incidencije umjesto
Ya(er) = {vi,v2} zbog jednostavnosti pise ¢g(e1) = vive. Ostale bridove funkcija

¢ preslikava na sljedeci nacin:

Ya(e2) = vavs, Yales) = v1vs, Yales) = vavs, Ya(es) = vivy.

Funkcija incidencije )¢ ne mora biti injekcija, tj. moguce je da razlicitim brido-
vima e; i e; pridruZi isti par vrhova vy i v;. To znaci da su ta dva vrha spojena s dva
brida e; i e;. Grafove u kojima ima visestrukih bridova nazivamo multigrafovima.
Takoder, ako za neki brid e; vrijedi g (e;) = vyv;, to znacéi da brid e; spaja vrh v;
sa samim sobom. Takav brid se zove petlja, a grafovi koji sadrze petlje se nazivaju
pseudografovi. U ovom radu ¢emo se uglavnom baviti jednostavnim grafovima, tj.
grafovima koji ne sadrze petlje i viSestruke bridove.



Za krajeve v; i v; brida e; kazemo da su incidentni s bridom e;. Broj bridova
incidentnih s vrhom v; naziva se stupanj vrha v; i oznacava s dg(v;).

Vrlo je vazno prisjetiti se i pojma izomorfnih grafova. Grafovi G i H su izomorfni
ako postoje bijekcije 6: V(G) — V(H) i ¢: E(G) — E(H) takve da vrijedi

va(e) =uwv <= du(d(e)) = O(w)0(v).

Pisemo G = H, a par (0, ¢) nazivamo izomorfizam s G u H. U sluc¢aju jednostavnih
grafova nije potrebno konstruirati bijekciju izmedu skupa bridova pa vrijedi sljedeci

teorem.

Teorem 1.1. Jednostavni grafovi G i H su izomorfni ako i samo ako postoji bijekcija
f:V(G) = V(H) takva da vrijedi:

w € B(G) <= f(u)f(v) € E(H).
U

Izomorfizam grafa na samoga sebe naziva se automorfizam grafa. Dakle, auto-
morfizam grafa G je bijekcija f: V(G) — V(G) takva da vrijedi

w € BE(G) <= f(u)f(v) € E(G).

Mozemo reci da je automorfizam permutacija vrhova koja ¢uva susjednost.

Ako za grafove G i H vrijedi V(H) C V(G), E(H) C V(G) i ¥u = Ya|em),
kazemo da je H podgraf grafa G i pisemo H C G. Podgraf od G ¢iji je skup vrhova
V' C V(G), V' # 0, a skup bridova se sastoji od svih bridova iz G koji povezuju
vrhove iz V' nazivamo podgraf induciran s V' i ozna¢avamo s G[V"].

Setnja u grafu G je konacan niz vpeivieqvs ... epv; vrhova v; i bridova e;, pri
¢emu su v;_1 i v; krajevi od e; za svakit = 1,...,k. Zatvorena setnja je ona u kojoj
vrijedi vg = v;. Ako su u zatvorenoj Setnji svi vrhovi osim prvog i zadnjeg razli¢iti,
zovemo ju ciklus. Staza je Setnja u kojoj su svi bridovi medusobno razliciti, a put je
setnja u kojoj su svi vrhovi medusobno razlic¢iti.

U radu ¢emo se baviti povezanim i nepovezanim grafovima, uz ¢iju se definiciju
veze pojam udaljenosti vrhova. Udaljenost vrhova uiv u grafu G, u oznaci dg(u, v),
je duljina najkradeg (u,v)-puta u G. Ako on ne postoji, tada dg(u, v) = co. Kazemo
da je graf G' povezan ako za svake u,v € V(G) vrijedi dg(u,v) < oco. U suprotnom,

kazemo da je graf nepovezan.



Bitno obiljezje vrha v povezanog grafa G je njegov ekscentricitet, u oznaci e(v),
a definira se na sljedeci nacin:
e(v) = max dg(v,u).
(v) = max do(v,u)
Najmanja vrijednost ekscentriciteta svih vrhova u povezanom grafu G naziva se
radijus, a najveta dijametar grafa G, u oznakama r(G) i diam(G):

r(G) = min e(u),

ueV(G)
diam(G) = Jnax, e(u).

Takoder ¢emo se baviti problemom bojenja vrhova u grafu, tj. pridruzivanja
skupa vrhova skupu boja na nacin da je svakom vrhu pridruzena jedna boja i svakom
paru susjednih vrhova su pridruzene razli¢ite boje. Ako se skup sastoji od k boja,
takvo bojenje nazivamo pravilno k-bojenje. Za graf G kazemo da je k-obojiv ako

dopusta pravilno k-bojenje. Kromatski broj grafa G definiran je sljedeéim izrazom
X(G) = min{k : G je k-obojiv}.
Za graf kazemo da je k-kromatski ako je x(G) = k.

1.1.1 Posebni tipovi grafova

Put i ciklus smo ve¢ ranije definirali koriste¢i pojam Setnje. Sada ¢emo ih definirati
kao posebne tipove grafova. Put P, s n vrhova je graf ¢iji su skupovi vrhova i bridova
redom V(G) = {vy,...,v,} 1 E(G) = {vviy1 :i=1,...,n—1}. Put P, prikazan je
na Slici 2.

¥ ¥a (L Va

Slika 2: Put Py

Ciklus C,, s n vrhova je graf sa skupom vrhova V(G) = {vy,...,v,} i skupom
bridova {vyva, VoV, . . ., Up_1Un, Vav1 }. Potpun grafs n vrhova K, je jednostavan graf
u kojemu je svaki par vrhova spojen bridom. Potpun graf K5 i ciklus C5 prikazani
su Slikama 3 i 4.

Kazemo da je graf r-regularan ako mu je svaki vrh stupnja r.



Slika 3: Ciklus Cs

Bipartitan graf G je graf kojem se skup vrhova moze particionirati u dva skupa
A i B tako da svaki brid ima jedan kraj u A, a drugi u B. Uredeni par (A, B)
nazivamo biparticijom grafa G. Ako je u takvom grafu svaki vrh iz A spojen jednim
bridom sa svakim vrhom iz B i obrnuto, onda takav graf nazivamo potpun bipartitan
graf i oznacavamo s K,, ,,, pri cemu je m broj vrhova u A, a n broj vrhova u B.

Ako se skup vrhova grafa moze particionirati u k£ skupova, na nacin da nijedan
brid nema oba kraja u istom podskupu, tada ga nazivamo k-partitan graf. Potpun
k-partitan graf, u kojemu je svaki vrh spojen jednim bridom sa svakim vrhom koji
nije u istom podskupu vrhova, oznacavamo s K, . ., gdje n; oznacava broj vrhova
u i-tom podskupu vrhova. Ako je graf potpun k-partitan za neki k& > 2, nazivamo
ga potpun multipartitan graf. Potpun bipartitan graf K ,_; nazivamo zvijezda s n

vrhova i oznacavamo sa S,,.



vy
s -ﬂ\ -
..-’ - i~ .II IlI "y - .
,-'“f F M
- \\\
xx"f’ \\\
(__,.—"' III- I'-I '\-.\\
/ :
II. III
Y “
Q- . o]
| '._. . .._'_f
i M\"‘-.H\\ ! '.I f{_.-"'r !
" o f I'- .—"'-}
H e I} .II (-}-’
H\\ I." I'.. ___..-"’J
\.\x\. II.' .II l/_.-".-'
I,lI I".I ."I
| \ / |
o
AT, \ {
-~ et
- " /
-~ - \‘x LY i
.-’f \‘x % .'l
e I
Ve’ v
& 4

Slika 4: Potpun graf K

1.1.2 Operacije nad grafovima

Pri dokazivanju pojedinih tvrdnji, bit ¢e potrebno koristiti neke operacije nad gra-
fovima.

Komplement jednostavnog grafa G, u oznaci G, je jednostavan graf koji ima isti
skup vrhova kao GG, a dva vrha su u njemu spojeni bridom ako i samo ako nisu
spojeni bridom u G.

Slikom 5 prikazan je graf G sa skupom vrhova {v;, vs,v3,v4} i skupom bridova
{0109, V103, Vov3, 1V} te njegov komplement G sa skupom bridova {vyvy, v3vy}.

Direktna suma grafova G i H, u oznaci G+H, je graf sa skupom vrhova V(G) U
V(H), gdje V(G) NV (H) = 0 i skupom bridova E(G)U E(H).

Spoj grafova G i H, u oznaci GV H, je graf koji nastaje kada u direktnoj sumi
grafova G i H sve parove vrhova {u,v},u € V(G),v € V(H) spojimo bridom. Spoj

grafova prikazan je Slikom 7.
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Slika 5: Graf G (iznad) i njegov komplement G (ispod)

1.2 Usmjereni grafovi

Usmgjeren graf (digraf) D je uredena trojka (V' (D), A(D), ¢ p) nepraznog skupa vr-
hova V' (D), skupa lukova A(D) i funkcije incidencije 1p koja svakom luku a € A(D)
pridruzuje uredeni par ne nuzno razli¢itih vrhova u,v € V(D). Vrh u nazivamo po-
¢etni, a v krajnji vrh luka a.

Na Slici 6 prikazan je primjer jednog usmjerenog grafa D sa skupom vrhova
V(D) = {v1, v, v3,v4} te skupom lukova A(D) = {vyvq, vov3, V304, V42 }.

Za vrh v € V(D) digrafa D definiramo wlazni stupanj kao broj lukova u D
s krajem u v te izlazni stupanj kao broj lukova u D s pocetkom u v. Vrh vy u
usmjerenom grafu D sa Slike 6 ima ulazni stupanj jednak 2, a izlazni stupanj jednak
1.

U nastavku rada koristit ¢emo i pojam linearnog usmjerenog grafa. Pod njim

podrazumijevamo graf u kojemu svaki vrh ima ulazni i izlazni stupanj jednak 1, tj.
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Slika 6: Usmjereni graf D

graf koji se sastoji od ciklusa.
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Slika 7: Grafovi G i H (iznad) i njihov spoj GV H (ispod)



2 Osnovne tvrdnje iz linearne algebre

Uz navedene definicije i tvrdnje iz teorije grafova, trebat ¢e nam i mnoge tvrdnje iz
linearne algebre. Bavit ¢emo se nenegativnim i ireducibilnim matricama. Kazemo
da je matrica nenegativna ako su njezini elementi nenegativni brojevi, a za matricu

A kazemo da je reducibilna ako postoji permutacijska matrica P takva da je matrica
P~'AP oblika

X O

Y 7|’

gdje su X i Z kvadratne matrice, a O nul-matrica. U suprotnom, kazemo da je A
treducibilna.
Jedan od kljuénih teorema kojeg ¢emo koristiti u ovom radu naziva se Perron-

Frobeniusov teorem.

Teorem 2.1. Ireducibilna, nenegativna n X n matrica A ima realnu, pozitivnu svoj-
stvenu vrijednost A\ takvu da za sve ostale svojstvene vrijednosti \;,i = 2,...,n,
vrijedi |N;| < Ai. Takoder, \i je jednostruka nultocka karakteristicnog polinoma
ka(X) = det(A] — A) te njoj pridruZen svojstveni vektor xy ima pozitivne kompo-

nente.
Navedimo jos neke vazne teoreme.
Teorem 2.2. Sve svojstvene vrijednosti simetricne matrice su realni brojevi.

Teorem 2.3. Najveca svojstvena vrijednost N svake glavne podmatrice (reda manjeg
od n) nenegativne matrice A (reda n) nije veca od najvece svojstvene vrijednosti A\
matrice A. Ako je A ireducibilna, tada je N} < \1. Ako je A reducibilna, tada za

barem jednu glavnu podmatricu vrijedi Ny = \;.

Teorem 2.4. Porastom nekog elementa nenegativne matrice A najveca svojstvena
vrijednost se ne smanjuje. Najveca svojstvena vrijednost strogo raste ako je A ire-

ducibilna matrica.

Teorem 2.5. Neka je A realna simetricna matrica i A\, njezina najmanja svoj-
stvena vrijednost. Za glavnu podmatricu B matrice A i njezinu najmanju svojstvenu

vrijednost X, vrijedi A, < X,.

Dokaze Teorema 2.1 i 2.3 moze se pronaci u [0], Teorema 2.2 u [10], Teorema 2.4
u [2] i Teorema 2.5 u [8].
Za dokazivanje raznih tvrdnji trebat ¢e nam i sljede¢i teoremi, ¢iji se dokazi

mogu nadi u [1].
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Teorem 2.6. Neka je A realna n x n matrica. Sljedece tvrdnje su ekvivalentne:
a) A je ortogonalno dijagonalizabilna.
b) A ima ortonormiran skup svojstvenih vektora.
c) A je simetricna.

Teorem 2.7. Neka je A kvadratna matrica. A je dijagonalizabilna ako i samo ako

je geometrijska kratnost svake svojstvene vrijednosti jednaka algebarskoj kratnosti.
Teorem 2.8. Neka je A kvadratna matrica reda n. Tada je

r(A) +d(A) = n,
gdje je r(A) rang, a d(A) defekt od A.

Teorem 2.9. Neka je A realna n X n matrica, a M\, ..., \, njezine svojstvene vri-

jednosti. Tada za trag matrice A vrijedi
trA=MA+---4+ A\,

Trebat ¢e nam i sljedeci teorem, poznat pod nazivom Gershgorinov teorem. Do-

kaz se moze pronadi u [L6].

Teorem 2.10. Neka je A kompleksna nxn matrica s elementima a;j, i,7 = 1,...,n.
Za svaki i = 1,...,n stavimo R; = Y |a;;|. Tada se svaka svojstvena vrijednost
J#i

matrice A nalazi u barem jednom zatvorenom krugu D(a;, R;) C C sa sredistem u

a;; radijusa R;.
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3 Matrica susjedstva i spektar grafa

U ovom poglavlju bavit ¢emo se jednostavnim neusmjerenim grafom G s konac¢nim
skupom vrhova {vy,...,v,}. Tom grafu se mogu pridruziti razne matrice, a jedna
od njih je matrica susjedstva.

Matrica susjedstva A grafa G' je n x n matrica s elementima a,; koji oznacavaju
broj bridova izmedu vrhova v; i vj, za i,7 =1,...,n.

Matrica susjedstva grafa prikazanog na Slici 8 jednaka je

0

— =
_ o O =
_0 O =
O~ R~

Slika 8: Primjer grafa

Iz definicije matrice susjedstva slijedi da je suma elemenata u ¢-tom retku ili -
tom stupcu matrice A jednaka stupnju vrha v; te da je A simetri¢na matrica. Zato
su, prema Teoremu 2.2, sve svojstvene vrijednosti od A realni brojevi.

Skup svih svojstvenih vrijednosti matrice susjedstva grafa G zvat ¢emo spektar
grafa G i oznacavati sa Sp(G).

Nadalje, uo¢imo da postoji lijepa veza izmedu svojstva povezanosti grafa i ire-
ducibilnosti njegove matrice susjedstva.

Ukoliko graf G nije povezan, postoji particija skupa vrhova V' (G) na podskupove
Vi, Vo, ..., Vo, ¢ > 2, takva da su grafovi G[V;], i = 1,...,c maksimalni povezani
podgrafovi tog grafa. Drugim rije¢ima, nema bridova izmedu G[V;] i G[V}], i # j.

No, tada e retci matrice susjedstva A koji odgovaraju vrhovima iz V; i stupci od
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A koji odgovaraju vrhovima iz V; €initi nul-podmatricu od A. Dakle, za nepovezan
graf postoji permutacijska matrica P takva da je P~'AP blok-dijagonalna matrica
pa je matrica A reducibilna. Lako se dokaze da vrijedi i obrat. Zato zaklju¢ujemo
da je graf povezan ako i samo ako je njegova matrica susjedstva ireducibilna. Prema
Teoremu 2.1, slijedi da spektar povezanog grafa pripada segmentu [—Ay, A], gdje je
A1 najveca svojstvena vrijednost od A.

Navedimo osnovna svojstva spektra grafa.

Teorem 3.1. Za spektar Sp(G) = {A1,..., \n} grafa G, gdje Ay > Xg > A3 > -+
> A\, vrijedi:

) M4+ =0
2) Ako G ne sadrzi bridove, onda je \y = --- =\, = 0.
3) Ako G sadrzi barem jedan brid, onda vrijedi:

1<\ <n—-1,

Za povezan graf vrijedi

2 cos

T
<M\ <n-1.
n+17— =0

Dokaz:

1) S obzirom da vrijedi a; = 0, ¢ = 1,...,n, to prema Teoremu 2.9 imamo
trA=XM\+---4+X\,=0.

2) Ako G ne sadrzi bridove, tada je matrica susjedstva nul-matrica pa njezin
karakteristi¢ni polinom jednak k4(\) = det(AI — A) = A", $to daje

3) Ove tvrdnje ¢emo dokazati koristeéi teoreme iskazane u poglavlju 2. Ako je

GG povezan, prema Teoremu 2.4, za najvecéu svojstvenu vrijednost A; vrijedi

2 cos W1§A1<n—1,

n 4+ B
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gdje se donja granica postize za put, a gornja za potpun graf (Sto ¢ée biti doka-
zano u poglavljima 4.2 i 4.5). Ako graf nije povezan, znamo da u grafu postoji
podgraf Kj, a njegova matrica susjedstva ima svojstvenu vrijednost jednaku
1. Zato je, prema Teoremu 2.3, A\; > 1. Time smo dokazali nejednakosti

Prema Teoremu 2.5, za najmanju svojstvenu vrijednost A, vrijedi A\, < —1, jer
u grafu postoji podgraf K5 ¢ija matrica susjedstva ima svojstvenu vrijednost
jednaku —1. Kako se sve svojstvene vrijednosti nalaze u segmentu [—Ay, A1,
dokazali smo i tvrdnju

A <A\ < -1

3.1 Koeficijenti karakteristicnog polinoma

Iznos koeficijenata karakteristicnog polinoma matrice susjedstva ovisi o strukturnim
svojstvima danog grafa. O tome ¢e nam reéi teorem koji se odnosi na usmjerene
grafove, a kojega ¢emo kasnije iskoristiti za teorem namijenjen neusmjerenim grafo-
vima.

Prisjetimo se, matrica susjedstva A digrafa D sa skupom vrhova {vq,...,v,} je
n X n matrica s elementima a;; pri cemu je a;; broj lukova u D s pocetkom u vrhu

v; 1 krajem u vrhu v;.
Teorem 3.2. Neka je

ka(A) = A"+ a A\t 4 day,

karakteristicni polinom usmjerenog grafa G. Tada za i =1,...,n vrijedi
a; = Z (_1>p(L)7
Le%;

gdje je & skup svih linearnih usmjerenih podgrafova L grafa G s tocno i vrhova,

p(L) broj komponenti od L, tj. broj ciklusa od kojih se sastoji L.

Dokaz: Dokazimo tvrdnju za ¢ = n. Znamo da je

a, = ka(0) =det(—A) = (—1)"det A,
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pa koristec¢i definiciju determinante dobivamo

n = (_1)n Z<_1)I(P)a1i1 © O, = Z<_1)n+I(P)a1i1 © Qg5
P P

gdje je I(P) broj inverzija u permutaciji

Clan Sp = (—=1)"*Plqy, -+ -a,;. je razli¢it od nule ako i samo ako postoje lukovi
V1Viyy V2Vig,. - +y UnU;, .

Permutaciju P mozemo pisati kao produkt disjunktnih ciklusa, tj. u obliku

P=(Lig-)(-e)ee (o).

Ako je Sp # 0, tada svakom ciklusu permutacije P odgovara ciklus u G. Zato
permutaciji P odgovara direktna suma ciklusa koji sadrze sve vrhove grafa, tj. line-
arni usmjereni podgraf L € .Z,. Obrnuto, svakom linearnom usmjerenom podgrafu
L € %, odgovara permutacija P i ¢lan Sp koji je jednak 1 ili —1, ovisno o broju
e(L) parnih ciklusa u L:

SP — (_1)n+e(L)'

Kako je n+e(L) = p(L) (mod 2), slijedi da je

a, =Y Sp= > (-1, (1)
P LeZ,
¢ime smo dokazali tvrdnju za n.

Neka je sada 1 <1 < n fiksan. Prema [12], suma svih glavnih minora matrice A
reda i jednaka je (—1)%a;. Kako postoji bijekcija izmedu skupa tih minora i skupa
svih induciranih podgrafova od G koji imaju to¢no i vrhova, koristeéi tvrdnju (1)
za svaku od ukupno (7;) minora i sumiranjem, trazena jednakost je dokazana.

m

Ako je G neusmjeren graf, mozemo ga promatrati kao usmjeren graf G’, pri cemu
brid u G izmedu vrhova v; i v; promatramo kao par usmjerenih bridova v,v; i v;v;
u G'. Tada svakom bridu iz G odgovara ciklus duljine 2 u G’, a svakom ciklusu u
(G odgovara par suprotno orijentiranih ciklusa u G’. Zato se prethodni teorem za

neusmjerene grafove moze formulirati na sljedeéi nacin:
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Teorem 3.3. Neka je
ka(\) = A"+ a A"+ day,

karakteristicni polinom neusmjerenog grafa G. Nazovimo sljedece grafove elementar-

nim grafovima:
CL) gmf K27
b) gra’fctp q Z 17

a osnovnim grafovima svaki graf U cije su komponente elementarni grafovi. Neka je

p(U) broj komponenti, a ¢(U) broj ciklusa uw U. Oznacimo s U; skup svih osnovnih

grafova sadrzanih u G koji imaju tocno i vrhova. Tada za i =1,...,n vrijedi
a; = Z (_1>p(U) . 9cU)
Uel,
O
Uz iste oznake, teorem mozemo izreci i na sljedeéi nacin:
Teorem 3.4. Definirajmo doprinos b elementarnog grafa E s
b(K,) = —1, b(Cy) = (-1)" -2,
a osnovnog grafa U s
b(U) = H b(E).
ECU
Tada je
(—=1)'a; = >_ b(U)
Uel,
O

3.2 Broj setnji

Kao sto je ve¢ spomenuto ranije, matrica susjedstva neusmjerenog grafa je sime-
tricna i svojstvene vrijednosti su realni brojevi. Takoder, prema Teoremu 2.6 svoj-
stveni vektori pridruzeni svojstvenim vrijednostima su ortogonalni i ¢ine bazu za R”
pa je matrica susjedstva ortogonalno slicna dijagonalnoj matrici D sa svojstvenim

vrijednostima na dijagonali, tj.

A=VDVT (2)
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gdje je V' ortogonalna matrica ¢iji su stupci svojstveni vektori vy, ..., v, matrice A.
Zaklju¢ujemo da vrijedi sljede¢i teorem:

Teorem 3.5. Graf je potpuno odreden svojstvenim vrijednostima i svojstvenim vek-

torima matrice susjedstva. 0

Matrica susjedstva je usko povezana i s brojem sSetnji izmedu vrhova grafa, sto

nam govori sljede¢i teorem:

Teorem 3.6. Broj setnji duljine k > 1 izmedu vrhova v; © v; u grafu G jednak je

(A%)ij.

Dokaz: Ovu tvrdnju dokazujemo matematickom indukcijom po k. Za k = 1,
element a;; matrice A predstavlja broj Setnji duljine 1 izmedu vrhova v; i v;.

Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za k — 1 i pokazimo da vrijedi za k. Znamo da
je AF = AF-1. A Zato je §
(Ak)ij = Z(Ak_l)ilalj-
=1
Setnja duljine k izmedu vrhova v; i v; sastoji se od Setnje duljine k£ — 1 izmedu v;
i vy, gdje je v susjed od vy, i brida izmedu v; i v;. Prema pretpostavci indukcije,
broj Setnji duljine k — 1 izmedu v; i v; jednak je (A*71!);. Takoder, znamo da aj;
oznaCava broj bridova izmedu v; i v;. Zato je, prema principu umnoska i zbroja,
broj Setnji duljine £ izmedu v; i v; jednak

> (A Naay,
=1

Sto smo i trebali dokazati.
[

Oznacimo sada s Ni(4,j) broj Setnji duljine & izmedu vrhova v; i v;. Prema

prethodnom teoremu vrijedi
Ni(i, 5) = (A%)y;.
Iz (2) slijedi da je
(A%)ij = D_ visvjsAs,
s=1

gdje su v;; elementi matrice V.
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Iz toga slijedi da je broj Ng svih Setnji duljine k£ u grafu G jednak
n n 2
Ny, = ZNk(i>j) = Z(Ak)ij = Z ( Uz’s) )\f-
irj irj s=1 \i=1
Ovu tvrdnju iskazujemo sljede¢im teoremom.

Teorem 3.7. Broj Ny svih setnji duljine k u grafu G jednak je

Nk = Z Cs/\lsC7
s=1
gdje je
n 2
CS = (Zvis> .
=1
U

Broj sSetnji duljine £ u G moze se dovesti u vezu s karakteristicnim polinomom
matrice susjedstva grafa G i njegovog komplementa G, o éemu govori sljededi teorem.

Teorem 3.8. Neka je G graf, G njegov komplement, a Hg(t) = Y5, Nitt funkeija
izvodnica za niz Ny (broj Setnji duljine k u grafu G). Tada je

Holt) = [(—n"m - 1], ®)

gdje je kg(\) karakteristicni polinom matrice susjedstva grafa G, a kg(N) karakte-

risticni polinom matrice susjedstva grafa G.

Dokaz: Za regularnu matricu M reda n, oznac¢imo s {M} matricu formiranu
od kofaktora elemenata matrice M, tj. adjunktu matrice M. Znamo da vrijedi
{M}T = M~1.det(M). Takoder, ozna¢imo sa sum(M ) sumu svih elemenata matrice
M te s J kvadratnu matricu ¢iji je svaki element jednak 1. Tada za proizvoljan realan
broj x vrijedi

det (M + zJ) = det (M) 4+ x - sum({ M }). (4)

Prema Teoremu 3.6 znamo da vrijedi N, = sum(A*) te za ||At]| < 1, tj. |t| < /\%

(A1 najveca svojstvena vrijednost) vrijedi

STAMF =T+ At + AP+ = (I —tA) = (det (I —tA)) ' {I —tA},

k=0
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pa dobivamo

Zsum (A Z Nith = (det (I —tA)) 'sum({I —tA}),
k=0

odnosno

sum({/ —tA}) (5)
det (I —tA) ~
Ako u (4) stavimo M = I —tA iz =t, onda dobivamo

Hg(t) =

sum({1 — tA}) = (det (T — tA + 1) — det (7 — t4),

odnosno

sum({I —tA}) = 1(det (t+ 1)1 +tA) —det (I —tA)),

gdje je A = J — I — A matrica susjedstva komplementa G.
Uvrstavanjem u (5) dobivamo

Ht) = - <—1>"de§(ft_(1}ff4;4 )

_17

Sto smo i trebali dokazati. O
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4 Spektar nekih posebnih tipova grafova

4.1 Regularni grafovi stupnja jedan

Dokazimo prvo tvrdnju koja ¢e nam trebati za pronalazak svojstvenih vrijednosti

ovakvih grafova.

Propozicija 4.1. Vrijedi
kit (A) = ke, (Aka, (D),
gdje je G1+Gy direktna suma grafova Gy i Gs.

Dokaz: Ako je A; matrica susjedstva grafa GG1, a As matrica susjedstva grafa Go,
tada matrica susjedstva A direktne sume G14G5 ima oblik

40
aefiy].

Njezin karakteristi¢ni polinom je tada jednak

M — Ay 0

kGH—G’z()\) = ‘ 0 N — A2 = det ()‘I - Al) det ()\I - AQ)?

¢ime smo dokazali tvrdnju. O
Ova tvrdnja vrijedi i za direktnu sumu proizvoljno mnogo grafova G+ - - - +G,,.
Kako je svaka komponenta 1-regularnog grafa G izomorfna potpunom grafu Ky

C¢iji je karakteristicni polinom matrice susjedstva jednak
ki, \) = (A =1)(A+1) =\ —1,
koristec¢i Propoziciju 4.1 dobivamo
ka(A) = (X = 1),

gdje je broj vrhova u G jednak 2k. Stoga je spektar l-regularnog grafa G s 2k
vrhova jednak Sp(G) = {1®), (=1)®}, gdje broj u eksponentu predstavlja kratnost

svojstvene vrijednosti.
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4.2 Potpun graf

Matrica susjedstva potpunog grafa K, je oblika

011 ...11
101 ... 11
110 ... 11
111 ...01
111 ... 1 0]
Pronadimo svojstvene vrijednosti ove matrice, tj. nultocke karakteristicnog po-
linoma
A -1 -1 ... -1 —1
-1 X -1 ... -1 -1
-1 -1 X ... -1 -1
kA(Kn)()\) = det(A] — A(Kn)) = : : : ' : ,
-1 -1 -1 ... X -1
-1 -1 -1 ... =1 A
Odmah vidimo da je A = —1 jedna svojstvena vrijednost, jer je det(—1 —

A(K,)) = 0. Odredimo joj kratnost.

Kako je A(K,) simetri¢na matrica, ona se moze dijagonalizirati pa je prema
Teoremu 2.7 algebarska kratnost svake svojstvene vrijednosti jednaka geometrijskoj
kratnosti. Koriste¢i sada Teorem 2.8 o rangu i defektu, imamo

r(M — A) + d(\ — A) = n.

Znamo da je d(Al — A) = dim(Ker(A — A)) = y4(A\) geometrijska kratnost svoj-
stvene vrijednosti .
Za \ = —1 dobivamo

ya(=1)=n—r(—1—-A)=n-—1,

pa je kratnost svojstvene vrijednosti A = —1 jednaka n — 1.

Kako je trag matrice A(K,,) jednak sumi svojstvenih vrijednosti, to je
(n—1)(-1)+ =0,

tj. A =n — 1 je preostala svojstvena vrijednost kratnosti 1.

Zakljucujemo da je karakteristicni polinom matrice susjedstva oblika
ki, (A) = (A —n+ 1A+ 1", (6)
a spektar je Sp(K,,) = {(—=1)"V n —1}.
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4.3 Potpun bipartitan graf

Za potpun bipartitan graf K, ,, vrijedi K, ,, = G1V Gy, gdje su G i G, grafovi s
redom n; 1 ne izoliranih vrhova.
Za odredivanje spektra grafa K, ,, bit ¢e neophodan sljede¢i rezultat ¢iji se

dokaz moze pronaéi u [1].
Propozicija 4.2. Karakteristicni polinom matrice susjedstva spoja reqularnih gra-
fova Gy stupnja r i Gy stupnja ro dan je sljedec¢im izrazom:

kGl (/\)kG2 ()‘>
()\ — T’l)()\ — Tg)

gdje su ny i ny redom brojevi vrhova grafova Gy i Gs.

ka,va,(N) = (A =7r1)(A = 12) — ning),

S obzirom da se potpun bipartitan graf moze dobiti kao spoj dva O-regularna

grafa ¢iji su karakteristi¢ni polinomi matrica susjedstva dani s
ko, (A) =A™, kg, (A) = "2,

koristec¢i Propoziciju 4.2 dobivamo
A2

Slijedi da je 0 svojstvena vrijednost kratnosti n;+ny—2 te da su \/ning i —/niny

()\2 — nlng) = /\n1+n2—2<>\2 — nlng).

ko, oy (M)

svojstvene vrijednosti kratnosti 1, odnosno

Sp(Kmm) = {0(n1+n2—2)’ Vning, —/nina}t.

4.4 Potpun multipartitan graf

Potpun multipartitan graf K, .., s n vrhova, pri Cemu ny = ... = n, = 7, je

1111

komplement direktne sume k potpunih grafova s 7 vrhova. Stoga ¢emo koristeci

formulu za karakteristicni polinom komplementa regularnog grafa odrediti spektar
od K, .n

STk *

Teorem 4.3. Neka je G r-regularan graf s n vrhova. Tada je karakteristicni polinom
matrice susjedstva komplementa G grafa G jednak
A—n+r+1
ke(\) = (—1)"—————kg(—A —1
60 = (1" g (<A - 1),
tj. ako je spektar od G skup {\; =, Xy, ..., \u}, onda je spektar od G skup {n —

l—r,—Xo—1,...,—\, — 1}
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Dokaz: Setnja duljine k u G moze za pocetni vrh imati bilo koji od n vrhova pa
se zatim nastaviti na ukupno r nacina, zbog r-regularnosti od G. Zato je broj N
Setnji duljine k jednak Nj = nr*. Funkcija izvodnica Hg(t) za N}, je

o0 o0 1
Holt) = 3 Nith = Sonrth = —— Jt| < .
k=0 k=0 r r

Koristeéi Teorem 3.8 i jednakost (3) dobivamo

1 {(_1)%@(—% ) 1] n

t ka(d) T 1t

Stavimo li u gornji izraz —% = ), dobivamo trazenu jednakost. O]

Kako je karakteristi¢ni polinom matrice susjedstva direktne sume k& potpunih
grafova s 7 vrhova prema (6) i Propoziciji 4.1 jednak

k k
ko)) = (A -+ 1) (A + 1D = (A T 1) 1)

karakteristicni polinom matrice susjedstva potpunog multipartitnog grafa Kn» = je

by (9 = (0P (A s ) A ae
ok A E—1+1 k

Nakon sredivanja prethodnog izraza, dobivamo
n N
k AN =XN"FA+——n|(A+—-] .

Iz toga slijedi da su svojstvene vrijednosti matrice susjedstva ovog grafa n — %
kratnosti 1, — kratnosti k — 11 0 kratnosti n — k, tj.

n n\ k-1
— A (n—k)
Sp(G) {n o ( k) ,0 } :

U slucaju da brojevi nq,...,n; nisu svi jednaki, tada je komplement potpunog
multipartitnog grafa K, ., direktna suma potpunih grafova K,,, ..., K,, s brojem
vrhova ny, ..., n, pa je njegov karakteristi¢ni polinom prema Propoziciji 4.1 jednak

ki A = )M A =g+ 1) (A 1™ (A =y + 1),

,,,,,
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tj.
,n@%=@+1V%IUA—W+J)

Sada iz formule (3) Teorema 3.8 supstitucijom ¢t = % dobivamo:

ka(A) = (=1) THa(D A (7)
B

Kako znamo karakteristicni polinom komplementa ki_(nl """ . (A), preostaje jos
odrediti H,,
dobijemo

(). Koristeéi formulu (3) iz Teorema 3.8, za potpun graf K,
1 (st
H t)y=—((—1)™ ¢ —-1].
Knl( ) + (( ) (% + 1)711—1(% —ny + 1)

Nakon sredivanja dobivamo

ni

Hp, () = T (=1t

Za odredivanje funkcije H za direktnu sumu k& potpunih grafova, trebat ¢e nam

sljedeca tvdrnja, ¢iji se dokaz moze pronadi u [1]:

Propozicija 4.4. Neka je Hg(t) funkcija izvodnica za broj Setnji u grafu G. Vrijedi:

HA(—-t
Hdw:t+1f;ii§ty (®)
Hg, i6,(t) = He, () + He, (1) (9)

-----

i=1 i t+1
HKnl ,,,,, n (t> = k Y
bl =ty
z; 1+(n;—

i
l)t-Tl
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odnosno
k

; 1-:—17111
Hipy oo, (8) = ———
1—-1 Z TEr

Uvrstimo li to u (7), slijedi da je karakteristi¢ni polinom matrice susjedstva grafa
Ky, ., dans

-----

- Eop, k
b ) = Y (1= ) TT )

i=1 j=1

Prema [I1], najveca svojstvena vrijednost se dobiva iz jednakosti Z =1,

s
zatim imamo svojstvenu vrijednost 0 kratnosti n — k, a preostalih k — 1 SVOJstvenlh

vrijednosti se nalaze u intervalima [—ny, —ny_1], .. ., [—n2, —n1] (po jedna svojstvena

vrijednost iz svakog intervala).

4.5 Put

Matrica susjedstva puta P, ima oblik

010 0 0
1 1 .00
010 0 0
A<Pn) = .
0 00 0 1
10 0 0 1 0 |
Njezin karakteristi¢ni polinom je
A -1 0 0 0
-1 X -1 0 O
0 -1 X 0 O
Eap,y(A) = det(N, — A(F,)) = :
0O 0 O A =1
0O 0 O -1 A
A =1 0 O -1 -1 0 O
-1 A 0 O 0 A 0 O
=\ : + |
0 O A =1 0 O A =1
00 1A e 00 o =1 A o ey
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A =1 0 0 A —1 0 0
-1 A 0 0 -1 A 0 0
0 0 A -1 0 0 A -1
0 0 -1 A (n—1)x (n—1) 00 ... =1 A (n—2)x (n—2)

Primijetimo da uz oznaku S, := ka(p,)(A) vrijedi sljedeca rekurzija
Sp =ASp_1— Sp_a, n>3.
Prema [11], CebiSevljev polinom druge vrste U, zadovoljava rekurziju
Upi1(x) — 22U, (z) + U,_1(z) = 0,

uz pocetne uvjete Up(x) =11 U;(z) = 2z, a dan je eksplicitno s

sin((n + 1) arccos x)

Un(z) = ,zl < L

sin(arccos x)

Zato primjec¢ujemo da za karakteristi¢ni polinom S,, vrijedi

S, () = U, (;) |

Takoder, prema Teoremu 2.10, za svaku svojstvenu vrijednost A je |\ — a;| <
EJ |a;j|, za neki i = 1,...,n. Iz toga slijedi da je |A| < 2, tj. [3] < 1. Zato je U,(3)

dobro definiran.
Trazedi nultocke karakteristicnog polinoma S,,(\), dobivamo Un(%) =0, tj.

A
sin ((n + 1) arccos 2) =0,

iz Cega slijedi da je
A
(n + 1) arccos 5= km, k € Z.

Rjesavajuci dobivenu jednadzbu dobivamo

k
Achosi,kEZ.
n+1

Kako nam treba samo prvih n rjesenja, spektar puta P, je

km

n+1

Sp(Pn):{Qcos : k:zl,...,n}.
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4.6 Ciklus

Matrica susjedstva ciklusa C, s n vrhova ima oblik

[0 1 0 ... 0 1]
1 1 . 0
10 00
A(Cn> = .
00 0 . 01
|1 00 1 0 |
Ona pripada klasi ciklickih matrica, o kojima se moze procitati u [7]. Ciklicka
matrica je kvadratna matrica oblika
[ Vo Vi V2 ... Up—2 Up_ |
Up—1 Yo V1 ... Un—3 Up-2
C =
Vo V3 Ug ... Vo U1
i (%1 Vg Vg ... Up—1 Vo ]
i kazemo da je zadana vektorom (vg,vq,...,0,_1). Svojstvene vrijednosti matrice

C su vrijednosti f(w?),7 = 0,...,n — 1, gdje je f funkcija definirana s f()\) =
Vo + A+ ...+ 0,1 A"} aa w je n-ti primitivni korijen od jedinice, tj. vrijedi da
jew" —1=0iwh—-1+#0,Vk<n, keN. Dakle,w:e%.

Za ciklus C,, matrica A(C),) je ciklicka matrica i zadana je vektorom (0, 1,0,0,...,0,1).
Slijedi da su svojstvene vrijednosti matrice susjedstva ciklusa C,, dane s

A= 4+ (W) =2c0s L j=0,1,...,n—1,
n

tj. spektar je
o
Sp(Cy) = {2(3os7r‘7 :j=0,1,....,n— 1}.
n
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5 Veza spektra i strukture grafa

5.1 Bipartitni grafovi

Vazno strukturno svojstvo grafa koje se moze povezati sa spektrom je bipartitnost.
Iskazimo prvo jednu vrlo poznatu karakterizaciju bipartitnosti koja ¢e nam trebati

u nastavku.
Propozicija 5.1. Graf je bipartitan ako i samo ako ne sadrzi neparne cikluse.

Dokaz proporzicije moze se pronadi u [5]. O karakterizaciji bipartitnosti pomocéu

svojstvenih vrijednosti govori nam sljedeéi teorem:

Teorem 5.2. Graf G je bipartitan ako i samo ako za svaku svojstvenu vrijednost A
matrice susjedstva koja nije jednaka nuli je © —\ takoder svojstvena vrijednost, tj.

spektar od G je simetrican s obzirom na nulu.

Dokaz: Neka je GG bipartitan. Tada njegovu matricu susjedstva mozemo zapisati

u obliku
0 B
A= [BT O].

Neka je A svojstvena vrijednost matrice A, a v = lﬂ pridruzeni svojstveni vektor.

5 o b L)

Iz toga slijedi da je By = Az i BTa = \y. No, vrijedi i sljedece

e o) [ = ] =[] =)

pa je —A\ takoder svojstvena vrijednost matrice A, i to uz pripadajuéi svojstveni

Tada vrijedi Av = Av, tj.

vektor

Dokazimo sada drugi smjer tvrdnje. Neka je za svaku svojstvenu vrijednost
A # 01 —\ takoder svojstvena vrijednost matrice susjedstva nekog grafa. Uzmimo

prirodan neparan broj k. Vrijedi da je

tr(AF) =3 A =o0.
i=1
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Prema Teoremu 3.6 o broju Setnji, broj ciklusa duljine £ koji poc¢inju i zavrsavaju u
vrhu v; jednak je (AF); > 0. Kako je tr(A*) = 0, slijedi da je (A¥); = 0, za svaki
1 =1,...,n, iz ¢ega zakljucujemo da ne postoji ciklus duljine k. Zbog proizvoljnosti
neparnog broja k, slijedi da u grafu ne postoji neparan ciklus. Prema Propoziciji
5.1 vrijedi da je graf bipartitan.
O
U dokazu prethodnog teorema, vidjeli smo da je za svojstvenu vrijednost —\ pri-
druzeni svojstveni vektor dobiven zamjenom predznaka komponenata svojstvenog
vektora pridruzenog svojstvenoj vrijednosti A koje pripadaju jednom dijelu biparti-
cije.
Za povezane grafove vrijedi i jaca tvrdnja, tj. karakterizacija bipartitnosti samo

pomocu najvece i najmanje svojstvene vrijednosti matrice susjedstva.

Teorem 5.3. Neka je G povezan graf, A1 najveca, a N\, najmanja svojstvena vrijed-

nost matrice susjedstva. Graf G je bipartitan ako i samo ako N, = —\;.

Dokaz: Neka je G bipartitan. Prema Teoremu 2.1 (Perron-Frobenius), slijedi
da je |\, < A1. Kako je, prema prethodnom teoremu, skup svojstvenih vrijednosti
simetrican s obzirom na nulu, a A\, je najmanja svojstvena vrijednost, mora vrijediti
An = — A1

Dokazimo obrat. Neka je A\, = —\1, a x,, svojstveni vektor pridruzen svojstvenoj
vrijednosti A, takav da vrijedi x%x, = 1. Definiramo y(i) = |z, (i), za svaki i, gdje
7,(1) oznadava i-tu komponentu vektora z,,. Tada vrijedi y'y = 21z, = 1. Takoder,

za svojstvenu vrijedost A, vrijedi

n n

Z Z T (1) 0 (J) aij

i=1j=1

<SS aglea@lleG) (10)

i=1j=1

[An| = |, Azy| =

Kako je |z, ()] = y(i), slijedi

Ml <303 agu(iy() = v Ay

i=1 j=1
Prema [17], za najvecu svojstvenu vrijednost A; vrijedi A\; = rggg xxTT‘ix, pa je
TA
Aal <Ay =L <

yTy
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Kako vrijedi |A,| = A1, u prethodnom retku sve nejednakosti mozemo zamijeniti
jednakostima pa je \; = y* Ay, tj. Ay = \1y. Time smo dokazali da je y svojstveni
vektor pridruzen svojstvenoj vrijednosti A;.

Prema Teoremu 2.1 (Perron-Frobenius), y ima sve pozitivnhe komponente pa je
xn(1) # 0, Vi. Kako u (10) svuda vrijede jednakosti, imamo

>3 mnlienila] = 33 aslea(il (i)

i=1j=1
tj. @n(i)z,(j) su istog predznaka kad god je a;; # 0. Kako je A\, = 2l Az, < 0,

produkti z,(i)x,(j) su negativni. To znaci da je za svaki brid vv; ili z,(7) < 0,
(7)) > 01ili x,(i) > 0, z,(j) < 0.
Tako smo dobili biparticiju (A, B) definiranu s

A = {v; : z,(i) < 0},
B = {v; : z,(i) > 0}

pa je promatrani graf bipartitan. n

5.2 Regularni grafovi

Lako se moze provjeriti da je \; = k svojstvena vrijednost k-regularnog grafa te da

njoj pridruzen svojstveni vektor ima sve komponente jednake 1. Nadalje, ta svoj-

stvena vrijednost ¢e ujedno biti i najveca svojstvena vrijednost k-regularnog grafa.

To slijedi iz Gershgorinovog teorema (vidi Teorem 2.10), tj. svaka svojstvena vri-

jednost A se nalazi u barem jednom skupu D(a;;, R;), pri ¢emu je R; = % |aijl-
j#i

Kako je R; = k, Vi = 1,...,n, to za svojstvenu vrijednost A vrijedi A\ < k. Prema
Teoremu 2.1, najveca svojstvena vrijednost je jednostruka nultocka karakteristicnog
polinoma, tj. \; = k je svojstvena vrijednost k-regularnog grafa kratnosti jedan.

Ako znamo spektar nekog grafa, mozemo na osnovu njega takoder zakljuciti je
li dani graf regularan. Prije teorema o vezi spektra i regularnosti, iskazimo prvo
propoziciju koja ¢e nam trebati u njegovom dokazu. Dokaz propozicije moze se
pronadi u [1].

Propozicija 5.4. Neka je d srednja vrijednost stupnjeva u grafu G, a Ay najveca

svojstvena vrijednost matrice susjedstva grafa G. Tada vrijedi
d < \.

Jednakost vrijedi ako i samo ako je G regularan.
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Teorem 5.5. Neka je G jednostavan graf s n vrhova, a A\y > Ao > -+ > )\,
svojstvene vrijednosti matrice susjedstva od G. Oznacimo k = \i. Sljedece tvrdnje
su ekvivalentne:

a) G je k-regularan,
b) AJ=kJ, gdje je J n x n matrica sa svim elementima jednakim 1,

c) Zn: A2 = kn.
i=1

Dokaz:
a) <= b) G je k-regularan ako i samo ako se u matrici susjedstva A u svakom
retku i svakom stupcu nalazi tocno £ jedinica, tj. Vi,7 = 1,...,n vrijedi
(AT)ij =3 ai(T)rj = D aiw =k = (kJ)y;.
r=1 r=1

b) = c¢) Neka je AJ = kJ. Tada je prema prethodno dokazanom G k-

regularan. Promotrimo dijagonalne elemente matrice A2. Vrijedi

n
(A2)ij = Z QirQyj,
r=1

pa je
(A2)u‘ = i(%ﬁ =d;.
Zato vrijedi -
SN2 = tr(A%) = S (A% = S d; = kn,
i=1 i=1 i=1
c¢) = b) Neka vrijedi il A2 = kn. Kako je ‘nl A\ = 'nl d;, slijedi da je

pa je prema prethodnoj propoziciji graf regularan. Kako je najveca svojstvena vri-
jednost A\ = k, graf je k-regularan pa zbog prethodno dokazane tvrdnje a) = b)
vrijedi jednakost AJ = kJ. [
Prethodnim teoremom smo dokazali da je za zakljuc¢ivanje o k-regularnosti danog
grafa GG dovoljno provjeriti ¢emu je jednaka suma kvadrata svojstvenih vrijednosti
matrice susjedstva.
O regularnim grafovima mozemo zakljuciti i nesto vise promatrajuéi kratnost

najvece svojstvene vrijednosti.
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Teorem 5.6. Broj komponenata regularnog grafa G jednak je kratnosti najvece svoj-
stvene vrijednosti.

Dokaz: Ako je graf k-regularan s [ komponenata povezanosti, onda je svaka od
tih komponenata povezan k-regularan podgraf. Znamo da je A\; = k jednostruka
nultocka karakteristicnog polinoma matrice susjedstva tog povezanog podgrafa. Na-
dalje, matrica susjedstva grafa G bit ¢e blok-dijagonalna matrica ¢iji blokovi na di-
jagonali odgovaraju matricama susjedstva povezanih podgrafova od G. Karakteris-
ti¢ni polinom matrice susjedstva od G jednak je umnosku karakteristi¢nih polinoma
matrica susjedstva pojedinih podgrafova. Za svaki od tih podgrafova vrijedi da je
A1 = k svojstvena vrijednost kratnosti jedan pa je \; = k svojstvena vrijednost
grafa G kratnosti [. O

5.3 Dijametar

Sjetimo se da je minimalni polinom matrice A normirani polinom najmanjeg stupnja
koji ponistava A. Kako je matrica susjedstva A simetri¢na, prema Teoremu 2.2, sve
njezine svojstvene vrijednosti su realni brojevi. Neka je {AM) ... XM} m < n,
skup razlic¢itih svojstvenih vrijednosti matrice A. Tada je njezin minimalni polinom
jednak

pa) = (A = A0) - (A= AM),

Mozemo ga napisati i u obliku
fra(X) = X"+ DN 4 by,
Kako je pa(A) =0, vrijedi
A" + b A" by, =0,
paje za svaki k=0,1,...
AR LpAmtRl o, AR = 0. (11)
Sada mozemo iskazati i dokazati glavni rezultat ovog odjeljka.

Teorem 5.7. Ako matrica susjedstva povezanog grafa G ima tocno m razlicitih

svojstvenih vrijednosti, tada za dijametar grafa G vrijedi

diam(G) < m — 1.
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Dokaz: Pretpostavimo suprotno, tj. neka matrica susjedstva A ima toc¢no m

razli¢itih svojstvenih vrijednosti i neka vrijedi
diam(G) > m — 1.
Oznac¢imo d = diam(G). Prema definiciji dijametra, postoje i,j € {1,...,n} takvi
da (A%);; =0za 1 <k<d, a(A%);; # 0. To slijedi iz ¢injenice da je element (A*);;
broj Setnji duljine k& izmedu vrhova v; i v; (Teorem 3.6).
Uvrstimo li u (11) & = d — m, dobijemo
AT+ b AT 4B, AT =0
Kako je (A¥);; = 0 za 1 < k < d, iz prethodne jednakosti dobivamo da je
(A%);; = 0, Sto je u kontradikciji s Cinjenicom da (A%);; # 0.
Slijedi da je
diam(G) <m — 1.
0
Ovime smo pokazali da na temelju spektra grafa, to¢nije broja razli¢itih svoj-

stvenih vrijednosti, mozemo zakljuciti nesto i o strukturnom svojstvu grafa kao sto

je dijametar.

5.4 Grupa automorfizama

Skup svih automorfizama grafa G's operacijom kompozicije ¢ini grupu koju nazivamo
grupa automorfizama grafa G' i oznacavamo s Aut(G).

Kao sto smo napomenuli na pocetku rada, automorfizam grafa G mozemo shva-
titi kao permutaciju vrhova koja ¢uva susjednost, tj. ako s P oznac¢imo permutacij-

sku matricu, ona ¢e biti automorfizam ako i samo vrijedi
P'AP = A
Stoga za svaki automorfizam P € Aut(G) vrijedi
AP = PA.
To ¢e nam pomoci u dokazivanju sljedeceg teorema:

Teorem 5.8. Ako matrica susjedstva A grafa G ima sve razlicite svojstvene vrijed-

nosti, tada su svi netrivijalni automorfizmi P involutorni, tj. vrijedi

P?=1.
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Dokaz: Uzmimo svojstvenu vrijednost A matrice A i njoj pridruzeni svojstveni

vektor v. Neka je P automorfizam grafa G. Vrijedi
A(Pv) = APv = PAv = P(Av) = P(\v) = A(Pv),

tj. i vektor Puv je svojstveni vektor pridruzen svojstvenoj vrijednosti A. Kako A ima
sve razlicite svojstvene vrijednosti, kratnost od A je jednaka 1, pa vektori v i Pv
moraju biti linearno zavisni.

Kako je P permutacijska matrica, vrijedi ||Pv|| = ||v||. Linearna zavisnost od v
i Pv implicira

Pv=wvili Pv=—u.
Zato je P*v = v, tj. P> =1.
O

Primijetimo da smo time dokazali i da je Aut(G) Abelova grupa jer za Py, Py €

Aut(G) vrijedi

PPy, = IPP,] = P?P PP} = P,P,P,P,P P, = P,(P,P,)*P, = P,IP, = P,P,.

5.5 Kromatski broj

Spektar grafa G nam moze dati informacije i o njegovom kromatskom broju. Toc¢nije,
najvise informacija daje nam najvec¢a svojstvena vrijednost.
Iskazimo prvo tvrdnje koje vrijede za kromatski broj x(G), a trebat ¢e nam u

nastavku. Dokazi se mogu pronaéi u [5] i [3].

Propozicija 5.9. Za svaki graf G vrijedi x(G) < A(G) + 1, gdje je A(G) najveci

stupanj vrha u grafu.

Propozicija 5.10. Neka je G jednostavan povezan graf. Tada x(G) = A(G) + 1
ako i samo ako je G potpun graf ili neparan ciklus.

Prethodna tvrdnja je poznata pod nazivom Brooksov teorem. Dokazimo sada
teorem o kromatskom broju.

Teorem 5.11. Neka je A\ najveca svojstvena vrijednost matrice susjedstva poveza-
nog grafa G. Za kromatski broj x(G) tada vrijedi

Jednakost vrijedi ako i samo ako je G potpun graf ili ciklus neparne duljine.
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Dokaz: Kako je x(G) kromatski broj od G, to se G ne moze pravilno obojiti s
X(G) — 1 boja. Zato postoji inducirani podgraf H grafa G kojemu je minimalan
stupanj barem x(G) — 1, tj.

dmin(H) > x(G) — 1.

Oznac¢imo s )\gH) najvecu svojstvenu vrijednost grafa H. Prema Teoremu 2.3
vrijedi \; > )\gH). Propozicija 5.4 sada povlaci da je AﬁH) > dy, gdje je dy srednja
vrijednost stupnjeva u grafu H. No tada je i )\gH) > duin(H).

Sada imamo da je

t].
X(G) S )\1 + 1,

¢ime je nejednakost iz tvrdnje teorema dokazana.
Neka sada vrijedi jednakost x(G) = A; + 1. Tada vrijede jednakosti i u (12), t;.
vrijedi
A= AU

Kako je graf G povezan, matrica susjedstva je ireducibilna pa prema Teoremu 5
vrijedi da porastom nekog elementa u matrici A strogo raste najveca svojstvena
vrijednost. Zato, ako gledamo da je matrica susjedstva grafa H iste dimenzije kao
matrica susjedstva grafa GG, s nulama kod vrhova koje H ne sadrzi i elementima

manjim ili jednakim od elemenata matrice susjedstva od G, mora slijediti
H=G.
Neka je d srednja vrijednost stupnjeva u G. Tada prema Propoziciji 5.4 vrijedi
Ain(G) < d < Ay
Kako je H = G, jednakosti u (12) povlace da je
dmin(G) = A1,

t.

SH|
I

Al
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Prema Propoziciji 5.4 slijedi da je G regularan. Kako je najveta svojstvena vri-

jednost jednaka \;, zakljucujemo da je G' \i-regularan pa je stupanj svakog vrha
jednak A;. Posebno, A(G) = A\y. Zato vrijedi

X(G) =M +1=A(G)+1.

Prema Brooksovom teoremu (Propozicija 5.10) slijedi da je G potpun graf ili
ciklus neparne duljine.

Obrnuto, neka je G potpun graf ili ciklus neparne duljine. Tada opet prema
Brooksovom teoremu vrijedi x(G) = 1+ A(G). Moramo dokazati da je x(G) =
A+ 1, .

A(G) = .
Ako je G potpun graf s n vrhova, vrijedi A(G) = A\ = n — 1, a ako je G ciklus s

neparnim brojem vrhova, vrijedi A(G) = A\; = 2, ¢ime smo dokazali jednakost. [

Prethodnim teoremom smo dokazali gornju granicu za kromatski broj grafa iz-
razenu najvec¢om svojstvenom vrijednoséu. Sljede¢i teorem daje nam donju granicu
pomocu najveée i najmanje svojstvene vrijednosti. Za dokaz tog teorema trebat ce

nam lema ¢iji se dokaz moze pronadi u [9].

Lema 5.12. Neka je A realna simetricna matrica reda n, a 1 U---U B, t > 2,
Bi # 0, za svaki i, particija skupa {1,...,n}. Oznacimo s Axx podmatricu matrice

A koja sadrzi redove i stupce iz skupa B. Ako je 0 < iy < |Bk|, k=1,...,t, onda

t—1 t
Airtrigtict1(A) + 2 A1 (A) <D0 Nig1(Are),
=1

k=1

gdje su N\i(X),1=1,2,... svojstvene vrijednosti matrice X u padajuéem poretku.

Teorem 5.13. Ako su Ay # 0 i A\, redom najveca i najmanja svojstvena vrijednost
grafa G, tada njegov kromatski broj x(G) zadovoljava
X(G) > _M + 1.
An
Dokaz: Oznacimo x(G) = t. Ako s {1,...,n} oznacimo skup vrhova grafa G,
postoji njegova particija ; U --- U §; takva da svaki podgraf grafa G induciran
skupom vrhova f; ne sadrzi bridove. Za i, = 0, k = 1,...,t, iz prethodne leme,
slijedi
t—1 t
M(G) + D X1 (G) <D MI(GLB).
i=1 k=1
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Kako podgraf G[f] induciran skupom vrhova fj ne sadrzi bridove, njegove svoj-
stvene vrijednosti su jednake nuli, pa slijedi

t—1
M(G) + > Ain(G) <0.
=1

S obzirom da smo svojstvene vrijednosti uzeli u padajuéem poretku, to je A, _;11(G) >
An, Vi=1,...,t— 1. Slijedi

t—1
> Amir1(G) > (= 1),
=1

Koriste¢i prethodne dvije nejednakosti, imamo
t—1
(t = DAy <D i1 (G) < =1
i=1

Dijeljenjem s A\, < 0, dobivamo trazenu nejednakost

A
X(G) > -2 1.
An
O
Donja granica za kromatski broj grafa dana je i izrazom koji ovisi o broju vrhova

grafa i najvece svojstvene vrijednosti. O tome nam govori sljedeci teorem.

Teorem 5.14. Ako je G graf s n vrhova, najvecom svojstvenom vrijednoséu Ay i

kromatskim brojem x(G), onda vrijedi sljedeca nejednakost

X(G) >

n

’I"L—/\1.

Dokaz: Promotrimo prvo karakteristicni polinom matrice susjedstva potpunog
k-partitnog grafa K, ., . 1z poglavlja 4.4 znamo da vrijedi

Ko, ... nk(fﬂ):ﬂf”k(l—i - )ﬁ($+nj)~

TN =1

Prema [1], taj polinom ima to¢no jednu svojstvenu vrijednost A\; koja je pozitivna.

Zato za x > 0 vrijedi kg,

,,,,,

., (¥) > 0 ako i samo ako je x > A;. To slijedi iz ¢injenice

., (¥) > 0 ako i samo ako je

~~~~~
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tj.

Time smo pokazali ranije navedenu neJednakost, tj. da je vrijednost polinoma u

1 X + n; )\1 + n;
tocki x > 0 veca ili jednaka 0 ako i samo ako je x vedi ili jednak jedinoj pozitivnoj
svojstvenoj vrijednosti.

Nadalje, pogledajmo vrijednosti izraza

S (13)

i T ANy

k
zax >0, > n,=n.
i=1
Pretpostavimo da su n; realni brojevi. Tada suma (13) postiZze svoju najvecu

vrijednosti kada su svi n; medusobno jednaki. Naime, kada za neki n; i n; vrijedi

n; # nj, zamjenom n; = n’; = %(nﬁ—nj) vrijednost izraza raste. To slijedi iz ¢injenice

j
da je
2 (n; +ny) s(ni+n;) n; +n; Sy
vtg(nitng)  r+zitn)  wtghitn) w4n o w4ng

sto je izravna posljedica konkavnosti funkcije f(y) = na skupu pozitivnih realnih

:p-l—y
brojeva.

Zax = %n > (), izraz (13) je jednak 1 kada su svi n; medusobno jednaki. Kako

je dokazano ranije, tada izraz poprima najveéu vrijednost, a za sve medusobno

razlicite n; vrijednost izraza se smanjuje. Opcenito, za prirodne brojeve n; i za

k-1 ceqs
r = *“—n vrijedi

mm%wzﬂ*Q—i ,,,, m)ﬁ@+@20

TN o

Prema ranije dokazanoj tvrdnji, tada vrijedi da je x vedi ili jednak pozitivnoj
svojstvenoj vrijednosti, tj.

kE—1
> A1
g
Primijetimo da smo time dokazali da za potpun k-partitan graf K,  _,, vrijedi
k—1
)\1 S n, (14)

k

gdje je A1 najveca svojstvena vrijednost njegove matrice susjedstva.
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Vratimo se sad na graf G i stavimo k = x(G). Tada se skup vrhova grafa G' moze

particionirati na k nepraznih skupova fi, ..., B, tako da podgraf G[f;] induciran
skupom vrhova ; ne sadrzi bridove. Oznac¢imo s nqy,...,ng (ng + -+ + nx = n)
broj vrhova u skupovima (31, ..., 8. Jasno je da dodavanjem novih bridova u graf G

mozemo dobiti potpuni k-partitan graf K, ,, . Prema Teoremu 2.4, dodavanjem
bridova, tj. povec¢avanjem elemenata u matrici susjedsta ne smanjuje se najveca
svojstvena vrijednost. Zato za najvecu svojstvenu vrijedost \; grafa G vrijedi da je
manja ili jednaka najvecoj svojstvenoj vrijednosti od K, ., , za koju vrijedi izraz
(14). Zato dobivamo
k—1
k
Sredivanjem prethodne nejednakosti, dobivamo

)\1 S n.

n
k> —
_n_)\17

Sto smo i trebali dokazati. O
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A1
Sazetak i kljucne rijeci

Sazetak. Na temelju poznavanja nekih ili svih svojstvenih vrijednosti matrice
susjedstva grafa mozemo zakljuciti nesto o strukturnim svojstvima kao sto su bi-
partitnost, regularnost, grupa automorfizama, dijametar i kromatski broj. Takoder,
informacije o tim svojstvima nam mogu ukazati na svojstva spektra.

Proucavajuci skup svih elementarnih grafova sadrzanih u danom grafu, koji se
sastoje od ciklusa i potpunog grafa s dva vrha, mozemo izracunati koeficijente ka-
rakteristicnog polinoma grafa te na temelju toga odrediti svojstvene vrijednosti ma-
trice susjedstva. Iz matrice susjedstva i njezinih potencija mozemo odrediti broj
setnji odredene duljine u danome grafu. Istu informaciju mozemo dobiti i koristeci
svojstvene vrijednosti i komponente svojstvenih vektora ili koristec¢i karakteristicne
polinome grafa i njegovog komplementa. Poznati su nam spektri nekih posebnih
tipova grafova, kao sto su regularni grafovi stupnja jedan, potpun graf, potpun
bipartitan graf, potpun multipartitan graf, put i ciklus. Graf je bipartitan ako i
samo ako je njegov spektar simetrican s obzirom na nulu. Takoder, ako je najveca
svojstvena vrijednost povezanog grafa jednaka njegovoj negativnoj najmanjoj svoj-
stvenoj vrijednosti, graf je bipartitan. Za dokazivanje regularnosti grafa, dovoljno
je provjeriti sumu kvadrata svojstvenih vrijednosti. Broj razli¢itih svojstvenih vri-
jednosti matrice susjedstva daje nam gornju granicu za grafov dijametar te opisuje
grupu automorfizama grafa. Na temelju poznavanja najmanje i najvece svojstvene

vrijednosti, mozemo dobiti donju i gornju granicu za kromatski broj grafa.

Kljucne rijeci: spektar grafa, karakteristicni polinom, matrica susjedstva, di-
jametar, kromatski broj
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Spectra of Graph

Summary. By knowing some or all of the eigenvalues of the adjacency matrix
of graph, we can conclude something about structural properties such as bipartit-
ness, regularity, group of automorphisms, diameter and chromatic number. Also,
information about these properties can point to the properties of graph spectra.

By studying the set of all elementary graphs contained in the graph, which con-
sists of a cycle and a complete graph with two vertices, we can calculate coefficients
of the characteristic polynomial of a graph and thus determine the eigenvalues. From
the adjacency matrix and its powers we can determine the number of walks of a cer-
tain length in the graph. The same information can also be obtained by using the
eigenvalues and components of the eigenvectors, or by using characteristic polyno-
mials of a graph and its complement. We know the spectra of some special types
of graphs, such as regular graphs of degree one, complete graph, complete bipartite
graph, complete multiparty graph, path and cycle. The graph is bipartite if and
only if its spectrum is symmetric with respect to zero. Also, if the largest eigenva-
lue of a connected graph is equal to its negative smallest eigenvalue, the graph is
bipartite. To prove the regularity of the graph, it is sufficient to check the sum of
the squares of the eigenvalues. The number of different eigenvalues of the adjaceny
matrix gives us the upper bound for the graph’s diameter and describes a group of
automorphisms. By knownig the smallest and the largest eigenvalue, we can obtain
lower and upper bounds for the graph’s chromatic number.

Keywords: spectra of graph, characteristic polynomial, adjacency matrix, di-

ameter, chromatic number
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Blagoevgradu u Bugarskoj i osvojila drugu nagradu.
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