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1 Uvod

Algebra je vazan dio matematike, prihvacen u svim skolskim kurikulima. Postoje razlic¢ite
definicije algebre, ali svaka ukljucuje da je algebra grana matematike koja se bavi simbolima i
pravilima manipuliranja tim simbolima. Veliki broj u¢enika ima poteskoca s u¢enjem algebre
jer ne vide njezinu svrhu. U ranom ucenju algebre, ucenici steknu krive ideje o znacenju slova,
izraza i jednadzbi. Prouc¢avanjem uzoraka brojeva i pronalazenje formule koje ¢e predstavljati
taj uzorak zanimljiv je pristupi algebri. Tako ucenici na konkretnim primjerima uocavaju
moc¢ algebre. Ocem algebre smatra se Abu Ja'far Muhammad ibn Musa al-Khwarizmi.
On je 825. godine napisao knjigu "Hisab Al-jabr w’al-muqabala" iz ¢ijeg naslova slijedi
rije¢ "algebra" sto znaci "obnova slomljenih dijelova". Algebra je mocan alat za rjeSavanje
problema iz stvarnog zivota. Vazno je da nastavnici ovu ¢injenicu iskoriste kako bi pridobili
paznju i motivaciju ucenika jer ucenici ¢esto ne vide korist algebre. U prvom poglavlju
rada odgovorit ¢e se na najcescée pitanje koje postavljaju ucenici: "Zasto uciti algebru?".
Prikazat ¢emo metode uvodenja algebre u nastavu. Bitno je da ucenici od prvog susreta s
algebrom imaju pozitivan stav prema njoj, a to se moze posti¢i jedino ako ucenici vide kako
im ona pomaze pri rjeSavanju konkretnih problema. Budud¢i da se u udzbenicima nalazi veliki
broj zadataka koji sluze za mehanicko uvjezbavanje postupaka rjesavanja zadataka, vazno
je da se nastavnik matematike usredoto¢i na razumijevanje algebre. U drugom poglavlju
prikazat ¢emo vezu geometrije i algebre. Geometrija pruza veliki broj primjera koji pomazu
za razumijevanje znacCenja simbola u algebri, a s druge strane algebra je mocan alat za
rjeSavanje geometrijskih problema. Buduéi da teoremi i njihovi dokazi mogu jasno prikazati
korisnost algebre, prikazat ¢emo nekoliko primjera koji mogu biti obradeni na nastavi. U
trecem dijelu rada prikazat ¢emo vezu trigonometrije i algebre. Cesto ucenici ne razumiju
definicije osnovnih trigonometrijskih funkcija pa zbog toga dolazi do neuspjeha pri uc¢enju
trigonometrije. Prikazano je kako uvesti pojmove sinusa i kosinusa tako da ucenici razumiju
njihovu svrhu i korisnost. Uz osnovne pojmove prikazat ¢emo i neke izvode trigonometrijskih
identiteta. Iako postoji veliki broj istrazivanja vezanih uz ucenje i poucavanje algebre, ne
postoji jednostavan savijet za uspijeh za savladavanje ovog podrucja jer je ucenje slozen
proces, a algebra podrucje puno razli¢itih izazova. Najveéu odgovornost ima nastavnik ¢ije
ponaSanje i na¢in poucavanja ovisi o njegovom stavu o ucenju i poucavanju te o podrucju
koje mora prenijeti uc¢enicima.



2 Zasto uciti algebru?

Nastavnici matematike se Cesto susreéu s pitanjima poput "ZaSto uc¢imo algebru?" i
"Cemu ona sluzi?". Veéina ljudi karakterizira algebru kao upotrebu simbola u matematici,
ali tesko objasnjavaju koju ona ima svrhu. Algebra ima korijene u aritmetici i geometriji,
koje koriste algebra za opisivanje veza medu veli¢inama. Na osnovnoj razini, promatramo
vezu medu brojevima. Ako je prikazan niz 3, 6, 9, 12, 15, ... ucenici odmah uocavaju da
su navedeni brojevi visekratnici broja 3, tj. dobivamo ih "mnozenjem nekog broja s tri".
Lako se nastavlja niz 18, 21, 24 i lako se uocava da se moze doé¢i do broja 99, 300 ili ¢ak
3 milijuna. Veéina ljudi bi lako dosla do ovih zakljucaka, a algebra sluzi kako bi opisala
postupak zakljuc¢ivanja. Algebra nam daje moguénost da otkrijemo da je 300 100-ti broj
u nizu jer je 100 - 3 = 300. Veliku moé¢ daje mogucénost prikazivanja veza izmedu brojeva
pomocu simbola pa tako, kada je jednom jasno da utrostruceni broj mozemo zapisati kao
3n, tj. "tri puta neki broj", lako se odreduje bilo koji broj u nizu i koriStenjem znanja
rjeSavaju se daljnji problemi i objasnjavaju ostale veze medu brojevima. Promotrimo sume
triju uzastopnih brojeva:

1+2+3=6
3+4+5=12
T+8+9=24

49 + 50 + 51 = 150.

Zanimljivo je Sto je rezultat uvijek visekratnik broja tri, ali postavlja se pitanje je li to uvijek
slucaj. Koristenjem algebre dolazi se do zakljuc¢ka, sumu tri uzastopna brojan, n+11in-+2
mozemo prikazati kao:

n+n+1+n+2=3n+3.

Iz izraza 3n + 3 slijedi da je zbroj tri uzastopna broja uvijek visekratnik broja 3. Izraz
mozemo zapisati i kao 3(n + 1), tada zaklju¢ujemo da je trazeni zbroj jednak tri puta n+ 1,
gdje je n + 1 srednji broj u tom poretku. I u ovom slu¢aju dobivamo da je broj visekratnik
broja 3. Svojstvo tri uzastopna broja je lako shvatljivo, ali pruza niz ilustracija klju¢énih za
razumijevanje algebre. Prvi zadatak je bio do¢i do izraza za zbroj tri uzastopna broja, zatim
preoblikovati u ekvivalentan izraz koji pruza vise informacija za objasniti i prosiriti svojstva.
Opcenito, svaki algebarski izraz prikazuje neku situaciju, zatim se izraz preoblikuje kako bi ga
se na drugi nacin interpretiralo. Koristenje algebre bio je znacajan napredak u matematici.
Puno je truda ulozeno u prouc¢avanje ra¢unanja sa simbolima, ali time je dobiven mocan alat
za rjeSavanje teskih matematickih problema. Ucenici smatraju da uvodenje algebre ¢ini lake
zadatke, koje mogu rijesiti bez koristenja simbola, puno tezima. Daljnjim ucenjem slozenijih
koncepata uocavaju mocé algebre. Vaznost algebre je u tome Sto koristi sustav simbola
kako bi se prikazali izrazi i veze medu njima koje zatim koriste za predvidanja, rjesavanje
zadataka, objasnjavanja i dokazivanja. Predvidanje ukljuc¢uje odredivanje pripadne funkcije
Cija se vrijednost zatim racuna. Rjesavanje problema odnosi se na postavljanju i rjeSavanju
jednadzbi, dok objasnjavanje i dokazivanje uklju¢uju utvrdivanje i tumacenje algebarskih
identiteta.

Dva su glavna razloga zasto uciti algebru. Kao prvi razlog navodi se korist algebre, a
kao drugi smatra se njena zanimljivost. Algebra se primjenjuje u raznim podruéjima poput
znanosti i tehnike. Manji broj uc¢enika ée u svojim buduéim poslovima koristiti algebru, ali
buduéi da nije jasno tko hoce, a tko ne, vazno je da svi imaju priliku nauciti. Algebra je



takoder korisna jer razvija vjestine razmisljanja i zakljucivanja, ali ovo nije kljuc¢an razlog
jer se isto moze reci i za druga podru¢ja matematike i druge predmete u skoli. S druge
strane, algebra daje uvid u bolje razumijevanje raznih pojava u svijetu. Ovo je istina jer
stanovnik koji je dobro informiran i kojeg zanimaju pojave u svijetu moze puno doprinijeti
razvoju drustva. Ovaj nacin razmisljanja objasnjava Usiskin prikazivanjem vaznosti pozna-
vanja jezika zemlje koju posje¢ujemo. Uskini smatra da ako posjetimo Meksiko, a ne znamo
Spanjolski jezik, nikad ne¢emo dovoljno istraziti i upoznati njihovu zemlju i kulturu kao kada
bi ga znali. Najvaznije, nikad ne¢emo znati §to smo propustili posjetiti. Ovaj nacin razmis-
ljanja odrazava se na drugi razlog ucenja algebre, na ucenje algebre jer je zanimljiva. Ucenici
uce o glazbi, umjetnosti i knjizevnosti ne zato Sto je to samo korisno za njih, nego i zato sto
je zanimljivo. Nazalost, algebru ucenici ¢esto ne smatraju korisnom i zanimljivom ¢ak iako
su uspjesno savladali zahtjeve skolskog kurikuluma. Nastavnici ¢esto ne prenesu ucenicima
pravu prirodu i mo¢ algebre. Cockcroft govori da je matematiku tesko uéiti i poucavati, a
ovo vrijedi u ve¢oj mjeri za algebru.



3 Uvodenje algebre u nastavu matematike

Za veliki broja ucenika algebra ve¢ u ranoj dobi Cesto predstavlja zadatke koji nemaju
smisao, te ju vide kao niz pravila koje treba uvjezbati. Ovakav stav vodi do neuspjeha
i negativnog stava prema matematici. Takoder, mnogi koji savladaju tehnike rjesavanja
zadataka vezanih uz algebru obi¢no smatraju da su zadaci nejasni i nedovoljno povezani
sa stvarnim problemima ili predmetom njhova zanimanjima. Veéina ljudi priznaje vaznost
korisStenja i smisao brojeva, ali za algebru to nije slucaj. Zbog toga je nac¢in uvodenja algebre
u nastavu matematike klju¢an za utvrdivanje uspjeha ucenika i stava uc¢enika o algebri. Od
osnovne vaznosti je davanje znacenja i svrhe slovima u izrazima i jednadzbama pri prvom
susretu ucenika s algebrom. Od samog pocetka izraz 2n,n € N ucenicima mora predstavljati
'2 puta broj’ ili 'udvostruc¢en broj’, tj. uenici moraju biti svjesni da dobivaju skup parnih
prirodnih brojeva. Sljedec¢i zadatak ucenicima je pojednostaviti izraz 2n + 3n. Cesto izraze
ovakvog oblika povezuju s izrazom poput 2n + 3 te je u oba slucaja suma jednaka 5n. Vazno
je da nastavnici ne zanemariju ovu porgesku, nego je s ucenicima rasprave. Nije dovoljno
reé¢i ucenicima da je njihov odgovor netocan i pokazati im to¢no rjesenje. Jedna od metoda
rjeSavanja ove poteskoce je pomocu tablice kako je prikazano na Slici 1. Na ovaj nacin ucenici
uocavaju razlike i shvacaju svoju pogresku. Uvrstavanje konkretnih vrijednosti pruza jasan
prikaz sto je to¢no rjeSenje pojednostavljivanja izraza 2n + 3n.

n 2n+3n 2n+3 Sn

1 5 5 3

2 10 7 10

3 15 9 15

4 20 11 20

5 25 13 25
SLIKA 1.

Algebra bi trebala pomoéi ucenicima razumjeti smisao i rjeSavati matematicke probleme
na jednostavniji na¢in, a ne stvarati stav da dodatno kompliciramo zadatke koje bi ucenici
mogli rijesiti na njima laksi nac¢in. U matematickim udzbenicima pronaci ¢emo kombinaciju
nekih od ova cetiri pristupa uvodenja algebre u nastavu matematike:

e Izrazi i pravila za operacije
e Rjesavanje jednadzbi
e Formule

e Uzorci koji vode do funkcija.

3.1 Izrazi i pravila za operacije

Ucenici ¢esto pogresno interpretiraju slova u algebri, sto vodi do nerazumijevanja ovog
gradiva. Cesto se u nastavi izrazi poput 2a+ 5a objasnjavaju kao 2 jabuke plus 5 jabuka je 7
jabuka, tj. 7a. Pa je tako 2a 430+ 5a+6b = 7Ta+ 9D jer ne mozemo zbrajati jabuke i kruske.
Ovaj pristup mozemo uéiniti matematicki prihvatljivim ako povezemo slova s brojevima pa
tako izraz 2a + 5a povezemo 2-8+5-8 =7-81ili 2-80+ 580 = 7 - 80. Poteskoca kod
ovog pristupa uvodenja algebre je sto vodi do neprikladne interpretacije slova kao objekata,



poput jabuka i krusaka, a ne kao brojeva. Stovige, do ovog nacina razmisljanja dolazi cak i
kada ono nije stimulirano nastavnikovom metodom upoznavanja ucenika s algebrom. Ucenici
algebru Cesto algebru vide kao strani jezik i procedure za rjeSavanje problema koje bi oni
mogli lakse rijesiti bez upotrebe simbola, sto dovodi do negativnog stava prema algebri.

3.2 Rjesavanje jednadzbi

Dobrim nac¢inom uvodenja algebre u nastavu smatra se rjesavanje jednadzbi. Jedna od
uvodnih aktivnosti je rjesavanje zadataka poput 'pronadi broj koji nedostaje’ ili 'zamisli
broj’. Sljede¢im dijalogom demonstrirana je aktivnost kojom nastavnici mogu motivirati
ucenike za koristenje algebre.

Nastavnik: Zamislio sam jedan broj i poduplao ga. Zatim sam oduzeo 5 i dobio rezultat 7.
Koji sam broj zamislio?

Ucenik A: 6 jer 12 manje 5 je 7, zatim prepolovimo 12 i dobijemo 6.

Ucenik B: Buduéi da ste oduzeli 5 ja sam ih dodao natrag i dobio da je uduplani broj jednak
12, a zatim sam prepolovio i dobio 6.

Nastavnik: D, zamisli broj i pomnozi ga s 5 a zatim dodaj 7. Koji si broj dobio?

Ucenik D: 52.

Zadatke iz primjera mozemo algebarski prikazati kao 2o —5 =71 52 4+ 7 = 52 te razmo-
triti formalne metode rjesenja. Prikazivanje ovakvih slagalica u obliku jednadzbi je vazan
zadatak jer ukljucuje prevodenje usmene izjave u matematicku formu i obrnuto, tumace-
nje matematicke izjave. Zbog isticanja vaznosti uvjezbavanja postupaka ovaj nacin rada je
zanemaren te su ucenici Cesto zbunjeni i ne razumiju koja je mentalna metoda u pozadini
rjeSenja. Treba biti jasno da su formalni postupci korisni samo kada je tesko vidjeti rjesenje
bez sustavne metode koja moze ukljuc¢ivati pisane korake jer ¢e u protivnom ucenici smatrati
kako rjesavaju na papiru zadatke koje bi na puno laksi nac¢in mogli 'napamet’ rijesiti. Ovu
metodu treba koristiti kada rjesenje nije odmah ocigledno tj. kada brojevi u zadatku nisu
jednostavni ili kada postoji vise operacija kao u sljedeé¢im primjerima:

2.7z — 5.9 ="7.6
Se+2) -7 _,
——— =6

3.3 Formule

Formule su matematicke tvrdnje izrazene simbolima koje predocuju medusobni odnos
izmedu odredenih veli¢ina. Ucenici se jo§ u razrednoj nastavi susre¢u s pojmom trokuta,
pravokutnika i kvadrata, te se u 4. razredu susrec¢u s pojmom opsega i povrsine. Uce formule
za opseg i povrsinu te kako se brojevi uvrstavaju u formule. Vazno je ve¢ od prvog susreta
s formulama ucenici uo¢e njihovu smisao i korisnost. Formula za opseg pravokutnika je
jednostavan primjer gdje je veza s numerickim znacajem jaka i lako razumljiva. Postoje tri
ekvivalente forme formule za ra¢unanje opsega pravokutnika, a to su:

P=l4+w+l+w
P =2w+ 2
P=2w+1).



U prvom slucaju koristi se definicija opsega pravokutnika, tj. opseg pravokutnika jednak
zbroju duljina svih njegovih stranica. U drugoj formuli se koriste algebarski izrazi 21 i 2w,
koji predstavljaju udvostruc¢ene duljine dimenzija pravokutnika. Dakle, koristimo svojstvo
da pravokutnik ima dva para jednakih stranica te ih zatim zbrojimo kako bi dobili opseg
pravokutnika. U trecoj formuli koristimo ideju da duljine dviju stranica pravokutnika mo-
zemo prvo zbrojiti, a zatim rezultat udvostruciti. Kroz ove primjere ucenici se upoznavaju
i s redoslijedom racunskih operacija, te uocavaju vaznost koristenja zagrada u algebarskim
izrazima. Prednost pristupa algebri pomocu formula je u tome $to je znacenje slova u izra-
zima povezano s veli¢inama poput duljine i vremena koje imaju promjenjive vrijednosti pa
je ideja o varijablama ocigledna. Najcesce formule s kojim se ucenici susrecu su:

e formule za opseg i povrsinu pravokutnika s duljinama stranica w i [:
O=2l4+2w, P=wl
e formule za opseg i povrsinu kruga s polumjerom 7:
O=2rrm, P=rrn

e povrsinu trokuta sa stranicom a i visinom na tu stranicu v,:
a -V,

2

P=

e Udaljenost dvije tocke A = (z1,41) i B = (%9, ¥2) u ravnini:

|AB| = \/(z1 — 22)2 + (y1 — ).

3.4 Uzorci koji vode do funkcija

Uzorke brojeva i ideju o funkcijama mozemo shvatiti kao nastavak na uvodenje algebre u
nastavu pomocu formula. Dok su spomenuta tri nacina uvodenja algebre u nastavu prisutna
u Skolskim kurikulima preko 100 godina, ovaj pristup pripada 'modernoj matematici’ i pro-
nalazimo ga u skolskom kurikulumu od 1950. godine. Ucenicima se zada niz poput: 1, 4, 7,
10 ... i od njih se trazi da odrede sljedeci ¢lan niza. Ovaj nacin vodi do induktivne definicije
niza i ucenici zakljucuju kako pocinju s 1, a zatim dodavaju 3. Problem nastaje kada ucenici
moraju generalizirati problem, tj. odrediti da je n-ti ¢lan niza 3n — 2. Driscoll navodi kako
zadaci s uzorcima pomazu ucenicima razumiti koncept funkcija i razviju naviku trazenja
generalizacije za nesto Sto ¢e 'uvijek raditi’. Pronalazenje funkcije ima puno toga zajednicko
s pristupom pomocu formula, ali ovaj na¢in ima prednost jer pomaze ucenicima shvatiti
svrhu algebarskog izraza. Jednostavni primjeri trazenja uzoraka su slozeniji od jednostavne
formule poput opsega pravokutnika jer ucenici ¢esto znaju kako rijesiti problem bez upotrebe
algebre. Bit algebre je mo¢ koju nam pruza simbolicki zapis. Zbog motivacije ucenika za
ucenjem algebre veza izmedu simbola, brojeva i grafickog prikaza mora biti jasna i stalno
naglasena. Postoje tri vazne znacajke u ovom pristupu. Prva je da ono treba prethoditi
uvjezbavanju manipulacije algebarskim izrazima. Vazno je ucenici imaju vjestinu pojednos-
tavljivanja, uvrstavanja u formulu i rjeSavanja jednadzbi, ali prije samog uvjezbavanja razlog
uvodenja ovog problema mora biti jasan. Zatim, zadaci trebaju ukljucivati situacije kada
je uvodenje algebre neophodno, tj. rjesavanje zadataka bez koristenje algebre puno je teze,
tako ucenici postaju svjesni kako im algebra pomaze pri rjesavanju matematickih problema.
Posljednja znacajka je da dovoljno vremena treba biti posveéeno svakom zadatku tako da
bude detaljno istrazeno i objasnjeno kako bi ucenici smatrali zadatak vaznim i zanimljivim.



4 Algebra i geometrija

4.1 Povezivanje algebre 1 geometrije

Geometrija je grana matematike koja se bavi proucavanjem oblika, njihovih svojstava
i odnosa. U nastavi matematike prisutna je od prvog razreda osnovne skole i ucenici se s
njom susrecu u svakom obrazovnom razdoblju. Znacajna je povezanost algebre i geometrije
jer se geometrija bavi vezama izmedu varijabli poput kuta, duljine, povrsine i volumena.
Geometrijske skice daju izvrstan uvid u algebarske ideje, a s druge strane su algebarske me-
tode mocan alat za rjesavanje geometrijskih problema i prikazivanje geometrijskih dokaza.
Ucenici graficke prikaze prihvacaju s lakocom jer pruzaju bolji uvid u znacenje razlic¢itih
algebarskih izraza. U ranoj fazi ucenja algebre ideja o varijablama je povezana s diskretnim
cijelim brojevima, ali povezivanjem algebre i geometrije ideja o varijablama poboljsana je
povezivanjem s pojmovima poput kuta, duljine, volumena itd. Veliki broj algebarskih iz-
raza, poput razlike kvadrata, imaju svoje korijene u geometriji te su na vrlo pamtljiv nacin
mogu prikazani pomocu slika. Ucenici uoc¢avaju smisao i svrhu ucenja algebre prikazivanjem
rjeSenja razli¢itih geometrijskih problema pomoéu algebarskih ideja.

Ucenici se u Sestom razredu osnove skole susreéu s kutovima uz presje¢nicu paralelnih
pravaca i zbrojem kuta u trokutu. Ovi geometrijski problemi pruzaju jasnu vezu izmedu
slova i brojeva. U nastavku su dokazana dva teorema, o jednakosti izmjeni¢nih kutova uz
presjecnicu paralelnih pravaca i tvrdnja da je zbroj kutova u trokutu 180°.

Teorem 1. Izmjenicni kutovi uz presjecnicu paralelnih pravaca su jednak:.

Na Slici 2. prikazani su kutovi uz presjecnicu paralelnih pravaca. Kutovi a i b su kutovi s
paralelnim kracima i oba su siljasta pa vrijedi jednakost: a =b. S druge strane kutovi b i c
su vrsni kutovi pa i za njih vrijedi jednakost, tj. b = c. Iz prethodnog razmatranja slijedi
jednakost izmjeni¢nih kutova a i c, tj. a = c.

SLIKA 2.

Teorem 2. Zbroj kutova u trokutu jednak je 180°.

Prethodni primjer doprinosi jednostavnom dokazivanju ove tvrdnje. lako se ucenici u
pocetku susreéu s ovim kljuénim podatkom o trokutu na eksperimentalan nacin tako Sto
mjere kutove, vazno je prikazati da ono moze biti izvedeno iz jednostavnih svojstava kutova.

Na Slici 3. prikazan je trokut s kutovima a,b i ¢ i pravac d paralelan stranici e. Proma-
trajuéi Sliku 3. zaklju¢ujemo da subi f, te ¢ i g dva para izmjeni¢nih kutova uz presje¢nicu
paralelnih pravaca pa vrijedi: b = f i ¢ = g. Buduéi da kutovi f,a i g tvore ispruzeni kut,
vrijedi: f + a + g = 180°. Zatim, koriStenjem jednakosti kutova dobiva se trazena tvrdnja:
a+b+c=180°.



SLIKA 3.

Razliciti geometrijski zadaci koji uklju¢uju kutove ¢esto su iskoristeni kako bi utvrdili
druge algebarske probleme pa se ¢esto u takvim zadacima pojavljuju jednostavne jednadzbe,
kao u sljede¢em primjeru.

Primjer 1. Koliko iznose kutovi u jednakokracnom trokutu ako znamo da je jedan od kutova
dvostruko veéi od druga dva kuta?

SLIKA 4.

Oznacimo li veli¢ine kutova s x i 2x te koristenjem ¢injenice da je zbroj kutova u trokutu
jednak 180° slijedi:
2z + x4+ =180 = 4z = 180 = = = 45.

Dakle, veli¢ine kutova su: 45°, 45° i 90°.

Spomenimo dvije vazne znacajke o koristenju simbola u geometrijskom kontekstu. Prva
se odnosi na problem mjernih jedinica. Naime, obi¢no se smatra da u matematici slova
predstavljaju brojeve prije nego koli¢ine, $to su brojevi kojima je pridruzena mjerna jedinica.
Do zabune dolazi kada su mjerne jedinice spojene s algebarskim simbolima pa tako ucenicima
nije jasna razlika izmedu dvije uloge dodijeljene slovima. Za primjer mozemo uzeti izraz mg,
samo kontekst moze razjasniti odnosi li se m na masu, a g na gravitaciju ili mg predstavlja
masu mjerenu u miligramima. U ranoj fazi ucenja algebre ucenicima ova konvencija nije
odmah jasna i dosljedna te ¢esto dolazi do nerazumijevanja.

Druga poteskoéa s notacijom nastaje koristenjem velikih slova za oznac¢avanje tocaka i
malih slova za oznacavanje algebarskih varijabli. Takoder jedino kontekst pomaze razjasniti
sto slovo predstavlja. Cesto pocetniku izrazi ab i AB izgledaju sli¢no te ih ne razlikuje pri
izgovoru. Stoga je vazno ucenicima jasno objasniti sto izraz predstavlja i usmjeriti im paznju
na to kako Cesto sli¢ne forme imaju potpuno drugacija znacenja u razli¢itim kontekstima.



4.2 Jednakokrac¢ni trokuti

Geometrijski problemi koji uklju¢uju vezu medu kutovima pruzaju nam veliki broj raz-
licitih primjera za bolje razumijevanje algebarskih ideja. U primjerima gdje je vrijednost
jednog kuta promjenjiva, vrlo je korisno promatrati kako se drugi kutovi mijenjaju. U nas-
tavku ¢emo razmotriti problem pomocu kojeg ucenici na zanimljiv nac¢in povezuju znanje
algebre i geometrije te ga koriste za rjeSavanje problema iz stvarnog zivota.

A

FCAD | £ACD | £ACR| £CAB
we | 1s00 | 200 RO®
200 | 1400 | 400 00
w | 1200 | 600 | 0@

" 40* | 100" | s0c | s0°
50° 80° 1007 40°
60° | 60¢ | 1200 | 30°

E

SLIKA 5.

Na Slici 5. je prikazan bo¢ni pogled na garazna vrata koja su oznacena duzinom BE.
Uoc¢imo jos kako se to¢ka D na vratima pomice vertikalno po okomitom stupu vrata kako se
vrata otvaraju i zatvaraju, a tocka C pri¢vrséena je Stapom na osovinu na vrhu stupa vrata s
totkom A. Uoc¢imo kako su 3 duljine |AC|,|BC| i |DC| jednake te tvore dva jednakokracna
trokuta AC'D i AC'B. Kako bi se bolje predocilo kretanje garaznih vrata te kako bi se uocila
bitna svojstva mogu se koristiti razli¢iti programi dinamicke geometrije i modeli. Kut ZCAD
se mijenja kako se vrata garaze otvaraju i zatvaraju pa koristenjem svojstava jednakokracnog
trokuta ucenici mogu racunati veli¢ine drugih kutova. Uc€enicima se moze zadati zadatak da
zapisuju u tablicu dobivene vrijednosti i pomoéu njih dodu do razli¢itih zakljucaka koji ¢e im
omoguciti predvidanje vrijednosti kutova. O¢igledni su primjeri udvostruc¢avanja i dijeljenje
kuta na dva dijela te da je zbroj kutova ZCAD i ZC'AB uvijek 90°. Ucenicima je zadatak
algebarski dokazati svoje zakljucke. Pretpostavimo li da je kut ZCAD = z slijedi:

LACD =180 — 2z
LACB = 2x
/ZCAB =90 — z.

Zakljucujemo kako je zbroj kutova ZCAD i ZC'AB uvijek jednak 90°.
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Jednakokra¢ni trokuti se ¢esto javljaju u geometrijskim zadacima, posebno u onima koji
uklju¢uju kruznice. Na slici je prikazana skica za dokaz teorema o obodnom i sredisnjem
kutu.

Teorem 3. Sredisnji kut nad nekim lukom kruznice jednak je dvostrukom obodnom kutu nad
wstim lukom.

SLIKA 6.

Neka su A, B i C tocke na kruznici sa sredistem S. Povla¢enjem polupravca C'S nastaju
dva jednakokra¢na trokuta ASC i SBC. Buduéi da vrijedi: £SCA = ZSAC = z, te
/BCS = £S5BC =y, zaklju¢ujemo:

LASC =180 — 2z = vanjski kut jedanak je 2x
/ZBSC =180 — 2y = vanjski kut jednak je 2y.

Zbrajanjem izraza dobiva se tvrdnja teorema: 2z 4+ 2y = 2(x + y), tj. sredi$nji kut je dva
puta vec¢i od obodnog kuta.

Kroz ovakve primjere ucenicima vaznost algebre postaje jasna, oni uo¢avaju da im algebra
pomaze pri rjeSavanju razli¢itih problema iz stvarnog Zzivota pa se njihova motivacija za
ucenjem algebre povec¢ava i negativan stav prema algebri nestaje. Jednakokrac¢ni trokuti se
obraduju u ranoj fazi upoznavanja s geometrijom. Ucenici vrlo brzo uocavaju vezu medu
kutovima $to ¢ini ovo gradivo korisnim za primjenu algebre pri racunanju nepoznate velic¢ine
kuta rjeSavanjem jednadzbe ili pri dokazivanju razli¢itih teorema iz podrudja geometrije.
Rjesavanjem geometrijskih problema vezanih uz jednakokrac¢ne trokute ucenici uvjezbavaju
kako prikazati problem u alebarskom obliku.
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4.3 Kutovi mnogokuta

Ucenici se u 7. razredu osnovne skole susre¢u s pojmom mnogokuta, ra¢unaju broj dija-
gonala iz jednog vrha, ukupan broj dijagonala u mnogokutu, vrijednog jednog unutrasnjeg
kuta mnogokuta, te zbroj unutarnjih kutova mnogokuta. Nekoliko je nac¢ina na koji se do-
kazuje da je zbroj unutrasnjih kutova u mnogokutu s n strana jednak 180° - n — 360°. U
nastavku je prikazano nekoliko pristupa dokazivanja koji su primjereni za obradu na nastavi.

Dokaz 1. Ideja ovog dokaza je podijeliti mnogokut na trokute. Ucenici mogu doci
do tvrdnje teorema i sami, koriStenjem osnovnih znanja o trokutu. Nastavnici bi trebali
navoditi ucenike da podijele mnogokut na trokute ¢iji zbroj kutova znaju. Mnogokut se
moze podijeliti na trokute na dva nacina, kako je prikazano na Slici 7.

SLIKA 7.

U prvom slucaju povucene su dijagonale iz jednog vrha i na taj nacin Sesterokut je
podijeljen na 4 trokuta. Zbroj kutova u svakom trokutu je 180° pa slijedi da zbroj kutova
u Sesterokutu iznosi 4-180°=720°. Kako bi poop¢ili ovaj problem za mnogokut s n strana
koristimo ¢injenicu da je broj trokuta u mnogokutu n — 2, tj. za 2 manji od broja strana,
pa tako dolazimo do zakljucka da je zbroj unutrasnjih kutova jednak 180° - (n — 2).

U drugom slucaju spajanjem jedne tocke unutar mnogokuta sa svim vrhovima mnogo-
kuta dobiva se Sest trokuta. Zbroj kutova u svim trokutima je 6-180°=1080°, a bududi da
dobiveni broj ukljucuje i Sest kutova oko unutrasnje tocke slijedi da je zbroj kutova u Ses-
terokutu 1080° — 360° = 720°. Iz prethodnog razmatranja slijedi kako je zbroj unutrasnjih
kutova u mnogokutu s n strana jednak 180° - n — 360°. Buduc¢i da su izrazi 180° - n — 360° i
180° - (n — 2) ekvivalentni, vrijedi: 180°-n — 360° = 180° - (n — 2).

Dokaz 2. Da je zbroj kutova u mnogokutu 180°-n — 360° dokazuje se i pomocu vanjskih
kutova mnogokuta, kako je prikazano na Slici 8.

SLIKA &.
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Za svaki vrh mnogokuta vrijedi da je zbroj vanjskog i unutarnjeg kuta jednak 180° i zbroj
vanjskih kutova jednak je 360°. Iz prethodnog slijedi zbroj unutarnjih kutova u mnogokutu:

180° - n — 360°.
Buduéi da su u pravilnom mnogokutu veli¢ine svih kutova jednake, izraz za veli¢inu jednog
unutrasnjeg kuta dobiva se dijeljenjem izraza za zbroj svih unutrasnjih kutova s n:

180° - n — 360° 360°
n — 180° — 22
n n

U ranoj fazi ucenja o mnogokutima ucenici numericki rac¢unaju kutove i tako otkrivaju
njihova svojstva. Algebarski nacin prikazivanja ovih problema pruza ucenicima bolje razumi-
jevanje algebre i geometrije. Ucenici uo¢avaju korisnost algebre i razvijaju svoje algebarske
vjeStine.

4.4 Opseg i povrsina

Osim kuta, jo§ jedan primjer varijable je duljina, a nju koju koristimo pri ra¢unanju op-
sega geometrijskih likova. Problem opsega pravokutnika koristi se kao jedan nacin uvodenja
algebre u nastavu. Na Slici 9. prikazana su dva problema vezana uz opseg pravokutnika s
duljinama stranica [ i w kojima je uklonjen kvadrat stranice duljine z.

/ /

SLIKA 9.
U prvom slu¢aju jednostavnim zbrajanjem duljina stranica dobiva se opseg lika:
o=l4+w+(w—z)+z+zx+(l—z)+w=20+2w.

Cesto ucenike iznenadi §to = ne ostaje u izrazu nakon pojednostavljivanja. Nakon boljeg
razmatranja skice jasno je da su dvije nize horizontalne stranice jednake duljini pravokutnika,
te isto vrijedi za dvije desne vertikalne stranice, koje su jednake Sirini pravokutnika. Na
drugoj slici moze se ¢initi da nema dovoljno informacija za ra¢unanje opsega jer polozaj
uklonjenog kvadrata nije to¢no odreden. Medutim, kao u prvom sluc¢aju zakljuc¢ujemo kako
su tri donje horizontalne stranice jednake duljini pravokutnika [, te ostaju jos dvije vertikalne
stranice duljine x pa opseg lika iznosi: 0 = 2/+2w+2z. Prirodno je nakon odredivanja opsega
prije¢i na odredivanje povrsine zadanih likova. Povrstina pravokutnika sa stranicama [ i w
iznosi lw, a povrstina kvadrata sa stranicama duljine x iznosi 22. Oduzimanjem povrSine
pravokutnika i kvadrata dobiva se povrsina likova sa slike:

P =lw— 22
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Povezanost geometrije i algebre oc¢ituje se i pri odredivanju povrSine trapeza. Dobar
pristup ovom problemu je navodenje ucenika da samostalno otkriju povrsinu koristenjem
prijasnjih znanja iz geometrije. Ucenicima zadatak moze biti zadan na papiru tako da izre-
zivanjem i preslagivanjem dobivaju likove ¢iju povrsinu znaju izra¢unati. Nekoliko pristupa
rjeSavanja ovog problema prikazana su na Slici 10. koja prikazuje trapez s paralelnim stra-
nicama a i b i visinom h, koji je na tri razli¢ita nacina podijeljen.

VAVARVANY ) =

SLIKA 10.

Na prvoj slici trapez je podijeljen na paralelogram sa stranicom a i visinom A i na trokut
sa stranicom b — a i visinom h. Buduéi da ucenici znaju da je povrsina paralelograma ah, a
povrsina trokuta %(b — a)h slijedi da je povrsina trapeza:

1 )|
P =ah+ E(b—a)h: §(a+b)h.

Na drugoj slici trapez je dijagonalom podijeljen na dva trokuta. Povrsine tih trokuta iznose:
sbh i Sah. Zbrajanjem povrsina trokuta dobiva se povrSina trapeza:

1 1 1

Jos jedan nacin izvodenja povrsine trapeza je pomocu osjencanog trokuta na trecoj slici.

—

Taj trokut ima bazu duljine %% te njegovom rotacijom za 180° dobiva se paralelogram s

2
duljinama stranica aTer, a njegovu povrsina iznosi:

1
—(a + b)h.
S(a+b)
Iz prethodnog razmatranja proizlazi jo§ jedna zanimljiva ¢injenica vezana uz duljinu

srednjice, duzine koja spaja polovista nasuprotnih neparalelnih stranica trapeza. Buduéi da
je duljina baze osjencanog trokuta ”_Ta, duljina srednjice iznosi:

at g(b—a)=b—(b—a)=(a+)

Aktivnost odredivanja povrsine trapeza daje ucenicima moguénost razvijanja logickog
misljenja, snalazljivosti i koriStenje ranije stecenih znanja. Ucenici lakSe pamte formulu
koju su sami otkrili te s obzirom na to da su vidjeli alternativne nacine izvodenja formule
poboljsava se njihovo razumijevanje ovog gradiva.
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4.5 Sli¢nost trokuta

Slicnost trokuta je vazna geometrijska ideja koja se pojavljuje u raznim geometrijskim
problemima ¢ija rjesSenja Cesto zahtijevaju algebarski pristup rjeSavanja. Ucenici se sa slic-
nosti trokuta susreéu u sedmom razredu osnovne skole. Tada se obraduju teoremi sli¢nosti
i njihove primjene. U nastavku se nalaze teoremi koje nalazimo u udzbenicima za sedmi
razred, te dva primjera u kojima se ocituje primjena sli¢nosti.

G

SLIKA 11.
Teorem 4. Dva su trokuta slicna ako su im duljine odgovarajucih stranica proporcionalne i
odgovarajuci kutovr jednakih velicina.

Teorem 5. SSS poucak sli¢nosti Ako su duljine odgovarajucih stranica proporcionalne,
tada su trokuti slicni.

Teorem 6. KK poucak sli¢nosti Ako trokuti imaju dva kuta jednakih velicina, tada su
slicna.
Teorem 7. SKS poucak sliénosti Ako trokuti imaju jednako veliki kut @ duljine odgova-

rajucih stranica uz taj kut proporcionalne, tada su slicna.

Primjer 2. Stablo baca sjenu dugacku 8.2m istodobno kada $tap duljine 3m (koji je postavljen
okomito u zemlju) baca sjenu duljine 2.05m. Kolika je visina stabla x?

B
D

X

3

2.05

C E A

8.2

SLIKA 12.

Ovo je tipi¢an primjer primjene sli¢nosti trokuta koji se nalazi u udzbenicima za 7. razred
osnovne Skole. Lako se uocava jednakost kutova:

LACB =/ZAED =90°i LCAB = ZEAD.
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Sli¢nost trokuta slijedi iz KK teorema o sli¢nosti:

E_BE i
3 2.05

Visina stabla je 12 metara.

Primjer 3. Ako se lonac u obliku krnjeg stosca zakotrlja bez klizanja na svojoj zakrivljenoj
poursing, gornji ¢ donji rub ostavljaju tragove u obliku kruga. Izracunajte duljinu polumjera
tog kruga.

SLIKA 13.

Na Slici 13. je bo¢ni prikaz ovog problema. Duljina gornjeg ruba lonca oznacena je s
b, donjeg ruba s a, a duljina kosog ruba s [. Vrh stoSca je srediste kruga ¢iji je polumjer
r. Buduéi da su pravci DE i CB paralelni, vrijedi: ZAED = /ABC i /ZADE = ZACB.
Prema KK poucku o sli¢nosti trokuta trokuti AED i ABC su sli¢ni pa vrijedi:
r—1 b la

=—=rb=ra—la=rb—a)=la=r= ;
r a a—2>b
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4.6 Pitagorin teorem

Jedan od najpoznatijih teorema u matematici je Pitagorin teorem. Nazvan je po Pitagori,
ali smatra se da je bio poznat puno prije, jos i Kinezima i Babiloncima. Obraduje se u
osmom razredu osnovne Skole, a prikladan je jer povezuje povrsine kvadrata nad stranicama
pravokutnog trokuta kao sto prikazano na slici. Danas je poznato ¢ak oko 400 raznih dokaza
Pitagorinog teorema, a veliki broj zahtjeva koristenje algebarskih izraza.

Teorem 8. Pitagorin teorem Povrsina kvadrata nad hipotenuzom pravokutnog trokuta
jednaka je zbroju povrsina kvadrata nad katetama.

A =a®+ 1
"
el
al
ﬂ
b P
SLIKA 14.

Dokaz 1. Slika 15. prikazuje dokaz koji se obraduje u 8. razredu osnovne skole. Od
ucenika se o¢ekuje poznavanje izraza (a+b)?. Kvadrat sa stranicama duljina a + b podijeljen
je na Cetiri pravokutna trokuta s katetama duljina a i b i kvadrat sa stranicama duljine c.
Pravokutni trokuti su sukladni jer se podudaraju u dvije odgovarajuce stranice i pravom
kutu izmedu njih. Svaki od trokuta ima povrdinu iab pa slijedi da 4 takva trokuta imaju

2

povrsinu 4 - %ab = 2ab, a povrsina kvadrata sa stranicama c iznosi ¢. Buduéi da povrgina

kvadrata ¢ije su stranice duljine a + b ima povrsinu (a + b)?, vrijedi:

(a+b)?=c* +2ab= a®+2ab+b* = +2ab = a®> + V* = .

a b

SLIKA 15.
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Dokaz 2. Desno na Slici 16. prikazano je kako se povrsine kvadrata nad katetama pravo-
kutnog trokuta izjednacavaju s pravokutnicima koji zajedno ¢ine kvadrat nad hipotenuzom.

SLIKA 16.

Ovaj dokaz Pitagorinog teorema slijedi iz sli¢nosti trokuta ACD i ABC te CDB i ABC.
Noziste D visine na stranicu c iz vrha C' dijeli tu stranicu na dva dijela duljina p i q. Trokuti
ACD i ABC imaju zajednicki kut ZDAC i po jedan pravi kut, tj. ZADC = ZBCA = 90°.
Trokuti su sli¢ni prema KK teoremu o sli¢nosti trokuta pa vrijedi:

a
]—):—:>a2:cp.
a c

Sliénim razmatrenjem dokazuje se i sli¢nost trokuta CDB i ABC pa vrijedi:

b
g:—:>l)2:cq.
b

Zbrajanjem jednadzbi dobiva se tvrdnja teorema:
@+ =clp+q) =a*+b =

Dokaz 3. Treé¢i dokaz takoder proizlazi iz slicnosti trokuta. Trokut ABC' je smjeSten u
polukrugu promjera AB s centrom O, a tocka C' se nalazi na kruznici, kako je prikazano na
Slici 17.

SLIKA 17.

Trokut ODC' je pravokutan sa stranicama a,b i c¢. Sli¢nost trokuta ADC i C'DB vrijedi
prema KK teoremu o sli¢nosti trokuta. Kutovi ZDCB i ZOAC su jednaki jer su §iljasti
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kutovi s okomitim kracima. Takoder vrijedi: ZADC = ZCDB = 90°. Budu¢ida DB = c—a,

a AD = c+ a vrijedi:
b _
cta : ba = b’ = (ct+a)(c—a).

Koristenjem formule za razliku kvadrata slijedi tvrdnja Pitagorinog teorema:

a’ + b =2

Ucenici razvijaju geometrijsko uocavanje i algebarske vjestine bradom razlic¢itih dokaza ovog
teorema na nastavi. Dokazi jasno prikazuju vezu geometrije i algebre $to pobuduje interes
kod ucenika. Javlja se potreba za stjecanjem poznavanja algebarskih struktura i te¢nosti pri
rjeSavanju. Slijede tri primjera koja ilustriraju primjenu algebre u geometrijskom kontekstu.

Primjer 4. Preklopite papir kvadratnog oblika tako da dobijte pravokutnik s duljinama stra-
nica 2 1 1. Zatim preklopite pravokutnik tako da se dva suprotna vrha podudaraju. Odredite
duljine stranica pravokutnog trokuta koji je nastao.

C .
1
m [ [
2
SLIKA 18.

Duljina stranice pravokutnika je 2, preklapanjem duljinu stranice dijelimo na z i 2 — z.
Preklapanjem pravokutnika nastaje pravokutni trokut sa stranicama 1,z i 2—2x. Primjenom
Pitagorinog teorema na dobiveni pravokutni trokut dobiva se:

3
(2—x)2:x2+1:>4—4$:1:>x:z

Duljine stranica iznose: %, 11 %, proporcionalne duljinama 3, 41 5. Ucenicima je taj zakljucak

neocekivan, ali postaje jasniji ako ponove zadatak s pravokutnikom s duljinama stranica 8 i
4. Stovise, zanimljivo je istrazivati pravokutnik sa stranicama m i n.

Primjer 5. Odredite formulu za udaljenost horizonta w miljama od tocke koja je h stopa
iznad razine mora. (1 milja = 1.609344 km, 1 stopa = 0.3048 m,)

Problem je prikazan na Slici 19., gdje R predstavlja polumjer zemlje u miljama, a H nadmor-
sku visinu u miljama (jedna milja iznosi 5280 stopa, a R iznosi 3960). Primjenom Pitagorinog
teorema na pravokutni trokut sa Slike 19. dobiva se:

d>=(R+ H)*— R* =2RH + H?> ~ 2RH, ako je H mali broj.
Uvrstavanjem vrijednosti za R 1 H dobiva se trazena formula:

d*> ~ 2RH = d ~ V2RH.
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SLIKA 19.

Dobivena formula je laka za pamcenje i koriStenje. Vazno je interpretirati je u nekoliko
konkretnih primjera iz stvarnog zivota. Na nadmorskoj visini od 300 stopa udaljenost od
horizonta je oko 21 milja, a s Mont Everesta, na nadmorskoj visini od 29000 stopa, udaljenost
do horizonta je preko 200 milja.

Sljedeci primjer obraduje se na nastavi kako bi ucenici primijenili ste¢eno znanje na probleme
iz stvarnog zivota.

Primjer 6. Polica za knjige u obliku pravokutnika rasklimala se. Visina police iznosi 2 metra,
a sirina 1.5 metara. Pozvan je stolar kako bi je popravio, ucvrstio. Stolar je uzeo mjere.
On zna da svaki pravokutni oblik najbolje ucvrstimo ako ga osiguramo dvjema letvicama
postavljenim dijagonalno te je 1zmjerio duljinu dijagonale poledine police. Maja je nakon
razgovora sa stolarom uzela papir i olovku te znajuce sirinu ¢ visinu police izracunala potrebne
mjere. Sto je Maja racunala?

SLIKA 20.

Maja je znajuéi Sirinu i visinu police pomoc¢u Pitagorinog poucka izra¢unala duljinu
dijagonale, tj. duljinu potrebne letvice:

d?=224+15=d*=4+225=d2=6.25=d=2.5.

Duljina jedne dijagonale iznosi 2.5m. Za dvije letvice potrebno je 5m letvice.
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5 Algebra i trigonometrija

5.1 Uvodenje sinusa i kosinusa

Trigonometrisjke funkcije sinus, kosinus i tangens imaju vrlo vaznu ulogu u matematici.
Pomocu njih se pronalaze nepoznate veli¢ine trokuta pomoéu poznatih, a ovaj problem je
i inspirirao njihov razvoj. Geometrijski problemi pronalazenja duljine i kutova zahtijevaju
poznavanje navedenih funkcija. Za razumijevanje svojstava i primjene ovih funkcija vazna
je interakcija geometrije i algebre. Ucenici ¢esto ovo gradivo smatraju teskim jer zadatke
vide kao uvjezbavanje puno razli¢itih formula koje nisu medusobno povezane. Neophodno
je razvijanje razumijevanja odnosa ovih triju funkcija u pravokutnom trokutu, te kako su
povezane s jedini¢nom kruznicom. Osim toga, moraju biti jasna i svojstva grafova navedenih
funkcija te veze izmedu identiteta poput mreze povezanih ideja prije nego skup nepovezanih
¢injenica.

U velikom broju udzbenika sinus, kosinus i tangens se uvode pomoc¢u omjera stranica u
pravokutnom trokutu. Ucenici zatim imaju velikih poteskoca jer dane formule uce bez ra-
duljina predstavlja nesto jednostavno i konkretno Sto moze biti predstavljeno brojem. U
ranom ucenju trigonometrije jednostavno poimanje duljine i uvecavanje mnozenjem fakto-
rom imaju prednost pred definicijama koje uklju¢uju omjere. Shvacanje sinusa i kosinu kao
duljina nije nova ideja, naime, ona datira jos iz 15. stoljeca.

Upotrebom tehnologije poput kalkulatora i razlic¢itih ra¢unalnih softvera na nastavi pruza
moguénost boljeg predstavljanje ove teme ucenicima. KoriStenjem razli¢itih pomagala veza
izmedu funkcija i njihovih grafova, te razli¢ita svojstva funkcija postaju jasnija. Tako na
zanimljiv nacin uce i otkivaju nove ¢injenice, te se stvara pozitivan stav prema trigonome-
triji. Koristenje kalkulatora dobar je nacin za upoznavanje s trigonometrijom. Istrazivanjem
brojeva nastali koristenjem sinusa i kosinusa ucenici na zanimljiv na¢in uocavaju vazne ¢i-
njenice. Lijevo na Slici 21. prikazana je tablica vrijednosti kosinusa i sinusa zaokruzena na
dvije decimale za vrijednosti kuta izmedu 0° i 90°, a na desno na Slici 21. prikazan je graf
sinusa i kosinusa u ovisnosti o kutu 6. Crtajuci grafove dobivamo dio kruga s radijusom 1 i
centrom u ishodistu koji se nalazi u prvom kvadrantu sto ¢esto ucenike iznenadi i zainteresira
za daljnje proucavanje trigonometrije. Lako se prosiri raspon vrijednosti s 0° do 90° na cijelu
krug, ali kvadrant daje dovoljno informacija za raspravu o tablici i grafu.

@ | cos@ |sin@ y=sng

0 | 0 1

10] 0.98 | 0.17

20 | 0.94 | 0.34 03

30 | 0.87 | 0.50 ok

40 | 0.77 | 0.64

50| 0.64 | 0.77 0.4

60 | 0.50 | 0.87

70| 0.34 | 0.94 | o

80| 017 | 0.98 . 70°
90 0 1 0 02 04 06 08 1

x = cosf

SLIKA 21.
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Navodenjem od strane nastavnika, ucenici istrazujuc¢i danu tablicu i graf dolaze do razli¢itih
zakljucaka:

Tocke su s jednakim razmacima rasporedene po kruznici.

Vrijednost 6 odgovara kutu mjerenog u stupnjevima u smjeru obrnutom od kazaljke
na satu od osi z.

Koordinate (cosf, sin#) daju tocku na kruznici koja odgovara bilo kojem kutu 6.
U tablici su vrijednosti sinusa i kosinusa jednaki, ali u obrnutom redoslijedu.

Vrijednosti se ne povecavaju i ne smanjuju jednako za jednake pomake za kut 6. U
pocetku se cos se smanjuje za male vrijednosti, a zatim za sve vece.

Kada sinus i kosinus postignu jednake vrijednosti, zbroj pripadnih kutova je 90°. Ova
¢injenica dovodi do zakljucka da je cos@ = sin(90° — 6), tj. kosinus je jednak sinusu
komplementarnog kuta.

Sinus i kosinus postizu jednaku vrijednost za 6 = 45°.

Veliki broj zaklju¢aka moze se donijeti iz ovog jednostavnog grafickog prikaza. Ucenici mogu
zapaziti razli¢ita osnovna svojstva i veze izmedu ovih trigonometrijskih funkcija.

3 2
1 0.94
70° | 70°
0.34
SLIKA 22.

Za razvijanje ideja za rjeSavanje problema pravokutnog trokuta ucenicima moze biti pri-
kazan problem kao na Slici 22. Zadan je lijevi pravokutni trokut ¢ija hipotenuza predstavlja
ljestve duge 1 m. Ucenici imaju zadatak pomocu danog trokuta odrediti koliko visoko do-
sezu ljestve duge 3 m koje takoder stoje pod kutom 70°. Dobar nacin za poucavanje je
razgovorom navesti ucenike do zakljucaka kako je prikazano u sljede¢em dijalogu.
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Nastavnik: Kako mozemo odrediti koliko visoko dosezu ljestve duge 3m ako stoje pod kutom
od 70°.

Ucenici: Nacrtajmo prvo skicu.

Nastavnik: Sto zakljucujete?

Ucenici: Tlo je horizontalno, a zid je vertikalan pa imamo pravokutni trokut.

Nastavnik: Sto moZete reéi o ta dva trokuta?

Ucenici: Sli¢ni su, drugi je uvecani prvi.

Nastavnik: Koji je faktor uvecanja?

Ucenici: 3, zato $to je hipotenuza 3.

Nastavnik: Kako mozemo naéi visinu koju dosezu ljestve?

Ucenici: Ona iznosi 3 - 0.94 Sto je 2.82.

Nastavnik: Je li to to¢an odgovor?

Ucenici: Ocekujemo da ¢e broj biti manji od 3. Bolje je zaokruziti na 2.8, jer 2.82 previse
precizan za mjerenje duljine zida.

Nastavnik: Kolika je udaljenost od podnozja ljestava do zida?

Ucenici: Odgovor je 3 -0.34 §to je 1.02. tj oko 1 metra.

Nastavnik: Kako bi izracunali koju visinu dosezu ljestve duge 5m?

Ucenici: To bi bilo 5 - 0.94.

Nastavnik: A sto ako je kut 75°, a ne 70°7

Ucenici: Moramo promijeniti 0.94.

Nastavnik: Sto je bilo 0.94?

Ucenici: To je bilo sin 70°, a sada trebamo sin 75°. Visina koju dosezu ljestve duge 5m je
D - sin 75.

Nastavnik: Kako ra¢unamo koliko je udaljeno podnozje ljestava do zida?

Ucenici: To je 5 - cos 75°.

Logickim zaklju¢ivanjem ucenici sami uocavaju kako izracunati katete uvecanog pravo-
kutnog trokuta pomoc¢u zadanog manjeg trokuta. Nastavnik pravilnom upotrebom pitanja
moze ucenike dovesti do zakljucaka kako rijesiti problem u opéenitom smislu. Ovaj nacin po-
ucavanja moze biti uvjezban i koristen na raznim matematickim problemima. Ovaj pristup
definira sinus i kosinus kuta kao duljine, to¢nije kao koordinate tocke na jedini¢noj kruznici
koje tvore pravokutni trokut s hipotenuzom duljine 1. Uveéamo li lijevi trokut sa Slike 23.
tako Sto duljinu svake stranice pomozimo s pozitivnim realnim brojem r, dobiva se opcenita
definicija sinusa i kosinusa kuta pomoc¢u duljina strancica pravokutnog trokuta.

y=rsiné

sin &

cosf x = rcosf

SLIKA 23.
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Jednakosti x = r - cosfiy = r-sinf, gdje su = i y duljine kateta pravokutnog tro-
kuta, koriste se za definiranje odnosa izmedu sinusa i kosinusa. Takoder, te jednakosti daju
tradicionalnu definiciju sinusa i kosinusa pomoc¢u omjera:

& prilezeca kateta
cosf =— = -
r hipotenuza
. i nasuprotna kateta
sinf = — = .
i hipotenuza

Racunanje duljine je laksi koncept od racunanja omjera te se javlja prije odredivanja kuta,
za $to je rac¢unanje omjera neizbjezno. Stoviée, ucenicima je lakSe rac¢unati s jednakostima
koji uklju¢uju mnozenje nego s onima koji ukljucuju dijeljenje. Ucenicima, ¢ije algebarske
vjestine nisu jo§ razvijene, lakSe je poceti s a = bc, a onda izvesti b = 2 ic = 7 nego
raditi obrnuto. Isti problem se javlja i s drugim formulama koje imaju slican oblik. Pa tako
ucenicima odredivanje duljina stranica [ i w pravokutnika iz formule za povrsinu A = lw
stvara poteskoce. Sli¢no, iz formule za brzinu v pomoc¢u udaljenosti d i vremena ¢, v = %,
ucenici tesko dolaze do ekvivalentnih forma: tv =d, te t = g. Postoje udzbenici koji navode
sve tri formule s ciljem da ih ucenici upamte, umjesto da upamte samo jednu formulu, a
ostale izvedu iz te. Pri rjeSavanju zadataka vezanih uz trigonometriju pravokutnog trokuta
Cesto se javljaju jednadzbe oblika cos 6 = 2.

Prije nego $to se ucenike uputi na koristenje inverzne funkcije, korisno je dati im zada-
tak da odrede kut samo pomoc¢u naredbe kosinus na kalkulatoru. Ovo se moze ¢initi kao
besmislen zadatak, ali na ovaj nac¢in ucenici uocavaju smisao i korisnost inverznih funkcija.
Bez ovakvog pristupa ucenici bi inverznu funkciju smatrali jos jednom tipkom na kalkulatoru

kojoj ne razumiju smisao i pravilom koje moraju zapamtiti.
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5.2 Tangens

Pojam tangensa moze biti uveden u nastavu prije pojmova sinusa i kosinusa ili u kas-
nijem stadiju ucenja trigonometrije. Obradivanje sinusa, kosinusa i tangensa u isto vrijeme
moze narusiti razumijevanje ideja i uciniti uc¢enike zbunjenima. Sinus i kosinus je prirodno
obradivati u isto vrijeme jer imaju puno zajednickog. Korisno je prikazati njihova svojstva,
grafove i primjene kako bi ucenici povezali pojmove sinus i kosinus. Medutim, jednostavni
zadaci poput pronalaska visine drveta pomocu kuta elevacije dobar je primjer za uvodenje
tangensa. Uvodenje tangensa u nastavu sli¢no je kao i uvodenje sinusa i kosinusa, postavljaju
se sli¢na pitanja koja se odnose na definiciju i rjeSavanje jednadzbi.

tg 60°
60°
1
SLIKA 24.
y=xtgB
tgB
g 8 ]
1 X
SLIKA 25.

Tangens se tako moze definirati kao omjer ili kao duljina, ali se duljina smatra prihvat-
kruznice s tockama tangente u intervalima duljine 10. Duljina tangente od tocke dodira
tangente s kruznicom do sjecista kraka kuta s tangentom jednaka je tangensu odgovarajuceg
kuta. Vrijednosti ovih duljina mogu se mjeriti, a zatim provjeriti upotrebom kalkulatora.
S druge strane, vrijednosti dobivene kalkulatorom mogu se iskoristiti za crtanje tocaka na
tangenti kako bi u€enici promatrali svojstva kutova.
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Desno na Slici 24. prikazan je pravokutan trokut sa $iljastim kutom od 60° i katetom
duljine 1. Zaklju¢ujemo kako je duljina druge katete jednaka tg60°. Na Slici 25. prikazno je
kako doci do opéenite definicije za tangens. Na lijevoj slici prikazan je opéeniti slucaj kada
je zadan kut 6 i duljina katete jedan. S druge strane, na desnoj Slici 25. prikazan je uvec¢an
lijevi trokut tako $to su duljine stranica pomnozene s pozitivnim realnim brojem x. Buduéi
da je y = xtgf, dobiva se defincija tangensa pomoé¢u omjera duljina kateta pravokutnog

trokuta:
nasuprotna kateta

y
=rtgdtgd === '
y g $7= 7 T Tprilezeca kateta

5.3 RjesSavanje trigonometrijskih problema

Pri rjesavanju zadataka vezanih uz pravokutni trokut kada je jedan kut poznat, ucenici
imaju poteskoce s odabirom izmedu sinusa, kosinusa i tangensa pri pravilnom postavljanju
zadatka. Problem im je upamtiti definicije i primijeniti ih to¢no na stranice i kutove trokuta.
Osim definicija pojmova problem im stvaraju i algebarske jednadzbe koje zatim treba rijesiti.
Takoder, javljaju se manje poteskoce s obiljezavanjem, koristenjem kalkulatora, te pravilnom
zaokruzivanju rjeSenja. Prevladavanje poteskoca s kojima se ucenici sesrec¢u nije lako. Vazno
je da pri poucavanju ucenici shvate smisao i primjenu definicija, te postupke koji se temelje
na tecnosti rjesavanja jednadzbi. Potrebno je dobro uvjezbati nove ideje, ali to zahtjeva vise
od samog ponavljanja sli¢nih procedura bez razumijevanja problema koji se tim postupkom
rjeSava. Usmenim postavljanjem pitanja nastavnik potic¢e ucenike na razmisljanje i zakljuci-
vanje na danu temu. étoviée, na ovaj nac¢in nastavnik uocava ucenikova pogresna shvacanja
te odmah reagira na njih i time razvija bolje razumijevanje gradiva. Kada je u pitanju po-
ucavanje trigonometrije, preporuca se prikazivanje trokuta i navodenje pitanjima do toc¢nih
zakljucaka i postavljanja to¢nih jednadzbi. Prikazivanjem pravokutnog trokuta sa zadanim
siljastim kutom i duljinom jedne stranice ili pravokutnog trokuta sa zadanim duljinama dvije
stranice od ucenika se moze zatraziti zapisivanje jednadzbi za odredivanje nepoznatih stra-
nica i kutova. Vazno je povezati trigonometriju s problemima iz stvarnog zivota kako bi
ucenici uo¢ili svrhu uc¢enja ovog gradiva. Davanjem znacenja matematickim pojmovima, sto
¢esto manjka u udzbenicima, ucenici razvijaju pozitivan stav prema matematici. Zahtjevniji
trigonometrijski zadaci mogu ukljuc¢ivati dodatne algebarske probleme ili razne geometrijske
ideje poput Pitagorinog teorema za pronalazak rjesenja, tako ucenici razvijaju razne vjestine.
Sljedeéi primjer povezuje znanje trigonometrije, geometrije i algebre.

Primjer 7. Odredite visinu drveta h ukoliko su poznati kutovi elevacije o i 3, udaljenost d

1zmedu dvije tocke na tlu, te udaljenost w blize tocke na tlu do drveta, kako je prikazano na
Slici 26.

SLIKA 26.
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Kut koji gleda iznad razine horizonta zovemo kut elevacije, dok za onaj koji gleda ispod
razine kazemo da je kut depresije.
Dva pravokutna trokuta sa slike daju jednadzbe:

h=wtgaih=(w+d)tgp.

Budué¢i da duljina w nije potrebna, izlu¢ivanjem i izjednacavanjem dobiva se:

B B s SETED
tga  tgp tga —tg B
Pronalazak ovakvog opé¢enitog rjeSenja zahtjeva znacajno algebarsko razumijevanje i tecnost
u rjeSavanju. Laksi zadatak bi bio kada bi kutovi bili to¢no zadani 11.3°1 22.6°. Odgovarajuce
vrijednosti tangensa u zadanim kutovima zaokruzene na jednu decimalu iznose 0.2 i 0.5.
Zatim, ako udaljenost izmedu dvije tocke na tlu iznosi 60 metara, pocetne jednadzbe imaju
oblik:
h=0.5wih=0.2(w+ 60).

Rjesavanjem sustava dobiva se visina drveta h i ona iznosi 20 metara. Sustav ove dvije
jednadzbe jednostavnije je rijesiti nego prethodne jednadzbe u opéenitoj formi. Rjesavanje
zadataka s manje prikladnim brojevima pokazat ¢e prednost koristenja opcenite formule,
¢ak i kada se za izracun koristi kalkulator. Medutim, to je ipak dobra strategija poucavanja
kojom se pokazuju algebarski koraci za rjesavanje zadatka.

5.4 Kosinusov 1 Sinusov teorem

SLIKA 27.

Teorem 9. Ako je zadan trokut ABC onda su a, b, ¢ duljine njegovih stranica, a o, (3, vy
odgovarajucéi unutarnji kutowr, tada vrijede sljedece jednakosti:

a® = b* + & — 2bccos

b2 =a® + 2 — 2accos B

& = a® + b* — 2abcos .

Ako je kut pri vrhu C pravi, onda je cosy = 0. Na taj se nacin iz Kosinusovog teorema
dobiva tvrdnja Pitagorinog teorema: ¢* = a® + b?.

Kosinusov teorem je matematicki koncept koji takoder moze biti uveden u nastavu mate-
matike kao problemski zadatak koji u¢enici sami rjesavaju sustavnim zakljuc¢ivanjem pomocu
zadatka navedenog u sljede¢em primjeru. Ucenici koriste zadane elemente, povezuju znanja
iz geometrije, trigonometrije, te koriste svoje algebarske vjestine kako bi dosli do rjesenja.
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Primjer 8. Pronadite duljinu trece stranice trokuta sa stranicama b cm © 8 cm 1 kutom medu
njima od 39°.

SLIKA 28.

Postupak rjesavanja ovog problema u opcenitoj formi daje iskaz Kosinusovog teorema.
Trokut tada ima poznate duljine stranica b i ¢, te kut a medu njima. SpuStanjem okomice
iz vrha C na stanicu ¢ dobiva se visina trokuta h, a noziste te visine dijeli stranicu ¢ na
dva dijela duljina = i ¢ — x. Zadatak je odrediti duljinu stranice a. Primjenom Pitagorinog
teorema na dobivena dva pravokutna trokuta dobivaju se sljedec¢e dvije jednadzbe:

ot = [c—m)® L b
B = a? 4+ 2.

Oduzimanjem ove dvije jednadzbe eliminira se h i dobiva se veza izmedu duljina a, b, i z:
w — b =le—&)f —a° =" —2em,

Primjenom tangensa poznatog kuta ¢ dobiva se jednadzba z = bcosf te uvrstavanjem u
gornju jednadzbu dobiva se tvrdnja Kosinusovog teorema:

a’> = b® + ¢ — 2bccosb.

Uvrstavanjem poznatih veli¢ina u jednadzbu dobiva se: a = 89 — 80 cos 34°. Cesto ucenici
grijese pri rjeSsavanju ove jednadzbe pa dobivaju: a = 9cos34°. Ovu gresku bi trebali sami
uociti jer dobivaju duljinu stranice @ manju od 3, a tada zbroj duljina svake dvije stranice
nije veci od duljine trece stranice, tj. ne postoji takav trokut. Nastavnici trebaju biti svjesni
da ucenici ¢esto rade ovu pogresku i njoj dodatno posvetiti. Vazno je komentirati njezine
posljedice, te poticati ucenike da provjeravaju jesu li dobiveno rjesenje smisleno, a time i je
li provedeni postupak rjesavanja tocan.

Uc¢enicima Kosinusov teorem ima viSe smisla ako su vidjeli njegov izvod pomocu veé
poznatih ¢injenica, a ne kao zasebnu formulu koju treba nauciti. Nastavnici bi trebali birati
aktivnosti tako da ucenici logickim zakljucivanjem dodu do vaznih ¢injenica. Ucenici bi
sami trebali doé¢i do zakljucka kako je Kosinusov teorem prosirenje Pitagorinog teorema,
te bi samostalno trebali ispitivati vrijednost kosinusa i sinusa za razli¢ite kutove jer na
taj nacin najbolje u¢e i pamte nove ¢injenice. U nastavku je prikazan dijalog u kojem
ucenici sami dolaze do razli¢itih zakljuc¢aka. Osim dijalogom, nastavnici se mogu koristiti
razli¢itim tablicama, grafickim prikazima i softverima kako bi u¢enike potaknuli na pravilno
zakljucivanje.
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Nastavnik: Sto ako je kut u Kosinusovom teoremu jednak 90°?

Ucenici: Kosinus je jednak 0, pa dobivamo ¢ = a® + b2, tj. tvrdnju Pitagorinog teoremal!
Nastavnik: Sto ako je kut manji od 90°7

Ucenici: Dobivamo manji broj jer oduzimamo 2b cos 6.

Nastavnik: A sto ako je kut veéi od 90° 7

Ucenici: Racunajuéi kosinus tupog kuta dobivamo negativan broj pa oduzimanjem negativ-
nog broja zapravo dodajemo 2bcos ) pa dobivamo veéi broj.

Nakon upoznavanja s Kosinusovim teoremom, ucenici mogu samstalno izvesti formulu koja
povezuje duljine dijagonala paralelograma sa stranicama paralelograma te formulu za povr-
sinu paralelograma ako su poznate duljine stranica paralelograma i kut medu njima.

SLIKA 29.

Rjesavanje problema vezanih uz paralelograma se najcesce svodi na rjeSavanje trokuta na koji
taj paralelogram dijele dijagonale paralelograma. Neka je zadan paralelogram sa stranicama
duljina a i b te siljasti kut «, kako je prikazano na Slici 29. Primjenom Kosinusovog teorema
odredimo duljine dijagonala paralelograma te njegovu povrsinu P. Primjenom Kosinusovog
teorema na trokut ABD dobivamo:

f?=a*+b* —2abcosa.

Buduéi da je zbroj susjednih kutova u paralelogramu jednak 180°, vrijedi 8 = 180° — a.
Iskoristimo i ¢injenicu da je cos(180° — z) = — cos z slijedi:

e? = a® 4+ b* + 2abcos a.
Zbrajanjem jednakosti slijedi veza izmedu duljina dijagonala i stranica paralelograma:
e? + f2 =2(a* + ).
Povrsinu paralelograma ra¢unamo po formuli:
P =aw.

Buduéi da vrijedi v = bsina slijedi formula za povrsinu paralelograma pomocéu stranica

paralelograma i kuta izmedu njih:
P = absina.
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5.5 Sinusov teorem

Teorem 10. Ako je zadan trokut ABC s duljinama stranica a, b @ ¢ te odgovarajucim kuto-

vima o, B 17y, tada vrijedi:
a b &

sina  sinf  siny

Navedene jednakosti mozZemo zapisati u obliku produzenog razmjera:
a:b:c=sina:sinf :siny.

Dokaz Na nastavi se Sinusov poucak obraduje kada i Kosinusov, te se dokazuje pomocu iste
skice kao i Kosinusov poucak. Uz navodenje nastavnika ucenici lako mogu do¢i do tvrdnje
teorema. Primjenom definicije sinusa na pravokutne trokute na Slici 28. dobivaju se sljedece
jednadzbe: bsina = h i asin 8 = h.
[zjednacavanjem jednadzbi slijedi: "

a

sina sinf’

Na slican na¢in dobiva se i drugi dio tvrdnje Sinusovog teorema. U nastavku je primjer
iz skolskog udzbenika koji prikazuje primjenu Sinusovog teorema u problemima iz stvarnog
Zivota.

Primjer 9. Vrh C brda vidi se iz mjesta A pod kutom 15°, a iz podnoZja B brda, 300 metara
udaljenog od A, pod kutom od 38°, kako je prikazano na Slici 30. Ako nagib od A do B iznosi
20°, kolika je visina h brda?

Koristenjem zadanih podataka slijedi:

a = ZCAB = 15° + 20° = 35°
8= /ABC = 180° — (20° + 38°) = 122°
v =180°— (a + ) = 23°.

R R A KA

3 P Y 5
KR 0 e o o A
RS R AR AR5

e e e e e ettt e e r e

SLIKA 30.

Buduéi da je poznata stranica ¢ =|AB)|, koristenjem Sinusovog poucka slijedi:

o= SIma SIS a0 4404 m.
sin vy sin 23°

Primjenom definicije sinusa dobiva se visina brda h:

h =asin38° = 271 m.
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5.6 Trigonometrijski identiteti

Ucenici Cesto trigonometriju smatraju teskom jer ju povezuju s velikim brojem formula
koje moraju upamtiti, a ¢ija svrha im je nejasna. Ako ucenici razumiju osnovne definicije
sinusa, kosinusa i tangensa i nekoliko klju¢nih rezultata, ostale formule mogu lako izvesti.
Tada ucenici nemaju problema s paméenjem i primjenom tih formula. Ucenicima pri u¢enju
tih formula mogu pomodéi i graficki prikazi, tablice i razli¢iti numericki primjeri. Pravo-
kutni trokut s hipotenuzom duljine jedan prikazuje duljine kateta pomocu sinusa i kosinusa.
Primjenom Pitagorinog teorema se dobiva osnovni trigonometrijski identitet:

cos? 6 +sin?6 = 1.

Ako znamo vrijednost jedne trigonometrijske funkcije za neki 6, pomoc¢u osnovnog iden-
titeta mozemo odrediti vrijednost druge funkcije:

sinf = +v1 — cos26
cosf = ++/1 — sin? 4.

Predznak biramo prema kvadrantu ovisno o kutu 6.

5.6.1 Adicijske formule za kosinus

E(x) Ex—y)

E(y)

0 y ol I

SLIKA 31.

Neka su x i y dva realna broja iz intervala [O, Qﬂ, te neka je x > y. Brojevima z,y,z —y
pridruzene su tocke E(x), E(y), E(x—y) na brojevnoj kruznici, a tocki I pripada tocka E(0),
kako je prikazno na Slici 31. Duljina luka od tocke F(y) do tocke E(x) jednaka je duljini
luka od tocke I do toc¢ke E(x — y) pa su pripadne tetive jednake duljine:

|E(z)E(y)| =|[IE(z —y)|.
Koordinate toc¢aka sa Slike 31. su:

E(y) = (cosy,siny)

) =
E(x) = (cosx,sinx)

E(z —y) = (cos(z — y), sin(z — y))
E(0) =1=(1,0).
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Koristenjem formule za udaljenost dviju toc¢aka dobiva se:

V/(cosz — cosy)? + (sinz — siny)? = \/(cos(z — y) — 1)2 + (sin(z — y) — 0)2.
Kvadriranjem jednadzbe i koriStenjem osnovnog trigonometrijskog identiteta slijedi:

2 —2cosxcosy — 2sinzsiny = 2 — 2cos(z — y).

Dodavanjem -2 na obje strane, te mnozenjem s _71

titet:

dobivamo trazeni trigonometrijski iden-

cos(z — y) = cosx cosy + sinz sin y.

Time smo dokazali identitet za razliku dva realna broja z, y € [O,Qﬂ, x > y. Ako je
y > x, tada je cos(y — x) = cosycosz + sinysinz, kako zbog parnosti kosinusa vrijedi:
cos(y —x) = cos(z —y). Dakle, identitet vrijedi za svaka dva realna broja iz intervala [0, 2r].
Ako u gornju relaciju umjesto y stavimo —y i iskoristimo parnost kosinusa i neparnost sinusa
dobiva se formula kojom je kosinus zbroja dva broja prikazan pomocéu kosinusa i sinusa tih
brojeva:

cos(z — (—y)) = cosx cos(—y) + sin x sin(—y)

cos(z +y) = coszcosy — sinx sin y.

5.6.2 Formule redukcije za argument r + 7

D=E (\ + %)

:g’

SLIKA 32.

Neka je A = E(x) tocka brojevne kruZnice dobivena eksponencijalnim preslikavanjem
broja x € R, a neka je A’ njena ortogonalna projekcija na x os. Zarotiramo li trokut OAA’
za 90° u pozitivnom smjeru. Tocka A preslikava se u tocku D = E(x+ 7). Buduéi da rotacija
¢uva udaljenosti zaklju¢ujemo:

|OD'| =|0A'| i |DD'| =|A4|.
Bududi da je |OA'| = cosz, a |OD'| = sin(z + §), vrijedi:

, m
sin(z + 5) = cos .
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S druge strne, |[AA’| = sinx, a |[DD'| = cos(x+7), te uzimajuéi u obzir da je predznak sinusa
u prvom kvadrantu pozitivan, a predznak kosinusa u drugom kvadrantu negativan slijedi:

™ ’
cos(z + 5) = —sinz.

Sli¢no se pokazuju i formule redukcije za argumente § —z, m+z i m—x. Tvrdnje se dokazuju i
pomocu adicijskih formula za zbroj i razliku uvrstavanjem konkretnih vrijednosti kutova, ali
geometrijske predodzbe formula redukcije omogucit ¢e primjenu formula s razumijavenjem,
bez njihovog ucenja napamet.

Poznavajuéi formule redukcije i formule za kosinus zbroja i razlike dva realna broja lako se
dobiva formula za sinus zbroja i razlike dva realna broja:

: ™ T
sin(z +y) = — cos((z +y) + =) = —cos(z + (y + 7))
s ) ) T
= —cosz cos(y + 5) + sinysin(y + 5)
= coszsiny + siny cosy.

Ako umjesto y stavimo —y i iskoristimo parnost kosinusa i neparnost sinusa, dobiva se trazeni
identitet:

sin(z — y) = cosx sin(—y) + sin z cos(—y)
= —cosxsiny + sinx cosy

= sinx cosy — cos T sin y.
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6 Zakljucak

Algebra je dio matematike s kojim se ucenici susre¢u kroz sve cikluse obrazovanja. Kako
bi uenici razvili pozitivan stav prema algebri vazno da uz te¢nost rjeSavanja ucenici shvac¢aju
smisao algebre. Razumijevanjem ovog gradiva povecat ¢e se u¢enikova motiviranost i zain-
teresiranost za daljnjim uc¢enjem. Moé algebre je u tome Sto pruza moguénost poopcivanja
problema te zatim rjeSavanje specijalnih sluc¢ajeva. Algebra pomaze pri rjeSavanju razli¢itih
problema iz raznih podru¢ja matematike pa je tako geometrija veliki izvor zadataka, teorema
i njihovih dokaza u kojima se koristi algebarsko razmisljanje. Buduéi da ucenici ¢esto slova
u matematici interpretiraju kao objekte, geometrija daje veliki broj primjera kako bi u¢enici
lakse shvatili znacenje slova u matematici. Dobri primjeri za to su duljina i mjera kuta.
Buduéi da se problemi vezani uz ove pojmove prikazuju pomocéu razli¢itih skica, ucenici
mogu jasno uociti kako im algebra pomaze za rjesavanje razlic¢itih problema. S druge strane,
trigonometrija je takoder izvrstan primjer koristenja algebre. Cesto ucenici stvaraju nega-
tivan stav prema geometriji i trigonometriji jer ih vide kao veliki broj formula koje nemaju
smisao i koje moraju nauciti na pamet. Kljuénu ulogu za razvijanje pozitivnog stava prema
matematici imaju nastavnici. Vazno je svaku formulu izvesti pomoéu poznatih ¢injenica
kako bi ucenici uoéili kako izvedena formula ima smisla. Cesto uenici imaju negativan stav
prema trigonometriji jer ne vide njezinu svrhu pa je vazno prikazati primjere iz stvarnog
zivota gdje se ona koristi. Vazno je da pri prvom susretnu s trigonometrijom ucenici dobro
razumiju Sto je to sinus, kosinus i tangens nekog broja, a zatim ¢e daljnje ucenje biti puno
lakse. Vrlo vazno u suvremenoj nastavi matematike je koristenje tehnologije, ona omogucava
nastavnicima da pomocu razli¢itih softvera prikazu ucenicima nastavno gradivo kako bi ga
oni lakse i bolje usvojili. Na taj nacin se kod ucenika razvija zainteresiranost za nastavno
gradivo te lakse uocavaju i pamte razli¢ite matematicke ¢injenice.
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7 Sazetak

Kroz prvi dio rada odgovorili smo na pitanje "Zasto u¢imo algebru?", te buduci da je prvi
susret klju¢an za razvijanje pozitivnog stava o algebri, naveli smo nacine uvodenja algebre
u nastavu. Od samog pocetka ucenja algebre, uz uvjezbavanje manipuliranja algebarskim
izrazima, vazno je prikazivati razne primjere iz stvarnog zivota kako bi ucenici shvatili kako
im algebra pomaze pri rjeSavanju razli¢itih problema.U drugom dijelu rada prikazali smo
vezu algebre i geometrije. Ucenici graficke prikaze prihvac¢aju s lakoé¢om jer pruzaju bolji
uvid u znacenje razlic¢itih algebarskih izraza, a s druge strane ucenici uocavaj kako je algebra
mocan alat za rjeSavanje razli¢itih geometrijskih problema. Prikazali smo kako algebru ko-
ristimo u jednakokra¢nom trokutu, te kako nam pomaze pri racunanju kutova mnogokuta,
opsega i povrSina razli¢itih likova. Prikazali smo primjer kako problem iz stvarnog zivota
rjeSavamo pomocu veze algebre i sli¢nosti trokuta, te nekoliko dokaza Pitagorinog teorema
i njegovu primjenu u stvarnom zivotu. U treéem dijelu rada bavili smo se vezom algebre
i trigonometrije. Buduéi da ucenici ¢esto imaju negativan stav prema trigonometriji jer ju
vide kao veliki broj formula koje nemaju smisao, vazno je da od prvog susreta s trigonometri-
jom ucenici shvate pojmove sinus, kosinus i tangens, a zatim svaku formulu izvedu pomoéu
poznatih ¢injenica kako bi uo¢ili njihov smisao. Prikazali smo kako uvesti pojmove sinus,
kosinus i tangens u nastavu, rijesili smo nekoliko trigonometrijskih problema, upoznali se sa
Sinusovim i Kosinusovim teoremima te izveli nekoliko trigonometrijskih identiteta. Prika-
zano je i nekoliko primjera iz stvarnog zivota kako bi ucenici vidjeli primjenu trigonometrije,
Sto razvija pozitivan stav 1 motivaciju za ucenjem trigonometrije.

Kljuéne rijeci: Algebra, Geometrija, Jednakokracni trokut, Sli¢nost trokuta, Opseg,
Povrsina, Pitagorin poucak, Trigonometrija, Sinus, Kosinus, Tangens, Trigonometrijski iden-
titeti



35

8 Abstract

Throughout the first part of the paper, we addressed the question "Why do we learn
algebra", and listed ways of introducing algebra into teaching since the first encounter is
pre-eminent for the development of a positive attitude towards algebra. From the very be-
ginning of learning algebra, besides practicing manipulation with algebraic expressions, it is
important to present a variety of real-life examples to help students understand how algebra
helps them solving different problems. In the second part of the paper, we have demons-
trated the interlink of algebra and geometry. Student accepts graphics display with ease
because they provide a better insight into the meaning of different algebraic expressions.
On the other hand, students realize that algebra is a powerful tool for solving all sorts of
geometric problems. We have demonstrated how algebra is used in the isosceles triangle
and how it helps us calculate the angles of a polygon, perimeter, and area of different sha-
pes. We have also demonstrated how real-life problems are solved by using the interlink of
algebra, similarity of the triangle, and Pythagorean theorem. The third part of the paper
deals with algebra and trigonometry. Since students often have a negative attitude towards
trigonometry, mainly because they perceive it as a large number of formulas with meaning,
it is important that from the first encounter with trigonometry students understand the
concepts of sinus, cosine, and tangent, and only then should the formulas be derived from
known facts in order for students to be able to perceive their meaning. The paper shows
how to introduce the concepts of sinus, cosine, and tangent to the teaching, and how to
solve several trigonometric problems. The paper also shows how to get acquainted with
the Sinus and Cosine theorems and to perform several trigonometric identities. In addition,
there are some real-life examples of how should the students perceive the application of tri-
gonometry, which develops a positive attitude and motivation towards learning trigonometry.

Keywords: Algebra, Geometry, Isosceles Triangle, Similarity of Triangle, Perimetre,
Area, Pythagorean theorem, Trigonometry, Sinus, Cosine, Tangent, Trigonometric Identities
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