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Uvod

Mnogi objekti u stvarnosti, poput obale, imaju svojstvo da su u potpunosti ili priblizno sli¢ni
nekom dijelu sebe, odnosno cjelina ima isti oblik kao jedan ili vise njezinih dijelova. U mate-
matici je taj fenomen poznat kao sebi-slicnost. Moze se reéi da se sebi-sli¢ni objekti ponasaju
isto pri skaliranju vremena ili prostora. Slucajni procesi sa svojstvom invarijantnosti dis-
tribucije pri skaliranju vremena, nazivaju se sebi-slicni procesi. To svojstvo opisuje kako se
konacno-dimenzionalne distribucije procesa mijenjaju skaliranjem vremena. Vaznost sebi-
slicnih procesa u teoriji vjerojatnosti proizlazi iz njihove veze s grani¢nim teoremima, a je-
dan od najvjaznijih je Lampertijev fundamentalni grani¢ni teorem. Neki aspekti sebi-slicnih
procesa primjenjuju se u raznim podru¢jima poput fizike, geofizike, hidrologije, ekonomije
i drugih. Takoder su od velikog interesa u modeliranju jer prirasti stacionarnih sebi-slicnih
procesa dobro prikazuju svojstvo dugoroéne zavisnosti ili dugoro¢nog pamcéenja.

Cilj ovog rada je definirati sebi-slicne procese, prouciti svojstva koja su posljedica sebi-
slicnosti te se upoznati s nekim primjerima takvih procesa. U prvom poglavlju, nakon
definicije i svojstava sebi-slicnih procesa, govorit ¢éemo o korespodenciji sebi-slicnih procesa
i strogo stacionarnih procesa, koja je poznata kao Lampertijeva transformacija. Jedan od
temeljnih grani¢nih teorema, Lampertijev fundamentalni grani¢ni teorem, dokazan je u pr-
vom poglavlju. U drugom poglavlju bavit ¢emo se s primjerima sebi-slicnih procesa, od
kojih éemo prvo upoznati Brownovo gibanje. Sljedete ¢emo definirati stabilne distribucije
kako bismo mogli prouciti stabilne Lévyjeve procese. Frakcionalno Brownovo gibanje je, kao
i Brownovo gibanje, primjer Gaussovskog sebi-slicnog procesa sa stacionarnim prirastima,
dok Brownovo gibanje ima i nezavisne priraste. Pokazat ¢emo integralnu reprezentaciju frak-
cionalnog Brownovog gibanja koriste¢i stabilne integrale. Posebno, proucit ¢emo niz prirasta
frakcionalnog Brownovog gibanja, koji se naziva frakcionalni Gaussovski sum. Vidjet ¢emo
da je frakcionalni Gaussovski Sum stacionaran, te da u odredenim uvjetima pokazuje svojstvo
dugorocne zavisnosti. U posljednjem poglavlju ¢emo prouciti sebi-slicne procese sa stacionar-
nim prirastima, a koji nisu nuzno Gaussovski, i njihova svojstva. Posebno ¢emo razmotriti
slucajeve sebi-slicnih procesa s konacnom varijancom te s beskonacnom varijancom. Sebi-
sliéni procesi s kona¢nom varijancom, od kojih posebno navodimo Hermitov proces, ¢emo
reprezentirati koristeci visestruke Wiener-Itove integrale. Na kraju ¢emo prouciti sebi-slicne
procese s beskona¢nom varijancom, a posebno linearno frakcionalno stabilno gibanje, koje je

jedna generalizacija frakcionalnog Brownovog gibanja.



1 Sebi-sliéni procesi

U ovom poglavlju ¢emo definirati sebi-slicne procese te navesti svojstva koja su posljedica
sebi-slicnosti. Pokazat ¢emo vezu sebi-slicnih procesa i strogo stacionarnih procesa te doka-

zati Lampertijev fundamentalni granic¢ni teorem.

1.1 Definicija i svojstva

Na pocetku navodimo oznake koje ¢emo radi jednostavnosti koristiti u radu. Neka su {X;,t >
0} i {Y;,t > 0} slucajni procesi definirani na istom vjerojatnosnom prostoru (€2, F, P).
Kazemo da ta dva slucajna procesa imaju jednake sve konacnodimenzionalne distribucije

ako za proizvoljne 0 < t; < --- < 1,, n € N vrijedi
d
(th, Ty ,th> :(}/;51, @5 ,Kn)
Pisat ¢emo {X;} i{Y}}.

Definicija 1.1 Za slu¢ajni proces {X;,t > 0} kazemo da je sebi-sli¢an ako za svaki a > 0

postoji b > 0 tako da vrijedi
{Xu} £}, (1)

Dakle, ako je slucajni proces sebi-slican onda za proizvoljne 0 < t; < --- < t,, n € N vrijedi

(Xatu Fin e 7Xatn> i(bth, 5% g bth).

Definicija 1.2 Kazemo da je slucajni proces {X;,t > 0} stohasti¢ki neprekidan ut ako

za svaki € > 0 vrijeds:
lim P{| X;,p, — X¢| >} = 0.
h—0

Za slucajni proces { X3, t > 0} ¢emo reé¢i da je netrivijalan ukoliko X; nije konstanta za svaki
t gotovo sigurno, odnosno ako je X; nedegenerirana za svaki .

Prije iskaza teorema, pomocu kojeg se Cesto u literaturi definiraju sebi-sli¢ni procesi, navo-

dimo lemu koja ¢e nam biti potrebna za dokaz teorema.

Lema 1.1 Neka je X nenul slucajni vektor u R™ te neka vrijeds leing za by, by > 0.
Tada je by = bs.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. by # by. Tada vrijedi XibX, za neki b € (0,1).
Dakle, X L X za svaki n € N. Nadalje, ako n — oo tada je X = 0 gotovo sigurno, sto je
kontradikcija s po¢etnom pretpostavkom. i

Teorem 1.1 Neka je slucajni proces { Xy, t > 0} netrivijalan, stohasticki neprekidan ut =0
i sebi-slican. Tada postoji jedinstveni H > 0 tako da vrijedi b = o, gdje su a i b iz Definicije
L



Dokaz. Prvo pokazimo da je b u (1) jedinstveno odreden s a. Pretpostavimo da za proizvoljan
t vrijedi:

Kot 26X, 2 b, X,
Ako je X; # 0 za odabrani t, onda prema prethodnoj lemi slijedi by = by. Zbog pretpostavke

da je {X;,t > 0} netrivijalan znamo da takav ¢ postoji. Tada je b u potpunosti odreden s a
prema (1). Stoga pisemo b = b(a). Nadalje, zbog (1) imamo

Xoart 2 b(a) Xare Z b(a)b(a) Xy,

a s druge strane

Xaa’t i b(aa/)Xt.

Dakle, slijedi b(aa’) = b(a)b(a’).

Sljedece ¢emo pokazati monotonost od b(a). Pretpostavimo a < 1 te pustimo n — 0o u
Xan 2 b(a)"X;. Akon — oo, onda a™ — 0. Zbog stohasticke neprekidnosti slu¢ajnog procesa
{Xt,t >0} ut =0, imamo da X,» konvergira prema X, po vjerojatnosti. Stoga, mora biti
b(a) < 1. Zatim, kako je b(1) = 1 vrijedi sljedece:

1 1
. e 1
pa mozemo zakljuciti da je b(—) — m. Dakle,
aq A b(al)
b(2L) = blay)b(—) = .
(a2) (a1) (a2) b(as)
b
Ako je a1 < ag, tj. o 1, onda je bgalg < 1, odnosno b(a;) < b(ag) te je stoga b(a)
a9 as
neopadajucéi. Dakle, imamo da je b(a) neopadajuéi te da zadovoljava b(aa’) = b(a)b(a’) Sto

It

je multiplikativni oblik Cauchyjeve funkcijske jednadzbe. Prema tome je b(a) = a”,

za
jedinstveni H > 0 kao rjesenje multiplikativne Cauchyjeve funkcijske jednadzbe (detaljnije

se moze vidjeti u [6, Poglavlje 2]). O

Parametar H iz prethodnog teorema nazivamo eksponent ili parametar sebi-slicnosti slucajnog
procesa {X;,t > 0}(takoder poznat i kao Hurstov indeks ili Hurstov parametar). Cesée

kazemo da je proces H-sebi slican ili sebi-slican s parametrom H.

Propozicija 1.1 Ako je slucajni proces {X;,t > 0} sebi-slican s parametrom H i H > 0,

onda je Xo = 0 gotovo sigurno.

Dokaz. Kako je {X;,t > 0} sebi-slican s parametrom H, za svaki a > 0 vrijedi Xj < X0 = o X,
Dovoljno je pustiti da a — 0 i slijedi tvrdnja. T

Tvrdnja propozicije ne vrijedi za H = 0 sto ¢emo pokazati na primjeru. No, prije toga ¢emo

se prisjetiti definicije strogo stacionarnih procesa.



Definicija 1.3 Slucajni proces {X;,t € T} je strogo stacionaran ili stacionaran u uZem

smislu ako su mu konacnodimenzionalne distribucije invarijantne na vremenske pomake, tj.
X Xeoin) 2 (X X
( tithsy - tn+h) _( by e tn)7

za svaki h > 0 1 proizvoljne t1,...,t, € T.
Specijalno, X iXS, za svaki s;t € T.

Primjer 1.1 Neka je {Y;, s € R} strogo stacionaran proces i & sluc¢ajna varijabla nezavisna

od sluc¢ajnog procesa {Ys, s € R}. Definiramo {X;,t > 0} na sljedeéi nacin:

| Yage, £>0
X’f—{ £, t=0.

Za t > 0 wmamo,

d
Xat = Yiogat = Yioga—&-logt = Yiogt = Xt7

pri éemu smo u predzadnjoj jednakosti iskoristili da je {Ys, s € R} strogo stacionaran.

Dakle,
{{Xatrt > 0}, €} 2{{ X, > 0}, €},

pa zakljucéujemo da je { Xy, t > 0} sebi-slican s parametrom 0, ali da je Xy # 0.

Propozicija 1.2 Neka je slucajni proces { Xy, t > 0} sebi-slican s parametrom H i H > 0.
Tada, za svakit # 0, vrijedi X, LHX,.

Dokaz. Tvrdnja je direktna posljedica sebi-slicnosti. Dakle, kako je {X;,¢ > 0} sebi-slican s
parametrom H vrijedi X; = X4 4 o m

Teorem 1.2 Neka je sluc¢ajni proces { Xy, t > 0} netrivijalan, stohasticki neprekidan ut =0
i sebi-slican s parametrom H. Tada je H = 0 ako i samo ako je Xy = Xo za svakit > 0

gotovo sigurno.

Dokaz. Pretpostavimo da je {X;,¢ > 0} sebi-slican s parametrom 0. Dakle, {Xq} 2{X,}.
Za zajednicku distribucijuut =01t = = vrijedi:
a

(Xo, X2 ) £(Xag, Xoz) = (Xo, X), za svaki a > 0.
Stoga, za svaki € > 0 vrijedi:
P{| X, — Xo| > ¢} = P{|X§ — Xo| > ¢}
Zbog stohasticke neprekidnosti slucajnog procesa u t = 0 vrijedi:

lim P{| X}, — Xo| > ¢} =0, za svaki ¢ > 0.
h—0



Dakle, kada a — oo, onda S 0te je P{|Xs — Xo| > ¢} = 0. Zakljucujemo, za svaki s > 0
a a

je
P{|Xs — Xo| > e} =0, za svaki ¢ > 0,

tj. Xs = Xp gotovo sigurno. Drugi smjer dokaza je trivijalan. Hi

Iz prethodnog teorema zakljucujemo da ima smisla proucavati samo sebi-sli¢ne procese koji
su stohasticki neprekidni u 0 i ¢iji je parametar sebi-sli¢nosti pozitivan. Stoga ¢emo u ostatku

rada podrazumijevati da su sebi-sli¢ni procesi koje spominjemo upravo takvi.

1.2 Lampertijeva transformacija

Netrivijalan sebi-slican proces ne moze biti strogo stacionaran. Zaista, kada bi on bio strogo

stacionaran tada bi za svaki a > 01t > 0 vrijedilo
Xt i Xat i aHXt.

No, ako a — oo tada a’ X; — oo, odnosno desna strana gornjeg izraza u tom slucaju
divergira. Medutim, iako sebi-sli¢ni procesi ne mogu biti strogo stacionarni, postoji veza
izmedu njih. Ta korespodencija poznata je kao Lampertijeva transformacija te o njoj govori

sljededi teorem.

Teorem 1.3 Neka je {Y;,t € R} strogo stacionaran proces. Za neki H > 0 definiramo:

_ tH}/logta t>0
Xt_{ B =D @)

Tada je {X;,t > 0} sebi-slican s parametrom H.
Obratno, neka je { Xy, t > 0} sebi-slican s parametrom H i

Y;=e X, teR. (3)
Tada je {Y;,t € R} strogo stacionaran proces.

Dokaz. Pretpostavimo da je {Y;,t € R} strogo stacionaran. Trebamo pokazati da je
{Xi,t > 0} sebi-slican s parametrom H, tj. da za svaki n € N i proizvoljne 0 < t; < --- <,
vrijedi (Xt - - - Xar, ) 2(a®X,,,...,a X, ). Prema Cramér-Woldovom sredstvu, distribu-
cija n-dimenzionalnog slucajnog vektora u potpunosti je odredena distribucijom proizvoljne
linearne kombinacije komponenata tog vektora, pa je dovoljno pokazati da su proizvoljne
linearne kombinacije komponenata vektora (Xu,,..., Xa,) i (a7Xy,,...,aX;,) jednako
distribuirane. Zasven € N, ¢1,...,¢, € R, t1,...,t, > 01ia > 0 imamo:

n n n

H H H
E chatj = E cj(atj) Yiogatj = E c;a tj Yioga—i—logtj

Jj=1 J=1 Jj=1
n

n

a H,H _ H

— E cjat; Yiogt; = E cja” Xy, .
j=1

Jj=1



Prva jednakost slijedi prema (2), zatim smo iskoristili svojstva logaritamske funkcije, dok
treca jednakost vrijedi jer je {Y;, t € R} strogo stacionaran. Zadnja jednakost slijedi ponovno
prema (2). Dakle, pokazali smo da su proizvoljne linearne kombinacije jednako distribuirane
pa mozemo zakljuciti da je {X;,t > 0} sebi-slican s parametrom H.

Sada pretpostavimo da je {X;,t > 0} sebi-slican s parametrom H. Zelimo pokazati da
je (Ye4hy ..o, Yi +n) i(Ytl, ..., Y, ) za proizvoljne 0 < t; < --- < t, i h € R. Analogno kao
gore, dovoljno je pokazati jednaku distribuiranost proizvoljnih linearnih kombinacija. Za sve
neN, c,....,c, ER ty,...,t, >01h € R imamo:

n n n
: _ _—(t;+h)H _ _—t;H _—hH
g ¢iYyon = g Gje ¥ X tj4n = Gge e Kty
j=1 j=1 Jj=1
n n n
d —t;H —t;H
22 " i — 3 J = .
— g Gy Xohonoti = E G5 Xty = E c]Ytj.
j=1 =1 Jj=1

U prvoj jednakosti smo iskoristili (3), a zatim svojstva eksponencijalne funkcije. Treca jed-
nakost vrijedi jer je {X;,t > 0} sebi-slican s parametrom H te zadnja jednakost slijedi
ponovno prema (3). Dakle, pokazali smo jednaku distribuiranost linearnih kombinacija pa
je {Y;,t € R} je strogo stacionaran proces. O

Ovaj teorem nam govori da sebi-sli¢nih procesa ima najmanje onoliko koliko je strogo staci-
onarnih procesa. Jedan od najpoznatijih primjera Lampertijeve transformacije je transfor-
macija standardnog Brownovog gibanja kojom se dobije stacionaran Ornstein—Uhlenbeckov
proces sto ¢emo pokazati u poglavlju 2.1.

1.3 Fundamentalni grani¢ni teorem

Sebi-sliéni procesi su iznimno vazni u teoriji vjerojatnosti zbog njihove veze sa grani¢nim
teoremima. O toj vezi govori Lampertijev fundamentalni graniéni teorem. Prije teorema,

navodimo definicije koje ¢e biti potrebne za njegovo iskazivanje.

Definicija 1.4 Za pozitivnu, izmjerivu funkciju L kaZemo da je sporo wvarirajuca ako za

svaki x > 0 vrijedu:
Litz)
im

Za pozitivnu, izmjerivu funkciju f kaZemo da je regularno varirajuéa sa indeksom o € R

=1l

ako je

f(x) = 2" L(x),
gdje je L sporo varirajuca funkcija.
Primjer 1.2 (Primjeri sporo-varirajucih funkcija)

o Neka je L(t) =logt. Tada,

L(tr) logtr logt+logz i log
L(t)  logt logt B logt’



log z
logt

L(tz)

Kada t — o0, onda i70)

— 0, odnosno — 1. Dakle, L(t) = logt je sporo

varirajuca.
o Funkcija L(t) = ¢, ¢ € R je sporo varirajuca. Stovise, svaka funkcija L za koju vrijedi
tlim L(t) = ¢ je sporo varirajuéa funkcija.
—00
S{ X} :d>{Y}} oznacavat ¢emo konvergenciju svih kona¢nodimenzionalnih distribucija slu¢ajnih

procesa {X;,t > 0} i {Y;,t > 0}, kada n — 0.

Teorem 1.4 (Lampertijev fundamentalni grani¢ni teorem) Neka je {X;,t > 0} slucajni

proces takav da je X; nedegenerirana za svakit > 0.
(i) Ako postoji slucajni proces {Yy,t > 0} i niz realnih brojeva {Ax, X > 0} takav da je

A/\>O, lim Ay =00 ¢
A—00

1
A—A{YM} 2(X,}, kada X — oo, (4)

tada je sluc¢ajni proces { Xy, t > 0} sebi-slican s parametrom H, za neki H > 0.
(i1) Ay iz (i) je oblika Ay = NTL(N), gdje je L sporo varirajuéa funkcija.

(111) Ako je {Xi,t > 0} sebi-slican s parametrom H, H > 0, onda postoje {Y;,t > 0} i
{Ax, A > 0} koji zadovoljavaju (4).

Dokazat ¢emo dijelove (i) i (). Dio (i) je trivijalan ako se uzme {Y;, t > 0} = {X;,t > 0}
i Ay = M. Za dokaz teorema ¢e nam biti potrebna sljedeéa lema o konvergenciji koju
navodimo bez dokaza, a njen dokaz se moze pronadi u [5, str. 275, Teorem 8.7.1 ].

Lema 1.2 Neka su G1,Ga, ... funkcije distribucija nekog niza slucajnih varijabli te Fy i Fy
funkcije distribucija nedegeneriranih slucajnih varijabli. Nadalje, neka za a, > 0, b, € R,
a, >0 te B, € R vrijedi:

Gn(anx + by) — Fi(x),

Gn(anx + Bn) — FQ(Z‘),

za svaki x € R u kojem su Fy 1 Fy neprekidne. Tada postoji sljedeéi limes

lim 2% € (0, 00).

n—00 (Y,

Dokaz Teorema 1.4.
Prema (4) ako A — oo imamo:

1
P{A—YA < ac} 5 P{X, <z}, tj. P{Ys < Ayz} — P{X, <z}
A

1
P{—A ¥ & x} o P{X1 <z}, tj. P{Ys < Ay} — P{X1 <z},
At b t 7

7



za svaki x € R u kojem su funkcije distribucija neprekidne. Da bismo mogli iskoristiti
prethodnu lemu, oznacimo s Gy,, Fx, 1 Fx, funkcije distribucija sluc¢ajnih varijabli Yy, X
T

i X 1. Prema prethodnom razmatranju imamo:
GY)\ (A)\.T) — FX1 ((L’) i Gy/\ (A/\tl') — FX% (.’L‘),

pri ¢emu je a, = Ay, an, = Ay, by = B, = 0. Zbog pretpostavke da je X; nedegenerirana i

prethodne leme, za svaki ¢ > 0 vrijedi sljedece:

. Ax
S = Wyl

Prema [1, str. 5, Teorem 1.1.8.] postoji H > 0 i sporo varirajuca funkcija L tako da vrijedi:
Ay = ML(N). (5)

Ponovno prema (4), za svaki a > 0 i proizvoljne ¢, s, ..., tx > 01tocke (z1,...,x;) ukojima
su funkcije distribucija od (X%,,..., Xy, ) 1 (Xaty, - .., Xat, ) neprekidne imamo:

) 1 1
/\ILI{:OP{A_)\YAH < T1y-- ey A_/\YAtk < 'Tk} = P{th < L1y - 7th < xk}? (6)
" | i
)\li)noloP{A_)\Y/\atl S Lyeny A_)\Y/\atk S xk} = P{Xatl S Ty 7Xatk S l'k} (7)
Axa
Prema (5), Ay = M L()\) i Ay, = a?AE L(Aa), odakle je \H = W/Ex\a)'
: N L(Xa)
Tada, kako je L sporo varirajuca, h(\) = ey — 1, za A — oo.

Promotrimo sljedece:

1
P —Y/\atl S .I’l, RO —Y/\atk S ‘rk = P
Ax A

a? L(\a a?L(\a)
=P ¥; a s ) ) ¥ a %
AAaL()\) Aat1 ) AAGL()\) Aaty, T
aTh(\
=P A)\a Y/\atl % X, ; A,\(a )Y)\atk < xk}
H

H
a T a Ty
Voaty & ——cosnns — Faly = 5 F
Axa )\atl_h(/\y " Axa Al = (/\>}

Prema (6) i jer A(A) — 1 imamo:

4 1 — 9 e i 1 atp — a 1 T PRRIRE ’a; xr .

Kako su lijeva strana gornjeg raspisa i lijeva strana u (7) jednake, moraju i desne biti jednake,

odnosno mora vrijediti:

P{Xatl S xl?"'aXatk S xk} = P{GHth S .fl,...aHth S xk}
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Stoga zakljucujemo da je {X;,t > 0} sebi-slican s parametrom H.

Pokazimo jos da mora biti H > 0. Kada A — oo, onda Ay — oo, sto implicira da je
Xy = 0 gotovo sigurno. Ako je H = 0 prema Teoremu 1.2 imamo da X; = Xy = 0 gotovo
sigurno za svaki ¢t > 0. Dobili smo kontradikciju sa pocetnom pretpostavkom da je X; nede-

generirana te prema tome mora biti H > 0. il



2 Primjeri sebi-slicnih procesa

U ovom poglavlju ¢emo prouciti neke primjere sebi-slicnih procesa. Za pocetak ¢emo se
upoznati s jednim od najpoznatijih primjera sebi-slicnih procesa, a to je Brownovo gibanje.
Zatim ¢emo se baviti stabilnim Lévyjevim procesima, koji ¢ine posebnu klasu sebi-slicnih
procesa, te frakcionalnim Brownovim gibanjem, koje je poopéenje Brownovog gibanja.

2.1 Brownovo gibanje

Definicija 2.1 Sluc¢ajni proces { By, t > 0} u neprekidnom vremenu s neprekidnim skupom

stanja je Brownovo gibanje ako vrijede sljedeca svojstva:

(1) za proizvoljne 0 <ty <ty < --- <t, su prirasti By, — By,, ..., By, — B, , medusobno

ad

nezavisne slucajne varijable, tj. Brownovo gibanje ima nezavisne priraste,
(ii) za 0 < s <t je sluc¢ajna varijabla B, — Bs ~ N (0,t — s),
(111) P{By =0} =1, tj. By =0 gotovo sigurno,

(v) za svaki t > 0, funkcija t — Bi(w) je neprekidna gotovo sigurno , tj. trajektorije

Brownovog gibanja su gotovo sigurno neprekidne.

Definicija 2.2 Kazemo da slucajni proces {X;,t € T} ima stacionarne priraste ako
vrijeds
d
Xt - Xs :Xt+h - Xs-i—ha

za sve s,t € T, s <t i sve h takve da jet + h,s + h € T. Drugim rijecima, distribucija

prirasta Xy, — Xy ovisi samo o duljini pomaka h i ne ovisi o vremenu t.
Napomena 2.1 [z definicije Brownovog gibanja slijedi:
o Za svaki h i0 < s <t tako da je (s+ h),(t +h) >0, prema (ii) vrijedi:
Biyn — Bsyn ~N(0,t +h—s—h), tj. By — Bsyn ~N(0,t — s).

Dakle,
B; — Bs L Biin — Bota,

tj. Brownovo gibanje ima stacionarne priraste.
o [z (i) i (iii) slijedi da By — By = By ~ N (0,t), za svaki t > 0.
Teorem 2.1 Za s,t > 0 funkcija autokovarijanci Brownovog gibanja jednaka je:

Cov(Bs, B;) = min {s, t}.
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Dokaz. Kako je By ~ N(0,1), slijedi da je E[B)] =01 Var(B;) =t, za svaki t > 0. Dakle,
Cov(Bs, B:) = E[BsB;] — E[Bs|E[B:] = E[BsBt].
Promotrimo sljedece:
E[(B, - B.)?] = E|B — 2B,B, + BY = E|BY| — 2E[B,By] + E|BY),
pri ¢emu zadnja jednakost vrijedi zbog linearnosti ocekivanja. Nadalje, iz gornjeg izraza
slijedi:

E[B.B] = %(E[Bf] + E[BY - E|(B, — Bt)2]).

Sada iskoristimo By — B, L Bjs_y|, sto vrijedi zbog stacionarnosti prirasta Brownovog gibanja,

te imamo:

E[B,Bi] = 5 (BB + EIB] - E[B}_,))

<Va7"(BS) + Var(B;) — VC””(B\s—tI))

(s +t—|s—t]) =min{s,t},

(NN SR NCR

|

Definicija 2.3 Kazemo da je slucajni proces {X;,t € T} Gaussovski proces ako za svaki
n € N i proizvoljne ty,...,t, € T slucajni vektor (Xy,,...,Xy,) ima visedimenzionalnu

Gaussovu distribuciju.
Teorem 2.2 Brownovo gibanje {By,t > 0} je Gaussovski proces.

Dokaz. Normalnost proizlazi iz sljedeé¢e tvrdnje: ako su Y = (Y3,...,Y,) ~ N(u,X) i A
regularna matrica, tada je Z = AY ~ N (Au, ALAT).
Zam=21i0<t; <ty imamo:

B, |_ |10} By,
B | [T 1 By— By |’
—_——

~_——
A ~N(0,Z2x2)
. . : t1 0 : s
pri cemu je Ay regularna matrica, a Yoy = 0 i e odnosno Ysx2 je matrica
2— U

autokovarijanci vektora (By,, B, — By,). Slijedi da je (B, Br,) ~ N (A0, A3¥0x2AT), tj.

ty 1
(Bt17Bt2) NN<O7 |: tl tl )
i 2

Zam=310<t; <ty <t3imamo:

By, 100 B,

Bt2 = 1 1 O : BtQ - Bt1

Bt3 1 11 Btg - Btz
As ~N(0S5c5)
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t1 1ty ]
Analogno slijedi, (By,, By,, Biy) ~ N0, | t1 ta ta |).
t1 2 t3
Zam=ni0<t <---<t, imamo:
By, 10 .- 0] [ By
B, 11 - 0 B, — By,
B, 11 -1 B, — By, _,
& By e i
. & . tp ta -0 by
Slijedi, (Bi,,...,Bs,) ~ N(0, A YnxnAL), pri gemu je ApYpxnAl = o]
b g s f

Dakle, vidimo da sve konacnodimenzionalne distribucije Brownovog gibanja imaju Gaussovu

distribuciju, tj. Brownovo gibanje je Gaussovski proces. |

Teorem 2.3 Brownovo gibanje { B;,t > 0} je sebi-slican proces s parametrom H = %, . za

svakt a > 0 1 protzvoljne 0 < t; < --- <t,, n € N vrijedi:
g, 1 1
(Bat17 ouis oo Batn) :<a23t1, I ,CLQBtn).

Dokaz. Kako je Brownovo gibanje Gaussovski proces znamo da za proizvoljne 0 < ¢t} < --- <
tn Vrijedi (Bt17 i g Btn) ~ N(O, Z(Btl,m,Bt
vektora (By,, ..., Bt,).

Promotrimo prvo vektor (v/aBy,,...,v/aBi,) = v/a(By,...,B,). Kako je on linearna

transformacija normalnog slucajnog vekora, zaklju¢ujemo da je i on sam normalno distribu-

)), pri cemu je E(Bt17--~7Bt ) matrica autokovarijanci

n n

iran slucajni vekor. Zatim,

E[(v/aBu, . .,v/aBy,)| = VaBl(Bu,. .., B,)l = va-0 =0,

COU(\/EBH? \/63751) = E[\/EB& \/aBtj] - E[\/aBtz]E[\/aBt]]
= aE[B;, By,] — aE[By)E[By,] = aCou(By;, By, ) = amin {t;,1;}.

Dakle, Z(\/&Bt”_ﬂ/aBtn) = (ZZ(BH’W’BM).
Nadalje, uo¢imo da je vektor (Bgy, - - -, Bat,) normalno distribuiran buduéi je on jedna
kona¢nodimenzionalna distribucija Brownovog gibanja, a Brownovo gibanje je Gaussovski

proces. Stoga, za (Ba,, - - -, Bat, ) vrijede sljedec¢a svojstva:

E[(Bat17 M L 7Batt)] = 0,
Cov(Ba;, Bat;) = min {at;, at;} = amin {t;,;}.

Slijedi, ¥(Bys,,....Barn) = @X(By,,...B,,)- Dakle, vidimo da su sluéajni vektori (B e 5 5 Bl 1L

(vaBy,,...,\/aBy,) jednako distribuirani pa je Brownovo gibanje sebi-slican proces s para-

metrom % [}
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Na sljedecoj slici prikazana je simulirana trajektorija Brownovog gibanja. Bududi da je
Brownovo gibanje sebi-slican proces, dovoljno je simulirati trajektoriju Brownovog gibanja na
[0, 1]. Dakle, ako simuliramo (Bry,, ..., B, ), za 0 < t; < --- <t, < 1, onda odgovarajué¢im
skaliranjem za T > 0 dobijemo trajektoriju na [0, 7.

@ |
c
8 © 7
™
5 _
-
c o |
= o
o
1) _
= ]
= | | | 1 | |
0.0 0.2 04 06 0.8 1.0
Vrijeme

Slika 1: Simulirana trajektorija Brownovog gibanja.

Primjer 2.1 (Lampertijeva transformacija Brownovog gibanja)
Neka je { By, t > 0} Brownovo gibanje, za koje smo vidjeli da je sebi-slican proces s parame-

trom % Tada je sluéajni proces {Yi,t € R}, definiran na sljedeéi nacin:

Y, = e 2Bu,t € R,

strogo stacionaran prema Teoremu 1.3. Nadalje, {Y;,t € R} je Gaussovski proces kao tran-

sformacija Brownovog gibanja te ima sljedeca svojstva:

E[Y)] = Ele"?B.] = e 2E[B.] = 0,
Cov(Y;,Y,) = E[Y;Y,] — E[YJE[Y,] = E[Y;Y,] = E[e”%¢ ™% Bt Bes]

= 6_%(t+S)COU(Bet, Bes) = e~ 24+%) min {¢f, &°}
1

Slucajni proces {Y;,t € R} poznat je kao stacionaran Ornstein—Uhlenbeckov(OU) proces
(detaljnije o OU procesu se moze pronaci u [4, Primjer 1.1.2]).

13



2.2 Stabilni Lévyjevi procesi

U ovom poglavlju upoznat ¢emo se s jos jednim primjerom sebi-slicnih procesa, a to su
stabilni Lévyjevi procesi. Da bismo definirali stabilne Lévyjeve procese, potrebno je poz-
navanje stabilnih distribucija. Stoga ¢emo se prvo u sljede¢em potpoglavlju upoznati sa

pojmom stabilnih distribucija te navesti neka osnovna svojstva.

2.2.1 Stabilne distribucije

Postoji vise ekvivalentnih definicija stabilnih distribucija, koje ¢itatelj moze pronaéi u [7,

Poglavlje 1.1], a mi navodimo sljedecu.

Definicija 2.4 Za slucajnu varijablu X kaZemo da ima stabilnu distribuciju ako za bilo
koji n > 2, postoji pozitivan broj C,, i realan broj D,, tako da vrijedi:

L4 X3 20X 2D,

gdje su X1, Xo, ..., X,, nezavisne i jednako distribuirane slucajne varijable kao X . Za slucajnu

varijablu X kaZemo da ima strogo stabilnu distribuciju ako je D, = 0.

Slucajna varijabla ima simetricnu stabilnu distribuciju ako ima stabilnu distribuciju te ako
X i —X imaju iste distribucije. Uoc¢imo, ako slucajna varijabla ima simetricnu stabilnu
distribuciju, tada je njena distribucija i strogo stabilna. Obrat ne mora vrijediti. Nadalje,
moze se pokazati da C,, iz prethodne definicije zadovoljava:

o= nl/o‘,

za neki 0 < a < 2. Za dokaz ove tvrdnje vidjeti [3, Teorem 6.1]. Parametar o se naziva
indeks stabilnosti, a za slucajnu varijablu koja ima stabilnu distribuciju s indeksom « kazemo
da ima a-stabilnu distribuciju.

Stabilne distribucije slucajnih vektora definiraju se analogno kao stabilne distribucije

slucajnih varijabli.

Definicija 2.5 Slucajni vektor X = (X1,..., X4) ima stabilnu distribuciju ako za bilo
koji n > 2, postoje a € (0,2] i vektor D,, € R? takvi da vrijedi:

Xo 4+ Kyt o4 X 2ntER £ D,
pri cemu su Xy, Xo, ..., X, nezavisni ¢ jednako distribuirant vektor: kao X.

U nastavku ¢emo se baviti stabilnim distribucijama sluc¢ajnih varijabli, a analogni rezultati

za stabilne distribucije slucajnih vektora mogu se pronaéi u [7, Poglavlje 2|.

Za stabilne distribucije je karakteristicno da im se gustoca i funkcija distribucije opcéenito
ne mogu eksplicitno izraziti. Zbog toga se ¢esto stabilne distribucije karakteriziraju preko
karakteristicnih funkcija. Prisjetimo se definicije karakteristicne funkcije slucajne varijable.
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Definicija 2.6 Karakteristicna funkcija slucajne varijable X, tj. njezine funkcije dis-
tribucije Fx, je funkcija p,: R — C definirana izrazom

ox(t) = E[e®™] = / e dFx(x) = / cos(tx)dFx(x) —|—i/ sin(tz)dFx(x),t € R.
U sljedecoj propoziciji dana je karakterizacija stabilnih distribucija pomoc¢u karakteristic¢ih

funkcija, koju navodimo bez dokaza (ideja dokaza se moze pronaéi u [9]).

Propozicija 2.1 Ako postoje parametri 0 < o < 2, 0 >0, =1 < <11 p € R, takvi da

karakteristicna funkcija slucajne varijable X 1ma sljedecér oblik:

i { exp{—o"[1]°(1 = iB(signt) tan(5)) + i}, o £ 1, )
exp{—olt|(1 — iB=(signt)In [t|) + iput}, a=1,
pri cemu je
1, ¢>0,
signt=¢ 0, t=0,
-1, t<0,

tada slucajna varigabla X ima stabilnu distribuciju.

[z prethodne propozicije vidimo da su stabilne distribucije odredene sa cetiri parametra:
« je indeks stabilnosti, § je parametar asimetrije, o parametar skaliranja te p parametar

pomaka. Ako slucajna varijabla ima stabilnu distribuciju, pisat ¢emo:
X ~ Sa(o-vﬁ>/l')7
a ako ima simetricnu stabilnu distribuciju s indeksom « pisat ¢emo:

X ~ SaS.

U sljedecoj propoziciji navest ¢emo neka svojstva stabilnih distribucija. Za dokaz pogledati
[7, Poglavlje 1.2.]

Propozicija 2.2 Neka je X ~ S,(o, 5, p). Vrijedi:
(1) Za realnu konstantu a je: X 4+ a ~ Su(o, B, 1+ a).
(1t) Za realnu konstantu a # 0 je:
aX ~ S,(|alo,sign(a)B, aw), ako a # 1,
aX ~ S,(|lalo,sign(a)B, ap — %a(ln la|)aB), ako o = 1.
(11i) X ima simetricnu distribuciju ako i samo ako je f =0 i p = 0. X ima simetricnu
distribuciju oko p ako @ samo ako je B = 0.

(v) Za o # 1, X ima strogo stabilnu distribuciju ako i samo ako je p =0. Za oo =1, X

ima strogo stabilnu distribuciju ako i samo ako je B = 0.
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Primjer 2.2 Neka je X ~ Sy(o, 8, ). Prema (8) karakteristicna funkcija sluc¢ajne varijable
X jednaka je:

ox (t) = exp{—c?t*(1 — iBsign(t)tan(rn)) + iut} = exp{—o?t® +iut},

sto je karakteristicna funkcija normalno distribuirane slucajne varijable s ocekivanjem p 1
varijancom 20%. Dakle, ako sluéajna varijabla X ima 2-stabilnu distribuciju, tada je X ~
N (u,20%). Uocimo, iako parametar 3 nije jednoznacno odreden jer je Btan(w) = 0, bududi
se radi o normalnoj distribuciji, za koju znamo da je simetricna, moZemo pretpostaviti da je

B = 0 prema svojstvu (iii) prethodne propozicije.

U prethodnom primjeru vidjeli smo da su sluc¢ajne varijable koje imaju 2-stabilnu distribu-
ciju, normalno distribuirane pa znamo da imaju konac¢nu varijancu. Dakle, ako je indeks
stabilnosti o = 2, drugi moment postoji. No, to nije slucaj kada je 0 < a < 2, o ¢emu govori

sljedeca propozicija.
Propozicija 2.3 Neka je X ~ S,(0,8,p) i 0 < a < 2. Tada je:
E[|XP] < 00,24 0 <p < «

E[|X|P] = 00, za p > .

Za dokaz ove proporzicije pogledati [7, Poglavlje 1.2.]. Nepostojanje drugih momenata za
0 < a < 2 je veliki nedostatak stabilnih distribucija jer se mnogi rezultati koje primjenjujemo

za Gaussove slucajeve ovdje ne mogu primjeniti.

2.2.2 «-stabilni Lévyjevi procesi

Nakon sto smo se upoznali sa stabilnim distribucijama, u nastavku ¢emo definirati stabilne
procese te stabilne Lévyjeve procese.

Definicija 2.7 Za slu¢ajni proces {X;,t € T} kaZemo da je stabilan ako su sve njegove
konacnodimenzionalne distribucije stabilne. Nadalje, kaZemo da je strogo stabilan, od-
nosno da je stmetrican 1 stabilan ako su sve njegove konacnodimenzionalne distribucije

strogo stabilne, odnosno simetricne stabilne.

Recéi ¢emo da je slucajni proces a-stabilan ako su mu sve kona¢nodimenzionalne distribucije

a-stabilne.

Definicija 2.8 Sluc¢ajni proces {X;,t > 0} se naziva a-stabilan Lévyjev proces ako

vrijedi:
(1) Xo =0 gotovo sigurno,

(11) za proizvoline 0 <ty <ty < --- <t,, slucajne varijable X;,, Xy, — Xy, ..., Xy, — X4

n n—1

su nezavisne, tj. {X;,t > 0} ima nezavisne priraste,
(11i) X — X5~ Sa((t —5)V/%,3,0), za sve 0 < s<tineke0<a<2 -1<B<1.
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Napomena 2.2 Neka je {X;,t > 0} a-stabilan Lévyjev proces. Uocimo:

o Za0 < s <tiproizvoljan h, takav da je t+h,s+h > 0, prema svojstvu (iii) prethodne
definicije imamo X — Xoyn ~ Sa((t+h — s — h)l/a, $,0). Dakle,

d
Xt - Xs :Xt+h - Xs-‘,—ha
tj. a-stabilan Lévyjev proces ima stacionarne priraste.

e 2-stabilan Lévyjev proces je Brownovo gibanje. Zaista, ako je {X;,t > 0} 2-stabilan
Lévyjev proces, prema prethodnoj definiciji vrijedi da je Xy — X, ~ Sy((t — s)Y/2, 3,0).
Dakle, slucajna varijabla X; — X5 ima 2-stabilnu distribuciju pa prema Primjeru 2.2

ona ima normalnu distribuciju, tj. X; — Xy ~ N(0,t — s).

Iz prethodnog poglavlja znamo da je Brownovo gibanje sebi-slican proces s parametrom
H = % Dakle, 2-stabilan Lévyjev proces je sebi-slican s parametrom H = % Postavlja se
pitanje jesu li i ostali a-stabilni Lévyjevi procesi sebi sliécni? Odgovor na to pitanje daje nam

sljedeci teorem.

Teorem 2.4 Za 0 < a < 2, a-stabilan Lévyjev proces {X;,t > 0} je sebi-slican s parame-

tromH:é>1

3, osim u sluc¢aju kada su o =11 3 # 0.

Dokaz. Treba pokazati da za svaki a > 0 vrijedi {Xu} i{al/aXt}. Kako je {X;,t > 0} a-
stabilan Lévyjev proces, prema definiciji znamo da ima nezavisne priraste. Stoga je dovoljno

pokazati da za svaki a > 010 < s <t vrijedi
Xt — Xas Z a/*(X, — X,).
Prema (iii) iz Definicije 2.8 imamo:
Xy — Xa ~ Sal(t = 5)"%, 8,0),
a prema (7) iz Propozicije 2.2, za a > 0 i a # 1 vrijedi sljedece:

at (X, — X,) ~ So(a'/?(t — 5)V/* sign(a)B, a - 0),
= a¥*(X, — X,) ~ S,(a'/*(t — s)¥/*, B,0).

S druge strane, ponovno prema (%ii) iz Definicije 2.8 imamo,

Xat — Xas ~ Sa((at — as)l/o‘,ﬂ, 0),
= Xot — Xas ~ Sa(a'/®(t — s)V/2, 8,0).

Dakle, pokazali smo da X — X 2 a'’*(X; — X,), pa mozemo zakljuciti da je {X;,t > 0}

sebi-slican s parametrom 2 O

~
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2.3 Frakcionalno Brownovo gibanje

2.3.1 Definicija i svojstva

U poglavlju 2.1 smo vidjeli da je Brownovo gibanje primjer sebi-slicnog procesa sa staci-
onarnim prirastima, a u ovom poglavlju ¢emo pokazati da je takvo i frakcionalno Brownovo
gibanje. Do definicije frakcionalnog Brownovog gibanja ¢e nas dovesti tvrdnja sljedeceg

teorema.

Teorem 2.5 Neka je slucajni proces {X;,t > 0} sebi-slican s parametrom H i sa stacionar-

nim prirastima te pretpostavimo E[X?] < oco. Tada za s,t > 0 vrijedi:
E[X:X,] = %(t”f s s|2H>E[X12].
Dokaz. Promotrimo sljedece:
E[(X; — X,)?] = E[X? — 2X; X, + X?] = E[X7] — 2E[X, X,] + E[X?),

odakle je X
BIX.X,) = 5 (BIX{] + BIXZ) - BI(X, - X.)%).

Zbog stacionarnosti prirasta imamo X; — X 2 x lt—s|,» & zbog sebi-slicnosti vrijedi X; = PEX.
Stoga slijedi:
B[X.X,] = 5 (BIX}] + BIX?] - BIXE_,])

(BIX3) + Bl X7 - B[t - s/ X7))

N =N =D

(tzH st JH— 5|2H)E[X12].
|

Definicija 2.9 Neka je 0 < H < 1. Gaussovski proces { B, t > 0} se naziva frakcionalno
Brownovo gibanje ako je E[Bf] =0, za svakit >0 i
1
BB BY) = 5 (£ + * — |t — s**) BI(Bf)?) 9)

Ako je E[(BH)? = 1, tada se { Bf!,t > 0} naziva standardno frakcionalno Brownovo gibanje.

Uoc¢imo, (9) je zapravo funkeija autokovarijanci frakcionalnog Brownovog gibanja buduéi je
E[Bf] =0, za svaki t. Takoder, iz definicije slijedi:

Var(Bff) = BI(BY) = 5 (£ + 2 — |~ 4 EI(BIYY = #7E[(BF)).  (10)

U sluéaju standardnog frakcionalnog Brownovog gibanja je Var(BH) = t?H.
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Napomena 2.3 Distribucija slucajnog procesa je odredena svim zajednickim distribucijama
tog procesa, a Gaussova visedimenzionalna distribucija je odredena s ocekivanjem i matricom
autokovarijanci. Dakle, distribucija Gaussovskog procesa determinirana je ocekivanjem i
strukturom funkcije autokovarijanci. Prema tome, wvjeti 1z prethodne definicije odreduju

jedinstveni Gaussovski proces.

Teorem 2.6 Za H = %, frakcionalno Brownovo gibanje {B,t > 0} je Brownovo gibanje

do na multiplikativnu konstantu.

Dokaz. Neka je {B?,t > 0} frakcionalno Brownovo gibanje. Tada je prema (9)

1 1

L1 11 1 1
Cov(B}B?) = BIB?B?] = 5 (ﬁé st s|2%)E[(Bf)2]
1
= é(t +5— |t —s|)o7 = min {t, s}o?,
i
gdje je 02 = Var(BZ). Gornji izraz za funkciju autokovarijanci i izraz iz Teorema 2.1 za
funkciju autokovarijanci Broxlzvnovog gibanja su jednaki do na multiplikativnu konstantu.

Dakle, Gaussovski proces {B?2,t > 0} s ocekivanjem 0 je odreden strukturom funkcije auto-

kovarijanci Brownovog gibanja pa prethodnoj napomeni slijedi tvrdnja teorema. |
U sljedeéem teoremu navodimo vazne tvrdnje o frakcionalnom Brownovom gibanju.
Teorem 2.7 Za frakcionalno Brownovo gibanje { BF,t > 0} vrijedi:

(i) {B,t > 0} je sebi-slican proces sa parametrom H.

(ii) {B,t > 0} ima stacionarne priraste.
(iii) Ako je H =1, onda je B} =tB] gotovo sigurno.

(iv) Frakcionalno Brownovo gibanje je jedinstveno u smislu da se klasa svih frakcionalnih
Brownovih gibanja podudara s klasom svih Gaussovskih sebi-slicnih procesa sa staci-
onarnim prirastima.

(v) {BE,t > 0} ima nezavisne priraste ako i samo ako je H = %

Dokaz.

(i) Trebamo pokazati da je {BH} i{aHB,fq}, za proizvoljan a > 0. Prema definiciji frak-
cionalnog Brownovog gibanja, oba procesa su Gaussovska i s oc¢ekivanjem 0. Stoga je
jos potrebno provjeriti jesu li im jednake i funkcije autokovarijanci. Prema (9) imamo:

1
Cov(BY, Bif) = E[BA B = 3 ((@t) + (as) — (alt — s ) EI(B{")?
1
_ a2H§<t2H s S|2H)E[(BIH)2]
= a® B[By" B,'] = E|(a" B{")(a" B;")]

= Cov(a” BF o BY).
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()

(iii)

(i)

Dakle, autokovarijance su jednake pa mozemo zakljuciti da je {BH,t > 0} sebi-slican

sa parametrom H.

Da bismo dokazali da frakcionalno Brownovo gibanje ima stacionarne priraste, trebamo
pokazati da je {Bf, — Bf'} i{BtH}. Analogno kao u (i) dovoljno je razmatrati samo

funkcije autokovarijanci. Prema (9) imamo:

COU(BtIih - Bf, Bgrh - Bf?) = E[(Btlih - Bf)(Bgrh - B}?)]

= E[B/},Bis] — BIBaBy] — E[BS1, Byl + E[(By)’]
— %{((t—f— WY 4 (s + h)2H — |t — S|2H> . ((t L) 2t t2H)
— ((8 h)2H 4 p2H 82H> 4 <h2H i hZH)}E[(B{{)2]

1
— = (# + 5™ — |t - 5" EI(Bf')?] = E[Bf BY] = Cou(BF, BY).

Slijedi, {BfZ, — B} i{BtH }, odnosno frakcionalno Brownovo gibanje ima stacionarne

priraste.

Pretpostavimo da je H = 1. Tada prema (9) vrijedi:
1
E[B!Bl] = 5(# + 5> — (t - 5)?) E(BL)?] = tsB[(B})"].

Specijalno, za t = s:
E((B;)"] = "E[(B)"].
Nadalje, imamo sljedece:
E((B; —tBy)’] = E[(B;)’] — 2tE[B; By] + t"E|(B;)]
= (® — 22 + ) E[(B])’] = 0.

Dakle, B} = tB] gotovo sigurno za svaki t.

Uocimo, ¢im je slucajni proces { Xy, t > 0} sebi-slican s parametrom H i ima staciona-
rane priraste, prema Teoremu 2.5, taj proces ima istu strukturu funkcije autokovari-
janci kao u (9). Kako je {X;,t > 0} Gaussovski s ocekivanjem 0, slijedi da je jednak
{BE .t > 0} po distribuciji.

Prvo pretpostavimo da je H = % Tada, prema Teoremu 2.6, vrijedi da je {BZ,t > 0}
Brownovo gibanje, a ono ima nezavisne priraste. Sada pretpostavimo da {B/?,¢t > 0}

ima nezavisne priraste. Tada za 0 < s < ¢t mora vrijediti

E(B](B{ - B))] = E|B/|E[B;' — B/'].
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Bududi je E[B}] = 0, prema definiciji frakcionalnog Brownovog gibanja, gornji izraz
je jednak 0. Nadalje, prema (9) imamo sljedece:

E|B;'(B' — B)")] = E[B/"B,| - E[B;'B/']
<t2H ofe S2H - (t o S)2H - 282H>E[(BIH)2]

(tQH e . S)2H>E[<Bfl)2].

N =D =

Dakle, mora vrijediti
1
3 (tQH — g — = 3)2H)E[(Bf[)2] = (),

a to je moguce samo za H = %, buduéi da su s,t # 0. Stoga zakljuc¢ujemo, ako
frakcionalno Brownovo gibanje {B{’,t > 0} ima nezavisne priraste, tada je H = 1.

[

Na sljedecoj slici prikazane su simulirane trajektorije frakcionalnog Brownovog gibanja

(FBG), za razlicite vrijednosti parametra sebi-slicnosti H. Uoc¢imo, fluktuacije frakcionalnog

Brownovog gibanja su veée kada je parametar sebi-slicnosti H manji.

FBG

FBG

FBG

H=0.1
o~
T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Vrijeme
H=0.5
o
w
9
(=
o
T T T T T T
0.0 0.2 0.4 06 0.8 1.0
Vrijgeme
H=0.9
o
o
S ]
-t
S ]
o |
= T T T T T T
0.0 0.2 0.4 06 0.8 1.0
Vrijeme

Slika 2: Simulirane trajektorije frakcionalnog Brownovog gibanja za H = 0.1, H = 0.5 i
H =19
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2.3.2 Integralna reprezentacija

Definiranjem procesa preko njegovih konac¢nodimenzionalnih distribucija ¢esto ne mozemo
dobiti jasnu sliku o samoj strukturi procesa, zato je integralna reprezentacija procesa ponekad
puno korisnija. Za integralnu reprezentaciju frakcionalnog Brownovog gibanja bit ¢e nam
potrebni stabilni intergali koji se definiraju u odnosu na stabilnu slucajnu mjeru. Da bi
M bila slu¢ajna mjera mora vrijediti da je (M(A;), M(As),..., M(Ay)) slucajni vektor i da
je M aditivna, tj. da za disjunktne skupove Ay, As, ..., Aq vrijedi M(U;A;) = >, M(A;)
gotovo sigurno. Sada ¢emo definirati a-stabilnu slucajnu mjeru.

Neka je (Q, F, P) vjerojatnosni prostor te L°(€2) skup svih slu¢ajnih varijabli definiranih
na tom vjerojatnosnom prostoru. Nadalje, neka je (E,E, m) prostor mjere, 5: F — [—1,1]
izmjeriva funkcija i & = {A € £: m(A) < oo}.

Definicija 2.10 Za M: & — L°(Q) kaZemo da je a-stabilna sluéajna mjera na (E,E)

s kontrolnom mjerom m 1 intenzitetom asimetrije B ako vrijedi:

(i) Za medusobno disjunktne skupove Ay, Ag, ..., Ax € &y, M(A1), M(As),..., M(Ax) su

nezavisne slucajne varijable,

(1) Za medusobno disjunktne skupove Ay, A, ... € & takve da je U2, A; € &, vrijedi

M(A;) g.s.,
1

M(UAj):

(1ii) Za svaki A € &,

B(x)dm(x)

M(A) ~ S, AyMa fA— 0).

R

Iz (i17) vidimo da za svaki A € &, M(A) ima stabilnu distribuciju pri ¢emu se zahtjeva
da je parametar pomaka p jednak 0. Dakle, mozemo reci da je stabilna slucajna mjera M

odredena mjerom m i funkcijom f.

Definicija 2.11 Sluc¢ajna mjera M se naziva SaS slué¢agna mjera ako je intenzitet asi-

metrije B nula.

Dokaz da stabilna slucajna mjera postoji moze se pronaéi u [7, Poglavlje 3.3]. Sada ¢emo
ukratko uvesti stabilne integrale, koji se definiraju u odnosu na stabilnu slucajnu mjeru i
koji ¢e nam biti potrebni za integralnu reprezentaciju frakcionalnog Brownovog gibanja, a
detaljna konstrukcija te svojstva stabilnih integrala su objasnjeni u [7, Poglavlje 3.2 1 3.4].
Ukratko, konstruiraju se integrali jednostavnih funkcija u odnosu na a-stabilnu sluc¢ajnu
mjeru te se pokaze da se a-stabilni integral moze dobiti kao limes (po distribuciji) integrala
jednostavnih funkcija.

Neka je M a-stabilna slucajna mjera na (F,€) s kontrolnom mjerom m i intenzitetom
asimetrije 5. Sa I(f) oznacavat ¢emo a-stabilni integral deterministicke funkcije f: £ — R
u odnosu na a-stabilnu sluc¢ajnu mjeru M . Dakle, a-stabilni integral je integral oblika

1(f) = /E f(2)dM (z).
22



Moze se pokazati da I( f) ima a-stabilnu distribuciju ([7, Propozicija 3.4.1]). Stovise, moze se
pokazatiida (I(f1),...,I(fs)) ima visedimenzionalnu a-stabilnu distribuciju ([7, Propozicija
3.4.2]).

Sada zelimo dobiti integralnu reprezentaciju frakcionalnog Brownovog gibanja oblika
[ fulz)dM(x). Neka je (E,E,m) prostor mjere i M SaS slutajna mjera s kontrolnom
mjerom m te 0 < a < 2. Za svaki 0 < a < 2 se mogu definirati stabilni integrali u odnosu
na SaS sluéajnu mjeru, a oznacavat ¢emo ih s I(f;) = [, fi(x)dM(z). Kada je a = 2, I(f;)
je dobro definiran ako je [, |fi(x)|*dm(x) < oo te vrijedi:

ElI(fu)I(fi,)] = Cov(I(f)1(f1n)) = Q/Eftl(w)fm(w)dm(iv)-

Posebno, E[M?*(A)] = 2m(A), za svaki A € £ s konaénom mjerom m. Za dokaz ovih tvrdnji
pogledati [7].

Uzmimo da je a = 2 te da je (F,E,m) = (R,B,|-1/2), gdje je B Borelova o-algebra,
a | - | Lebesgueova mjera na R. Tada je E[M?*(A)] = |A|, za svaki A € B s kona¢nom

Lebesgueovom mjerom, te

EU(fu)I(f)] = / " (@) fu(@)de.

U ovom slucaju, S2S slu¢ajna mjera, koju éemo oznacavati s B, naziva se Gaussovska
slucajna mjera s Lebesgueovom kontrolnom mjerom.

Sljedeci teorem nam daje integralnu reprezentaciju frakcionalnog Brownovog gibanja u
kojem ¢emo koristiti sljedecu funkciju:

| = =20,
710 z<0

te ¢emo smatrati da je 0° = 0.

Teorem 2.8 Neka je 0 < H < 1. Standardno frakcionalno Brownovo gibanje { Bt > 0}

ima integralnu reprezentaciju:

01(1H) / Z<(t — )7 — (o)) dB(), >0, (1)
gdje je y
Ci(H) = </_OO<(1 _ g1 (_x)H—1/2>2dx N %> |

t
Kada je H = %, C'l(%) = 1, reprezentacija (11) se interpretira kao /OdB(x), tj. kao inte-
gralna reprezentacija Brownovog gibanja.

Dokaz. Ozna¢imo integral (11) sa X;. Prema [7, Propozicija 7.2.6], X; je dobro definiran te
ima Gaussovu distribuciju s ocekivanjem 0. Da bismo pokazali da se standardno frakcionalno
Brownovo gibanje moze reprezentirati procesom {X;,t > 0}, potrebno je jos pokazati da je
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funkcija autokovarijanci procesa {X;,t > 0} jednaka funkciji autokovarijanci frakcionalnog
Brownovog gibanja (9), pri ¢emu je E[(Bf)?] = 1. Uocimo da je Xy = 0 gotovo sigurno.
Sada promotrimo sljedece:

E[(X: - X.)*] = E[X}] — 2B[X.X,] + E[X?,
odakle je .
BIX.X,) = 5 (BIX{] + BIX?) - Bl(X: - X.)7).

Koristit ¢emo tvrdnju iz [2, Teorem 3.5.1] koja kaze da ako [, |f(x)|*dz < oo, tada

E[(/Af(x)dg(x)ﬂ :/Af(ac)2dx.

Dakle, prema prethodnoj tvrdnji imamo:

B = g [ |- ot - (o) .

o0
Uoc¢imo, zat > 0iz <0, imamo da jet —x > 0 pa je (t —z), =t — z. S druge strane, za
t>0iz>0,t—2>0 < xz<tpaje(t—z)y =t—z, zaz <t Prema tome gornji

izraz je jednak:

E[X?] = 01(11{)2 {/0 ((t—x)H_1/2 = (—x)H_1/2)2dx+£t(t—:E)ZH_ldx}

—00
. J/

~~ -~

I1 12

Da bismo rijesili integral I> uzmemo supstituciju z = ¢ — z. Tada imamo

0 1 0 1
L = _/ G L | R -
3 2H # 2H

U integralu [; uzmemo supstituciju x = st. Tada je

= / 0 ((t—st)H_l/Q—(—st)H_1/2>2tds

—00

— /0 (tH‘1/2 ((1 — 5)H12 — (—S)H_1/2>>2tds

—00

_ 2H /0 ((1 _ S)H—1/2 _ (_S)H—1/2>2d8.

—00

Sada je

—00

Ako u gornji izraz uvrstimo

Ci(H)? = /_: ((1 - @y - (—m)H_1/2>2dm + %
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konacno dobijemo

% = 5,
Sli¢no, za s,t > 0:
E[(X:— X,)*] =
| * H H ?
—1/2 —-1/2
= C.(a)? /_oo [“_ Y } ¢
1 o H-1/2 i aal
_Cl<H)2/ {(t_s_l)-i-_/ _( $)+_/:| d
= |f s|2H
Nadalje,
HXX] = %(E[Xf] + E[X?Y] - E[(X, — XS)2]> = %(tw 42 | s|2H>.

Dakle, pokazali smo da je funkcija autokovarijanci procesa {X;,t > 0} jednaka (9), pri
¢emu je E[(BF)? = 1, pa mozemo zakljuéiti da je za 0 < H < 1, {X;,t > 0} standardno

frakcionalno Brownovo gibanje. U

Integralna reprezentacija dana u prethodnom teoremu nije jedinstvena. Neka je

{ 0, x>0,

T =
=&, £<0.

Za sve realne brojeve a i b, integralna reprezentacija:

/_OO la((t = )77 = (=) (- )72 = (-2)F /) |dB@), t20, (12)

o0

je takoder integralna reprezentacija frakcionalnog Brownovog gibanja do na multiplikativnu
konstantu (za dokaz vidi [7]). Uoc¢imo, ako u (12) uzmemo da je a = ﬁ ib =0, dobit
¢emo integralnu reprezentaciju standardnog frakcionalnog Brownovog gibanja (11).

2.3.3 Frakcionalni Gaussovski Sum

Ranije smo pokazali da frakcionalno Brownovo gibanje ima stacionarne priraste. U ovom po-
glavlju pokazat ¢emo da je niz prirasta frakcionalnog Brownovog gibanja stacionaran proces.

Prije toga, prisjetimo se definicije stacionarnog procesa.

Definicija 2.12 Slucajni proces {X;,t € Z} je (slabo) stacionaran ili stacionaran u

sirem smislu ako vrijedi:
(i) E[X?] < oo, za svaki t € Z,
(i) E[Xy] =c, za svakit € Z,

(1ii) Cov(Xy, Xs) = Cov(Xeyn, Xsin), 20 svakit,s € Z.
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Oznacimo s 7(t, s) funkciju autokovarijanci procesa {X;,t € Z}. Uoc¢imo, ako u (%) stavimo
h = —t, tada je y(t,s) = v(0,s — t), za svaki t,s € Z. Dakle, funkcija autokovarijanci
stacionarnog procesa ovisi samo o t—s pa ju mozemo promatrati kao funkciju jedne varijable,
tj. mozemo pisati y(h) = (0, h) = Cov(X¢, X¢in).

Neka je sada {BF,t > 0} frakcionalno Brownovo gibanje. Oznacimo priraste frakcional-

nog Brownovog gibanja s Y; = B/ — BI

1 1,J = 1,2,...1ipromotrimo niz {Yj, j € N}. Pokazat

¢emo da je {Y}, j € N} stacionaran proces. Kako je E[Bff] = 0 za svaki ¢ > 0, imamo:
ElY;l = E[B]' - BjL,] = E[B]] - E[B/L,] =0, je€N,
pa je uvjet (i) iz prethodne definicije zadovoljen. Nadalje, koristeéi (9) i (10) imamo:
Var(Y;) = BE[Y}] = E((B}' — B/L,)’] = El(B}')’] - 2E[B; B{L;] + E[(B}.,)’]
= (% = (™ + G =V = |j — 5+ 1) + (G — D™ ) BB
— BB < o0,

Dakle, zadovoljen je i uvjet (i) iz prethodne definicije. Preostaje provjeriti vrijedi li (i, j) =
v+ h,j+ h), za sve i,j € N. Imamo sljedece:

(i, §) = Cov(Y;, Y;) = E[V;Yj] = E[(B{ — BZ,)(Bf' - BL,)].

S druge strane, zbog stacionarnosti prirasta frakcionalnog Brownovog gibanja imamo:
Y(i+h, j+h) = E[YimnYin] = E[(Biy—Biin-) (Bjya—Bjin-1)] = El(B;'—B{L,)(Bf —Bi,)].

Dakle, pokazali smo da su zadovoljeni svi uvjeti iz Definicije 2.12, odnosno da je {Y},j € N}

stacionaran niz.

Definicija 2.13 Neka je {B}!,t > 0} frakcionalno Brownovo gibanje. Niz {Y;,j € N}, gdje
jay; = BJH —Bﬁl,j € N, naziva se frakcionalni Gaussovski sum. Ako je Var(Y;) =1,

onda se {Y;,j € N} naziva standardni frakcionalni Gaussovski sum.

Propozicija 2.4 Funkcija autokovarijanci frakcionalnog Gaussovskog suma {Y;,j € N} jed-

naka je:
2

+(h) = % ((h +1)2H _op?H 4 (h 1)2H>,

gdje je o* = Var(Y;).

Dokaz. Bez smanjenja opcenitosti, pretpostavimo da je ¢ = 1. Znamo da je {Y;,j € N}

stacionaran proces, pa je funkcija autokovarijanci za h > 0 jednaka:
v(h) = Cov(Y}, Y1) = Cov(Y1, Yin) = Cov(Yiin, Y1) = E[Y110Y1]
= E((Bi}, — By)(BY' — By')] = E[BY,,,B{'] — E[B, BY']

= %((h 1) h2H> _ %(#H —(h— 1)2H)

= %((h + 1) —2n*" 4 (h — 1)2H>.
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U gornjem raspisu iskoristili smo da je BY = 0 gotovo sigurno, §to vrijedi prema Propoziciji
1.1 jer je {B},t > 0} sebi-slican proces, te izraz za funkciju autokovarijanci frakcionalnog
Brownovog gibanja (9). Za h < 0, ponovno jer je {Y},j € N} stacionaran proces, vrijedi:

7(h> - COU(Y}a }/}-i-h) = COU(%-HH Y) = OOU(Yja Y}—h) - 7<_h)

|

Uoc¢imo, ako je H = %, za funkciju autokovarijanci frakcionalnog Gaussovskog suma vri-

jedi v(h) = 0, h # 0. Ranije smo pokazali da je {Bt%,t > 0} Brownovo gibanje. Nadalje,

prema svojstvu (i) Definicije 2.1 vrijedi Y; = Bj% — Bj%_1 ~ N(0,1) , zasvaki j = 1,2,....

Stoga, za H = 3, proces {Y},j € N} je niz nezavisnih jednako distribuiranih Gaussovih

slucajnih varijabli. Sljedeéa propozicija govori o asimptotskom ponasanju funkcije autoko-
varijanci frakcionalnog Gaussovskog Suma (za dokaz vidi [7, Propozicija 7.2.10]).

Propozicija 2.5 Neka je {Y;,j € N} frakcionalni Gaussovski sSum. Za H # % vrijedi:
v(h) ~ o?H(2H — 1)A*"72 kada h — oo.

Primjetimo da funkcija autokovarijanci v(h) opada u nulu kada h — 0o, za sve 0 < H < 1.
No, kada je 1/2 < H < 1, 7(h) opada u nulu toliko sporo da Y >°* _ «(h) divergira. U
tom slucaju kazemo da je {Y;,j € N} proces s dugoroénim paméenjem ili dugoroénom
zavisnoséu. Dakle, mozemo reci da je stacionaran proces s dugorocnim pamcéenjem, proces

kojemu zavisnost medu trenutcima opada jako sporo kako se ti trenutci udaljavaju.

Simulirane trajektorije frakcionalnog Gaussovskog suma (FGS) za H = 0.1, H = 0.5 i
H = 0.9, prikazane su na sljedecoj slici. Mozemo vidjeti da sto je manji parametar sebi-
slicnosti H, to su vece fluktuacije frakcionalnog Gaussovskog Suma. S druge strane, Sto je
parametar sebi-slicnosti H veéi, dugorocna zavisnost je jaca.
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Slika 3: Simulirane trajektorije frakcionalnog Gaussovskog suma za H = 0.1, H = 0.5 i

H =101,
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3 Sebi-sli¢ni procesi sa stacionarim prirastima

U prethodnom poglavlju smo vidjeli da su a-stabilni Lévyjevi procesi, ukljucujuci i Brownovo
gibanje koje je 2-stabilan Lévyjev proces, primjeri sebi-sliénih procesa sa stacionarnim i neza-
visnim prirastima. Stovise, oni su jedini sebi-sliéni procesi koji imaju i stacionarne i nezavisne
priraste. Cesto se prou¢avaju sebi-sliéni procesi koji imaju samo ili stacionarne ili nezavisne
priraste. U ovom poglavlju ¢emo proucavati sebi-slicne procese koji imaju stacionarne pri-
raste. Prije smo vidjeli da je frakcionalno Brownovo gibanje, koje je Gaussovski proces,
sebi-slican proces sa stacionarnim prirastima. U ovom poglavlju ¢emo pokazati karakteris-

tike sebi-slicnih procesa koji imaju stacionarne priraste, a koji nisu nuzno Gaussovski.

3.1 Osnovna svojstva

U sljedeéem teoremu navedena su neka svojstva sebi-slicnih procesa sa stacionarnim priras-

tima te na koji nacin egzistencija momenata utjece na vrijednost parametra sebi-sli¢nosti.

Teorem 3.1 Neka je {X;,t > 0} sebi-slican proces s parametrom H > 0 i sa stacionarnim

prirastima, te neka je X; nedegenerirana za svakit > 0. Tada vrijedi:
(i) Ako je E[|X1|"] < 00 za neki0 <y <1, onda je 0 < H < 1/7.
(i) Ako je E[|X1|"] < 0o za nekiy > 1, onda je 0 < H < 1.
(111) Ako je E[|X1|]] <00 10 < H <1, onda je E[X;] =0 za sve t > 0.
(iv) Ako je E[|X1]] < o0 @ H =1, onda je X; = tX; gotovo sigurno.

Dokaz. (i) Uoc¢imo, ako je aj > 0 za svaki 1 < j < N, am, >0, a, > 0zanecke 1 <m #n <
N, te 0 <y < 1, onda vrijedi:

(i><§NZ (13)

3=1 j=1
Oznacimo s ¢ = P{X; # 0}. Zbog pretpostavke o nedegeneriranosti zakljucujemo da je
e > 0. Nadalje, neka je N cijeli broj takav da je N > 1/e. Zbog stacionarnosti prirasta i jer
je Xo = 0 gotovo sigurno (prema 1.1) imamo X; — X;_4 in — Xop = X;. Dakle,

P{X;—X; 1 #0t=P{X; #0}=¢>0, 1<j<N,
pa postoje min, 1 <m <n < N, takvi da dogadaj

A={weN: Xp(w) — Xm-1(w) # 01 X, (w) — Xp_1(w) # 0}
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ima strogo pozitivnu vjerojatnost. Za svaki w € A imamo:

5

K@)l = | X ~ X (e)

<( §Nj %) - X))

J=1
N

<D 1X5(w) = Xy @), (14)
j=1

pri ¢emu prva nejednakost vrijedi zbog nejednakosti trokuta, a druga prema (13). Kako
relacija (14), uz nejednakost <, vrijedi i za w € A° te P(A) > 0, slijedi:

N

EllXy" < ) ElIX; — X4,

j=1
Zbog sebi-sliénosti imamo E[|Xy|] = E[|N¥X,|"] = NHVE[|X,]"]. S druge strane, zbog
stacionarnosti prirasta imamo E[|X; — X;_1|"] = E[|X4|"], za svaki j = 1,..., N. Dakle,

NTE[IX:]"] < NE[X4]],

pa prema tome mora biti N7 < N, tj. mora vrijediti H < 1/7.

(11) Prema pretpostavci vrijedi F[|X;|"] < oo, ako je v > 1. No, tada je i F[|X;|F] < oo, za
svaki p < 1. Stoga, prema (i) vrijedi H < 1/p, za svaki p < 1, §to implicira H < 1.

(iii) Uocimo, zbog sebi-slicnosti vrijedi Xy = 27 X, a zbog stacionarnosti prirasta mozemo

pisati X; = Xy — Xj. Dakle, imamo sljedece:
E[X] = E[Xa — X3] = E27 X, — X] = (2% — 1) E[X}],
tj.
(27 —2)E[X;] = 0.
Kako je, prema pretpostavei H # 1, slijedi F[X;] = 0.
(iv) Generalni dokaz pod pretpostavkom FE[|X;|] < oo je izostavljen, a moze se pronadi u

[10]. Jednostavniji slucaj je ako se zahtjev E[|X1]] < oo zamijeni s F[X?] < oo, $to ¢emo
ovdje pretpostaviti. Neka je H = 1, tada prema Teoremu 2.5 vrijedi

ElXX,]==(t*+s* — (t — s*)) E[X]] = tsE[X]).

N —

Promotrimo sada E[(X; — tX1])?] te iskoristimo gornju tvrdnju. Imamo:

E[(X; —tX1]))?] = E[X?] — 2tE[X; X,] + t*E[X?]
— PEX] — P EX 1+ FEX]
= (2 -2 + ) E[X7] = 0.

Dakle, X; = tX,; gotovo sigurno. U
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Primjer 3.1 Neka je {Z},t > 0} a-stabilan Lévyjev proces i a < 1. Prema Teoremu
2.4, znamo da je {Z¥,t > 0} sebi-slican s parametrom H = 1/«. Nadalje, znamo da Z@
ima a-stabilnu distribiciju za svaki t > 0, pa su prema Propoziciji 2.3, svi momenti reda
v < « konacni. Dakle, zadovoljeni su uwvjeti prethodnog teorema pa prema turdnji (i), jer je
E[|Z"] < 00 za 0 < v < a < 1, slijedi da parametar sebi-slicnosti H mora zadovoljavati
0< H <1/v, tj. mora biti 1/a < 1/7.

Znamo da za a-stabilan Lévyjev proces {Z,t > 0}, 0 < a < 2, vrijedi E[|Z{|%] = co.
Dakle, ako imamo proces {X;,t > 0} koji je sebi-slican i sa stacionarnim prirastima te ako
je {Xi} i{Zta}, onda je E[|X;|YH] = co. U sljedeéem teoremu éemo vidjeti da isto vrijedi
i za bilo koji drugi sebi-slican proces sa stacionarnim prirastima i parametrom sebi-slicnosti
H>1.

Teorem 3.2 Neka je {X;,t > 0} sebi-slican s parametrom H > 1 i sa stacionarnim priras-
tima. Tada je E[|X;|Y"] = oo.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da je E[|X1|"#] < co. Kako je v := 1/H < 1, prema
tvrdnji (i) Teorema 3.1, imamo H < 1/ = H. To je ocito kontradikcija, stoga mora biti
E[|X1]YH] = co. O

Neka je slucajni proces {X;,t > 0} netrivijalan sebi-slican s parametrom 0 < H < 11 sa
stacionarnim prirastima te neka je F[X?] < co. Definiramo priraste procesa {X;,t > 0} na
sljeded¢i nacin:

bn=Xp1—Xp, »=0,1,2,...,

te funkciju autokovarijanci prirasta s:
v(n) = E[é&], n=0,1,2,....

Ako iskoristimo da je Xy = 0 gotovo sigurno, prema Propoziciji 1.1, te izraz za funkciju
autokovarijanci sebi-slicnog procesa sa stacionarnim prirastima iz Teorema 2.5, imamo da je

funkcija autokovarijanci prirasta jednaka:

v(n) = E[één] = E[(X1 — Xo0)(Xn11 — Xn)] = E[X1 Xn11] — E[X1 X5]

1
= (0 + 127 + 1 -2 — 2 — 14 (n— 1)) Bx]
Il

- 5((n+ 1= — 2 L (i — 1)2H>E[X12]-

Gornji izraz za funkciju autokovarijanci nam je poznat iz Poglavlja 2.3.3, gdje smo proucavali
priraste frakcionalnog Brownovog gibanja, koje je upravo i primjer sebi-slicnih procesa sa
stacionarnim prirastima. Takoder, u Propoziciji 2.5 smo vidjeli asimptotsko ponasanje funk-
cije autokovarijanci frakcionalnog Gaussovskog Suma, a isti rezultat vrijedi i za funkciju

autokovarijanci prirasta sebi-slicnih procesa sa stacionarnim prirastima. Dakle,
1
v(n) ~ H(2H — 1)n* ?E[X}], kadan — oo, za H # >
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1
(m) =0, nZl,zaHzi.

Funkcija autokovarijanci prirasta y(n) opada u nulu kada n — oo za svaki 0 < H < 1.
Kada je 0 < H < 1/2, onda je Y > |v(n)] < oo. No, kada je 1/2 < H < 1, funkcija
autokovarijanci nije apsolutno sumabilna, odnosno » " [v(n)| = oo. To svojstvo da je
> |y(n)| = oo, poznato je kao dugorocna zavisnost te je od velikog interesa u statistici.
Detaljnije se moze pronadi u [4].

3.2 Sebi-sli¢ni procesi s kona¢cnom varijancom

U ovom poglavlju vidjet ¢emo kada su slucajni procesi s kona¢nom varijancom, sebi-sli¢ni i
sa stacionarnim prirastima. Ovi procesi se mogu reprezentirati preko visestrukih integrala
u odnosu na kompleksnu slucajnu mjeru, tj. preko visestrukih Wiener-Itovih integrala.
Kompleksna slu¢ajna mjera definira se u odnosu na spektralnu mjeru, stoga ¢emo prvo
nesto re¢i o spektralnoj analizi procesa. Pretpostavimo da je { Xy, ¢ € R} stacionaran proces s
funkcijom autokovarijanci v idaje > |y(h)| < co. Spektralna gustoéa procesa {X;,t € R}
je funkcija f: R — C definirana s:

o

FO) = 5= 3 ey (h).

Uocimo, spektralna gustoca je dobro definirana. Kako je funkcija v sumabilna te |e=#}| =

| cos(hA) — isin(hX)| = y/cos2(hA) +sin®(h)) = 1, slijedi [f(A)] = 32 |e”"||y(h)] < oco.

—00

Funkcije sin i cos su periodi¢ne s periodom 27 pa je i f periodi¢na s periodom 2w, stoga je
spektralnu gustoéu dovoljno promatrati za A € (—m,7|. lako spektralna gustoéa ne mora
uvijek postojati, svaki (slabo) stacionaran sluc¢ajni proces ima spektralnu reprezentaciju.

Dakle, ako je {X;,t € R} stacionaran proces, tada se on moze zapisati na sljedeéi nacin:

X, = / e dZ(N),
(—ﬂ',ﬂ']

gdje je Z kompleksna sluc¢ajna mjera takva da je dZ(—\) = m Za kompleksnu slucajnu
mjeru Z vrijedi E[|dZ()\)?] = dF()\), a F se naziva spektralna mjera na (—m, 7.

Za spektralnu mjeru na R, koju éemo oznaciti s GG, definirajmo kompleksnu slucéajnu
mjeru Zg na B(R) koja zadovoljava sljedece uvjete:

(i) Zg(A) je kompleksna Gaussova slucajna varijabla,
(i) E[Za(A)] =0,
(i) F[Zo(A)Za(B)] = G(ANB),
(iv) Za(Uj=1 4j) = >°5—1 Za(4;), za medusobno disjunktne Ay, ..., Ay,

(v) Za(A) = Za(—A).
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Nadalje, s HE éemo oznagiti klasu svih kompleksnih funkcija f s k varijabli koje zadovoljavaju

dedsie:
@ fl=o1,...s—zi) = fla, ..., 2),

(i) for [f(@1s. . @) PdG (@) - - - dG(21) < o0,

T Pl o155, T = 0 ooy B e P ool iy B

Sada za svaku funkciju f € HE, mozemo definirati visestruki Wiener-Itov integral:

"

f((L‘l, satd ,l'k)dZG(.Tl) s dZG(.’Ek),
Rk

gdje je fﬂgk integral na R* izuzev hiperravnina z; = £, i # j.

Sljedeci teorem daje uvjet da procesi, koji imaju spomenutu integralnu reprezentaciju
preko Wiener-Itovih integrala, budu sebi-sli¢ni i sa stacionarnim prirastima. Dokaz teorema
je tehnicki kompliciran te je ovdje izostavljen, a ideja je da se koristi formula zamjene vari-

jabli, koja se moze pronaéi u [2, Poglavlje 3.3].

Teorem 3.3 Za k>0 i f € HE, neka je

1"

X = ) fl@y, .. xp) (e + -+ - + xp)dZg(x1) - - - dZg(xy,), (15)
R
gdje je ¢y(x) = (e®® — 1)/ixz. Ako za nekip >0 i ¢ € R vrijedi:

(1) flewy, s, e8;) = E (B, - T1)5
(i) G(cA) = 1G(A), za A € B(R),

onda je slucajni proces {X;,t € R} sebi-slican s parametrom H =1 — p — kq/2 i sa staci-

onarnim prirastima.

Prema pretpostavci ovog poglavlja, tj. buduéi da promatramo sluc¢ajne procese s konacnom
varijancom, vrijedi E[X?] < oo. Tada, prema tvrdnjama (i) i (iv) iz Teorema 3.1, mora
vrijediti 0 < H < 1, odnosno 0 < 1 —p — kq/2 < 1, iz ¢ega slijedi da p i ¢ iz prethodnog
teorema moraju zadovoljavati 0 < p + kq/2 < 1.

Promotrimo sada specijalni slucaj sebi-slicnih procesa, definiranih kao u prethodnom
teoremu. Dakle, ako u (15) stavimo f =1 imamo:

"

Xi= Or(z1 + -+ xp)dZa(x1) - - - dZg(x).
RE
Ovako definiran proces naziva se Hermitov proces, a u specijalnom slucaju kada je k = 2 |
poznat je kao Rosenblattov proces. Kada je k = 1 Hermitov proces je i Gaussovski, dok za
k > 2 nije Gaussovski. Kako je, za Hermitov proces, uvjet (i) iz prethodnog teorema ocito
trivijalan kada je p = 0, slijedi da je Hermitov proces sebi-slican s parametrom H = 1—kq/2.
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Moze se pokazati da, za proizvoljan k, Hermitov proces ima smisla definirati samo kada je
0 < q < 1/k, tetadavrijedi H € (1/2,1). Hermitov proces { X;,t € R} moze se reprezentirati
kao integral u odnosu na Gaussovsku slucajnu mjeru, slicno kao u Poglavlju 2.3.2, gdje smo
pokazali integralnu reprezentaciju frakcionalnog Brownovog gibanja. Za Hermitov proces
vrijedi:
/ t k
X, =C, J/fw—mﬂw%mwwwdmm, (16)
R 0

#=i

gdje je fﬂék integral na R* izuzev hiperravnine z; = z;, i # j, a C, konstanta koja ovisi
samo o ¢q. Da je (16) zaista integralna reprezentacija Hermitovog procesa, moze se pokazati

koristeéi tzv. Parsevalov identitet, o ¢emu se detaljnije moze pronadi u [2, Poglavlje 3.3].

3.3 Sebi-sli¢ni procesi s beskonacnom varijancom

U ovom poglavlju proucavat ¢emo a-stabilne sebi-sli¢ne procese sa stacionarnim prirastima,
pri cemu je 0 < a < 2. S a-stabilnim procesima smo se upoznali u Poglavlju 2.2.2, gdje
smo ih definirali kao procese kojima su sve konacnodimenzionalne distribucije a-stabilne.
Simetri¢ne a-stabilne procese zvat éemo SaS procesi. Ako je slucajni proces a-stabilan
sebi-slican sa stacionarnim prirastima, onda je on odreden s dva parametra, s parametarom
sebi-slicnosti H > 0 i indeksom stabilnosti 0 < o < 2. Iduéi teorem govori o dozvoljenim

vrijednostima parametara H i .

Teorem 3.4 Za H > max{1,1/a}, ne postoji a-stabilan sebi-slican proces s parametrom H

1 sa stacionarnim prirastima.

Dokaz. Neka je {X;,t > 0} a-stabilan sebi-slican proces s parametrom H i sa stacionarnim
prirastima. Za a < 2, a-stabilni procesi imaju konacne sve momente reda manjeg od «.
Dakle, vrijedi F[|X1]7] < 00, za 0 < v < a, te E[|X1]*] = co. Kada je a = 2, radi se o
Gaussovskom procesu, koji ima konacne sve momente. Pretpostavimo prvo da je a > 1.
Tada je E[|X1]"] < oo, za sve v < a. Kako je a > 1, sigurno je za v = 1, F[|X;]] < 0.
Prema Teoremu 3.1 (i1), slijedi da je onda H < 1. Sada pretpostavimo da je 0 < a < 1. Sada
su svi momenti reda v < o < 1 konacni. Stoga prema Teoremu 3.1 (7), vrijedi H < 1/, za
svaki 7 < «, odnosno H > 1/a. Dakle, zakljucujemo da parametar sebi-slicnosti H ne moze
biti veéi od max{1,1/a}. O

Cesto se Sa.S sebi-sliéni procesi sa stacionarnim prirastima prikazuju koristeéi inetgralnu
reprezentaciju. Dakle, Sa.S sebi-slican proces sa stacionarnim prirastima {X;,¢ € R} ima

integralnu reprezentaciju
X, = [ f@)aM()
E

gdje je M SaS slucajna mjera s kontrolnom mjerom m.
U sljede¢em primjeru upoznat ¢emo se s linearnim frakcionalnim stabilnim gibanjem, koje

je jedna generalizacija frakcionalnog Brownovog gibanja na SaS' sluc¢ajni proces.
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Primjer 3.2 Neka je 0 < H < 1,0< a <2, a,b € R, |a|+ |b| > 0. Linearno frakci-
onalno stabilno gibanje je slucajni proces { Lo u(a,b;t),t > 0} definiran s:

Lon(ebit) = [ fil@)dM(a),
gdje je M SaS slucajna mjera na R s Lebesqueovom kontrolnom mjerom,
H-1/«a H-1/«a H-1/«a H-1/«a
filw) = a((t = )7 = (=) i7V) +b((t - 027 = ()27, )
te 4 = max{x,0}, z_ = max{—=z,0}.

Integralna reprezentacija linearnog frakcionalnog stabilnog gibanja je bazirana na integralnoj
reprezentaciji (12) frakcionalnog Brownovog gibanja, pri ¢emu je ovdje eksponent H — 1/«
umjesto H — 1/2. Stoga, kada je a = 2 linearno frakcionalno stabilno gibanje je zapravo

frakcionalno Brownovo gibanje.

Teorem 3.5 Linearno frakcionalno stabilno gibanje { Lo g (a,b;t),t > 0} je SaS sebi-slican

proces s parametrom H 1 sa stacionarnim prirastima.

Prije dokaza teorema, navodimo tvrdnju koju ¢emo iskoristiti kasnije. Za dokaz tvrdnje
pogledati [2, Teorem 3.5.2].

Teorem 3.6 Ako je {fi(-),t > 0} skup izmjeriih funkcija te
/ |fe(z)|%dx < 00, za svakit >0,
E
onda je proces { Xy, t > 0} definiran s

Xt = / ft(x)dM(.fE), t Z O7
E
SasS' slucajni proces.

Dokaz Teorema 3.5. Kako je proces {Lq g (a,b;t),t > 0} dobro definiran, tj. f, € L*(R)
(vidi [4, Dokaz propozicije 2.6.21]) prema prethodnom teoremu slijedi da je {Lq m(a, b;t),t

0} SaS slucajni proces. Promotrimo Ly g(a,b;ct) = [ fu(cv)dM (cv). Imamo:
fet(cv) = a((ct — cv)f_l/a - (—cv)f_l/a) +b((ct — cv)i[_l/a - (—cv)H_l/a)

= cH/a (a((t — ) e M b — ) — (—m)?‘”‘“)>
= CH_I/aft(U)-

Sada je
Lo m(a,b;ct) = cH_l/a/ fi(v)dM (cv).

Ako iskoristimo svojstvo dM (cv) L Vg (v) dobijemo
Ly mila, by et) = cH_l/acl/a/ fi(v)dM (v),
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tj. Lau(a,b;ct) icHLOéJq(a,b; t), sto znaci da je slucajni proces {Lq g (a,b;t),t > 0} sebi-
slican s parametrom H. Sli¢no, korirsteci svojstvo dM (u+h) LaM (u) pokaze se da linearno
frakcionalno stabilno gibanje ima stacionarne priraste. U
Kada je H = 1/, linearno frakcionalno stabilno gibanje je SaS Lévyjev proces. Za
dokaz ove tvrdnje pogledati [4, Primjedba 2.6.22].
Sljedeci teorem govori da se linearna frakcionalna stabilna gibanja razlikuju za razlicite

realne brojeve a i b . Dokaz je izostavljen, a moze se pronaéi u [7, Teorem 7.4.5]

Teorem 3.7 Neka je0 < H<1,0<a <2, H# 1/aineka sua,b,a',b realni brojevi koji
zadovoljavagu |al + [b] > 0 te |a'| + |b'| > 0. Tada vrijedi

{Zii%jﬁLmHOLbﬂ)}éé{ZZR%TESLmH(deﬂ)}a
gdje je
Crla,b) = {/: a{(l _ )V (—u)f‘l/"} " b{(1 _ gy _ (—v)fl_l/a}‘adv}l/a,

ako i samo ako je zadovoljen jedan od sljedecih uvjeta

(i) =& =1,
(i) b=V =0,
(iii) aa’bb’ #0 ia/a’ =0b/V.

Uzmimo da je indeks stabilnosti a = 1.7. Na sljedecoj slici su prikazane simulirane tra-
jektorije linearnog frakcionalnog stabilnog gibanja (LFSG), za razlicite vrijednosti parametra
sebi-sli¢nosti H.
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Slika 4: Simulirane trajektorije linearnog frakcionalnog stabilnog gibanja za o = 1.7 te

H =019, H=059iH = 0.99.

Mozemo vidjeti da su fluktuacije vece za manje vrijednosti parametra sebi-slicnosti. U
slucaju kada je H = 0.59, zapravo se radi o Sa.S Lévyjevom procesu, buduéi da je H = 1/a.
Trajektorije SaS Lévyjevog procesa nisu neprekidne pa simulirana trajektorija nema oblik

odgovarajuce krivulje.
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Sazetak

U ovom diplomskom radu predstavljeni su sebi-sli¢cni procesi, njihova definicija i svojstva
koja su direktna posljedica sebi-slicnosti. Opisana je veza sebi-slicnih procesa i strogo sta-
cionarnih procesa te je dokazan Lampertijev fundamentalni grani¢ni teorem. Nadalje, dani
su primjeri sebi-slicnih procesa, kao sto su Brownovo gibanje, stabilni Lévyjevi procesi te
frakcionalno Brownovo gibanje. Proucen je frakcionalni Gaussovski sum, koji je staciona-
ran niz prirasta frakcionalnog Brownovog gibanja. Simulirane su trajektorije frakcionalnog
Gaussovskog Suma za razlicite vrijednosti parametra sebi-slicnosti. Zatim je proucena klasa
sebi-slicnih procesa sa stacionarnim prirastima, koji nisu nuzno Gaussovski. Promatran je
slucaj sebi-slicnih procesa s konacnom varijancom, te posebno Hermitov proces. Opisani
su stabilni sebi-slicni procesi sa stacionarnim prirastima, te linearno frakcionalno stabilno

gibanje kao primjer takvih procesa.

Kljuéne rijeci: sebi-slicni procesi, parametar sebi-slicnosti, strogo stacionaran proces, sta-

cionarnost prirasta, Gaussovski proces, stabilni procesi.
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Summary

In this graduate thesis, self-similar processes, their definition and properties which are direct
result of self-similarity, are presented. The connection of self-similar processes and strictly
stationary processes is described and Lamperti’s fundamental limit theorem is proved. Furt-
hermore, examples of self-similar processes, such as Brownian motion, stable Lévy processes
and fractional Brownian motion, are given. Fractional Gaussian noise, which is stationary
sequence of increments of fractional Brownian motion, is studied. Sample paths of fractional
Gaussian noise are simulated for different value of self-similarity parameter. Then, class
of self-similar processes with stationary increments, which are not necessarily Gaussian, is
studied. Next, the self-similar processes with the finite variance are studied, in particular
Hermite processes. Stable self-similar processes with stationary increments are described,

and linear fractional stable motion is given as example.

Key words: self-similar processes, self-similarity parameter, strictly stationary process,
stationary increments, Gaussian process, stable processes.
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