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1 Uvod

Glavna je ideja Monte Carlo metoda procjena nekog parametra od interesa generiranjem
slucajnih uzoraka. One se najceSée koriste kao metoda numericke integracije, pri ¢emu je
podintegralna funkcija takva da je njezin integral tesko egzaktno izracunati. Tada se taj
problem svodi na procjenu ocekivanja transformacije te slucajne varijable, pri ¢emu se taj

integral zapisuje kao matematicko ocekivanje neke sluc¢ajne varijable.

Nadalje, Monte Carlo Markovljevi lanci (MCMC) metoda je ¢iji je zadatak pomocu za-
dane distribucije 7 na skupu S generirati slu¢ajni uzorak iz S iz distribucije 7. To se radi
na nacin da se konstruira Markovljev lanac ¢ija stacionarna distribucija dobro aproksimira
distribuciju s gusto¢om 7. Na pocetku se na slucajan nacin bira vrijednost parametra koji
razmatramo. Zatim simulacija generira sluc¢ajne vrijednosti (to je Monte Carlo dio). Klju¢
je u tome $to se za svaku generiranu vrijednost moze odrediti koliko je ona "dobra" postujuéi
neko pravilo, o ¢emu ¢e biti govora u nastavku. Ukoliko je slu¢ajno generirana vrijednost
"bolja" od prethodne, dodaje se u lanac s odredenom vjerojatnoséu(to je dio vezan za Mar-
kovljeve lance), Sto ¢emo zvati vjerojatnost prihva¢anja. Bitno je odrediti pravilo po kojemu
se vrijednost prihvaca, odnosno dodaje u lanac, ili odbija, tj. lanac ostaje u prethodnom
stanju.

O tome ¢e biti govora u 4. poglavlju gdje je predstavljena klasa Metropolis-Hastings
algoritama koji se smatraju najopéenitijim MCMC algoritmima. Zapoceli smo sa osnovnim
algoritmom koji je jednostavan za razumijevanje, ali i za implementaciju. Zatim smo poblize
opisali dvije najceSce verzije, a to su nezavisni Metropolis-Hastings algoritam i Metropolis-

Hastings algoritam sa sluc¢ajnom Setnjom. Dani su i primjeri za lakSe razumijevanje.

Zadnje poglavlje ovog rada posveceno je problemu desifriranja poruke koja je Sifrirana
supstitucijskom §ifrom. Na pocetku je bilo potrebno stvoriti matricu prijelaznih vjerojatnosti
za Markovljev lanac koji ¢e biti simuliran. To smo napravili prebrojavanjem bigrama u
romanu Zloc¢in ¢ kazna ruskog pisca Dostojevskog. Bigram je slijed od dva susjedna slova.
Na primjer, u rijei SKOLA bigrami su: SK, KO, OL i LA. Zatim ¢emo vidjeti na koji na¢in
¢e nas simulacije iz Metropolis-Hastingsovog algoritma dovesti do rjesenja.



2 Monte Carlo metoda

Monte Carlo simulacije numericke su metode nazvane po popularnoj kockarskoj destina-
ciji u Monacu. Razlog je tomu §to je slu¢ajnost temelj ovih simulacija, bas kao §to je i temelj
kockarskih igara na srec¢u. U njihovoj je osnovi generiranje slucajnih brojeva iz pretpostav-
ljene distribucije. To¢nije, generiraju se pseudoslucajni brojevi koji se ¢ine slu¢ajnima, ali
zapravo nisu istinski slucajni. Razlog je tomu Sto svaki generator slu¢ajnih brojeva nakon
nekog vremena pocinje ponavljati brojeve jer on ponavlja jedan deterministicki algoritam.
Dakle, nacin njihova nastanka nije slucajan.

Integral je nekih funkcija vrlo tesko egzaktno izraCunati te se on procijenjuje raznim
numerickim metodama. To nazivamo numerickom integracijom. Za jednodimenzionalne in-
tegralne domene postoje metode koje daju dobre rezultate poput Simpsonove i trapezne
metode. Problem nastaje kada je domena viSedimenzionalna. Kod veéine se metoda za
numericku integraciju povecavanjem dimenzije povecava i greSka procjene, ali kod Monte
Carlo simulacija greska procjene ne ovisi o dimenziji. Zbog toga su one pogodne za procjenu
integrala nad domenama visih dimenzija i tu se najvise primjenjuju. Pomocu njih se integral

svodi na procjenu matematickog ocekivanja slucajne varijable.

Monte Carlo simulacije mogu se koristiti za rjeSavanje niza problema u podruc¢jima po-
put financija, kemije, fizike, inZenjerstva, optimizacije i sli¢cno. Na primjer, mogu se koristiti
za razumijevanje utjecaja rizika u modelima predvidanja nekog vremenskog niza, aprok-
simaciju povrSine lika nepravilnog oblika, predvidanje vremenske prognoze, izracunavanje

vjerojatnosti pobjede na izborima i u mnogim drugim problemima.

Pod Monte Carlo simulacijom ili eksperimentom smatramo bilo koju metodu koja koristi
velik broj pseudosluc¢ajnih generiranih brojeva kako bi ispitala sve moguce ishode eksperi-
menta.

Osnovni je primjer izracunavanje integrala oblika:

/D f(x) de, 1)

pri ¢emu je f produkt dviju funkcija g i h takvih da je h funkcija gustoée neprekidne sluc¢ajne
varijable X s vrijednostima u skupu D C R, tj. P(X € D) = 1. Dakle,

/D f(a) dx = /D g(2)h(z) dz = Elg(X)] = . 2)

Vidimo da je za izraCunavanje gornjeg integrala zapravo potrebno procijeniti ocekivanje
transformacije slucajne varijable X funkcijom g. Opcenito, ako imamo jednostavni sluc¢ajni
uzorak (X7i,...,X,), veli¢ine n € N, njegovo oc¢ekivanje procijenjujemo aritmetickom sredi-

nom uzorka:

I
anﬁi;xi. (3)
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U naSem sluc¢aju, Monte Carlo procjenitelj za pu je:

fin = 39X, (@)

To znaci da vrijednost integrala 1 procjenjujemo aritmetickom sredinom slucajnog uzorka
9(X;),i = 1,...,n. Po jakom zakonu velikih brojeva, znamo da procjenitelj i, konvergira
gotovo sigurno prema pravo] vrijednosti ocekivanja p. To znaci da Sto vise podataka simu-
liramo, procjena ¢e biti bliza pravoj vrijednosti. Takoder, ovaj je procjenitelj nepristran:

Elpn) =FE

%ng] = 3" Bl = Blg(X)] = u (5)

Gornje jednakosti slijede zbog linearnosti oc¢ekivanja te zbog jednake distribuiranosti slu-
¢ajnih varijabli X;, i =1,...n.

Koriste¢i ovaj primjer, navodimo osnovne korake Monte Carlo metode:

1. Na pocetku je potrebno definirati vezu izmedu ulaznih i izlaznih varijabli, tj. napraviti
model. Ovdje je ulazna varijabla X, a izlazna g(X).

2. Zatim definiramo distribuciju ulaznih varijabli.

3. Generiramo n pseudosluc¢ajnih brojeva iz distribucije zadane u koraku 2, tj. uzorak
podataka (z1,...,x,) koji su realizacija jednostavnog slu¢ajnog uzorka (Xi,...,X,)
veli¢ine n € N iz distribucije ulazne slucajne varijable X.

4. Pomoc¢u podataka iz prethodnog koraka i modela koji smo zadali u 1. koraku, dobivamo

n vrijednosti uzorka, tj. g(z;),i=1,...,n.

5. Pomoc¢u dobivenih se podataka procijenjuje funkcija distribucije izlazne sluc¢ajne vari-
jable g(X). U nasem primjeru, procjenjuje se i oc¢ekivanje E[g(X)].

Za kraj ovog poglavlja navodimo jedan kratak primjer primjene ove metode.

Primjer 2.1. U ovom primjeru cilj nam je aproksimirati vrijednost konstante m. Na Slici 1
prikazan je kvadrat stranice 1 cm 1 njemu upisan krug ¢ija nas povrsina zanima. Kako bismo
aproksimairali povrsinu kruga, simulirali smo 100 000 tocaka koje pripadaju kvadratu sa slike.
To smo napravili na nacin da smo za x i y koordinate tocaka generirali slucajne brojeve iz uni-
formne distribucije na segmentu [0,1]. Dakle, generirali smo dva medusobno nezavisna jed-
nostavna sluéajna uzorka (X1, ..., Xi00000) ¢ (Y1, -, Yio0000) 12 distribucija X,Y ~ U(0,1).
Na Slici 2, crvenom su bojom prikazane simulirane tocke. Vidimo kako se neke nalaze unutar
kruga, a neke ne.
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Slika 3: 3-D histogram frekvencija tocaka

Slika 3 prikazuje frekvencije tocaka na odredenom podrucju unutar kvadrata na nacin koji
je prikazan na skali desno, tj. crvena podrucja sadrie vise simuliranih tocaka, a plava manje.
Radi bolje preglednosti, pogledajmo 2-dimenzionalni prikaz na slici 4. Vidimo izmijesane boje,
Sto znaci da niti jedno podrucje nije posebno preferirano, a tako bi i trebalo biti.

Nadalje, za svaku smo tocku (x;,y;) izracunali njezinu euklidsku udaljenost od sredista kruga,

koje je u tocki (0.5,0.5), prema formuli:

da((zi, 1), (0.5,0.5)) = v/(x; — 0.5)2 + (y; — 0.5)2. (6)

6
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Slika 4: Shematski prikaz frekvencije tocaka

Prebrojavanjem tocaka cija je euklidska udaljenost od sredista kruga manja ili jednaka

0.5cm, dobili smo prvu aproksimaciju povrsine kruga.
| 100000
9(T1, -, 2100000, Y1, - - - » Y100000) = 100000 Z [{\/(J:i—0-5)2+(yi—0.5)2§0.5}<xi’yi) (7)

1=

Imamo 78 516 tocaka koje leze unutar kruga, $to znaci da je njegova povrsina 0.78516cm?.
Digeljenjem tog broja sa kvadratom radijusa kruga, dobivamo m ~ 3.14064.
Nadalje, ponavijanjem gornjeq postupka 1000 puta, dobivamo nove aproksimacije. Pruvih

nekoliko prikazano je u sljedecoj tablici:

Broj todaka | zo-16 | 78764 | 7s6s2 | 78340 | 78442 | 78545 | 78556 | 78611 | 78644
u krugu
Errsjcie:a 3.14064 | 3.15056 | 3.14728 | 3.13360 | 3.13769 | 3.14180 | 3.14224 | 3.14444 | 3.14576

Tablica 1: Aproksimacije broja 7

Za svaku iteraciju, povrsinu kruga procijenjujemo relativnom frekvencijom tocaka koje leZe
unutar njega. Zatim, uzevsi prosjek svih 1000 iteracija, dobivamo da je ocekivana povrsina
kruga jednaka 0.78537125cm?. Uz poznat radijus kruga, slijedi da aproksimacija broja w
1znost 3.141485, a vrijednost broja m zaokruZena na 6 decimala je 3.141593. Dakle, dobili

smo tocénost na 3 decimale.

20
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3 Markovljevi lanci

U ovome ¢emo se poglavlju podsjetiti osnovih pojmova vezanih za homogene Markovljeve
lance u diskretnom vremenu, a koje ¢emo korisiti u nastavku. Najprije navodimo definiciju

Markovljevog lanca.

Definicija 3.1. Neka je S diskretan skup. Slucajni proces X = (X,,,n € Ny) na vjerojat-
nosnom prostoru (£, F, P) s vrijednostima u skupu S je Markovljev lanac ako vrijedi:

P(Xn+1 - ]‘Xn - ’i, Xn—l - in—h .. 7X0 - ZO) - P(Xn—l-l - j|Xn - Z)7 (8)
za sve n € Ny isveig,...i,-1,7,] € S za koje su obje gornje vjerojatnosti dobro definirane.

Svojstvo 8 naziva se Markovljevo svojstvo. Ono kaze da je vjerojatnosno ponasSanje
Markovljevog lanca u neposrednoj buduc¢nosti uvjetno na sadasnjost i proslost jednako po-
nasanju tog lanca u neposrednoj buduénosti uvjetno samo na sadasnjost. Tj., uvjetno na
poznatu sadasnjost, neposredna buduénost i proslost lanca su nezavisne. Za stanja i,j € S
is,te Ny s <t definiramo funkciju

p(i,s;t,j) = P(X, = j| X, = 1)

koju nazivamo funkcija prijelaznih vjerojatnosti. Zanimat ¢e nas samo 1-korac¢ne prije-
lazne vjerojatnosti, tj. one za koje je t = s + 1. Ako one ne ovise o vremenskom trenutku ¢,

kazemo da je lanac homogen. U tom slucaju za vrijeme n € Ny imamo skraceni zapis:
p(i,nin+1,j) = piji,j € S.

Vektor vjerojatnosti A = (\;,i € S), pri ¢emu je \; = P(Xy = i), a X, sluc¢ajna varija-
bla kojom modeliramo pocetno stanje Markovljevog lanca (X,,,n € Ny), naziva se po€etna
distribucija tog lanca. Prijelazne vjerojatnosti zapisujemo u matricu, a ovdje za ilustra-
ciju navodimo matricu 1-korac¢nih prijelaznih vjerojatnosti Markovljevog lanca s kona¢nim

skupom stanja S = {1,...,n},n € N:

P11 P12.--- Pin

P21 P22... Don L.
. . :ijaZ7.]€S

Pn1 Pn2--- DPnn

koju zovemo matrica 1-korac¢nih prijelaznih vjerojatnosti homogenog Markovljevog
lanca (X,,n € Ny). Matrice ¢ija je suma u svakom retku jednaka 1 nazivamo stohastic¢kim
matricama, a Il je bas takva matrica jer su u ¢-tom retku zapisane uvjetne vjerojatnosti
P(X,41 =j|X, =1), zasve j €S, §to kada se sumira po stanjima j € S daje 1.

Markovljev lanac s po¢etnom distribucijom A i matricom 1-korac¢nih prijelaznih vjerojat-
nosti I krace zapisujemo kao (A, IT)-Markovljev lanac. Znamo da je za poznavanje ponasanja
slucajnog procesa dovoljno poznavati njegove kona¢nodimenzionalne distribucije, a za Mar-
kovljeve lance vrijedi sljedeci teorem:



Teorem 3.1. Homogen Markovljev lanac u potpunosti je odreden matricom 1-koracnih pri-

jelaznih vjerojatnosti 11 ¢ distribucijom A slucajne varygable Xo. Tada je:
P(Xo =i, X1 =01, Xpo1 = n—1, Xo = in) = NigDigiy - - - Piny_yin- (9)
Dokaz. Dokaz provodimo koriste¢i definiciju uvjetne vjerojatnosti i Markovljevo svojstvo.

P(Xo =10, X1 =11,..., Xp1 = tn_1,Xpn = 1p)
= P(X, =in|Xn1 =in-1,Xpn2="1n9,..., X0 =10) P(Xp_1 = tp_1,..., X0 = ip)
=P(X, =in|Xn1 =ip1)P(Xp_1 =ip_1,..., X0 =1p)
=P(X, =in|Xn-1 =in1)P(Xpo1 = in| Xno=tn2...,Xo=10)P(Xpn—2 =tpn_2..., X0 =10p)
=P(X,, =in|Xn-1 = in1)P(Xp1 = ip1| X2 =tn2)P(Xp2=1p_2...,Xo =1p)
= PiprinPin—sin1 P(Xn—2 =ino...,Xo = 1)
= o = PiyyinPin_sin_y - - Pioin P(Xo = 10) = NigDigiy - - Pin_yin-

]

Za odredivanje distribucije slu¢ajne varijable X,,,n € N, potrebna nam je matrica II",
Sto je vidljivo iz sljedeceg:

P(X,=i)=P(X,=i,X01€8,...,Xo €5)
= Z Ce Z )\iopioil .. 'pin—li = ()\ﬂ'n)l,Z € S

in—les iOES

()
ij
vjerojatnosti prijelaza Markovljevog lanca iz stanja ¢ u stanje j u n koraka, n-kora¢nim pri-

Matricu II" nazivamo matrica n-kora¢nih prijelaznih vjerojatnosti, a njezine elemente p
jelaznim vjerojatnostima.

Za skup B C S definiramo prvo vrijeme pogotka Markovljevog lanca u skup B
na sljedeéi nacin:
Tp =min{n € Ny : X,, € B}.

Definicija 3.2. Za stanja 7,7 € S kazemo da je j dostiZno iz i u oznaci i — j, ako je
P(T; < 00| Xy =1) > 0.

Dakle, 7 je dostizno iz ¢ ako lanac starta iz ¢ te s pozitivhom vjerojatnoséu u kona¢nom

vremenu prvi puta posjecuje stanje j.
Definicija 3.3. Stanja i i j iz skupa S komuniciraju ako je ¢ — j i 7 — 1, $to oznac¢avamo
S 1.

Relacija komuniciranja relacija je ekvivalencije na skupu S x S, stoga generira parti-
ciju skupa S na klase komuniciranja, pri ¢emu istoj klasi pripadaju stanja koja medusobno

komuniciraju.



Definicija 3.4. Markovljev lanac ireducibilan je ako je cijeli skup stanja S jedna klasa

komuniciranja, tj. ako sva stanja medusobno komuniciraju.

Stanja mogu biti povratna i prolazna, a da bismo ih definirali treba nam sljedeca defini-
cija. Pretpostavka je kako jezai € S P(Xy=1) >0, tj. \; > 0.

Definicija 3.5. Vrijeme prvog povratka Markovljevog lanca u stanje i € S je Tl-(l) =
min{n € N: X,, =i}.

Definicija 3.6. Stanje i € S povratno je ako je P(Ti(l)

je P(TWY < 00| Xg =) < 1, tj. P(T"Y = 00| Xy =1i) > 0.

2

< 00|Xy =) =1, a prolazno ako

Dakle, nakon starta, u povratno se stanje lanac prvi puta vra¢a u kona¢nom vremenu s
vjerojatnoséu 1, tj. vraca se u njega beskonac¢no mnogo puta. U prolazno se stanje lanac
prvi puta vrac¢a u kona¢nom vremenu s vjerojatnoséu manjom od 1. Povratnost i prolaznost
svojstva su klase komuniciranja. Ako je stanje i € S povratno (prolazno), a i <> j,j € S,
tada je i j povratno (prolazno). Dokaz se moZe pronaci u [2](6. poglavlje, Propozicija 6.6).

Spomenimo sada jednu posebnu klasu slu¢ajnih procesa, a to su strogo stacionarni pro-

cesl.

Definicija 3.7. Slucajni proces (X, t € T') (pri ¢emu je T' C R skup indeksa) je stacionaran
u uzem smislu (strogo stacionaran) ako su distribucije slu¢ajnih vektora (Xi,,...,X;,)
i (X¢yany .- Xi,+n) jednake za proizvoljne indekse tq,...,t, € T'i proizvoljan h takav da su
(ti+h),...,(t, +h) eT.

Definicija kaze da su kona¢nodimenzionalne distribucije procesa invarijantne na vremen-
ske pomake. Specijalno, sve su jednodimenzionalne distribucije jednake. To znaci da je
P(X; € B) = P(Xy1n € B),VB C S,t € T'i za svaki h za koji su te dvije vjerojatnosti dobro

definirane. Strogo stacionarne procese kra¢e ¢emo nazivati stacionarnim procesima.

Definicija 3.8. Neka je (X,,n € Ny) Markovljev lanac s prebrojivim skupom stanja S i
matricom 1-kora¢nih prijelaznih vjerojatnosti II. Vjerojatnosna distribucija = = (m;,7 € 5)
na S je stacionarna ili invarijantna distribucija tog Markovljevog lanca ako vrijedi
7 = 7ll, tj. po komponentama 7; = Zﬂkpkj,‘v’j es.

kes

Primjedba 3.1. Tz gornje definicije slijedi: 7 = 7ll = (1)1l = #1I? = ... = 71", Vn € Nj.

Teorem 3.2. Neka je X = (X, n € Ny) (m,II)-Markovljev lanac, pri ¢emu je m stacionarna
distribucija. Tada je X stacionaran proces.

Dokaz. Dokaz se moze pronaci u [2] (Poglavlje 7, Teorem 7.4). O
Definicija 3.9. Stanje i € S je pozitivno povratno ako je E[Ti(l)|X0 = 1] < 0.

Teorem 3.3. Neka je X ireducibilan Markovljen lanac s matricom 1-koracnih prijelaznih

vjerojatnosts 11. Sljedeée su tvrdnje ekvivalentne:

10



(a) svako je stanje pozitivno povratno;
(b) postoji pozitivno povratno stanje;
(¢c) X ima stacionarnu distribuciju 7.

Dokaz se moze pronaci u 2] (Poglavlje 7, Teorem 7.14).

Definicija 3.10. Neka je X = (X,,,n € Ny) Markovljev lanac sa skupom stanja S i matricom
1-kora¢nih prijelaznih vjerojatnosti II. Vjerojatnosna distribucija 7 = (m;,7 € S) naziva se
grani¢nom distribucijom tog Markovljevog lanca (odnosno matrice II) ako za sve i,j € S
(n)

vrijedi: lim p;;7 = ;.
n—oo
Propozicija 3.1. Neka je m granicna distribucija Markovljevog lanca X. Tada je ona ujedno

1 stactonarna distribucija.
Dokaz se moze pronaéi u [2] (Poglavlje 8, Propozicija 8.3).

Definicija 3.11. Neka je X Markovljev lanac s matricom 1-korac¢nih prijelaznih vjerojatnosti
II. Za stanje i € S s d(i) ozna¢avamo najveéeg zajednickog djelitelja skupa {n € N : pE?) >
0}, gdje je d(i) = 1 ako je taj skup prazan. Kazemo da je stanje i aperiodi¢no ako je
d(i) = 1. U suprotnom kazemo da je periodi€no, a broj d(i) naziva se period stanja i.

Periodi¢nost je svojstvo klase komuniciranja. Prema [12]|(Poglavlje 5.1 Ergodicity), za
stanja koja su aperiodi¢na i pozitivno povratna kazemo da su ergodska, a Markovljev je
lanac ergodski ako je ireducibilan i sva su njegova stanja ergodska. Prema teoremu 3.3
kod ireducibilnog lanca postojanje jednog pozitivnho povratnog stanja implicira pozitivnu
povratnost svih stanja. Dakle, pozitivna povratnost svojstvo je klase komuniciranja, kao i
periodi¢nost. Iz toga slijedi da je za ireducibilan lanac dovoljno postojanje jednog aperiodic-
nog stanja i jednog pozitivno povratnog te ¢e sva biti takva.

Spomenimo jo§ i teorem koji se moze shvatiti kao generalizacija jakog zakona velikog brojeva
na Markovljeve lance.

Teorem 3.4 (Ergodski teorem). Neka je Markovljev lanac X = (X,,,n € Ny) ireducibilan i
pozitivno povratan te m njegova jedinstvena stacionarna distribucija. Neka je f nenegativna

ili ogranicena realna funkcija definirana na S. Tada vrijedi:

n—1
.1 ,
(25 s = X s ) =1
k=0 jes
Dokaz se moze na¢i u [2| (Poglavlje 9, Teorem 9.3). Dolazimo do teorema vaznog za
konstrukciju Markovljevih lanaca u algoritmima koji slijede u narednim poglavljima.

Teorem 3.5. Neka je A proizvoljna vjerojatnosna distribucija na skupu S. Pretpostavimo
da je X = (X,,n € Ny) (A II)-Markovljev lanac koji je ireducibilan i aperiodican te ima
stacionarnu distribuciju w. Tada je:

lim P(X, =j)=m;,Vjes.

n—o0

)

Specijalno, nh—>nolop£7 =m;,Vi,j €S.
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Prema teoremu 3.3, za ireducibilan lanac postojanje stacionarne distribucije implicira
pozitivnu povratnost svih njegovih stanja te je lanac iz prethodnog teorema ergodski. Slijedi
da je za ergodske lance stacionarna distribucija jednaka grani¢noj. To je vazna tvrdnja koja
¢e nam trebati u nastavku.

Vise o Makrovljevim lancima moze se pronaci u [2].
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4 Monte Carlo Markovljevi lanci (MCMC)

U ovome ¢emo poglavlju objasniti princip metode Monte Carlo Markovljevih lanaca
(skraéeno MCMC) i dati primjere za lakSe razumijevanje. MCMC je metoda generiranja
slucajnih uzoraka iz dane distribucije. Na pocetku se zadaje distribucija 7 koju nazivamo
ciljna distribucija i skup stanja S. Ova metoda zatim generira Markovljev lanac ¢ija staci-
onarna distribucija dobro aproksimira distribuciju 7. Skup stanja S pretrazuje se tako Sto
se gledaju vjerojatnosti prelaska iz nekog stanja u novo stanje i po odredenom se kriteriju
odabire ono stanje koje je vierojatnije te dodaje u lanac. Lanac koji se simulira je ergodski
te je njegova stacionarna distribucija jednaka grani¢noj. Dakle, Sto vise simulacija prove-
demo, bit ¢emo blizi ciljnoj distribuciji. Posto je lanac ergodski, on je ireducibilan, a to nam
svojstvo kaze da sva stanja medusobno komuniciraju. Dakle, bez obzira na pocetno stanje,
lanac ¢e posjetiti neko stanje j iz skupa stanja S u nekom trenutku s vjerojatnoséu m(j),
7(j) > 0, odnosno nije osjetljiv na odabir pocetne distribucije. To je vazno jer ne moramo
brinuti o pocetnoj distribuciji iz koje ¢e nas lanac krenuti.

4.1 Metropolis-Hastings algoritam

Metropolis-Hastings algoritam naziv je za klasu MCMC algoritama. Obi¢ni Metropolis-
Hastings algoritam najopcenitiji je MCMC algoritam. Njegov je zacetnik americki fizi¢ar i
matematicar Nicholas Metropolis !, a poboljsao ga je kanadski matematicar Wilfred Keith
Hastings?. Zadatak je ovog algoritma simulirati uzorke iz distribucije zadane funkcijom
gustoée f koju nazivamo ciljna distribucija. Kako bismo to napravili, konstruiramo ergodski
Markovljev lanac ¢ija stacionarna distribucija dobro aproksimira distribuciju s funkcijom
gustoce f kojoj se priblizavamo povecavanjem veli¢ine uzorka. Uvjetna vjerojatnost ¢(z,y) =
q(y|z) oznaava vjerojatnost prelaska iz stanja x € S u stanje y € S. Pomocu uvjetne
vjerojatnosti ¢(z,y), algoritam predlaze stanja koja se ili odbijaju ili prihvac¢aju te dodaju
u lanac. Nakon navodenja algoritma, postupak c¢e biti detaljnije objasnjen. Dovoljno je
poznavati f i ¢ do na normaliziraju¢u konstantnu, $to ¢ini ovaj algoritam jednostavnim za
koristenje. Na pocetku kreéemo iz stanja zq € S za koje je f(xo) > 0. Zatim pratimo
algoritam 1.

U prvom koraku generiramo novo stanje na osnovu prijelazne vjerojatnosti ¢(y|x). Kako
bismo donijeli odluku o prelasku u novo stanje, moramo definirati kriterij koji ¢emo slijediti.
Pretpostavimo da imamo nov¢ié¢ nepravilnog oblika, pri ¢emu je vjerojatnost okretanja glave

1Zivio je izmedu 1915.-1999. Radio je kao asistent, zatim kao profesor na sveucilistu u Chicagu i kao
znanstvenik te vi§i suradnik u nacionalnom laboratoriju u Los Alamosu. Dobitnik je nagrade "Computer
Pioneer Award" od strane Instituta inZzenjera elektrotehnike i elektronike te je nagradivan za svoje izvanredne
znanstvene radove.

27ivio je izmedu 1930. i 2016. godine. Studirao je matematiku na sveuéilistu u Torontu. Radio je na
sveudilistu Canterbury, na Novom Zelandu, zatim u "Nokia Bell Labs" laboratoriju u New Yerseyu te se
nakon toga vraca u Toronto, gdje je 5 godina radio na sveuéilistu kao izvanredni profesor. Njegovo posljednje
radno mjesto bilo je mjesto izvanrednog profesora na sveucilistu u Viktoriji.
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Algoritam 1 Metropolis-Hastings algoritam
0: Neka je X,, = x,,.

1: Generiraj y, iz Y, ~ q(y| X,).

2: Generiraj u iz U ~ U(0, 1).

3: Izracunaj p(z,,y,), gdje je

_ i [ F ) a(@alyn)
P(Tn, yn) = {f(xn) C](?Jn|$n>’1} .

ny k < ny JIn
4: Definiraj x,11 = {y ako u < p(Tn,y )

T,, inace
5. Ponavljaj zan=n+ 1.

u koji dolazi iz uniformne distribucije na nosac¢u [0, 1]. Zatim gledamo umnozak omjera:

fW) a(zly)

f(@) qlylz)

Prvi faktor usporeduje vjerojatnosti dva stanja, a drugi vjerojatnost prelaska iz predlozenog

(10)

u trenutno stanje i obrnuto, iz trenutnog u predlozeno stanje. Ako je gornji izraz veéi od
1, to znai da je novo stanje vjerojatnije od trenutnog. Tada je p(z,,y,) = 1, §to znaci
da u koraku 4 algoritma 1 prelazimo u novo stanje jer je u € [0,1]. Ako je manji od 1,
bacamo novci¢ i okretanjem glave prije¢i ¢emo u novo stanje, a okretanjem pisma ostajemo
u starom. To znaci da u svako stanje mozemo doéi s nekom vjerojatnoséu koja je razlicita od
nule. To je jako bitno jer nam omoguc¢ava da algoritam ne "zapne" u lokalnim ekstremima.
Sada vidimo kako je f i ¢ dovoljno poznavati do na konstante jer nam je za rac¢un potreban
samo njihov omjer. Vjerojatnost p(z,,y,) naziva se vjerojatnost prihva¢anja, a ona nam
govori kolika je vjerojatnost prelaska u novo predlozeno stanje. Ovaj se algoritam zapravo
zasniva na ideji pokusaja i pogrjeske. Dakle, u 4. koraku formira se novo stanje u ovisnosti
o prethodnom stanju pa je jasno kako je rije¢ o konstrukciji Markovljevog lanca.
Primjetimo da, ukoliko je ¢ simetri¢na funkcija, tada u izrazu 10 ostaje samo prvi faktor.
Upravo je pocetni Metropolisov algoritam bio takav, a poslije ga je Hastings poop¢io.

Niz je varijabli dobiven ovim algoritmom zavisan jer je svaka varijabla definirana pomocu
prethodne i distribucija slucajne varijable X,, za veliki n priblizno je jednaka distribuciji s
gusto¢om f. Dakle, u simuliranom ¢e uzorku postojati autokorelacija. To znaci da lanac du-
ljine 5000 dobiven ovim algoritmom daje manje informacija od nezavisnog slu¢ajnog uzorka
duljine 5000 jer se u lancu javlja redundancija, tj. visak informacija zbog ponavljanja. Nas
zanima koliko "manje" informacija nam daje taj lanac, odnosno koliko u nasem lancu ima
slucajnih varijabli koje nisu medusobno korelirane.

Efektivna veli¢ina uzorka(eng. effective sample size, ESS) broj je koji nam kazuje ko-

liko je nezavisne informacije prisutno u lancu (X,,,n € N) generiranom gornjim algoritmom.
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Racuna se na sljede¢i nacin:

BSS = N , (11)

oo N
k=

L42) > p(Xe, Xopr)

1 t=0

pri ¢emu N predstavlja veli¢inu simuliranog lanca, tj. broj iteracija, a p(X;, X;1x) autoko-
relaciju lanca s pomakom za k koraka koja se definira na sljedeéi nacin:

v X, 7X k
D(Xy, Xppy) = L0 Xe).
0X.0X, 1
U gornjoj jednadzbi, v( X, X;1x) predstavlja kovarijancu slucajnih varijabli X; i X;x, a ox,
1 0x,,, njihove su standardne devijacije. Kada usporedujemo viSe lanaca, bolji je onaj koji

ima veéu efektivnu veli¢inu uzorka.

4.2 Nezavisni Metropolis-Hastings algoritam

Kod ovog specijalnog sluc¢aja Metropolis-Hastings algoritma predlozena distribucija ¢ ne ovisi
o prethodnom stanju u kojem se lanac nalazi. Zbog toga nosi ime "nezavisni". Predlozenu
distribuciju mozemo krace pisati samo kao ¢(y),y € S jer ona ovisi samo o stanju u kojem

se lanac trenutno nalazi.

Algoritam 2 Nezavisni Metropolis-Hastings algoritam
0: Neka je X,, = x,,.

1: Generiraj y, iz Y, ~ q(y).

2: Generiraj u iz U ~ U([0, 1]).

3: Izracunaj p(z,,y,), gdje je

(T, Yn) = min {

. ako u < p(x
: Definiraj z, .1 = Yns = p( nayn).
T, inace

(SRS

: Ponavljaj zan=n+ 1.

Dakle, u ovom algoritmu svakom se iteracijom generira realizacija slucajne varijable iz
iste vjerojatnosne distribucije ¢q. Tako su generirani brojevi realizacije nezavisnih sluc¢ajnih
varijabli, dobiveni uzorak nije nezavisan jer se u svakoj iteraciji promatra omjer vjerojatnosti
koje se odnose na prethodno i na novo, predlozeno stanje, odnosno vjerojatnost prihvac¢anja
p(Zn, yn) Ovisi o prethodnom stanju x,,.

Za bolje razumijevanje, pogledajmo primjer koji slijedi.

Primjer 4.1. U ovome éemo primjeru uz pomoé generiranih vrijednosti iz uniformne dis-

tribucije na intervalu [0,1] simulirati beta distribuciju s parametrima 8 i 5, tj. Be(3,5).
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Podsjetimo se kako je beta distribucija definirana na intervalu [0, 1] i parametrizirana s dva

pozitivna parametra oblika, o © B. Njezina je funkcija gustoce:

o1 (1 — z)Pt o

pri cemu je I' Gamma funkcija. Ovdje jasno vidimo da ée nam za izracunavanje vjerojatnosti

prihvacéanja p(,,y,) biti dovoljno racunati

Fla) = a1 — )P

f(yn)
f(xn)

nazivniku. Dakle, ciljna distribucija je Be(3,5), a predloZena U0,1]. Za predloZenu smo

jer ée se konstanta B(a, ) skratiti poSto se u kvocijentu pojavljuje © u brojniku 1

distribuciju mogli uzeti bilo koju distribuciju definiranu na skupu koji je nadskup segmenta

[0,1]. Podsjetimo se jos kako izgleda gustoéa predloZene uniformne distribucije:

q(z) = Ijp ()

Predlozena je distribucija simetriéna i ne ovisi o prethodnoj vrijednosti, tj. q(x,41) ne ovisi
0 x,, za n € N. Zbog njezine se simetrije izraz za p(Tn,y,) pojednostavijuje pa p(x,, yn)

moZemo racunati na sljedecéi nacin:

F ()
p(xnayn)_ =~ =
@ |
(o]
% |
S
_(IJ
Lia)
s =
£ o
I
L(
w
o~
(o]
r
T T T T T T
4500 4600 4700 4800 4900 5000

broj simulacije
Slika 5: Simulirani niz od 4500. do 5000. iteracije

Gorngi graf prikazuje posljedngih 500 simuliranih vrijednosti. Obi¢no se prvi dio lanca ne

prikazuje jer se smatra "burn in" periodom, tj. dijelom lanca u kojem se trazZi put do mjesta
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gdje je ditribucija lanca bliZa njegovoj stacionarnoj distribuciji. Nakon odredenog broja ite-
racija lanac se pribliZava svojoj stacionarnoj distribuciji. Linije oznacene crvenom bojom
prikazuju mjesta na kojima se vrijednost kroz simulacije nije mijenjala. To su mjesta na
kojima u 4. koraku gornjeg algoritma nije prihvacena nova predloZena vrijednost generirana
u 1. koraku. Broj prihvacenih koraka (eng. acceptance rate) u cijelom lancu iznosi 2616.
To je broj iteracija u kojima je algoritam prihvatio predloZenu vrijednost i stavio ju u lanac.
Za nezavisni Metropolis-Hastings algoritam bolji je onaj lanac koji prihvaéa vise koraka. U
tdealnom b slucaju kod ovog algoritma bilt prihvaéent svi koraci.

0.11
|
|

— — ciljna distribucija
—/4 T‘ procjena ciline distribucije

0.09
|

0.07
|
|
J/

gustoca

0.04
|

0.02
|
]

a2

| | 1 | | 1
0.0 0.2 04 06 0.8 1.0

vrijednaosti lanca
Slika 6: Histogram simuliranih podataka

Na gornjem grafu prikazan je histogram simuliranih vrijednosti lanca i pripadna (zagla-
dena) empirijska gqustoéa (zeleno), kao i funkcija gustoée beta distribucije Be(3,5). Ako
pogledamo cijeli lanac kao uzorak, daje se naslutiti kako pripadni histogram dobro aproksi-
mira ciljnu beta ditribuciju. Provjerimo to Kolmogorov-Smirnovljevim testom za testiranje
jednakosti dvaju distribucija. Dobivena je p-vrijednost 0.3036 te na razini znacajnosti 0.05
ne odbacujemo nul-hipotezu o jednakosti distribucija, tj. nemamo dokaza na temelju kojih
bismo mogli torditi da su te dvije distribucije razlicite. Takoder, ako pogledamo ocekivange 4

varijancu ovih dviju distribucija vidimo da su te numericke karakteristike priblizno jednake:

Predlozena Ciljna
distribucija | distribucija
Ocekivanje | 0.3751171 0.375
Varijanca | 0.02606829 | 0.02604167

Tablica 2: Prikaz parametara
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4.3 Metropolis-Hastings algoritam sa slu¢ajnom Setnjom

Ako Zelimo skup stanja pretrazivati lokalno tako da se iz trenutnog stanja pomic¢emo u neko
njemu susjedno blisko stanje, tada ¢emo prilikom generiranja predlozenog stanja u obzir

uzeti i trenutno. Novo ¢e stanje biti zadano kao:
Yn == anl + €p.

Distribuciju ¢ slu¢ajne varijable €, mozemo zadati kao N'(0, 0?). Tada ¢e distribucija predlo-
7enog stanja biti Y, ~ N (X, _1,0?). Dakle, Y,, ovisi o prethodnom stanju lanca i o standard-
noj devijaciji koju zadajemo. Markovljev lanac generiran na ovaj nacin spada u kategoriju
slucajnih Setnji. U ovom algoritmu zadajemo distribuciju ¢ sluc¢ajne varijable ¢, te preko
nje racunamo distribuciju slu¢ajne varijable Y,,. Tada je zapravo q(y|r) = q(y — z) jer je
€n = Y, — X,_1. Za distribuciju ¢ sluc¢ajne varijable ¢, najces¢e uzimamo simetri¢ne distri-

bucije poput normalne ili studentove. Tada je q(y|z) = q(y — z) = q(z — y) = q(z|y).

Algoritam 3 Metropolis-Hastings algoritam sa slu¢ajnom Setnjom
0: Neka je X,, = x,.

1: Generiraj y, iz Y, ~ q(y).

2: Generiraj u iz U ~ U([0, 1]).

3

. Izracunaj p(an, yn), gdje je
(T, yn) = min { I (yn) , 1} )

s ako u < p(Tn, Yn
4: Definiraj x,,1 = 4 L. plTn, y )
Zn, inace

5: Ponavljaj za n=n+1.

Kod vjerojatnosti prihva¢anja gubi se drugi faktor jer je distribucija ¢ simetri¢na. Prije-

dimo sada na primjer.

Primjer 4.2. U ovome éemo primjeru simulirati beta distribuciju s parametrima 3 i 5, bas
kao u primjeru 4.1, ali éemo ovdje koristiti Metropolis-Hastings algoritam sa slucajnom Set-
njom. Distribucija varijable €, bit ée normalna s ocekivanjem 0 i standardnom devijacijom
o. Kao sto smo gore veé objasnili, to znaci da cée slucajna varijabla Y, imati normalnu
distribuciju s ocekivanjem koje je jednako prethodnoj vrijednosti lanca, tj. X,,_1 ¢ standard-
nom devijacijom o. U nastavku éemo se baviti usporedbom simulacija za razlicite standardne
devijacije. Razmatrat éemo slucajeve kada je o jednaka 0.05, 0.5, 1 ¢ 1.5. Svaku smo si-
mulaciju zapoceli iz tocke 0.5. Prvo cemo prikazati zadnjth 500 simulacija, zatim histogram
svth simuliranth podataka, a za kraj pomocu vrijednosti ocekivanja © varijance, broja prihva-
cenih koraka 1 efektivne velicine uzorka prokomentirati za koji odabir parametra o dobivamo

najbolje rezultate.
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simulirana vrijednost

simulirana vrijednost
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Slika 7: Zadnjih 500 simulacija za o = 0.05
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Slika 8: Zadnjih 500 simulacija za o = 0.5
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Slika 10: Zadnjih 500 simulacija za 0 = 1.5

1z gorngih prikaza vidimo da se za male vrijednosti standardnih devijacija pomicemo jako
sporo, sto nije bas poZeljno jer ée biti potreban velik broj simulacija kako bismo distribuciju
lanca doveli blize stacionarnoj. Pri izboru vecih vrijednosti standardnih devijacija vidimo
da lanac jako "skace", sto takoder nije poZeljno jer ako u nekom trenutku dodemo u mjesto
gdje je distribucija lanca blizu stacionarne, ali to nije stacionarna, lako moZemo iz njega

"iskociti" u neko mjesto gdje je distribucija daleko od stacionarne distribucije. Dakle, treba
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optimizirati brzinu pomicanja.
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Slika 11: Histogram simuliranih podataka za o = 0.05
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Slika 12: Histogram simuliranih podataka za o = 0.5
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Slika 14: Histogram simuliranih podataka za o = 1.5
Iz gorngih bi se histograma bi se reéi da se ciljna i predloZena distribucija najbolje po-

dudaraju za 0 = 0.5. Pogledajmo jesu li ocekivanje i varijanca simuliranith uzoraka bliske

teorigskom ocekivanju i varijanci.
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Ciljana 9 9 9 9

distribucija N(X,-1,0.05%) | N(X,,-1,0.5%) | N(X,,_1,1%) | N(X,,_1,1.5%)
Ocekivanje 0.375 0.3810518 0.3741636 0.3751455 0.3708218
Varijanca | 0.02604167 0.02786754 0.02719336 0.02738467 0.03228286

Tablica 3: Prikaz parametara

1z gornge tablice vidimo da su ocekivanje 1 varijanca najblizi teorijskim vrijednostima za

wzbor 0.5 4 1 za parametar o.

N(X,-1,0.05%) | N(X,,_1,0.5%) | N(X,_1,1%) | N(X,_1, 1.57)
Prihvaéeni koraci 4577 1899 1020 740
ESS 110.7792 1054.758 668.1201 456.6609

Tablica 4: Prikaz mjera za usporedbu kvalitete simulacija

Veé smo wvidjeli da za male vrijednosti parametra o postiZzemo male pomake, a to znaci
da su vrijednosti f(x,) © f(yn) jako blizu pa je njihov kvocijent priblizno jedan, Sto znaci
da je vjerojatnost prihvacanja priblizno jedan. Dakle, za male éemo vrijednosti standardnih
devijacija prihvatiti jako puno koraka. Ovdje smo od 5000 koraka prihvatili 4577 za o = 0.05.
Skup stanja pretrazuje se sporo, Sto nije dobro. Efektivna je velicina uzorka mala jer u lancu
ma dosta redundantnih informacija.

Obrnuto, za velike vrijednosti standardnih devijacija brojevi x,, @ vy, jako su udaljeni pa se
ponekad dogodi da predloZeno stanje nije u skupu [0, 1], koji je nosaé beta distribucije. Tada
ono biva automatski odbijeno i zbog toga je broj prihvacenih koraka jako mali. To moZemo
vidjeti 1 na slici 10 gdje konstantni crveno obojeni dijelovi grafickog prikaza predstavljaju
myjesta na kojima predloZena vrijednost nije prihvacena. To, takoder, znaci da i ovaj lanac
sadrzi puno redundantnih informacija. Zbog toga je i ovdje efektivna velicina uzorka relativno
mala.

Vidimo da su najbolji kandidati za o vrijednosti 0.5 ¢ 1, iako bismo za 0.5 mogli reéi da je
bolji kandidat jer je za taj lanac ESS najveca.

Zakljucujemo da kod Metropolis-Hastings algoritma sa slucajnom Setnjom broj prihvace-

nih koraka ne mora biti velik, kao Sto je to bio slucaj sa prethodnim algoritmom.
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5 Primjer dekriptiranja poruke

U ovome ¢emo se poglavlju baviti dekriptiranjem poruke koriste¢i prethodno navedeni
Metropolis-Hastings algoritam. Moze se reé¢i da je kriptografija znanstvena disciplina koja se
bavi proucavanjem metoda za slanje poruka u takvom obliku da ih onaj kome su namijenjene
moze procitati, ali ostali ne mogu. Osobu koja Salje poruku nazivamo posiljatelj, a onu koja
ju prima primately. Posiljatelj piSe poruku koju zovemo otvoreni tekst te ju transformira
koriste¢i dogovoreni kljuc¢ koji je poznat i primatelju. Taj se postupak naziva Sifriranje ili
kriptirangje, a dobivena poruka Sifrat ili kriptogram. Zatim pogiljatelj salje Sifrat putem nekog
nesigurnog komunikacijskog kanala prema primatelju. Tu poruku moze presresti protivnik,

ali bez poznavanja kljuc¢a ne moze otkriti njezin sadrzaj.
Definicija 5.1. Kriptosustav je uredena petorka (P,C, K, E, D) za koju vrijedi:
(a) P je konacan skup svih moguéih elemenata otvorenog teksta
(b) C je konacan skup svih moguéih elemenata gifrata
(¢) K je konacan skup svih mogué¢ih kljuceva
(d) & je skup svih funkcija Sifriranja
(e) D je skup svih funkcija desifriranja

(f) VK € K postoji funkcija Sifriranja e € £ i odgovarajuca funkcija desifriranja di € D.
Pritom su e; : P — C i dy : C — P funkcije sa svojstvom da je dx(ex(z)) = z, za
svaki otvoreni tekst x € P.

Primjetimo da, ukoliko je P = C, funkcije Sifriranja i desifriranja su permutacije, a to
¢e biti tako u primjeru koji slijedi. Obzirom na tip operacija koje se koriste pri Sifriranju,

razlikujemo:

(a) supstitucijske Sifre: svaki se element otvorenog teksta zamjenjuje nekim drugim ele-

mentom prema unaprijed odredenoj transformaciji
(b) transporzicijske $ifre: elementi se otvorenog teksta medusobno permutiraju.

U ovom ¢e primjeru poruka biti Sifrirana supstitucijskom Sifrom. Za pocetak trebat ¢emo
matricu prijelaznih vjerojatnosti Markovljevog lanca koji Zelimo konstruirati. Nju ¢emo
dobiti prebrojavanjem svih bigrama iz nekog referentnog teksta koji je dovoljno dugacak
i za koji smatramo da konzistentno predstavlja frekvenciju bigrama u hrvatskom jeziku.
Bigram je slijed od dva susjedna slova. Na primjer, u rijeci SKOLA bigrami su: SK, KO,
OL i LA. Takoder, bitno je da je tekst pisan hrvatskim knjizevnim jezikom, a ne nekim
odredenim narje¢jem. Za referentni tekst odabrali smo djelo ruskog knjizevnika Fjodora
Mihajlovica Dostojevskog Zlocin i kazna prevedeno na hrvatski jezik jer ono zadovoljava
prethodne uvjete. Iz tog smo teksta za svako slovo biljezili frekvenciju pojavljivanja slova
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koje slijedi iza njega. Promatrali smo hrvatsku abecedu bez slova "dz", "1j" i "nj" jer su
ona ujedno i bigrami pa nam stvaraju problem u ovoj analizi. Dakle, iz nase abecede sada
preostaje 27 slova. Kada bismo neku poruku Sifriranu supstitucijskom sifrom pokusali ru¢no
desifrirati, tj. tehnikom grube sile, to bi bilo jako tesko jer postoji 27-...-(27—n+1) takvih
nacina Sifriranja, pri ¢emu je n € N broj razli¢itih slova u Sifratu. Stoga se okre¢emo nekim

efikasnijim metodama.

B-

c-

C.

é_

O-

B- |

E- [ |

F-
ga_ Vjerojatnost
R 1.00
o

-
E—K- u Iu.?s
gL 0.50
e M-
= N- 0.25
=0-
2 p. 0.00

R-

5-

é_

1-

u-

z-

Z'_

ABCCCDPEFGHI JKLMNOPRSSTUVZZ
Uvjetna vjerojatnost drugog slova

Slika 15: Shematski prikaz matrice prijelaznih vjerojatnosti

Na gornjoj slici vidimo shematski prikaz matrice prijelaznih vjerojatnosti. Nju smo dobili
iz matrice frekvencija dodav$i svakom elementu broj 1 (kako ne bismo imali vjerojatnosti
jednake nuli) i podijelivsi svaki element sa sumom elemenata iz tog retka. Intenzitet crne
boje u pojedinom kvadrati¢u govori o vjerojatnosti da je sljedece slovo ono koje je upisano
u tom retku, uz uvjet da se "nalazimo" na slovu koje je upisano za taj stupac. Tako, na
primjer, tamni kvadrati¢, koji se nalazi u retku sa slovom "J" i u stupcu sa slovom "E",
odrazava kolika je vjerojatnost da iza slova "E" slijedi slovo "J". Posljednji redak i stupac
matrice predstavljaju razmak. Tako smo dobili bolji uvid u to koje ¢e slovo vjerojatnije
biti na kraju rijeci, a koje na pocetku. Vidimo da je slovo "S" najvjerojatnije na pocetku
rije¢i, dok je na kraju rije¢i najvjerojatnije neki od samoglasnika. Takoder, vidimo da su
samoglasnici €esti sljedbenici veé¢ine slova. I na kraju, iz matrice slijedi da je najfrekventniji
bigram "JE" a to je poznata Cinjenica. Po svemu ovome, izgleda da je referentni tekst dobro
odabran.

Nakon prebrojavanja bigrama, konstruirali smo funkciju pomoc¢u koje vrsimo desifriranje.

Njoj predajemo kljuc i Sifrat, a ona vraca tekst desifriran prema tom klju¢u. Takoder, trebat
¢e nam i funkcija koja racuna vjerodostojnost danog teksta, odnosno koliko je vjerojatno da
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je dani tekst trazeni otvoreni tekst, tj. koliko on ima smisla. Vjerodostojnost nekog teksta
racunamo kao umnozak prijelaznih vjerojatnosti svih bigrama koji se nalaze u njemu. Kako
bismo izbjegli racunanje umnoska, logaritmirat ¢emo sve vrijednosti iz matrice prijelaznih

vjerojatnosti i zbrajati ih. To nam daje ekvivalentan rezultat.

Algoritam 4 Metropolis-Hastings algoritam za deSifriranje

0: Neka je X neki klju¢ (mapiranje).
Za i od 1 do N ponavljaj:
1: Predlozi novi klju¢ X uz pretpostavljenu distribuciju.
2: Desifriraj pomoc¢u predlozenog klju¢a i izra¢unaj "log-likelihood" novog teksta f(X})
3: Generiraj u iz U ~ U([0, 1]).
4: Izratunaj p(X;, X), gdje je

p<Xia XZ*) = min {ef(X:)—f(Xi)7 1} '

X7, ako u < p(X;, X
: Definiraj X;,1 = { i 'a ouspl l).
X;, inace.

ot

Krenimo sada sa provedbom Metropolis-Hastings algoritma. Dani otvoreni tekst je:

"DANAS JE LIJEP DAN PETAK JE PREZENTIRAT CU VAM SVOJ RAD I NADAM
SE DA CE VAM SE SVIDJETI JAKO VOLIM MATEMATIKU I OD SAMOG
POCETKA STUDIRANJA NISAM SE MOGLA ZAMISLITI NIGDJE DRUGDJE
MATEMATIKA JE JAKO ZANIMLJIVA I PRIMJENJIVA ONA JE OSNOVA MNOGIM
DRUGIM GRANAMA ZNANOSTT VJERUJEM DA MNOGI TO ZNAJU".

Logaritam vjerodostojnosti ovog teksta, odnosno suma logaritama prijelaznih vjerojatnosti
svih bigrama koji se nalaze u njemu, iznosi —668.9767. Sada nasumi¢no premutiramo slova
nase abecede (kao $to smo veé¢ rekli, to je abeceda bez slova "dz", "lj" i "nj") i dobivamo

jedno mapiranje po kojemu Sifriramo otvoreni tekst. Dobiveni Sifrat glasi:

"RSISJ ZT CKZTC RSI CTDPSH ZT CUTGTIDKUSD C¢P MSN JMFZ USR K ISRSN JT
RS CT MSN JT JMKRZTDK ZSHF MFCKN NSDTNSPKHP K FR JSNFV CFBTDHS
JDPRKUSIZS TKJSN JT NFVCS GSNKJCKDK IKVRZT RUPVRZT NSDTNSDKHS
7T ZSHF GSIKNCZKMS K CUKNZTIZKMS FIS ZT FJIFMS NIFVKN RUPVKN
VUSISNS GISIFJDK MZTUPZTN RS NIFVK DF GISZP".

Dakle, svako je slovo zamijenjeno nekim drugim slovom. Kao pocetnu vrijednost u Mar-
kovljevom lancu uzimamo neko nasumi¢no mapiranje i njime deSifriramo tekst. Pocetna je

vrijednost:

"(zZDZS ZK REZKC CZD CKGZT ZK CHKJKDGEHZG FV AZU SALZ HZC E DZCZU
SK CZ FK AZU SK SAECZKGE 7ZZTL ALREU UZGKUZGETV E LC SZULP
CLMKGTZ SGVCEHZDYZZ DESZU SK ULPRZ JZUESREGE DEPCZK CHVPCZK
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UZGKUZGETZ 7K 7ZZTL JZDEURZEAZ E CHEUZKDZEAZ LDZ 7K LSDLAZ
UDLPEU CHVPEU PHZDZUZ JDZDLSGE AZKHVZKU CZ UDLPE GL JDZZV"

Zatim provodimo algoritam. U svakoj iteraciji algoritma na sluc¢ajan se nac¢in odabiru dva
slova koja se u mapiranju zamjenjuju i time se dobiva novo mapiranje. Po njemu deSifriramo
tekst i racunamo vjerodostojnost dobivenog teksta. Tu vjerodostojnost podijelimo sa vje-
rodostojnoscéu teksta iz prethodne iteracije, odnosno oduzmemo logaritme vjerodostojnosti
i razliku transformiramo eksponencijalnom funkcijom. Ukoliko je dobiveni kvocijent veci
od jedan, pomicemo se u novo stanje, tj. prihvacamo novo mapiranje i tekst dodajemo u
lanac. U suprotnom, odabire se broj iz uniformne distribucije na intervalu [0, 1]. Ukoliko je
odabrani broj manji od dobivenog kvocijenta, prihvaé¢a se novo mapiranje sa vjerojatnoScu
koja je jednaka tom kvocijentu. Dakle, algoritam tezi pronalasku onog rjesenja za koje je
vjerodostojnost najveca. Iteracije ponavljamo dok ne dodemo do rjeSenja ili pribliznog rjese-
nja iz kojeg je moguce shvatiti kako glasi otvoreni tekst. Pogledajmo sada tijek 500 iteracija

pri cemu je svaka 50. ispisana:

50 TAZAJ RU GNRUS TAZ SUOAS RU SVUBUZONVAO IL DAK JDMR VAT N ZATAK JU TA IU
DAK JU JDNTRUON RASM DMGNK KAOUKAONSL N MT JAKME SMPUOSA JOLTNVAZRA
ZNJAK JU KMEGA BAKNJGNON ZNETRU TVLETRU KAOUKAONSA RU RASM BAZNKGRNDA
N SVNKRUZRNDA MZA RU MJZMDA KZMENK TVLENK EVAZAKA BZAZMJON DRUVLRUK
TA KZMEN OM BZARL

100 TADAZ NE GONES TAD SEBAR NE SKEZEDBOKAB LI VAM ZVJN KAT O DATAM ZE TA LE
VAM ZE ZVOTNEBO NARJ VJGOM MABEMABORI O JT ZAMJU SJICEBRA ZBITOKADNA
DOZAM ZE MJUGA ZAMOZGOBO DOUTNE TKIUTNE MABEMABORA NE NARJ ZADOMGNOVA
0O SKOMNEDNOVA JDA NE JZDJVA MDJUOM TKIUOM UKADAMA ZDADJZBO VNEKINEM

TA MDJUO BJ ZDANT

150 JARAZ NE GONES JAR SEDAL NE SKEPERDOKAD SU VAM ZVIN KAJ O RAJAM ZE JA SE
VAM ZE ZVOJNEDO NALI VIGOM MADEMADOLU O 1J ZAMIT SICEDLA ZDUJOKARNA
ROZAM ZE MITGA PAMOZGODO ROTJNE JKUTJNE MADEMADOLA NE NALTI PAROMGNOVA
O SKOMNERNOVA IRA NE IZRIVA MRITOM JKUTOM TKARAMA PRARIZDO VNEKUNEM

JA MRITO DI PRANU

200 NOROZ JE LAJES NOR SEDOB JE STEPERDATOD CU VOM ZVIJ TON A RONOM ZE NO CE
VOM ZE ZVANJEDA JOBI VILAM MODEMODABU A IN ZOMIK SICEDBO ZDUNATORJO
RAZOM ZE MIKLO POMAZLADA RAKNJE NTUKNJE MODEMODABO JE JOBI PORAMLJAVO

A STAMJERJAVO IRO JE IZRIVO MRIKAM NTUKAM KTOROMO PRORIZDA VJETUJEM

NO MRIKA DI PROJU

250 NOROZ JE LAJES NOR SEDOG JE STEPERDATOD BU VOM ZVIJ TON A RONOM ZE NO BE
VOM ZE ZVANJEDA JOGI VILAM MODEMODAGU A IN ZOMIK SICEDGO ZDUNATORJO
RAZOM ZE MIKLO POMAZLADA RAKNJE NTUKNJE MODEMODAGO JE JOGI PORAMLJAVO

A STAMJERJAVO IRO JE IZRIVO MRIKAM NTUKAM KTOROMO PRORIZDA VJETUJEM

NO MRIKA DI PROJU

300 NOROZ JE LAJES NOR SEDOG JE STEPERDATOD BU VOM ZVIJ TON A RONOM ZE NO BE
VOM ZE ZVANJEDA JOGI VILAM MODEMODAGU A IN ZOMIK SIHEDGO ZDUNATORJO
RAZOM ZE MIKLO POMAZLADA RAKNJE NTUKNJE MODEMODAGO JE JOGI PORAMLJAVO

A STAMJERJAVO IRO JE IZRIVO MRIKAM NTUKAM KTOROMO PRORIZDA VJETUJEM

NO MRIKA DI PROJU

350 SANAZ JE LOJEP SAN PEDAC JE PRETENDORAD BU VAM ZVIJ RAS O NASAM ZE SA BE
VAM ZE ZVOSJEDO JACI VILOM MADEMADOCU O IS ZAMIK PICEDCA ZDUSORANJA
NOZAM ZE MIKLA TAMOZLODO NOKSJE SRUKSJE MADEMADOCA JE JACT TANOMLJOVA

O PROMJENJOVA INA JE IZNIVA MNIKOM SRUKOM KRANAMA TNANIZDO VJERUJEM

SA MNIKO DI TNAJU
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400 TANAZ JE LOJEP TAN PEDAB JE PRESENDORAD CU VAM ZVIJ RAT O NATAM ZE TA CE
VAM ZE ZVOTJEDO JABI VILOM MADEMADOBU O IT ZAMIK PIHEDBA ZDUTORANJA
NOZAM ZE MIKLA SAMOZLODO NOKTJE TRUKTJE MADEMADOBA JE JABI SANOMLJOVA
O PROMJENJOVA INA JE IZNIVA MNIKOM TRUKOM KRANAMA SNANIZDO VJERUJEM

TA MNIKO DI SNAJU

450 DANAS JE LOJEP DAN PETAK JE PREZENTORAT CU VAM SVIJ RAD O NADAM SE DA CE
VAM SE SVODJETO JAKI VILOM MATEMATOKU O ID SAMIG PICETKA STUDORANJA
NOSAM SE MIGLA ZAMOSLOTO NOGDJE DRUGDJE MATEMATOKA JE JAKI ZANOMLJOVA

O PROMJENJOVA INA JE ISNIVA MNIGOM DRUGOM GRANAMA ZNANISTO VJERUJEM

DA MNIGO TI ZNAJU

500 DANAS JE LIJEP DAN PETAK JE PREZENTIRAT BU VAM SVOJ RAD I NADAM SE DA BE
VAM SE SVIDJETI JAKO VOLIM MATEMATIKU I OD SAMOG POZETKA STUDIRANJA
NISAM SE MOGLA ZAMISLITI NIGDJE DRUGDJE MATEMATIKA JE JAKO ZANIMLJIVA

I PRIMJENJIVA ONA JE OSNOVA MNOGIM DRUGIM GRANAMA ZNANOSTI VJERUJEM

DA MNOGI TO ZNAJU

Tablica 5: Iteracije algoritma

Tako vidimo da nisu sva slova dobro desifrirana, iz dobivenog se teksta moze is¢itati otvo-
reni tekst. Logaritam vjerodostojnosti dobivenog otvorenog teksta iznosi —668.1247, Sto
je vece od logaritma vjerodostojnosti pravog otvorenog teksta i iz tog je razloga algoritam
odabrao ovo kao najbolji moguci otvoreni tekst.

Slika 16: Ilustracija algoritma, preuzeto sa [11]

Na prvu bismo rekli kako je ovo primjer jednog pohlepnog algoritma. Pohlepni algoritmi
mogu "zaglaviti" u lokalnim ekstremima i nisu optimalni. Dobra je stvar kod MCMC metode
Sto ona ipak s malom vjerojatnos¢u prihvaca i ona stanja s manjom vjerodostojnoscu.

Slika 16 prikazuje ilustraciju algoritma. Podruc¢ja omedena plavim elipsama podrucja su vece
vjerojatnosti, pri ¢emu su slovima A i B oznacena podrudja sa najveéim vjerojatnostima.
Vidimo kako algoritam kada dode u podrucje A ostaje u njemu neko vrijeme, ali ipak moze
prije¢i u B. Upravo to se ponekad dogadalo i s ovim algoritmom. Naime, dogadalo se da
nakon izvrSavanja algoritma, posljednjih 100 iteracija daju tekst koji nije smislen, ali je
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njegov logaritam vjerodostojnosti bio blizu -668. Dakle, algoritam je "zaglavio" u podrucju
gdje je logaritam vjerodostojnosti velik, a to nije trazeno rjesenje, i potrebno je puno koraka
da se "izvuce". U tim situacijama moze se ili iterirati dalje, $to je zahtjevno jer treba puno
koraka do rjesenja, ili ponovno pokrenuti algoritam ispocetka.

Dakle, ako algoritam "upadne" u neko podrudje ¢ija stanja imaju veliku vjerodostojnost,
a ne daju nam trazeno rjeSenje, ipak postoji vjerojatnost da on "izade" iz tog podrudja i
pronade rjesenje. Ponekad ¢e za to biti potreban vec¢i broj koraka, ali konvergenciju prema

rjeSenju jamci nam ergodski teorem.
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Dodatci

Koristena R skripta za Primjer 2.1:

library(plotrix)
#na pocetku nacrtamo kvadrat i upisani krug:

plot (c(0, 1), c(0,1), type = "n", asp=1, xlab="", ylab="")
rect( 0, 0, 1, 1, col="powderblue")
draw.circle( 0.5, 0.5, .5, col="moccasin'")

n<-100000 #broj tocaka
x<-runif(n,0,1)
y<-runif(n,0,1)
points(x,y, pch=46, col="red")
#Monte Carlo simulacija:
m<-1000 #broj iteracija simulacija
aproksimacija_pi<-numeric(m)
funkcija_g<-numeric (m)
for(j in 1:m)
{
x<-runif(n,0,1)
y<-runif(n,0,1)

udaljenost<-numeric(n)
for (i in c(1:n)) {
udaljenost [1]1<-sqrt ((0.5-x[i])~2+(0.5-y[i]1)~2) #euklidska
}
udaljenost
funkcija_gl[jl<-sum(udaljenost <=0.5)
funkcija_gl[jl/n #aproksimacija povrsine kruga
aproksimacija_pil[jl<-funkcija_g[jl/(n*x0.25) #aproksimacija pi
}
mean (aproksimacija_pi)
var (aproksimacija_pi)
pi
#za tablicu
funkcija_g
aproksimacija_pi
#crtanje 3d histograma i 2d prikaza:
library(plot3D)
xcut<-cut(x, 100)
ycut<-cut (y,100)
hist3D(z=table(xcut,ycut), xlab="x-koordinata", ylab="y-koordinata"
zlab="frekvencija'", main="")
image2D (z=table (xcut,ycut), border="black", xlab="x-koordinata",
ylab="y-koordinata'")
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Koristena R skripta za Primjer 4.1:

a=3; b=b # pocetne vrijednosti

N=5000 #broj simulacija
X=rep(runif (1) ,N) #inicijalizacija lanca
#X

prihvacanje<-0 #tu cemo upisati broj prihvacenih koraka
for (i in 2:N){
Y=runif (1) #9 je uniformna
rho=dbeta(Y,a,b)/dbeta(X[i-1],a,b) #f je beta distribucija
X[il=X[i-1] + (Y-X[i-1])*(runif (1)<rho) #odluka o prihvacanju
if (X[i]t=X[i-1])
{
prihvacanje=prihvacanje+1 #prihvaceni koraci
X
}
#X
prihvacanje
#efektivna velicina uzorka:
library (coda)
effectiveSize (X)
#graf:
plot (c(4500:5000), X[4500:5000], type = "1", xlab="broj,simulacije",
ylab="simulirana_ vrijednost")
for (i in c(4500:5000))1
if (X[il==X[i-1])
{
#zacrveni gdje se vrijednost ne mijenja:
lines(c(i, i-1), c(X[i],X[i-11),col="red", 1lwd=2)

}

#histogram:

h<-hist(X, xlim=range(0,1), freq = FALSE, main="",
xlab="vrijednostiylanca", ylab="gusto a'", yaxt="n"

hmin<-min(h$density)

hmax<-max (h$density)

axis (2, seq(from=hmin, to=hmax,length.out

round (seq(hmin/20,hmax/20,length.out

lines(density(X), col="green")

curve (dbeta(x,a,b), add=T, col="red")

legend ("topright", legend=c("ciljna,distribucija",
"procjenayciljne distribucije"),

6),
6),2))

col=c("red", "green"), lty=1)
#analiza:
jitter (X)-X #jitter dodaje um u uzorak
ks.test(jitter (X),rbeta(5000,a,b))
mean (X) #ocekivanje simuliranog uzorka
a/(a+b) #ocekivanje beta distribucije
var (X) #varijanca simuliranog uzorka
a*b/ ((a+b)~2*(a+b+1)) #varijanca beta distribucije
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Koristena R skripta za Primjer 4.2:

a=3; b=b # pocetne vrijednosti
N=5000 #broj simulacija
#standardne devijacije(za svaku pokrecemo novu simulaciju):
stdev=0.05
stdev=0.5
stdev=1
stdev=1.5
X=rep(0.5,N) #inicijalizacija lanca, krecemo iz 0.5
#X
prihvacanje=0 #tu cemo upisati broj prihvacenih koraka
for (i in 2:N){
Y=rnorm(1,X[i-1], stdev) #9 je normalna
rho=dbeta(Y,a,b)/dbeta(X[i-1],a,b) #f je beta distribucija
X[il=X[i-1] + (Y-X[i-1])*(runif (1)<rho) #odluka o prihvacanju
if(X[i]t=X[i-1])
{
prihvacanje=prihvacanje+1 #prihvaceni koraci
}
else{}
}
#X
prihvacanje
#efektivna velicina uzorka:
library(coda)
effectiveSize (X)
#graf:
plot (c(4500:5000), X[4500:5000], type = "1", xlab="brojysimulacije",
ylab="simulirana_vrijednost", main=stdev)
for(i in c(4500:5000))1
if (X[il==X[i-1])
{
#zacrveni gdje se vrijednost ne mijenja:
lines(c(i, i-1), c(X[i],X[i-11),col="red", 1lwd=2)

}
#histogram:
h<-hist(X, xlim=range(0,1), freq = FALSE, main="",
xlab="vrijednostijlanca", ylab="gusto a'", yaxt="n"
breaks = 50)
hmin<-min(h$density)
hmax<-max(h$density)
axis(2, seq(from=hmin, to=hmax,length.out
round (seq(hmin/20,hmax/20, length.out
lines(density(X), col="green'")
curve (dbeta(x,a,b), add=T, col="red")
legend ("topright", legend=c("ciljna,distribucija",
"procjenayciljne distribucije"),
col=c("red", "green"), lty=1)
title(stdev)
#analiza:

6),
6),2))
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mean (X) #ocekivanje simuliranog uzorka

a/(a+b) #ocekivanje beta distribucije
var (X) #varijanca simuliranog uzorka
axb/ ((a+b)~2*x(a+b+1)) #varijanca beta distribucije
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Koristena R skripta za primjer dekriptiranja poruke:

getwd ()

setwd("C:/Users/Marija Kristina/Desktop/DIPLOMSKI_ RAD")
tekst=readlLines("zlocinikazna.txt") #ucitavanje referentnog teksta
tekst=toupper (tekst)
library("stringr")

#prociscavanje referentnog teksta:

tekst<-str_replace_all(tekst, "-, ", "")

tekst<-str_replace_all(tekst, " u",

"n ll)

tekst<—str_rep1ace_a11 (tekst , ML, D)

str_count (tekst,
str_count (tekst,

" ’n)
"A")

tekst<-str_replace_all(tekst, fixed("."), "")

str_count (tekst, fixed("."))

tekst<-str_replace_all(tekst, fixed(" ("), "")

str_count (tekst, fixed(" ("))

tekst<-str_replace_all(tekst, fixed(")"), "")

str_count (tekst, fixed(")"))

tekst [1]

str_count (tekst, "-\t")

tekst<-str_replace_all(tekst, "-\t", "")

str_count (tekst, "-\t")

#izgradnja matrice prijelaznih vjerojatnosti:

slova<-c("A", "BM, MCMW, U 0w wom_wpmowow o WEN MR WG wfn
"I", “J"’ "K", "L“, "M", "N", uon’ "P", "R", IISH, " ||’
wre, wgm", "“wynw, wz", " ")

length(slova)
k<-28 #broj slova u abecedi +1 (ova jedinica je zbog razmaka)
matrica_prijelaza=matrix(0,k,k)
rownames (matrica_prijelaza)=colnames(matrica_prijelaza)=
c(toupper(slova), ", ")
zadnje=""
substring (tekst [1],0,0)
for (linija in 1:length(tekst)) {
if (linija %% 100 ==0) {cat("Redak",linija,"\n")}
for (pos in 1:nchar(tekst[linijal)) {
trenutno=substring(tekst[linijal,pos,pos)
zadnje=substring(tekst[linijal,pos-1,pos-1)
if (trenutno %in% toupper (slova)) {
matrica_prijelazal[rownames (matrica_prijelaza)==zadnje,
colnames(matrica_prijelaza)==trenutnol]=
matrica_prijelazal[rownames (matrica_prijelaza)==zadnje,
colnames (matrica_prijelaza)==trenutno]+l1

+
else {
if (trenutno=="_ ") {
matrica_prijelaza[rownames (matrica_prijelaza)==zadnje,k]=
matrica_prijelazalrownames (matrica_prijelaza)==zadnje,k]+1
zadnje=","
}
}
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}
matrica_prijelaza
#analiza za najfrekventniji bigram:
max (matrica_prijelaza[1:27, 1:27])
matrica_prijelazal[1:27, 1:27]==max(matrica_prijelazal[1:27, 1:27])
#JE je najfrekventiniji bigram
which(matrica_prijelaza==max(matrica_prijelaza))
matrica_prij_vj=sweep(matrica_prijelaza+1l,1,

rowSums (matrica_prijelaza+1l) ,FUN="/")
max (matrica_prij_vj)
which(matrica_prij_vj==max(matrica_prij_vj))
matrica_prij_vj[209]
matrica_prij_vj==max(matrica_prij_vj)
colnames (matrica_prij_vj)[matrica_prij_vj==max(matrica_prij_vj)]
rownames (matrica_prij_vj)[matrica_prij_vj==max(matrica_prij_vj)]
matrica_prij_vj[1:27, 27]
which(matrica_prij_vj[1:27, 27)==max(matrica_prij_vj[1:27, 27]1))

#shematski prikaz matrice prijelaznih vjerojatnosti:

library(ggplot2)

library(reshape?2)

ggplot (melt (matrica_prij_vj),aes(Var2,Varl))+geom_tile(aes(fill=value))
+scale_fill_gradient (low="white",high="black",limits=c(0,1))+
labs(x="Uvjetna,vjerojatnost drugog, slova",

y="Uvjetnoynagprvoyslovo",fill="Vjerojatnost")+

scale_y_discrete(limits = rev(levels(melt(matrica_prij_vj)$Varl)))+
coord_equal ()

#funkcija za sifriranje 1 desifriranje kojoj predajemo kljuc i sifrat:
desifriranje <- function(kljuc,sifrat) A
sifrat=toupper (sifrat)
otvoreni=sifrat
for (i in 1l:nchar(sifrat)) {
if (substring(sifrat,i,i) %in’% toupper(slova)) {
substring (otvoreni ,i,i)=toupper(slovalkljuc==
substring (sifrat,i,i)])

}
otvoreni
}
#funkcija koja racuna logaritam vjerodostojnosti:
log.vj <- function(otvoreni) {
otvoreni=toupper (otvoreni)
logvj=0
for (i in 2:nchar(otvoreni)) {
trenutno=substring(otvoreni,i,i)
zadnje=substring (otvoreni ,i-1,i-1)
if (trenutno %in% toupper(slova)) {
logvj=logvj+log(matrica_prij_vjl[rownames (matrica_prijelaza)==
zadnje,
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colnames (matrica_prijelaza)==
trenutno])
} else {
if (trenutno=="_ ") {
logvj=logvj+
log(matrica_prij_vjlrownames(matrica_prijelaza)==zadnje ,k])

mojtekst="danasjeylijepydanypetakjeyprezentirat, u yvamysvojyrad, i
nadamyseyday, e pyvamyseysvidjetipjakoyvolimgmatematikuyiyodysamog

po etkastudiranjaynisamyse mogla, zamislitinigdjedrugdje
matematika, jeyjakoyzanimljiva,iyprimjenjivagonajeosnovamnogim
drugimggranama,znanosti,vjerujem,daymnogito,znaju"

mojtekst=toupper (mojtekst)

(vjerod<-log.vj(mojtekst))

# ifrira otvoreni tekst:

(sifrat=desifriranje (sample(toupper(slova)) ,mojtekst))

#pocetne vrijednosti:

kljuc=sample (toupper (slova))

(cur.decode=desifriranje(kljuc,sifrat))

(cur.logvj=log.vj(cur.decode))

max.logvj=cur.logv]

max.decode=cur.decode

#algoritam:

i=1

n=500

vjerodostojnost<-numeric (500)

while (i<=n) {
proposal=sample (1:(k-1),2) #biram 2 slova za zamjenu
prop.kljuc=kljuc
#mijenjamo dva slova u klju u:
prop.kljuc[proposal [1]1]=kljuc[proposal[2]]
prop.kljuc[proposal [2]]=kljuc [proposal [1]]

prop.decode=desifriranje(prop.kljuc,sifrat)
prop.logvj=log.vj(prop.decode)

if (runif(1)<exp(prop.logvj-cur.logvj)) #odluka o prihva anju
{kljuc=prop.kljuc
cur .decode=prop.decode
cur.logvj=prop.logvj
if (cur.logvj>max.logvj) {
max.logvj=cur.logv]
max.decode=cur.decode
}
if (1 %% 50) == 0){ #printa svaku 50-tu iteraciju
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cat (i, cur.decode,"\n")
}
vjerodostojnost [i]<-cur.logvj
i=i+1

}
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Monte Carlo Markov chains
Sazetak

Monte Carlo simulacije naziv su za numeri¢ku metodu rjesavanja matematickih problema na nacin
da se generira velik broj realizacija sluc¢ajnih varijabli. Primjenu su pronasle u problemima koji
se mogu svesti na aproksimiranje integrala. Metoda Monte Carlo Markovljevih lanca postupak je
kojim se simuliraju uzorci iz zadane distribucije. Pri tome se konstruira ergodski Markovljev lanac
tako §to se u svakoj iteraciji MCMC algoritma odabire neki parametar i ukoliko je on "bolji" od
prethodnog dodaje se u lanac. U ovome radu predstavljena je klasa Metropolis-Hastings algoritama
te su pobliZe opisani i oprimjereni nezavisni Metropolis-Hastings algoritam i Metropolis-Hastings
algoritam sa sluCajnom Setnjom. Na kraju rada dana je primjena MCMC algoritama na problem
desifriranja poruke &ifrirane supstitucijskom Sifrom.

Kljuéne rije¢i: Monte carlo, Markovljevi lanci, algoritam Metropolis-Hastings algoritam,
sluc¢ajni brojevi, supstitucijska 8ifra, deSifriranje

Abstract

Monte Carlo simulations are numerical methods for solving mathematical problems in a way that
generates a large number of realization random variables. They have found application in problems
that can be reduced to approximating integrals. Monte Carlo Markov chains method is a procedure
that simulates samples from default distribution. In doing so, an ergodic Markov chain is constructed
by selecting a parameter in each iteration of the MCMC algorithm and adding it to the chain if it is
"hetter" than the previous one. In this paper, a class of Metropolis-Hastings algorithms is presented
and the independent Metropolis-Hastings algorithm and the Metropolis-Hastings algorithm with
random walk are described and exemplified in more detail. At the end of the paper, the application
of MCMC algorithms to the problem of decrypting a message encrypted with a substitution code
is given.

Key words: Monte carlo,Markov chains, algoritam, Metropolis-Hastings algoritam, sto-
hastic numbers, substitution code, decoding
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Zivotopis

Rodena sam 13.6.1997. u Osijeku gdje sam pohadala osnovnu 8kolu, a zatim Opéu gimnaziju.
Tijekom osnovnoskolskog i srednjoskolskog obrazovanja sudjelovala sam na natjecanjima iz mate-
matike, njemackog i kemije. U srednjoj sam §koli polozila Deutsches Sprachdiplom (DSD) certifikat
za njemacki jezik za razinu B1l. Imala sam odli¢an prosjek ocjena i kao maturantica bila sam vodite-
ljica skolske volonterske udruge. U listopadu 2015. godine upisujem Sveuciligni preddiplomski studij
matematike na Odjelu za matematiku u Osijeku kojeg zavrSavam 2018. Time stjeCem akademsku
titulu SveuciliSne prevostupnice (baccalauree) matematike. U listopadu iste godine upisujem se
na Sveudilisni diplomski studij matematike, smjera financijska matematika i statistika, takoder na
Odjelu za matematiku u Osijeku. Tijekom diplomskog sam studija odradila stru¢ne prakse u podu-
ze¢ima Osijek-Koteks d.d. u Osijeku i u Hrvatskoj agenciji za nadzor financijskih usluga (HANFA)
u Zagrebu.
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