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Sazetak: U ovom radu obradit éemo Eulerovu funkciju i ukratko nesto reéi o L. Euleru,
matematicaru po kojemu je ta funkcija dobila ime. Definirat ¢emo Sto je ta funkcija, na-
vesti osnovna svojstva i neke ocjene te na primjerima pokazati kako se racuna vrijednost te
funkcije. Nadalje, navest ¢emo primjene Eulerove funkcije i probleme usko vezane uz nju.
Dokazat ¢emo Eulerov teorem te takoder navesti njegove primjene.

Kljuéne rijeci: kongruencije, reducirani sustav ostataka, Eulerova funkcija, multiplikativna
funkcija, Eulerov teorem, Mali Fermatov teorem

Abstract: In this article we will cover the Euler’s totient function and briefly focus on
L. Euler, a mathematician after whom this function is named. We will define this function,
specify the basic properties and some bounds, and give some examples that show how to
calculate the value of this function. Furthermore, we will list the applications and problems
closely related to. We will prove Euler’s theorem and also indicate its application.

Key words: congruence, residue system, Euler’s totient function or Euler’s phi function,
multiplicative function, Euler’s theorem, Fermat’s Little theorem



1. Uvod

U ovom radu bavit ¢emo se Eulerovom funkcijom. Ta funkcija javnosti je predstavljena 1763.
godine, medutim tada L. Euler nije odabrao simbol za njezinu oznaku. Euler je nastavio i
dalje proucavati funkciju te je prvotno za njezinu oznaku odabrao gréko slovo m. Oznaka (D)
predstavljala je "mnostvo” brojeva manjih od broja D, a koji nemaju zajednickih djelitelja s
njim. Ta definicija Eulerove funkcije razlikuje se od ”prave” jedino za D = 1 jer za Eulerovu
funkciju koju oznacavamo s grékim slovom ¢ vrijedi ¢(1) = 1. Standardna oznaka ¢ za
Eulerovu funkciju dolazi iz Gaussove knjige Disquisitiones Arithmeticae objavljene 1801.
godine.

U ovom radu ¢emo ukratko reéi nesto o Leonhardu Euleru, Svicarskom matematicaru, fizicaru
i astronomu po kojemu je ta funkcija dobila ime. U radu ¢emo definirati Eulerovu funkciju
i navesti osnovna svojstva i primjere vezane uz tu funkciju te ¢emo navesti neke ocjene.
Dokazat ¢emo Eulerov teorem, jedan od najbitnijih teorema u teoriji brojeva te navesti
primjene tog teorema u RSA kriptosustavu i rjesavanju linearnih kongruencija i zadataka u
kojima zelimo odrediti ostatak pri dijeljenju s nekim zadanim brojem. Nadalje, Wilsonov
teorem ¢emo dokazati koriste¢i Mali Fermatov teorem i ukratko ¢emo opisati Fermatov test
prostosti. Takoder ¢emo opisati vezu Eulerove funkcije s konstruiranjem pravilnog n-terokuta
pomocu Sestara i ravnala te ukratko re¢i nesto o Lehmerovom problemu i Carmichaelovoj
slutnji.



2. Eulerova funkcija

Prije svega, ukratko o Leonhardu Euleru, matematicaru koji je zasluzan za njezino postojanje
i po kojemu je dobila ime.

Slika 1: Leonhard Euler

Leonhard Euler roden je u Baselu 15. travnja 1707. godine. Umro je 18. rujna 1783.
godine. Koli¢ina njegova znanja impresivna je kao i njegov doprinos matematici. Poznavao je
vise jezika i studirao je teologiju, medicinu, astronomiju i fiziku. Veliki period zZivota posvetio
je matematickoj analizi te je 1748. godine objavio svoje najznacajnije djelo “Uvod u analizu
beskonacnosti”. Najpoznatiji je po svom doprinosu analizi i teoriji brojeva, posebice za
koristenje beskona¢nih suma i produkta, te za modernije zapise matematickih pojmova.

2.1. Definicija i formula

U teoriji brojeva, mozemo re¢i da Eulerova funkcija (engl. Euler’s totient function) ”broji”
sve pozitivne cijele brojeve manje od zadanog prirodnog broja n koji su relativno prosti s
n. Da bismo definirali sto je to Eulerova funkcija, prije svega moramo definirati $to je to
reducirani sustav ostataka modulo n.

Definicija 2.1. Reducirani sustav ostataka modulo n je skup cijelih brojeva {ry,...,r,} sa
svojstvom da je (r;,n) =1, Vi=1,...,m, r; Z r; (mod n) za ¢ # j, te da za svaki cijeli
broj x takav da je (x,n) = 1 postoji r; takav da je x = r; (mod n).

Primjer 2.1. (a) Jedan reducirani sustav ostataka modulo n je skup svih brojeva
a€{l,2,...,n} takvih da je (a,n) = 1.

(b) Skup S ={1,3,7,9} je reducirani sustav ostataka modulo 10. Svaki element tog skupa
je relativno prost s 10 i vrijedi v; # r; (mod m), i # j, za svakir;, r; € S.

Iz definicije je jasno da reducirani sustavi ostataka modulo n imaju isti broj elemenata.

Definicija 2.2. Funkcija ¢ : N — N definirana s
on)={keN:1<k<mni(nk) =1},

tj. w(n) = broj elemenata reduciranog sustava ostataka modulo n, naziva se Eulerova funk-
cija.



Primjer 2.2. (a) ¢(1) =1.

(b) Ako je p prost broj, tada je svaki prirodan broj j takav da je j < p relativno prost s p
pa vrijedi (p) =p — 1.
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Slika 2: Graf koji prikazuje prvih 1000 vrijednosti Eulerove funkcije

Uocimo da za proste brojeve p funkcija ¢ postize maksimalne vrijednosti (Slika 2).
Definicija 2.3. Funkciju f : N — C za koju vrijedi

1 f(1)=1

2 f(mn) = f(m)f(n) za sve m,n takve da je (m,n) =1,
zovemo multiplikativna funkcija.

U nastavku teksta ¢emo pokazati da je Eulerova funkcija multiplikativna. Najprije ¢emo
u jednoj lemi okarakterizirati potpuni sustav ostataka modulo n.

Definicija 2.4. Skup {z1,...,x,} zove se potpuni sustav ostataka modulo n ako za svaki
y € Z postoji tocno jedan x; takav da je y = x; (mod n).

Lema 2.1. Ako je ax = ay (mod n) i (a,n) =1, onda je x =y (mod n).

Dokaz. ax = ay (mod n) povlaci da n dijeli ax — ay. Kako su a i n relativno prosti, n mora
dijeliti x — y i time je tvrdnja dokazana. O

Lema 2.2. Ako je A potpun sustav ostataka modulo n, i m @ ¢ cijeli brojevi takvi da je
(m,n) =1, tada je i skup Am +c = {am +c:a € A} polpun sustav ostataka.

Dokaz. Neka je am + ¢ = a'm + ¢ (mod n), gdje su a,a’ € A. Oduzimanjem broja c i
dijeljenjem s m prema Lemi 2.1 slijedi da je a = ' (mod n) pa je a = a/. Prema tome,
svih n elemenata am + ¢ nalaze se u razlicitim klasama ekvivalencije pa zajedno ¢ine potpun
sustav ostataka modulo n.

L]



Teorem 2.1. Fulerova funkcija je multiplikativna funkcija.

Dokaz. Neka su m,n prirodni brojevi takvi da (m,n) = 1. Zam =n =1 je ¢(1) = 1.
Ako je m = 11in > 1, tvrdnja vrijedi jer p(1-m) = p(m) =1-¢(m) = ¢(1)p(m). Slicno
se provjeri i za n = 1 pa joS preostaje provjeriti slucaj kada je m,n > 1. Sada poslozimo

brojeve 1,2,...,mn u tablicu s n redova i m stupaca na sljede¢i nacin:
1 2 3 m
m+1 m+ 2 m+ 3 o 2m
(n—1)m+1 (n—1)m+2 (n—1)m+3 nm

Brojevi i iz tablice ¢ine potpun sustav ostataka modulo mn pa postoji ¢(mn) brojeva koji su
relativno prosti s mn, odnosno (i, m) = (i,n) = 1. Svi brojevi u danom stupcu su medusobno
kongruentni modulo m, tj. u istom stupcu imamo brojeve koji pri dijeljenju s m daju isti
ostatak, a svih m stupaca odgovara m klasa ekvivalencije modulo m. Dakle, brojevi u istom
stupcu ili su svi relativno prosti s m ili nijedan nije relativno prost s m. Stoga, toéno ¢(m)
stupaca sastoji se od brojeva relativno prostih s m, dok ostali stupci sadrze brojeve i takve
da je (i,m) > 1. Uzmimo sada jedan od tih ¢(m) stupaca. Neka je to k-ti stupac. Taj
stupac sastavljen je od brojeva k, m+k, 2m+k,..., (n—1)m+ k. Prema Lemi 2.2 brojevi
tog stupca ¢ine i potpun sustav ostataka modulo n, budué¢i da svaki od tih brojeva daje
razlicit ostatak pri dijeljenju s n i (m,n) = 1. Naime, kada bi dva broja mz; + k, mxy + k,
x1, 22 €{0,1,...,n — 1}, (1 # z2) davala isti ostatak pri dijeljenju s n, imali bismo da je

mxy +k =mzxe+k  (mod n),
odnosno mz; = mxs (mod n). Kako je (m,n) = 1 slijedilo bi da je
r1 =x9 (mod n)

Sto je nemoguce jer razlika dvaju razli¢itih brojeva iz skupa {0,1,...,n — 1} ne moze biti
djeljiva s n. Stoga, svaki od stupaca iz tablice sadrzi ¢(n) brojeva relativno prostih s
n pa tih p(m) stupaca daje ¢(m)p(n) brojeva i relativno prostih i s m i s n. Stoga,
w(mn) = ¢(m)p(n) i tvrdnja je dokazana. O

Primjer 2.3. Brojevim = 3 in =5 su relativno prosti i p(3) =2, p(5) = 4. Znamo da je
Eulerova funkcija multiplikationa pa vrijedi o(5-3) = ¢(5)¢(3) =4 -2 = 8.

Propozicija 2.1. Neka je p prost broj i o € N. Tada vrijed:

pp*) =p* —p*".

Dokaz. Neka je p prost broj i a« > 1. Pozitivni djelitelji broja p® su 1,p,...,p%. Jedini
brojevi ¢ takvi da 1 <4 < p® koji nisu relativno prosti s p® su visekratnici broja p, a to su
1-p,2-p,....,p% 1 -p=p* Dakle, ima ih p®~! pa je

— o— (0% 1
e(p*)=p* —p* =p*p-1)=p (1—];)



Primjer 2.4. Odredimo koliko iznosi ¢(2'°).
Rjesenge: Prema Propziciji 2.1 ¢(21°) = 210 — 29 =29(2 — 1) = 29.

Svojstvo multiplikativnosti Eulerove funkcije potrebno nam je da bismo odredili vrijednost
funkcije za slozene brojeve.

Propozicija 2.2. Zan € N, n > 1 vryed:

n):nili(l—%i).

Dokaz. Prema Osnovnom teoremu aritmetike znamo da se svaki prirodan broj n > 1 moze
o] Q2

zapisati u obliku n = p{'ps?---pi*, gdje su p; < --- < pj prosti brojevi i svaki a; > 1.
Uzastopnom primjenom svojstva multiplikativnosti funkcije ¢ i formule za ¢(p®) dobivamo

p(n) = w(pi") - o(py*)

_pal (1 _ l) ...pak (1 J— i)
! y4i F Dk
1 1
—pM % [ 1 ). (1= =
. pk( p1> ( pk>
1 1
:n(l__)..(l__).
P1 Pk

Napomena 2.1. Prethodna formula moZe se zapisati i u ovim oblicima:

Hpalfl _ 1

=g o-3)

U nastavku ¢emo na nekoliko primjera pokazati kako racunamo vrijednosti Eulerove
funkcije.

odnosno

Primjer 2.5. Odredimo koliko iznosi ¢(101°).
Rjesenje: Bududi je 10 = 2 - 5 prema Napomeni 2.1 imamo
0(101%) = p((2-5)'%) = (2! . 51 =292 - 1)59(5 — 1) =27 . 57 . 22 = 211 . 59,

Primjer 2.6. PokaZimo da postoji beskonacno mnogo pozitivnih cijelih brojeva n takvih da
je

p(n) = g



Rjesenje: Neka je n =2 - 3™, gdje je m pozitivan cijeli broj. Tada zbog multiplikativnosti
od ¢ i prema Propoziciji 2.1 imamo

p(n) = p(2-3™) = p(2)p(3") = 13" —3m ) =2. 3" = =

W

za beskonacno mnogo vrijednosti broja n.

Primjer 2.7. Odredimo sve prirodne brojeve n za koje je o(n) neparan broj.

Rjesenje: Zbog svojstva multiplikativnosti Eulerove funkcije za n = 1 vrijedi ¢(1) = 1. Za

n = 2 vrijedi p(2) = 2 —1=1. Neka jesadan > 2in = p'py?---p.*. Tada je prema

Napomeni 2.1 p(n) = H & (p; — 1). Imamo 2 slucaja:

e Ako postoji neparan faktor p; od n (jedini paran prost broj je 2), onda je p; — 1 paran
broj te iz ovoga slijedi da je ¢(n) paran broj.

e Ako ne postoji neparan faktor p; od n, onda je n = 2% a > 2 (zbog n > 2 ) pa je
o(n) =212 —-1) =21, Zbog a > 2 slijedi da je a — 1 > 1 pa je ¢(n) paran broj.

Dakle, ¢(n) je neparan broj samo zan =1in = 2.

Primjer 2.8. Odredimo sve prirodne brojeve n za koje vrijedi p(n) = 12.

Rjesenge: Ako je n = p*p3?---p* , onda je prema Napomeni 2.1 ¢(n) = H PO (pi—1) .

Iz (p; — 1) | 12 slijedi p; € {2,3,5,7,13}. Ako je p; = 2, onda je o; < 3; ako | Je pi = 3, onda
je a; < 2, a ako je p; # 2,3, onda je o; = 1.
Dakle, imamo 4 moguénosti (s k éemo oznaciti broj oblika 223°):

e n =13k pa je p(n) = 12¢(k) = 12 odakle slijedi ¢(k) = 1. 1z p(k) = 1 slijedi k =1
ili k= 2. Dakle, n = 13 ili n = 26;

e n =Tk paje p(n) = 6p(k) = 12 odakle slijedi (k) = 2. 1z p(k) = 2 slijedi k = 3,
k=4ili k= 6. Dakle, n = 21, n = 28 ili n = 42

e n. =5k paje p(n) = 4¢(k) = 12 odakle slijedi ¢(k) = 3, $to nema rjesenja;
e n=Fkpaje p(n) =2°13712 = 12. To vrijedi za a = 2i § = 2. Dakle, n = 36.

Dakle, za brojeve n = 13,21, 26, 28, 36, 42 vrijedi ¢(n) = 12.

2.2. Svojstva Eulerove funkcije

U ovom ¢emo dijelu dokazati neka svojstva Eulerove funkcije.
Propozicija 2.3. Ako d | n, onda o(d) | p(n).
Dokaz. Prema Napomeni 2.1 znamo

R R ()

pld qln



pa imamo
pn) _n 1
o(d) dl:[(l )

p(n)

¢(d)

UrU(l—%):H(r—l)EZ,

T

gdje je r prost broj takav da r | n, ali r { d. Stoga, je visekratnik od

. pn) ... .
pa je cijeli broj.
p(d)

O

Propozicija 2.4. Za svaki prirodan broj m postoji konacno mnogo cijelih brojeva n takvih

da je (n) = m.

Dokaz. Ako neka potencija prostog broja p dijeli n, tj. p® | n, prema Propoziciji 2.3

(p— p* ' | o(n) = m i tada je p* < mTpl < 2m. Postoji samo kona¢no mnogo bro-

jeva p* takvih da je p* < 2m, stoga i konacno mnogo produkata takvih prostih potencija.
Buduéi da se svaki n > 1 moze zapisati u obliku produkta prostih potencija, slijedi tvrdnja.

Ul
Propozicija 2.5. Vrijed:

> eld) =n.

dln
Dokaz. Neka je n = pi'p5?---pi*. Zbog multiplikativnosti funkcije ¢ imamo

k

> o(d) =[]0+ o) + o)) + - + o).

din i=1
Mnozenjem faktora na desnoj strani od (1) dobivamo sumu faktora oblika
p(p) - p(p) = ol - pRY),
gdjeje 0 < 5, <y, 1 =1,...,k, ato je upravo lijeva strana od (1). Sada imamo

k

Z@(CD = H(l + (pz' — 1) + (pz2 —pi) 4+t <pl%' _ngui—l)) _ sz%. 0
i =1

i=1

i time je tvrdnja dokazana.

2.3. Neke ocjene za Eulerovu funkciju

Propozicija 2.6. Ako je n sloZen prirodan broj, tada je

p(n) <n—+/n.

Dokaz. Bududi da je n slozen broj, n ima prost faktor p; < y/n. Sada imamo

a2 -2 sn(i-2) sn(- ) oo



Propozicija 2.7. Za prirodan brojn, n # 2,6, vrijedi
p(n) > Vn.
Dokaz. Ako je n = 2™, gdje je m > 2, prema Propoziciji 2.1 imamo
o(n) =2m —2m =t =om=1l > \/om — |/,
Ako je n = p™, gdje je p neparan prost broj i m > 2, imamo

o(n) =p" —p" Tt =p" L (p—1) > /2p" = V2n.

Ako je n = p™, gdje je p prost broj takav da je p > 5, tada je p(n) > v/2n. Ako je n neparan
ili 4 | n, imamo

p(n) = o(pi) - p(pi*) = VP -/t = V.

Ako je n = 2t, gdje je t neparan, tada za n # 6 vidimo da ¢ ima barem jedan prost faktor
vedi ili jednak 5. Stoga, ¢(n) = p(t) > \/2t. O

Lema 2.3. Neka je n prirodan broj, n > 2, i o(n) suma svih pozitivnih djelitelja broja n.
Tada vrijedi
o(n) <n(l+Inn).

Dokaz. Imamo
"1
E d= E <n§ d<n<1+/1 Ed:c):n(l—i—lnn).

dln d|n d<n

Propozicija 2.8. Za prirodan broj n, n > 2, vrijed:

Dokaz. Funkcija f(n) = o(n)¢(n) je multiplikativna i vrijedi

n2
, 1) p—1 1 1
f@]):(p] - L L
(p = Dp¥ P I
pa je
1 1- 2-4 . 1
DS (SR
5 m 2:2 3-3 4-4 2
p m=
Prema tome, o(n)p(n) > $n?. Prema Propoziciji 2.3 slijedi o(n) < 2nlnn za n > 2, odakle
slijedi
(n) > 1 n
AT

U nastavku navodimo bez dokaza jos neke ocjene Eulerove funkcije.



Propozicija 2.9. Za svaki € > 0 postoji prirodan broj n takav da vrijedi

o)
n
Dokaz. Vidi [4]. O
Teorem 2.2. 1. Za bilo koji € > 0 1 proizvoljno veliki prirodan broj n vrijeds
¢(n)ln (Inn) SeT_e
n
2. Postoji niz razlicitih prirodnih brojeva ny, takvih da vrijedi
lim o(ng)In (Inny) —
k—oo n;
L]

Dokaz. Vidi [4].

Napomena 2.2. Broj v predstavlja Euler-Mascheroni konstantu za koju vrijedi

"1
~ = lim (—lnn +) %> ~ 0.5772.
k=1

n—o0

Teorem 2.2 govori nam da moZze imati vrijednost jednaku, za proizvoljno velike n, kao

p(n)
umnozak konstante i In(Inn), ali ne veéu od toga.
Teorem 2.3. Vrijedi
3
Z o(x) = —2n2 + O(nlnn).
z<n T

Dokaz. Vidi [6].



3. Eulerov teorem

Eulerova funkcija sastavni je dio Eulerovog teorema, jednog od najvaznijih teorema u teoriji
brojeva.

3.1. Dokaz Eulerovog teorema

Lema 3.1. Neka je {ri1,...,r,m)} reducirani sustav ostataka modulo n i neka je (a,n) = 1.
Tada je {ary, ..., arym} takoder reducirani sustav ostataka modulo n.

Dokaz. Kako dani skupovi imaju jednak broj elemenata, dovoljno je provjeriti da medu

elementima skupa {ari,...,ar,m)} nema medusobno kongruentnih elemenata. Ali, ako bi
postojali 7, j takvi da je ar; = ar; (mod n), onda prema Lemi 2.1 slijedi r; = r; (mod n) pa
je 1 =j. Time je tvrdnja dokazana. O

Teorem 3.1. (Eulerov teorem) Ako sun € N i a € Z takvi da (a,n) =1, onda je
a?™ =1 (mod n).

Dokaz. Prema Lemi 3.1 znamo da ako je S = {ry,...,7,m)} reducirani sustav ostataka
modulo n i vrijedi (a,n) = 1, tada je i R = {ari,...,arym)} takoder reducirani sustav
ostataka modulo n pa zakljucujemo

p(n) p(n)
H(arj) = H r;  (mod n),
j=1 i=1
odnosno
p(n) p(n)
a?™ H r; = H r;  (mod n).
j=1 i=1
Kako je (r;,n) = 1, prema Lemi 2.1 slijedi a¥™ = 1 (mod n). O

Sljedeca tvrdnja specijalan je slucaj Eulerovog teorema kada je n prost broj.
Korolar 3.1. (Mali Fermatov teorem) Neka je p prost broj. Ako p{a, onda je
a?'=1 (mod p).
Za svaki cijeli broj a vrijedi a? = a (mod p).

Dokaz. Ocito je ¢(p) = p — 1 pa tvrdnja slijedi iz Eulerovog teorema. O

3.2. Primjene
3.2.1. Ostatci pri dijeljenju zadanim brojem

Eulerov teorem i Mali Fermatov teorem vrlo su korisni u teoriji brojeva, posebice za proucavanje
vrlo velikih brojeva zapisanih u obliku potencije.

Primjer 3.1. Odredimo zadnje dvije znamenke u decimalnom zapisu broja 3%,
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Rjesenge: Bududi da je p(25) = ¢(5%) = 5(5 — 1) = 20, primjenom Eulerovog teorema
imamo 3* =1 (mod 25), odakle slijedi 3'°° = 1 (mod 25). Vrijedi i 32 =1 (mod 4) pa je i
310 =1 (mod 4). Dakle, 3% =1 (mod 100) pa su zadnje dvije znamenke broja 3% 01.

Primjer 3.2. Odredite ostatak pri dijeljenju broja 2016'° sa 5.

Rjesenje: Kako je ¢p(55) = ¢(5-11) =4-10 =401 (2016, 55) = 1 iz Eulerovog teorema
slijedi
2016 =1 (mod 55).

No, onda je
2016'" = 201620 = 1 (mod 55).

Stoga je trazeni ostatak 1.

Primjer 3.3. DokaZite da za svaki prirodan broj n brojevi oblika n**! (k € N) i n imaju
1stu zadnju znamenku.

Rjesenje: Trebamo pokazati da je
n**tt =n  (mod 10), Vn € N.
Ako je (n,10) = 1, onda tvrdnja slijedi iz Eulerovog teorema bududi je
n*1%9 = pt =1 (mod 10),

pa vrijedi i

n** =n  (mod 10).
U slucaju kada je (n,10) # 1 imamo sljede¢e mogucnosti:

e (n,10) = 2; tada je n =0 (mod 2) pa je i
n*t'=0=n (mod 2). (2)
Kako je (n,5) = 1, iz Malog Fermatovog teorema slijedi n* =1 (mod 5), odnosno

4k+1

n =n (mod 5). (3)
Iz (2) i (3) slijedi tvrdnja.
e (n,10) =5; tadajen =1 (mod 2) pa jei

n4k+1

1=n (mod 2), (4)
an =0 (mod 5) povlaci da je
n*tt'=0=n (mod5). (5)
Iz (4) i (5) slijedi tvrdnja.
e (n,10) = 10; tada je n = 0 (mod 10) pa je i
n*tt'=0=n (mod 10).
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3.2.2. Rjesavanje linearnih kongruencija

U nastavku ¢emo na primjeru pokazati primjenu FEulerovog teorema na rjeSavanje linearnih
kongruencija, odnosno kongruencija oblika ax = b (mod n).

Teorem 3.2. Neka su a i m prirodni, te b cijeli broj. Kongruencija ax = b (mod n) ima
rjesenja ako i samo ako d = (a,n) dijeli b. Ako je ovaj uvjet zadovoljen, onda gornja
kongruencija ima tocno d rjesenja modulo n.

Dokaz. Vidi [6]. O

Primjer 3.4. Koristeéi Fulerov teorem rijesite kongruenciju
25z =53 (mod 62).

Rjesengje: Bududi je (25,62) = 1, prema Teoremu 3.2 znamo da ova kongruencija ima
jedinstveno rjesenje. Kako je ¢(62) = ¢(31-2) =30-1=301 (25,62) = 1, prema
Eulerovom teoremu slijedi

25" =1 (mod 62). (6)
Sada 25x = 53 (mod 62) pomnozimo s 25% i dobijemo
2507 = 25% .53 (mod 62),
odakle zbog (6) slijedi

r=25".53 (mod 62) =17 (mod 62).

3.2.3. Fermatov test prostosti

Postoje vazna svojstva prostih brojeva koja su vrlo jednostavna za provjeru, ali ih posjeduju
i neki slozeni brojevi. Tipican primjer takvog svojstva dan je u Malom Fermatovu teoremu.
1640. godine Fermat je otkrio ono sto su Kinezi znali oko 2000 godina prije njega. Takozvana
Kineska slutnja glasi:

Prirodan broj p je prost ako i samo ako vrijedi 2P = 2 (mod p).

U Malom Fermatovom teoremu, zamijenimo li a s 2, i onda obje strane pomnozimo s 2,
dobivamo upravo 2 = 2 (mod p). Mali Fermatov teorem je zbog jednostavnosti i brzine
provjere odlicna baza za puno testova prostosti, a kada bi vrijedio i obrat, imali bismo
vrlo jednostavan test prostosti. Medutim, p moze biti i slozen broj, a da za neki ili cak
i za svaki a vrijedi a?”! = 1 (mod p). Sarrus je 1819. godine pronasao kontraprimjer:
2341 = 2 (mod 341), ali 341 = 11 - 31. Neparne slozene brojeve za koje vrijedi kongruencija
a?~! =1 (mod p) nazivamo pseudoprosti brojevi. Vise o ovome moze se naci u [9].

3.2.4. Dokaz Wilsonovog teorema

Sljededi teorem potreban nam je da bismo dokazali Wilsonov teorem koriste¢i Mali Fermatov
teorem.

Teorem 3.3. (Lagrangeov teorem) Ako je f(x) polinom stupnja d modulo p, tada polinom
f(z) ima najvise p medusobno razli¢itih nultoéaka modulo p.
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Dokaz. Vidi [6]. O
Teorem 3.4. (Wilsonov teorem) Ako je p prost broj, onda je (p —1)! = —1 (mod p).

Dokaz. Tvrdnja trivijalno vrijedi za p = 2, stoga mozemo pretpostaviti da je p neparan prost
broj. Prema Malom Fermatovom teoremu polinom zP~! — 1 ima p — 1 razli¢itih nultocaka
modulo p, odnosno nultocke 1,2,...,p — 1. Sada prema Lagrangeovom teoremu imamo

(z—D(x—2)--(r—p+1)=2?" -1 (mod p). (7)
Sada u (7) uvrstimo x = 0 i dobivamo

(—1)P Hp—1)=—-1 (mod p).

Buduc¢i da je p — 1 paran broj, slijedi tvrdnja. O

3.2.5. RSA kriptosustav

Najpoznatiji kriptosustav s javnim klju¢em je RSA kriptosustav iz 1977. godine, nazvan po
svojim tvorcima Rivestu, Shamiru i Adlemanu. Njegova sigurnost zasnovana je upravo na
teskoci faktorizacije velikih prirodnih brojeva. Slijedi precizna definicija RSA kriptosustava.

Definicija 3.1. Neka je n = pq, gdje su p i q prosti brojevi. Neka je P =C = Z,, te

K ={(n,p,q,d,e):n=pqgde=1 (mod ¢(n))}.
Za K € K definiramo
ex(z) =2° (mod n), dx(y) =»* (mod n).
Brojevi n i e (enkripcijski eksponent) su javni, odnosno poznati, dok je d (dekripcijski
eksponent) tajan. Poruka, koju predstavlja cijeli broj m, gdje je 0 < m < n, Sifrirana je

izrazom S = m¢ (mod n). Ta poruka deifrira se racunajuéi t = S¢ (mod n). Eulerov
teorem govori nam da ako je 0 < t < n vrijedi t = m.

Teorem 3.5. Za 1 < x < n wvrijedi dx(ex(z)) = x, tj. ex 1 dx su jedna drugoj inverzne
funkcije.

Dokaz. Da bismo pokazali da to uistinu vrijedi, moramo pokazati da je dg(ex(z)) = x.
Znamo
di(ex(z)) = 2% (mod n).

Buduéi je de =1 (mod ¢(n)), postoji t € N takav da je de = tp(n) + 1 pa sada imamo
xde _ xtga(n)—&-l _ [xgo(n)}tx (8)

Ako je (n,r) = 1, prema Eulerovom teoremu vrijedi 29 = 1 (mod n) te iz toga i (8) slijedi
1% = 2 (mod n). Ako je (n,z) = n, onda je 2™ = 0 (mod n). Ako je (n,z) = p, onda
je ¢ = 0 (mod n), a buduéi da je (n,z) = (pg,x) = p slijedi (¢,2) = 1. Sada prema
Eulerovom teoremu imamo

299 =297 =1 (mod q).

Iz toga slijedi
g = [z PV = 2 (mod q)

paje % =z (mod n). Analogno rjesavamo slucaj kada je (n,z) = ¢. Sada vidimo da zaista
1% =z (mod n), §to znaci da je dy(ex(z)) = x. O
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Sigurnost RSA kriptosustava lezi u pretpostavci da je funkcija ey () = 2° (mod n) funk-
cija kod koje je relativno lako odrediti y = eg(x), ali je vrlo tesko odrediti
x = e (y). Dodatni podatak koji omoguéava desifriranje je poznavanje faktorizacije pri-
rodnog broja n jer je u tom slucaju lako odrediti ¢(n) (za n = pq, gdje su p i g prosti,
e(n) = ¢(pg) = (p — 1)(g — 1)) i dobiti eksponent d rjesavajuéi linearnu kongruenciju
de =1 (mod ¢(n)) pomoéu Euklidovog algoritma.

Primjer 3.5. Uzmimo p =31 q=11. Tada je
n=3-11=33 i ¢(33)=(3—-1)(11—-1) = 20.

Za enkripcijski eksponent e mora vrijediti (e, ¢(33)) = (e,20) = 1 pa uzmemo e = 7. Bududi
da vrijedi de =1 (mod ¢(n)), odnosno 7d =1 (mod 20), znamo da je 7d — 1 =201, | € Z,
te slijedi d = 3. Sada je (n,e) = (33,7) na$ javni kljué. Pretpostavimo da nam netko
zeli poslati poruku x = 17. To znac¢i da trebamo izracunati ex(x) = 177 (mod 33). Kako
je 177 = 8 (mod 33), Sifrat je y = ex(x) = 8. Kada primimo ovaj Sifrat, desifriramo ga
pomocu dekripcijskog kljuca d:

v=dg(y) =8 =8-82=8-31 (mod 33)=17 (mod 33).

Dakle, x = 17.
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4. Problemi vezani uz Eulerovu funkciju

U ovom dijelu opisat ¢emo neke od poznatih problema usko vezanih uz Eulerovu funkciju.

4.1. Konstrukcija pravilnog n-terokuta pomocu ravnala i Sestara

Konstruiranje pravilnog n-terokuta pomocu ravnala i Sestara je moguce ako se duljina stra-
nice tog n-terokuta moze zapisati koristeci cetiri osnovne aritmeticke operacije i korjenovanje.
Gauss je 1736. godine primjetio kako brojevi 3,9, ..., 3% (potencije broja 3) pri dijeljenju sa
17 daju za ostatke sve brojeve 1,...,16. To je dovelo do njegovog velikog otkri¢a - konstruk-
cije pravilnog 17-terokuta. Gauss je u Disquisitiones Arithmeticae objavljenoj 1801. godine
dokazao uvjet dovoljnosti iz sljedeceg teorema, dok je nuznost dokazao Wantzel ([13]) 1837.
godine.

Teorem 4.1. (Gauss-Wantzel) Pravilan n-terokut, zan > 2, moZe se konstruirati sa Sestarom
v ravnalom ako 1 samo ako vrijedi:

1. n je Fermatov prost broj
2. n se moze prikazati kao potencija broja 2

3. m je produkt potencije broja 2 i razlic¢itih Fermatovih prostih brojeva, tj. n = 2'F, - F,,
gdje sun >3,12>0,5>014F,,..., F,, razliciti Fermatovi prosti brojevi.

Prosti brojevi oblika F,, = 22" 4 1 nazivaju se Fermatovi prosti brojevi i poznato ih je
samo 5, a to su o =3, Fy =5, [, =17, F53 = 2571 F; = 65537.
Teorem 4.1 moze se izreéi i na sljedec¢i nacin:

Pravilan n-terokut moze se konstruirati sa Sestarom 1 ravnalom ako 1
samo ako je n prirodan broj veéi od 2 takav da je p(n) potencija broja 2.

Dakle, pravilan n-terokut moze se konstruirati za n = 3,4,5,6,8,10,12,15,16,17,....

4.2. Lehmerov problem

Prema Primjeru 2.2 znamo da ako je p prost broj, onda je ¢(p) = p — 1. 1932. godine
Lehmer je postavio pitanje postoje li slozeni brojevi n takvi da ¢(n) | n — 1. Pretpostavlja
se da takvi brojevi ne postoje i danas je ta pretpostavka poznata kao Lehmerov problem o
Eulerovoj funkcuji:

Ne postoji slozen prirodan broj n sa svojstvom da @(n) | n — 1.

1933. godine Lehmer je dokazao da ako takav n postoji, mora biti neparan, kvadratno
slobodan i djeljiv s barem 7 prostih brojeva, odnosno w(n) > 7 (w je funkcija koja ”broji”
sve proste djelitelje zadanog broja n). Cohen i Hagis dokazali su 1980. godine da je n > 10%
i w(n) > 14. Nadalje, Hagis je pokazao da ako 3 | n, tada je n > 10193742 j (n) > 298848
(vise o ovome moze se pronadi u [5]). U sljedeéem teoremu pokazat ¢emo da tvrdnja vrijedi
za sve n-ove takve da je w(n) < 3.

Teorem 4.2. Ako za prirodan broj n vrijedi p(n) | (n — 1) i w(n) < 3, onda je n prost broj.
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Dokaz. Neka je n prirodan broj takav da ¢(n) | (n — 1) i w(n) < 3. Primjetimo da za prost
broj p takav da p? | n postoji cijeli broj a takav da je n = p’a i p(n) = ¢(p®a). Tada
p | ¢(n), ali pfn—1 sto je kontradikcija. Stoga trebamo pokazati da je n # pq i n # pqr, za
proste brojeve p < ¢ < r. Neka je n = pg. Prema pretpostavci slijedi (p —1)(¢ —1) | pg — 1.
Ako je ¢ > 3, tada je (p — 1)(q — 1) paran broj pa je i (pg — 1) paran broj i p i ¢ su neparni
prosti brojevi. Ali, za p =31 ¢ =5 imamo

pg—1
(p—1(g—1)

Izraz na lijevoj strani ove nejednakosti je padajuca funkcija i uvijek je veéi od 1 pa
pg—1
(- 1D(g—1)

(p=1(—1)|pg—1.
Neka je sada n = pgr. Analogno kao u prethodnom slucaju, p, ¢ i  su neparni prosti brojevi.
Akojep=3,¢q=71ir =11 imamo

< 2.

ne moze biti neki pozitivan cijeli broj, a to je kontradikcija s

pgr — 1
(p—Dg—1(r—1)

Buduéi da je lijeva strana uvijek veéa od 1 i funkcija je padajuca, to je kontradikcija i
iskljucuje sve moguénosti osimzap=3iq=>5. Tadazar =7

< 2.

pqr — 1
< 3,
(p—1(g—1r—1)
1 150 — 1
odakle slijedi Par — 9. Medutim, iz 2" =Y _ 9 giiedi r = 15, a 15 nije
(p—1(g—=1)(r—-1) 8(r —1)

prost broj i time smo eliminirali sve moguc¢nosti. Dakle, n # pq i n # pqr, za sve proste
brojeve p < g < r. O

4.3. Carmichaelova slutnja

1907. godine Robert Carmichael objavio je teorem u kojem tvrdi da ne postoji broj n takav
da za sve druge brojeve m, m # n, je p(n) # p(m). Medutim, ve¢ 1922. godine ustanovilo
se da dokaz nije ispravan te se od tada pokusava razrijesiti taj problem. Pretpostavlja se
da takvi brojevi zaista ne postoje i danas je ta pretpostavka poznata kao Carmichaelova
slutnja:

Ne postoji broj n sa svojstvom da za sve druge brojeve m, m # n, je
p(n) # p(m).

Carmichaelova slutnja moze se izreci i na sljede¢i nacin:

Ako je A(f) broj pozitivnih cijelih brojeva n takvih da je p(n) = f, tada
mora vrijediti A(f) # 1.

Carmichael je dokazao da kontraprimjer njegovoj pretpostavci mora biti broj vedi ili jednak
1037 ([3]) , a Victor Klee pokazao je da mora biti veéi ili jednak 10*° ([10]). Kevin Ford je
1998. godine pokazao da slutnja vrijedi za sve brojeve manje od 101" ([7]). Carl Pomerance
pokazao je da je prirodan broj n kontraprimjer ovoj pretpostavci ako za svaki prost broj p
takav da p — 1 | o(n) vrijedi p? | n ([12]).
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