Potpunost modela financijskog trzista u diskretnom
vremenu

Varga, Marija

Master's thesis / Diplomski rad
2016

Degree Grantor / Ustanova koja je dodijelila akademski / strucni stupanj: Josip Juraj
Strossmayer University of Osijek, Department of Mathematics / SveuciliSte Josipa Jurja
Strossmayera u Osijeku, Odjel za matematiku

Permanent link / Trajna poveznica: https://urn.nsk.hr/um:nbn:hr:126:164980

Rights / Prava: In copyright /Zasti¢eno autorskim pravom.

Download date / Datum preuzimanja: 2024-04-23

. Repository / Repozitorij:

Repository of School of Applied Mathematics and
Computer Science

aodar

DIGITALNI AKADEMSKI ARHIVI I REPOZITORLII

zir.nsk.hr


https://urn.nsk.hr/urn:nbn:hr:126:164980
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
https://repozitorij.mathos.hr
https://repozitorij.mathos.hr
https://zir.nsk.hr/islandora/object/mathos:94
https://repozitorij.unios.hr/islandora/object/mathos:94
https://dabar.srce.hr/islandora/object/mathos:94

Sveuciliste J.J. Strossmayera u Osijeku
Odjel za matematiku
Sveucilisni diplomski studij matematike
Smjer: Financijska matematika i statistika

Marija Varga

Potpunost modela financijskog trzista u
diskretnom vremenu

Diplomski rad

Osijek, 2016.



Sveuciliste J.J. Strossmayera u Osijeku
Odjel za matematiku
Sveucilisni diplomski studij matematike
Smjer: Financijska matematika i statistika

Marija Varga

Potpunost modela financijskog trzista u
diskretnom vremenu

Diplomski rad

Mentor: doc. dr. sc. Nenad Suvak

Osijek, 2016.



Sadrzaj

1 Uvod 1
1.1 DiISKIetno VITJEIME. .....uuiiiiiiiiiiii e 1

2 Financijsko trziste 4
2.1 Financijski inStrumenti... ... 4
2.1.1 Osnovni financijski instrumenti...........cccccoviiiiii 5

2.1.2 Izvedeni financijski instrumenti......... ... 6

2.1.3 CHJENE 1 POVIALL. ..t 9

3 Modeli financijskog trzista 16
3.1 Osnovne pretpostavke matematickih modela na financijskom trzistu...............ccc..... 16

4 Modeli financijskog trzista u diskretnom vremenu 18
4.1 Jednoperiodni modeli financijskog trzista u diskretnom vremenu...............ccccceveen. 22
4.1.1 Jednoperiodni binarni model financijskog trzista............cccccooiiiiiiiiiiiiiiiiinnnn. 22

4.2 Viseperiodni modeli financijskog trzista u diskretnom vremenu..................ccccceeenn. 28
4.2.1 Cox-Ross-Rubinsteinov (CRR) model financijskog trzista...........ccccceviennne. 28

5 Potpunost modela financijskog trzista u diskretnom vremenu 31
5.1 Potpunost jednoperiodnog modela financijskog trzista u diskretnom vremenu........ 35
5.2 Potpunost viseperiodnog modela financijskog trzista u diskretnom vremenu........... 36
Literatura 38
Sazetak 39
Summary 40
Zivotopis 41



1 Uvod

U drugoj polovici proslog stolje¢a dogodile su se neke vrlo bitne promjene u okvirima na-
cionalnog i medunarodnog financijskog sustava. Te su se promjene prvenstveno odrazile u
novim, usavrsenim instrumentima, institucijama i mehanizmima financijskog sustava. Stoga
pod pojmom financijske imovine vise ne podrazumjevamo samo novac, veé¢ sve ono Sto svom
vlasniku, ali i drustvu opcenito, predstavlja neku vrijednost. Dakle, osim novcem, pocelo se
trgovati dionicama, obveznicama i drugim vrijednosnim papirima, koji svom vlasniku mogu
donijeti nekakav oblik zarade ili pak gubitka. Najkompleksnija financijska imovina je ona
¢ije su vrijednosti u buduénosti neizvjesne i ulaganje u njih nosi odredeni rizik. Kako bi sto
bolje predvidjeli, odnosno procijenili vrijednosti takve imovine u buduénosti, znanstvenici su
poceli izradivati matematicke modele pomocu kojih su s vise ili manje uspjeha procjenjivali te
vrijednosti.

Matematicki model moze se definirati kao matematicki zapis ponasanja i/ili osobina
promatranih fizickih velicina. Matematicki model takoder predstavlja skup matematickih re-
lacija koje opisuju veze izmedu veli¢ina koje karakteriziraju neki proces, te odrazava najvaznije
karakteristike tog procesa. S obzirom da u vecini sluc¢ajeva nije moguce izraditi apsolutno to-
¢an model, ¢esto koristimo odredene aproksimacije i zanemarujemo malo utjecajna mjerenja.

Matematicki modeli konstruiraju se u diskretnom i neprekidnom vremenu. U ovom radu
baviti ¢emo se opisivanjem matematickih modela financijskog trzista u diskretnom vremenu,
te ¢emo analizirati njihovu potpunost. Pritom smatramo da je model trzista bez arbitraze
potpun, ako je svaki slucajni zahtjev dostizan. Motivacija za izradu takvih modela je prije
svega njihova primjenjivost u praksi, konkretno, primjenjivost na financije.

1.1 Diskretno vrijeme

Diskretno i neprekidno vrijeme dva su alternativna okvira unutar kojih modeliramo varija-
ble. Vrijednost sluc¢ajne varijable kojom modeliramo vrijednost nekog financijskog instrumenta
u diskretnom vremenu promatramo u najvise kona¢no mnogo trenutaka, sto podrazumjeva da
je vrijednost promatranog financijskog instrumenta na intervalu izmedu dvaju uzastopnih tre-
nutaka konstantna. Matematicki model takoder moze opisivati vrijednost financijskog instru-
menta i u prebrojivo mnogo trenutaka. Modele karakterizirane takvim vremenima nazivamo
modelima u diskretnom vremenu.

Prostor na kojem promatramo diskretne sluc¢ajne varijable zove se diskretan vjerojatnosni
prostor. Oznacavamo ga s (€2, F, P), pri ¢emu je:

e Skup 2 = {wy,...,w,} je skup elementarnih dogadaja koji sadrzi konacno ili prebrojivo
mnogo elemenata.



e 0 — algebra je familija podskupova od 2.

Definicija 1.1. Neka je dan neprazan skup 2. Familija F podskupova skupa €2 je
o — algebra skupova na () ako vrijedi:

i) 0 e F,
ii) ako je A € F,onda jei Ax € F,

iii) ako je dana prebrojiva familija skupova (A,,n € N) C F, onda F sadrzi i njihovu
uniju, tj.
U A, eF

n=1

Elemente o-algebre F zovemo dogadaji.

e Vjerojatnost P: Q — [0,1] takva da je Vi € {1,2,...,n}, p, = P{w;} > 01i

1=1 i=1

Oznacimo sa B = B(R) Borelovu g-algebru na skupu realnih brojeva R. To je najmanja
o-algebra podskupova od R koja sadrzi sve poluotvorene intervale (a,b], —co < a < b < 0.
Borelova o-algebra moze se karakterizirati kao o-algebra na skupu R generirana:

i) Svim otvorenim intervalima u R,
ii) Svim otvorenim podskupovima od R,
iii) Svim beskona¢nim intervalima tipa (—o0, b], itd.

Definicija 1.2. Funkcija X : (Q,F) — (R, B) je slu¢ajna varijabla ako je praslika ele-
menta iz B dogadaj u €2, tj. element iz F.

U financijskom kontekstu, slu¢ajnom varijablom mozemo modelirati npr. cijenu dionice ili
nekog drugog vrijednosnog papira.

Definicija 1.3. Neka je dan diskretan vjerojatnosni prostor (2, F, P). Svaku funkciju X :
2 — R zvat ¢emo diskretna slucajna varijabla.



Kretanje vrijednosti varijable koja se mjeri u diskretnom vremenu graficki se moze prika-
zati step — funkcijom.

Slika diskretne slucajne varijable X je diskretan skup C R, kojeg oznacavamo s R(X).

Diskretnu sluc¢ajnu varijablu X zadajemo tablicom distribucije:

r1T To92 T3 ... Tp
X ~ , . €(0,1).
( br P2 pP3 .- Pn ) pi€{0.1)

Ukoliko u isto vrijeme prouc¢avamo nekoliko sluc¢ajnih varijabli, te zZelimo do¢i do nekih za-
kljucaka o moguéim vezama izmedu njih, proucavanje svake varijable posebno nec¢e nam biti
od neke pomodi. It tog razloga trebali bismo te varijable gledati i proucavati unutar jednog
slucajnog vektora.

Definicija 1.4. Neka je (€2, F, P) vjerojatnosni prostor pridruzen slu¢ajnom pokusu. Funk-
ciju (X1, Xs, ..., X;,) koja svakom ishodu pokusa pridruzuje uredenu n-torku realnih brojeva
(21, 22, ..., x,) zovemo n-dimenzionalan slucajni vektor ako vrijedi:

{Xi<zin..n{X,<z,}={Xi <zy,...X;, < x,} € F
za svaki r;1 e R, ...,z, € R.

n-dimenzionalan slucajni vektor je diskretan ako su sve varijable koje ¢ine taj slucajni
vektor diskretne. Slika tog sluc¢ajnog vektora je X = (X1, Xo, ..., X;,) jednaka R(X) = R(X;) x
R(X3) X ... Xx R(X,).



2 Financijsko trziste

Trziste (engl. market) je svako susretanje ponude i potraznje, bez obzira na mjesto,
vrijeme i oblik obavljanja kupoprodaje. Trziste se takoder moze definirati i kao mjesto raz-
mjene proizvoda i usluga, kupaca i prodavaca. Kupnja i prodaja na trzistu mogu se obavljati
i bez nazocnosti robe, te takoder i bez izravnog kontakta kupaca i prodavaca. Primjeri takve
kupovine su kupnja putem kataloga, interneta, telefona, itd. Pod pojmom trzista se smatra i
mehanizam kojim se reguliraju odnosi kupaca i prodavaca u uvjetima u kojima oni ostvaruju
svoje interese i ciljeve, a zbog kojih i stupaju u medusobne odnose.

Vrste trzista:

- trziste roba i usluga,
- trziste inputa (rada, kapitala i zemlje),

- financijsko trziste.

Financijsko trziste (engl. financial market) je skup mjesta, instrumenata, osoba, teh-
nika i tokova koji omoguéuju razmjenu novca, deviza i kapitala.! Postoji mnogo vrsta finan-
cijskih trzista, npr. trziste dionica, trziste obveznica, trziste kredita, trziste potrazivanja po
kreditnim karticama, trziSte drzavnih vrijednosnih papira, itd.

2.1 Financijski instrumenti

Na financijskom trzistu trguje se financijskim instrumentima. Financijski instrument
je dokumentarni dokaz vlasnistva nad nekom financijskom imovinom, primjerice blagajnicki
zapis, dionica, obveznica, itd, kojom se trguje na financijskom trzistu. Svrha im je:

- modeliranje kretanja cijena, te njihovih promjena na financijskom trzistu,
- mjerenje i modeliranje rizika na financijskom trzistu,

- kontroliranje i ograni¢avanje rizika na financijskom trzistu.

Financijski instrumenti dijele se na dvije vazne kategorije:

1. OSNOVNI financijski instrumenti - tu spadaju nerizini (novac u domacoj valuti koji
ulazemo ili posudujemo uz nepromjenjivu kamatnu stopu) i riziéni (novac u stranoj
valuti, obveznice, dionice, zlato,...) financijski instrumenti.

Thttp://www.pses-inova.hr/pojam/financijsko-trziste/



2. IZVEDENTI financijski instrumenti - primarno se koriste za upravljanje rizikom, a vri-
jednost im ovisi, tj. izvodi se iz vrijednosti osnovnih financijskih instrumenata. To su
npr. forward i futures ugovori, opcije, i sl.

2.1.1 Osnovni financijski instrumenti

Osnovni financijski instrumenti dijele se na nerizi¢ne i riziéne financijske isntrumente.

e Nerizi¢ni financijski instrument predstavlja novac u domacoj valuti koji se moze uloziti
ili posuditi uz fiksnu kamatnu stopu. Ulaganje u ove financijske instrumente, kako
sam naziv kaze, ne nosi nikakav rizik, tj. poznavanje nepromjenjive kamatne stope
omogucuje nam da sa 100 %-tnom to¢no$éu mozemo izracunati kako ée se vrijednost tih
instrumenata mijenjati kroz vrijeme.

e S druge strane, rizi¢ni financijski instrumenti nose sa sobom odredeni rizik (zbog raznih
fluktuacija na trzistu), te njihove buduée vrijednosti nije moguée u potpunosti tocno
odrediti. Rizi¢ni financijski instrumenti su najcesée novac u stranoj valuti (valutni ri-
zik), drzavne i korporativne obveznice, zlato, dionice, i sl.

S obzirom da ¢emo se u ovom radu najvise baviti dionicama, definirajmo prvo Sto je to
dionica.

Definicija 2.1. Dionica je vlasnicki vrijednosni papir koji predstavlja pravo vlasnistva u odre-
denom dioni¢kom drustvu.?

Skup financijske imovine pojedinca ili nekog poduzeca zove se portfelj. Sastavljen je od
razli¢itih financijskih instrumenata, kako nerizi¢nih, tako i rizi¢nih. Cilj sastavljanja portfelja
je postizanje odredenih financijskih rezultata, odnosno dobiti.

U ovom radu promatrat ¢emo financijsko trziste na kojemu trgujemo s (d + 1)-nom finan-
cijskom imovinom, od Cega je jedna nerizi¢na, a d je rizicnih financijskih imovina.

Definicija 2.2. Portfelj je vektor ¢ = (¢°, ¢!, ..., %) € R gdje ¢' € R predstavlja broj
jedinica i-te financijske imovine koju investitor posjeduje u trenutku ¢ = 0.

Zhttps://hr.wikipedia.org/wiki/Dionica



2.1.2 Izvedeni financijski instrumenti

Izvedeni financijski instrumenti (izvedenice ili derivativi) su financijski instrumenti ¢ija
vrijednost ovisi o vrijednostima osnovnih financijskih instrumenata i ta je ovisnost opisana
nekom funkcijom. Njihovu vrijednost izvodimo iz vrijednosti osnovnih financijskih instrume-
nata, odnosno dionice na koju se odnose. Koristimo ih kako bismo upravljali rizikom, tj. u
nekoj ga mjeri kontrolirali. Medutim njima se rizik moze i povecati. Kako smo veé¢ naveli,
izvedenice su npr. forward i futures ugovori, opcije i drugi.

Jedna od najstarijih i najosnovnijih izvedenica je tzv. forward ugovor. Njime se unaprijed
fiksira cijena neke imovine u trenutku dospijec¢a. Po forward ugovoru, kupac imovine je u tzv.
long poziciji, dok je prodavatelj u tzv. short poziciji. Kupac se ovim ugovorom zeli zastititi
od velikog rasta cijena, a prodavatelj od pada.

Definicija 2.3. Forward (terminski) ugovor je ugovor u kojem se jedna strana (kupac)
obvezuje na kupnju, a druga strana (prodavatelj) na prodaju financijske imovine u trenutku
dospije¢a T, po dogovorenoj forward cijeni ili cijeni izvrsenja K, koja je fiksna.

Ukoliko sa S oznac¢imo trzisSnu vrijednost financijske imovine u trenutku dospijeca T', a
cijenu izvrsenja dogovorenu ugovorom s K, mozemo odrediti koliko forward ugovor vrijedi
svom vlasniku u trenutku dospijeca.

1. Ako je trzisna vrijednost financijske imovine u trenutku dospijec¢a veca od cijene izvrse-
nja, tj. ako je St > K, vlasnik forward ugovora generira zaradu od (Sr — K).

2. Ako je trzisna vrijednost dionice u trenutku dospijeCa manja ili jednaka cijeni izvrsenja,
tj. ako je St < K, tada vlasnik forward ugovora gubi iznos (K — Sr).

U trenutku dospijeca T', forward ugovor svom vlasniku vrijedi
Clv=5r—K
Na medunarodnim financijskim trzistima trguje se i tzv. futures ugovorima. U proslosti

su i forward i futures ugovori nastali na trgovini poljoprivrednim proizvodima.

Definicija 2.4. Futures (ro¢ni) ugovor je oblik kupoprodajnog ugovora kod kojeg se ci-
jena i uvjeti unaprijed definiraju, a isporuka je odgodena.



Futures ugovori sadrzajno su jednaki forward ugovorima, ali se futures ugovori sklapaju u
okvirima burzi, pa burze onda odreduju i pravne okvire ovih ugovora. Za razliku od forwards
ugovora, kod kojih je ugovorna cijena fiksirana danom ugovaranja, a na dan izvrSenja opce-
nito ne mora biti jednaka trzisnoj vrijednosti, kod futures ugovora se ugovorna cijena korigira
svakoga dana na trzisnu vrijednost uspostavljenu na burzi. Stoga se kupac i prodavac¢ futures
ugovora svakodnevno obracunavaju prema trzisnoj cijeni. S obzirom da se trgovina odvija na
burzi, u njoj obavezno postoji posrednik — broker

Primjer 2.5. Uzmimo za primjer futures ugovor na dugorocne drZavme obveznice na cikaskoj
burzi roba (CBT). Neka vrijednost svakog ugovora iznosi 100 000 $ nominalne vrijednosti. To
u bodovima znaci 100 bodova (1 bod = 1 000 §).

Sve obveznice koje temeljem ugovora treba dostaviti moraju na datum dostave imati jos
najmangje 15 godina do dospijeca i na datum dostave ne smiju biti opozive najmanje jos 15
godina. Recimo da su rokovi kraj oZujka, lipnja, rujna i prosinca.

Na datum isteka futures ugovora, vrijednost ugovora jednaka je vrijednosti imovine koja se
dostavlja. U primjeru zastite od kamatnog rizika @ pada trZisne vrijednosti obveznice, banka
"A" long poziciju zauzima prodajom 50 futures ugovora (na dugorocne drZavne obveznice) na
cikaskoj burzi robe (5 milijuna $ = 50 - 100 000 $). Tvrtka "B" zastitu od kamatnog rizika
(rasta cijene obveznice u buducénosti) provodi kupnjom 50 futures ugovora (na dugorocéne dr-
Zavne obveznice) na cikaskoj burzi robe (5 milijuna dolara = 50 - 100 000 dolara).

Kupci i prodavatelji futures ugovora zakljucuju svoje ugovore s klirinskom kucom poveza-
nom s terminskom burzom (CBT). U takvim okolnostima kupci ugovora ne moraju brinuti o
financijskoj stabilnosti i pouzdanosti prodavatelja i obrnuto. Dokle god je klirinska kuca sta-
bilna, kupci ugovora nemaju razloga za brigu.

Kupci i prodavatelji futures ugovora trebaju uplatiti pocetni depozit (margin requirement),
npr. 2 000 § po ugovoru na racun margine. Futures ugovori se zatim svakodnevno prila-
godavaju, sto znaci da se na kraju svakog dana trgovanja promjene u 3 vrijednosti ugovora
oduzimaju ili dodaju racunu.

Npr. ako nakon kupovine ugovora po cijeni 100 $, cijena na kraju dana padne na 99,
sudionik gubi bod, tj. 1 000 $ i treba dodati jos 1 000 $ na svoj racun margine kako bi mu
stanje iznosilo 2 000 $. Nakon Sto su futures ugovori jednom prodani ili kupljeni, njima se
moze dalje trgovati u bilo koje vrijeme do datum dostave.

Osim forward i futures ugovora, postoje i tzv. opcije, koje se kao i forward ugovori mogu
koristiti za smanjivanje rizika na financijskom trzistu. No zahvaljujuci njima, rizik je vrlo lako
i znacajno povecati.

Opcija je ugovor koji svom vlasniku daje pravo, ali ne i obavezu da proda ili kupi neki
financijski instrument do odredenog buduéeg datuma (vremena dospijeé¢a) po unaprijed dogo-



vorenoj cijeni (cijeni izvrSenja).

Definicija 2.6. Europska call opcija (ECO) je ugovor koji svom vlasniku daje pravo, ali
ne i obavezu, da u unaprijed odredenom trenutku 7" kupi neku financijsku imovinu po unapri-
jed odredenoj cijeni K.

Uz iste oznake kao i kod forward ugovora, mozemo odrediti koliko ECO vrijedi svom vlas-
niku u trenutku dospijeca.

1. Ako je trzisna vrijednost dionice u trenutku dospijec¢a veé¢a od cijene izvrSenja, tj. ako
je St > K, vlasnik opcije iskoristit ¢e svoje pravo iz ugovora, te ¢e od prodavatelja op-
cije kupiti dionicu po cijeni izvrSenja K, jer je ona niza od trziSne cijene. Na taj nacin
vlasnik ECO ostvaruje profit od (Sr — K).

2. Ako je trzisna vrijednost dionice u trenutku dospije¢a manja ili jednaka cijeni izvrsenja,
tj. ako je St < K, vlasnik opcije nece iskoristiti svoje pravo iz ugovora, pa mu ECO u
tom slucaju vrijedi 0, tj. bezvrijedna je.

U trenutku dospijeca T', ECO svom vlasniku vrijedi:
Cca” = Imax (O, ST — K) = (ST — K)+

Definicija 2.7. Europska put opcija (EPO) je ugovor koji svom vlasniku daje pravo, ali
ne i obavezu, da u unaprijed odredenom trenutku 7" proda neku financijsku imovinu po una-
prijed odredenoj cijeni K.

Sada, uz iste oznake mozemo odrediti koliko EPO vrijedi svom vlasniku u trenutku dospi-
jeca.

1. Ako je trzisna vrijednost dionice u trenutku dospijeca veca od cijene izvrsenja, tj. ako je
St > K, vlasnik opcije nece iskoristiti svoje pravo iz ugovora, pa mu EPO u tom slucaju
vrijedi 0, tj. bezvrijedna je.

2. Ako je trzisna vrijednost dionice u trenutku dospije¢a manja ili jednaka cijeni izvrsenja,
tj. ako je St < K, vlasnik opcije iskoristit ¢e svoje pravo iz ugovora, te ¢e prodati di-
onicu po cijeni izvrSenja K, jer je ona visa od trzisne cijene. Na taj nacin vlasnik EPO
ostvaruje profit od (K — Sr).



U trenutku dospijeca 7', EPO svom vlasniku vrijedi:

CP" = max (0, K — Sr) = (K — Sr) 4.

2.1.3 Cijene i povrati

e Cijenu (vrijednost) nerizi¢ne financijske imovine, ¢esto nazivane nultom financij-
skom imovinom, u trenutku ¢ oznacavamo sa Sp. U trenutku ¢ = 0, S{ je poznata kons-
tanta, a u trenutku ¢t > 0, vrijednost nerizi¢ne financijske imovine u diskretnom vremenu
jer

- u sustavu jednostavnog ukamacivanja SP = S9(1 + r't),

- u sustavu slozenog ukamadivanja Sy = S9(1 + /)¢,
gdje je r’ konstantna efektivna kamatna stopa.
e Cijena rizi¢ne financijske imovine u buduc¢nosti je neizvjesna, tj. nije nam poznata,

pa ju modeliramo nenegativnim sluc¢ajnim varijablama ¢ije su vrijednosti u trenutku
t>0,54i€{1,2,..,d}.

Osim jedne nerizi¢ne, promatramo i d rizi¢nih financijskih instrumenata, odnosno di-
onica. Takav skup od (d + 1) financijskih instrumenata nazivamo portfelj.

e Vrijednost portfelja ¢ u trenutku ¢ = 0 jednaka je
d
Volo) = D~ #6855 = (0, So),
k=0
gdje (g, Sp) oznacava skalarni produkt u R+,

Uzmemo li da je w € () stvarno stanje svijeta, tada cijene svih financijskih instrumenata
u trenutku ¢ = 1 iznose Si(w) = (S?, SHw),., Sf(w)), pa vrijednost portfelja ¢ u
trenutku ¢ = 1 iznosi

(o1 81(@)) = S eiSHw) = (1 +1) + 3 #iST(w).

k=1

To znaci da je vrijednost portfelja ¢ u trenutku ¢ = 1 sluéajna varijabla (¢, S).
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e Cijenu izvrsenja forward ugovora iskazat ¢emo pomocu leme, medutim, prvo bismo
trebali objasniti Sto je to arbitraza. Naime, arbitraza je portfelj koji ne kosta nista, a s
pozitivnom vjerojatnoséu donosi pozitivan profit, tj. nije izlozen riziku gubitka.

Lema 2.8. 3 Ako financijsko trZiste ne dopusta arbitrazu, cijena izvrienja forward ugo-
vora s dospijecem u trenutku T za dionicu cija je sadasnja vrijednost Sy, mora biti

K= So(l + ?”I)T.

Dokaz. Pretpostavimo da ne vrijedi K = Sy(1 +7/)7.
1. slucaj:
Pretpostavimo da vrijedi K > Sp(1 + /).

U trenutku ¢ = 0 prodavatelj u forward ugovoru posudi novac u vrijednosti Sy, te za taj
iznos kupi jednu dionicu.

U trenutku ¢t = T proda dionicu za iznos K, vrati banci dug u iznosu Sp(1+7')T. Ostaje
sa K — So(1+ 1)1 zarade bez rizika.

2. slucaj:
Pretpostavimo da vrijedi K < Sp(1 +1')T.

U trenutku ¢t = 0 kupac u forward ugovoru posudi jednu dionicu i proda ju (short sell).
Zatim investira iznos Sy na trzistu novca.

U trenutku ¢ = T podigne Sy(1 + 7')T investiranog novca, kupi jednu dionicu po cijeni
K i vrati je vlasniku. Ostaje sa (So(1+r')T — K) zarade bez rizika.
m

e Cijene ECO i EPO - kako smo ve¢ naveli, ECO svom vlasniku u trenutku izvrsenja T’
vrijedi max (0, St — K) = (Sr — K), dok EPO vrijedi max (0, K — Sy) = (K — St)4.
Iz dobivenih rezultata dalo bi se zakljuciti da vlasnik opcije nikada nije na gubitku, dok
prodavatelj moze biti. Iz tog razloga kupac opcije mora platiti neku cijenu za opciju,
tj. premiju. Glavno pitanje koje se namece je - kako pravedno i racionalno odrediti tu

3B. Basrak, Matematicke financije, web - skripta, 2009.
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cijenu, a da ona bude jedinstvena? Takvu cijenu u trenutku ¢ = 0 mozemo dobiti na
jedan od sljede¢ih nacina:

1. Prvi nadin temelji se na REPLICIRAJUCEM PORTFELJU, npr. ¢ = (¢°, o),
ako se trguje s dvije financijske imovine, jednom nerizicnom (novac u banci ulozen
uz efektivhu kamatnu stopu ) i jednom rizicnom (dionica). Uzmimo npr. da
r’ = 0.05, te da trgujemo dionicom tvrtke Coca-Cola. Na datum 15.08.2016., naj-
viga cijena dionice bila je 44.1 $, $to je tada iznosilo &~ 296.06 kn. Pretpostavimo
da je vrijeme dospijec¢a opcije 15.08.2017., tj. T' = 1, a cijena dospijec¢a, K = 300 kn.

Dakle, imamo portfelj ¢ = (¢°, ©!), gdje nam, u trenutku ¢ = 0, ©° oznacava iznos
novca u banci, a ! broj dionica tvrtke Coca-Cola u posjedu investitora.

»  Vrijednost tog portfelja u poc¢etnom trenutku ¢t = 0, tj. promatranom datumu
15.08.2016. iznosi:

Vo(po) = ¢” + ' Sp = ¢° + 296.06¢".

Pretpostavimo sada da je skup w = {wy,ws} skup stvarnih stanja svijeta. Tada
u trenutku ¢ = 1 postoje dvije moguce realizacije slucajne varijable S; (moguée
vrijednosti dionice u trenutku dospijeca). To su:

o Sl(wl) = 400 kn
o Sl (CUQ) = 200 kn.

Iz prilozenog mozemo uociti da slucajnu varijablu S; mozemo modelirati kao slu-
cajnu varijablu s tablicom distribucije :

200 400

»  Vrijednost tog portfelja u trenutku dospije¢a 7' = 1, tj. na datum dospijeca
15.08.2017. modeliramo slucajnom varijablom Vi(p) : {wy, w2} — R;

Vi) = (1 +1) + 'Sy

U nasem slucaju (7" = 1), s obzirom da je V;(y) transformacija slucajne varijable
S1, dvije su mogucnosti realizacije slucajne varijable V; (). To su:
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o Vi(p)(wr) = 1.05¢° + 400"
o Vi(¢)(wa) = 1.050° 4 2004

Portfelj ¢:

x u sluéaju ECO, replicira ECO ako vrijedi da je Vr(p) = C) gdje je C3ll =
max {0, 57 — K},

* u slucaju EPO, replicira EPO ako vrijedi da je Vip(p) = CP, gdje je CB* =
max {0, K — Sr}.

Csall i OP' su takoder Bernoullijeve slu¢ajne varijable s tablicama distribucije:

0 100 0 100
ol ; Pt o , € (0,1).
1 ( l—p p ) 1 p 1—p b < >

Uz sve pretpostavke i dobivene rezultate, sada dobijemo sustave jednadzbi:

o za ECO:

1.05¢" + 400" = 100
1.05° + 200¢" = 0.

RjeSavanjem ovog sustava jednadzbi dobijemo da novac u banci, odnosno ¢°
iznosi -95.24 kn, tj. banci dugujemo 95.24 kn, te posjedujemo % dionice tvrtke
Coca-Cola. Te dvije stavke cine replicirajué¢i portfelj za ovu ECO. U tom
slucaju realna cijena ove ECO, koja ni kupcu niti prodavatelju ne omogucava
zaradu bez rizika, iznosi:

1
Csm = Vy(p) = —95.24 + 5296.06 = 52.79 kn.

o za EPO:

1.05¢° + 400! = 0
1.05¢° + 200¢" = 100.

RjeSavanjem ovog sustava jednadzbi dobijemo da novac u banci, odnosno ¢"
iznosi 190.48 kn, te posjedujemo —% dionice tvrtke Coca-Cola, tj. duzni smo
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% dionice tvrtke Coca-Cola. Te dvije stavke ¢ine replicirajuéi portfelj za ovu
EPO. U tom slucaju realna cijena ove EPO, koja ni kupcu niti prodavatelju ne
omogucava zaradu bez rizika, iznosi:

1
CP'" = Vy(p) = 190.48 — 5296.06 = 42.45 kn.

2. Drugi se nacin odredivanja cijene ECO i EPO u T' = 0 temelji na ARTIFICIJEL-
NOJ VJEROJATNOSTI P* : {wy,ws} — [0, 1], pri ¢emu vrijedi:

P*{w} =p"; P{w}=1-p

Kako bismo mogli odrediti koliko nam iznosi artificijelna vjerojatnost p*, potrebno
je da prvo definiramo diskontirane cijene, jer s obzirom na P*, ocekivana diskonti-
rana cijena dionice u trenutku ¢t = 1 treba biti bas Sy, tj. pocetna cijena dionice,
koja iznosi 296.06 kn.

Diskontirane cijene financijskih instrumenata i cjelokupnog portfelja iznose:

- diskontirana cijena koju bi u ¢t = 0 imao rizi¢ni i-ti (i € {0, 1, ..., d}) financijski
instrument, da je nerizican, iznosi:

- diskontirana cijena portfelja o;, gdje je %(QOO) = Vo(po), iznosi:

V(%) <,0t, St Z %SZ

Sada nam treba vrijediti:

S .
S() =F [M‘| ,tj. (1)

E*[Si] = (1+7")S. (2)
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Formula (2) nam govori da ocekivana vrijednost u trenutku izvrsenja T = 1, s
obzirom na artificijelnu vjeroatnost P*, jednaka je vrijednosti koju bismo imali da
smo Sy ulozili nerizicno, uz efektivnu kamatnu stopu 7.

Izrac¢unajmo sada vrijednost p* iz formule (1).

1
Sp = —— (400p" + 200(1 — p*)) = 296.06
0 105( P+ (1-p ))

= p" = 0.554315

o . . Cfa” 1 . .
* u slutaju ECO, Csall = E L | = 1o (0(1 = p*) + 100p") = 52.79 kn,
cr 1
v ut * 1 _ * *\
* u slucaju EPO, C?" = E ll - T,] = To (100(1 = p*) + 0p") = 4245 kn.

S obzirom da su cijene nekog financijskog instrumenta najces¢e medusobno zavisne, prili-
kom statisticke analize nailazimo na razne probleme, pa nam trebaju neke veli¢ine koje nisu
medusobno zavisne. Stoga su znanstvenici pri izradi modela poceli koristiti priraste cijena,
tj. povrate, jer ih cesto mozemo opisivati slucajnim procesima s nezavisnim komponentama i
odredenim svojstvima stacionarnosti.

Definicija 2.9. Povrat je relativna promjena cijene financijske imovine u odredenom vre-
menskom intervalu, c¢esto izrazena kao postotak.

Dvije su vrste povrata koji se koriste u matematickim modelima. To su:

1. Relativni ili aritmeticki povrat

e Jednostavni (jednoperiodni) relativni povrat za i-ti financijski instrument u trenutku ¢

je
) Sz’ Qi Sz’
Rj=—"t_—"l=—t —1ie{0,1,..d}te{0,1,.. T}
-1 t-1
Vrijednost 1+ R} = —' nazivamo bruto povrat.

t—1
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e n - periodni relativni povrat za ¢-ti financijski instrument u trenutku ¢; n <t, je

Si

St-n

?

Rin)=(1+Ry) - (1+R_y) .- (1+Ri_, )
ie{0,1,....d};te{0,1,..,T}.
e Sto se ti¢e cjelokupnog portfelja ¢;, njegov jednoperiodni relativni povrat u trenutku ¢

jednak je sumi relativnih jednoperiodnih povrata financijskih instrumenata iz tog
portfelja. Tj.

d A d . Sk
t
Rui = 3 ot =Y ot (5 -1).
k=0 t—1

k=0

2. Log-povrat - definiran je kao prirodni logaritam bruto povrata.

e Jednoperiodni log-povrat za i-ti financijski instrument u trenutku ¢ je

ri=In(1+ R)),i€{0,1,...d};t € {0,1,....,T}.

e n - periodni log-povrat za i-ti financijski instrument u trenutku ¢ je suma
jednoperiodnih log-povrata, te je

rin) = n(1+ Ri(n)) = In(1+ R}) + In(1+ Rj_,) + ... + In(1 + Rj_,,,,)

i i i
=Ty T e T

e Log-povrat cjelokupnog portfelja jednak je prirodnom logaritmu sume, pa nemamo
tako lijepi rezultat kao kod relativnih povrata.

d
(o) = (1 + Ry, (o)) = ln<1 +> gokR;f).
k=0
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3 Modeli financijskog trzista

Kako smo ve¢ naveli, cijene vrijednosnih papira u buduc¢nosti nisu nam poznate, pa je
ulaganje u vrijednosne papire rizi¢no. Kako bi pokusali sto blize odrediti njihove cijene u bu-
ducnosti, znanstvenici postavljaju neke pretpostavke, te izracunavaju njihove vjerojatnosti na
temelju cijena vrijednosnih papira u proslosti i sadasnjosti. Tako nastaju matematicki modeli.
Matematicki model je matematicki okvir unutar kojega se oponasa realni problem i njegovo
rjesavanje.

Ukoliko nam je poznat matematicki model, to znaci da u okvirima tog modela poznajemo
ponasanje i osobine promatranih fizickih veli¢ina.

Za potrebe izrade matematickih modela, cijene vrijednosnih papira modelirane su slucaj-
nim procesima, ¢ije se vrijednosti mijenjaju kroz vrijeme. Funkcija koja opisuje realizaciju
slucajnog procesa kroz vrijeme zove se trajektorija.

Definicija 3.1. Trajektorija slucajnog procesa je preslikavanje

t— X(t,w)

za neki fiksni w.

Kako bismo sto bolje modelirali kretanje cijena, najprije moramo promatrati kvalitativno
ponasanje vrijednosnih papira ¢ije cijene pokusavamo modelirati (dosadasnje cijene, investi-
tore, tvrtke,. .. ).

Postoje jednostavniji i slozeniji modeli. Jednostavniji su nekad prejednostavni i nisu do-
voljno realni, odnosno toc¢ni. Dok slozeniji modeli mogu biti realni, ali nekad i vrlo teski za
koristenje. Iz tog razloga se, u gotovo svim podrué¢jima u kojima se koriste matematicki mo-
deli, istrazivaci susre¢u s problemom kako najbolje uravnoteziti model, da s jedne strane bude
dovoljno jednostavan za koristenje, a s druge strane, da bude dovoljno realan.

3.1 Osnovne pretpostavke matematickih modela na financijskom
trzistu

Sest je osnovnih pretpostavki, a to su:

1. U trenutku t = 0 cijene osnovnih rizi¢nih financijskih instrumenata su poznate konstante,
dok u trenutku ¢ > 0 cijene modeliramo nenegativnim sluc¢ajnim varijablama.
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2. Svi investitori na trzistu imaju jednak pristup svim informacijama, a te informacije
ugradene su u cijene financijskih instrumenata.

3. Trgovati se moze bez transakcijskih troskova na financijskom trzistu.

4. Sva financijska imovina beskonaé¢no je djeljiva, likvidna je (mozZe se kupovati i prodavati
u neogranicenim koli¢inama) i moze se posudivati bez troskova, tj. moguce je posjedovati
negativan broj bilo koje financijske imovine (moguce je zaduziti se u dionicama).

5. Ulaganje i posudivanje novca moguce je uz fiksnu kamatnu stopu.

6. Posjedovanjem financijske imovine ne ostvarujemo nikakav dodani prihod ili trosak.

Napomena 3.2. Neke od ovih pretpostavki moguce je oslabiti, medutim, analiza modela tada
postaje znacajno sloZenija. Npr. postoje modeli koji:

ukljucuju isplatu dividends,

ukljucuju transakcijske troskowve,

promjenu kamatnih stopa modeliraju slucajnim procesom,

ogranicavaju mogucnost zaduzivanja u dionicama tzv. short selling.
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4 Modeli financijskog trzista u diskretnom vremenu

Za izradu modela financijskog trzista u diskretnom vremenu pretpostavit ¢emo da trgujemo
s (d+ 1) financijskim instrumentom u trenucima ¢t € {0,1,...,7'}. Od toga je jedan nerizi¢ni
financijski instrument (novac), a d € N je rizi¢nih (dionica).

Pocetna cijena nerizicnog financijskog instrumenta (u trenutku ¢ = 0) je poznata i iznosi
Sy > 0. Cijenu u trenutku ¢t € {1,2,...,T} moZemo izracunati i ona iznosi S = S§(1 + )",
gdje je r’ efektivna kamatna stopa.

Pocetne cijene rizicnih financijskih instrumenata takoder su poznate i iznose S}, za i €
{1,2,...,d}, a cijene u trenucima ¢ € {1,2,...,T} modeliramo nenegativnim slu¢ajnim vari-
jablama S!.

Ako promatramo cijene (d + 1) financijske imovine u jednom trenutku ¢t € {0,1,...,T},
dobijemo vektor cijena S; = (S?,SE, ..., S%) s vrijednostima u R4

Kako bismo mogli nastaviti s opisivanjem modela, prvo bismo trebali definirati neke os-
novne pojmove.

Definicija 4.1. Familija {F,,,n € Ny} o - algebri na skupu €2 zove se filtracija ako vrijedi
da je F, C Fni1, Vn € Ny.

Drugim rijecima, Vn € Nj filtracija je svaka rastuca familija o - algebri na €2, koje su
sve sadrzane u o - algebri F iz vjerojatnosnog prostora (€2, F, P). Pritom je o - algebra F,
generirana slucajnim vektorom (X, Xy, ..., X,,). Filtraciju interpretiramo kao rastuéi tok in-
formacija o nekom sluc¢ajnom procesu.

Definicija 4.2. Slu¢ajni proces ¢ = (s, t =0,1,....7) = ((&?, 1, ..., %), t = T s
vrijednostima u R%*! je predvidiv u odnosu na ﬁltracuu F={F:t=0,1,.. T} ako je Vit
slucajni proces p; F;_1 izmjeriv (o(p} C F;), te ako je o Fo izmjeriv.

Definicija 4.3. Slucajni proces ¢ = (s, t = 0,1,...,T) = (¢%, 0}, ...,08),t =0,1,...,T)
s vrijednostima u R i izmjeriv u odnosu na filtraciju F zove se dinamiéki portfelj ili
strategija trgovanja.

Definicija 4.4. Strategija trgovanja ili dinamicki portfelj ¢ = (¢, t = 0,1,...,T) =
(9,08, ..., 08, t=0,1,...,T) je samofinancirajuéa ako Vt € {0, 1,...,T — 1} vrijedi

d
(¢, S) = Z%zsl Z%HSZ = (pr+1,5%).

1=0
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Definicija 4.5. Strategija trgovanja ili dinamicki portfelj ¢ je dopustiv ako je ¢ samofinan-
cirajuéi portfelj, te ako je Vi(y;) > 0,Vt € {0,1,...,T}.

Definicija 4.6. Dopustiv dinamicki portfelj ¢ je arbitraza ako dodatno vrijedi da je V() =
0, te P(Vi(¢r) > 0) > 0.

Drugim rijec¢ima, arbitraza je portfelj koji ne kosta nista, a s pozitivhom vjerojatnoséu
donosi pozitivan profit, tj. nije izlozen riziku gubitka.
Kako smo veé¢ naveli, diskontirane cijene financijskih instrumenata i cjelokupnog portfelja

Su:

- diskontirana cijena koju bi u ¢ = 0 imao rizi¢ni i-ti (¢ € {0, 1, ...,d}) financijski instru-

ment, da je nerizican, iznosi: S} = 1+T,)tSZ

- diskontirana cijena portfelja ¢, gdje je Vo(po) = Vo(go), iznosi:

‘N/t(%) = Sﬁt,St ngtsl

Uvedimo sada pojmove adaptiranost i martingal u diskretnom vremenu.

Definicija 4.7. Za slucajni proces (X,,,n € Ny) kazemo da je adaptiran na filtraciju F =
{Fn,n € No} ako je 0(X,) C F,,Vn € Ny, tj. ako je Vn € Ny X; F; - izmjeriva slucajna
varijabla. Kazemo da je proces F - adaptiran.

Sada kada smo definirali filtraciju i adaptirani proces, mozemo definirati i martingal u
diskretnom vremenu.

Definicija 4.8. Slucajni proces X = (X,,n € Np) je martingal u diskretnom vremenu s
obzirom na filtraciju F = {F,,,n € Ny} ako vrijedi:

EHXHH < OO,VTL €Ny

2. X je adaptiran na filtraciju F
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3. E[Xn+1|fn] = Xn,‘v’n € No.
Trece svojstvo martinagala u diskretnom vremenu nazivamo martingalno svojstvo.

Napomena 4.9. Martingal u diskretnom vremenu ima konstantno ocekivanje, tj. ¥n € Ny
vrijedsi

E[Xy] = E[E[Xpn|Ful] = E[Xnq].

Za nerizitnu financijsku imovinu uz efektiviu kamatnu stopu 7 vrijedi martingalno svoj-
stvo, tj. vrijedi: E[Sp,,|F] = E[SP|F] = Sy, Sto za riziénu financijsku imovinu nije slucaj,

tj. ne vrijedi: E[S;,,|F] = S;. Iz tog razloga trebamo naéi novu vjerojatnosnu mjeru P*, s
obzirom na koju je: E*[S;,,|F] = 5.

Definicija 4.10. Vjerojatnosna mjera P* na izmjerivom prostoru (£, F) je neutralna na rizik
ako za sve i € {0,1,...,d} isvet € {0,1,...,T — 1} vrijedi da je

E” [§;+1|-7:t] = gga
tj. ako je s obzirom na P* slucajni proces diskontiranih cijena financijskih instrumenata
(St =0,1,...,T) = ((S°, S}, ..., t =0,1,...,T)
martingal u odnosu na filtraciju F = {F,,t =0, 1,..., T}, tj. vrijedi

E*[Sen1|Fi) = E* (S, Stirs - S| F] = (87,51, ., SF) = S

Vjerojatnosna mjera P* naziva se jos i ekvivalentna martingalna mjera, jer se P i P* po-
dudaraju na skupovima vjerojatnosti nula, tj. vrijedi P(A) = P*(A) VA € F takav da je
P(A) =0.

Teorem 4.11. Ako postoji bar jedna vierojatnost P* na izmjerivom prostoru (2, F) neutralna
na rizik 1 ekvivalentna vjerojatnosti P, tada financijsko trzZiste u diskretnom vremenu ne do-
pusta arbitrazu, tj. u okvirima tog modela financijskog trzista nemoguce je konstruirati portfelj
koji je arbitraZa.

Dokaz. Pretpostavimo da postoji barem jedna takva vjerojatnost P*, u odnosu na koju je
vektor diskontiranih cijena (S;,t = 0,1,...,T) martingal. Trebamo pokazati da je nemogude
konstruirati arbitrazu.
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Pretpostavimo suprotno, tj. da je moguce konstruirati arbitrazu ¢ = (¢, t =1,2,....T) =
((@?7 901}7 ) Spil)?t = 17 27 M T)'

Kako smo pretpostavili da je portfelj ¢ arbitraza, znamo da vrijedi Vy(po) = 0, te vrijedi
~ t ~
Vi) = Vo(go) + D @i ASk,
k=1

gdje je AS), = Sp — Si_1. Takoder znamo i da je @ izmjeriv u odnosu na o- algebru Fj_;.

Sada znamo sljedece:

e Vektor (Agt,t =1,2,...,T) je vektor martingalnih razlika, pa je i sam martingal. Stoga
ima konstantno ocekivanje, tj. ocekivanje mu je jednako 0.

e Vektor t
(‘Z(@t)at = 07 17 7T> = <Z Spk;Agk;,t = O, 1, ,T)

k=1
je martingalna transformacija, pa je i sama martingal, te stoga ima i konstantno oceki-
vanje, pa slijedi:

E*Vi(ge)] = E*[Vo(io)] = 0.

Ako je portfelj ¢ arbitraza, tada on mora biti dopustiv portfelj, tj. V¢ € {0,1,..., T} mora
biti V;(ip;) > 0.

Uocéimo:
L Vi(p) 2 0
2. E*[Vi(g)] =0

Iz 1. i 2. slijedi da je V() = 0 gotovo sigurno, tj. P*(Vy(p;) = 0) = 1.

Specijalno, za t =T je P*(Vr(pr) = 0) = 1, a to je u kontradikciji s naim zahtjevom da
je P*(Vr(eor) > 0) > 0 iz definicije arbitraze.

Dakle, portfelj ¢ ne moze biti arbitraza.
O

Takoder vrijedi i obrat ovog teorema, tj. ako na financijskom trzistu u diskretnom vremenu
ne postoji arbitraza, tada postoji barem jedna vjerojatnost P* neutralna na rizik.
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4.1 Jednoperiodni modeli financijskog trzista u diskretnom vre-
menu

Sva teorija financijskih trzista temelji se na modelu osnovnih financijskih instrumenata.
Na financijskom trzistu u diskretnom vremenu, najjednostavniji takav model je onaj koji pret-
postavlja da postoje samo dva datuma, pocetni i zavrsni, tj. ¢ € {0,1}. Kako je izmedu ta
dva datuma samo jedan period, takav model naziva se jednoperiodni model. S obzirom na
pretpostavku o samo dva datuma i jednom periodu, mozemo uociti da se cijena financijskih
instrumenata mijenja samo jednom. Iako su jednoperiodni modeli vrlo jednostavni, oni su
korisni, ne samo u obrazovanju, nego i u izgradnji viseperiodnih modela.

Ovisno o namjeni jednoperiodnog modela, slucajnu varijablu S; mozemo modelirati sa
dvije, tri, ili vise moguéih vrijednosti, ukljuc¢ujuci i prebrojivo mnogo. Medutim, konacan broj
vrijednosti je dovoljan da bi model bio primjenjiv.

4.1.1 Jednoperiodni binarni model financijskog trzista

Opis financijske imovine

Jednoperiodni binarni model koristi dva financijska instrumenta, od kojih je jedan nerizi-
¢an, a drugi rizican.

Kod nerizi¢nog financijskog instrumenta, cijena u trenutku ¢ = 0 je nenegativna i poznata,
te iznosi Sy, dok ju u trenutku ¢ = 1 moZemo izracunati pomoc¢u formule

S? = S(())(l + 7,/))
gdje je r' efektivna kamatna stopa.
Sto se tice rizicnog financijskog instrumenta, njegova cijena u trenutku ¢ = 0 takoder je
nenegativna i poznata, te iznosi S§, dok nam u trenutku ¢ = 1 ona nije poznata, te ju ne
mozemo izracunati kao kod nerizi¢nog financijskog instrumenta. Iz tog razloga uvodimo slu-

¢ajnu varijablu pomocu koje mozemo modelirati vrijednost rizicnog financijskog instrumenta
u trenutku ¢ = 1. Dobivamo da je

St =S,(1+ Xy),
gdje je X slucéajna varijabla kojom modeliramo relativni povrat u trenutku ¢ = 1, t;j.

St — 5

Xi=——.
1 S&
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Relativni povrat X; modeliramo Bernoullijevom slu¢ajnom varijablom. Ovisno o namjeni
jednoperiodnog modela, mozemo ju modelirati tako da uzima dva moguca elementarna doga-
daja (dvije moguce cijene financijskog instrumenta), 3, 4, ili vise. Pretpostavimo da imamo
samo dva moguca elementarna dogadaja, tj. = {a,b}. Tada tablica distribucije slucajne
varijable X izgleda ovako:

a b
X1N<1_pp>7 p€<071>)

te pritom vrijedi —1 < a < b; a,b € R.

Kako smo modelirali slu¢ajnu varijablu X, sada mozemo modelirati cijenu rizi¢nog finan-
cijskog instrumenta u trenutku ¢t = 1.

- Ukoliko se slucajna varijabla X realizirala elementarnim dogadajem a € €2, tada s
vjerojatnoséu 1 — p cijena rizicne financijske imovine u trenutku ¢ = 1 iznosi:

St =S55(1+ a).

- Ukoliko se slucajna varijabla X realizirala elementarnim dogadajem b € €2, tada s
vjerojatnoscu p cijena rizicne financijske imovine u trenutku ¢ = 1 iznosi:

S! = SH(1+1b).

Na taj nacin definirali smo sluc¢ajnu varijablu cijene rizi¢nog financijskog instrumenta u
trenutku £ = 1. Tablica distribucije te slucajne varijable izgleda ovako:

Gl S¢(1+a) Si(1+0b)
R Y p ’

p e (0,1).
Vjerojatnosni prostor na kojemu "zivi" ova sluc¢ajna varijabla je (£, F, P), gdje je

- prostor elementarnih dogadaja Q = {a,b};
- 0 - algebra F jednaka je partitivnom skupu od skupa €, tj. F = P(Q);
- vjerojatnost P : F — [0, 1], takva da je P(a) =1 — p; P(b) = p.

Portfelj

Sada mozemo konstruirati portfelj na financijskom trzistu sa zadanim pretpostavkama.
Portfelj je vektor ¢, = (49, ¢}) s vrijednostima u R? gdje je t € {0,1}. Vrijednost tog
portfelja je nenegativna, te iznosi:
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- u trenutku ¢t =0 ... V(o) = 0S8 + ¢4S;
-u trenutku t =1 ... V(1) = 08) + o1t

S obzirom da je S] = S}(1 + X;), vidimo da je slucajna varijabla Vi(yp;) transformacija
sluc¢ajne varijable Xj.
Veé smo rekli da je arbitraza portfelj koji u trenutku ¢ = 0 ne kosta nista, tj. Vo(¢o) = 0, ne

donosi gubitak, tj. Vi(p1) > 0, te s pozitivnhom vjerojatnoséu donosi zaradu, tj. P(Vi(p1) >
0) > 0.

Lema 4.12. Ako ne vrijedi a < r' < b, u jednoperiodnom binarnom modelu postoji mogucénost
arbitraze.

Dokaz. Pretpostavimo da ne vrijedi a < r’ < b.
1. slucaj:
Pretpostavimo da vrijedi ' < a < b.

U trenutku ¢ = 0 posudimo iznos S} iz banke, uz efektivnu kamatnu stopu 7’ te tim novcem
kupimo jednu dionicu. Pritom smo formirali portfelj (—S¢,1).

U trenutku ¢ = 1 prodamo dionicu i dobijemo ili S§(1+ a) ili S§(1+ b). U svakom slucaju
je dug banci Si(1 + 1) < S} (1 + Xl(w)>.

Vratimo dug i generiramo zaradu od S} — S}(1 + 7’) koja s vjerojatnoséu 1 — p iznosi
Sg(a —1") >0, dok s vjerojatnoséu p iznosi Sg(b —r') > 0.

Primjetimo da u oba slucaja postoji arbitraza.
2. slucaj:
Pretpostavimo da vrijedi a < b < r’.

U trenutku ¢ = 0 posudimo dionicu koja vrijedi S¢, te ju prodamo, a dobiveni novac u
iznosu od S} ulozimo nerizi¢no u banku, uz efektivnu kamatnu stopu r’.

U trenutku ¢ = 1 duzni smo jednu dinicu, ¢ija vrijednost s vjerojatnoséu 1 — p iznosi
St = S}(1 + a), dok s vjerojatnoséu p iznosi S] = S3(1 + b). Sada iz banke podignemo
S3(1+17"), Sto je u svakom slucaju vise od S} (1 + X (w)) i vratimo S duga.
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Generiramo zaradu u iznosu od S}(1 + ') — Si. S vjerojatnoiéu 1 — p to je jednako

Si(r" —a) > 0, dok je s vjerojatnoséu p to jednako Si(r’ —b) > 0.
Primjetimo da i u ovom slucaju takoder postoji arbitraza.

Slijedi da je za nepostojanje arbitraze nuzno da vrijedi a < r’ < b.

]

Pretpostavimo da nema arbitraze na financijskom trzistu, tj. neka je r’ efektivna kamatna
stopa takva da vrijedi —1 < a < 1’ < b, za a,b € R. S obzirom da ne postoji arbitraza, po
obratu teorema 4.11. slijedi da postoji barem jedna vjerojatnosna mjera P* : F — [0, 1] koja

je neutralna na rizik, tj. s obzirom na koju vrijedi:

Si
1+

ngE*[ ]; i€ {0,1}.

Prisjetimo se vrijednosti rizicne financijske imovine u trenutku ¢ = 1:

pri cemu je X; Bernoullijeva slucajna varijabla, ¢ija je tablica distribucije:

a b
X1N<1_pp>7 p€<071>

S obzirom da smo zakljucili da postoji vjerojatnost P* neutralna na rizik, definirajmo sada

artificijelnu distribuciju slucajne varijable Xj:
b
X1N< “ ) p* € (0,1).

IL—p* p*

Odredimo sada vrijednost vjerojatnosti p* iz ove distribucije:

St 1 1
1 _ * 1 _ * 17 * 1 .
§= |5 | = Pl = IS+ 0] =
— 1 1 * 1 *
= 1 (S5 + ) (1= p7) + 551+ b)),

odakle slijedi da je
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L+r'=(1+a)(l=p")+(1L+b)p =
=l—-p +a—ap"+p +bp,

pa je
!

Y —a=p'(b—a),

odnosno slijedi da je

r—a b—1'
~ Pa}=1-p' = .
— {a} p=—

pPr{b} =p" =

Matematicki modeli financijskog trzista su modeli ¢ija je svrha, izmedu ostalog, sto je
moguce vise smanjiti rizik pri kupovini neke financijske imovine. Kao sto smo naveli, opcije
takoder imaju svrhu smanjiti rizik. Iz tog razloga uvedimo na jednoperiodnom binarnom trzi-
stu i pojam sluc¢ajnog zahtjeva. Najjednostavniji primjer slucajnog zahtjeva su europska call
i europska put opcija:

Prisjetimo se da europska call opcija svom vlasniku u trenutku dospije¢a T' = 1, s cijenom
izvrsenja K, vrijedi:

max (0,5, — K) = (51 — K)4,

dok europska put opcija s istim uvjetima izvrSenja svom vlasniku vrijedi:

max (0, K — S1) = (K — S1)..

Generalno, slucajni zahtjev definiramo na sljedeci nacin:

Definicija 4.13. Slucéajni zahtjev na financijskom trzistu je proizvoljna slucajna varijabla
(1 na vjerojatnosnom prostoru (€2, F, P). Izvedenica je slucajni zahtjev koji je za neku
Borelovu funkciju h : R¥! — [0, 00) definiran kao slucajna varijabla C; = h(S}), gdje je
Sy = (89,51, ..., 5¢) vektor vrijednosti nerizi¢ne i rizi¢nih financijskih instrumenata.

Vrijednost europske call opcije u trenutku ¢ = 1 na binarnom financijskom trzistu je slu-
cajna varijabla
Cy=(S1—K)y =h(5) : {a,b} — R,
no umjesto te varijable, u nastavku ¢emo promatrati proizvoljan sluc¢ajni zahtjev. Cilj nam
je odrediti nearbitraznu cijenu takvog slucajnog zahtjeva.
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Teorem 4.14. Pretpostavimo da u jednoperiodnom binarnom modelu vrijedi a < r’ < b (model
koji ne dopusta arbitrazu). Tada za proizvoljan slucajni zahtjev Cy postoji jedinstven portfelj
koji ga replicira, a jedina nearbitraZna cijena ovog zahtjeva je:

1 b—1' r—a 1

Ty (Crla)(1 = p*) + C1(B)p")

Dokaz. Pokazimo da za slucajni zahtjev C) postoji portfelj ¢ koji ga replicira. Kako je C :
{a,b} — R, replicirajuéi portfelj ¢ mora zadovoljavati sustav lineranih jednadzbi

P (1+1") + ¢ Sy (1+a) = Ci(a)

(14 7") + ' SE(1 +b) = C1(b).

Kako je ' > —1, te a < b, ovaj sustav ima jedinstveno rijeSenje:

1 Gi(b) = Ci(a)
So(b — a) ’

1 G4 - ) +a)
T b—a

®o

Vrijednost ovog portfelja u trenutku ¢ = 0 je:

. ((Jl(a)(b — )+ Cy(b) (' — a>>.

:1+r’ b—a

Vo(w)

Ovako odredena cijena ne dopusta arbitrazu. Trebamo pokazati da je Vy(p) jedina near-
bitrazna cijena za Cf.
i) Ako netko ponudi vise od V; za Cy, npr. V' >V}, tada:
- u trenutku t =0
e prodamo opciju za iznos V’,

e za Vj oformimo portfelj ¢,

e ostatak (V' — ;) ulozimo u banku.
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- utrenutku t =1

e isplatimo vlasnika sluc¢ajnog zahtjeva Cf1,
1
147"

e ostane nam ulog (V' — V)

ii) Ako netko prodaje Cy za V' <V, tada:

- utrenutkut =0

e kupimo opciju za V’,
e konstruiramo portfelj (—°, —p!) i zaradimo Vy > V'

e ulozimo (V5 — V') u banku.

- utrenutku t =1

e dobijemo C; koji vrijedi upravo koliko i portfelj kojega dugujemo,

e ostane nam novac u banci.

4.2 Viseperiodni modeli financijskog trzista u diskretnom vremenu

Viseperiodni model direktna je nadogradnja jednoperiodnog modela financijskog trzista.
U jednoperiodnom modelu, promatrano razdoblje imalo je dvije tocke (trenutke), pocetnu i
zavrsnu, te smo imali jedan period izmedu tih trenutaka. U viSeperiodnom modelu to proma-
trano vremensko razdoblje podijeliti ¢emo na vise perioda (7), te ¢emo ujedno imati 7'+ 1
vremenskih trenutaka. U tom slucaju financijskom imovinom trzi se u trenucima t = 0,1, ..., 7.

4.2.1 Cox-Ross-Rubinsteinov (CRR) model financijskog trzista

Opis financijske imovine

Cox-Ross-Rubinsteinov model je viseperiodni model financijskog trzista u diskretnom vre-
menu. U ovom modelu trgujemo s dva financijska instrumenta, jednim nerizi¢nim (novac), te
jednim rizi¢nim (dionica), u trenucima t € {0,1,..., T}, te pritom vrijede ove cijene:
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Kod nerizi¢nog financijskog instrumenta, cijena u trenutku ¢ = 0 je nenegativna i poznata,
te iznosi S5, dok ju u trenutku ¢ € {1,2, ..., T} moZemo izracunati pomocu formule

SP =81+,
gdje je v’ efektivna kamatna stopa.

Sto se ti¢e riziénog financijskog instrumenta, njegova cijena u trenutku ¢ = 0 takoder je
nenegativna i poznata, te iznosi S, dok nam u trenucima ¢t € {1,2,..., T} ona nije poznata, te
ju ne mozemo izracunati kao kod nerizi¢nog financijskog instrumenta. Iz tog razloga uvodimo
slucajne varijable pomoc¢u kojih mozemo modelirati vrijednost rizi¢nog financijskog instru-
menta u trenucima ¢ € {1,2,...,T'}. Po uzoru na binarni model financijskog trzista stavljamo
da je

Sp =S (1+ X)) =S ,(1+ X )(1+ X,) =

¢
=..=5 [](1+Xy),
k=1
gdje je X; slucajna varijabla kojom modeliramo relativni povrat u trenutku ¢, tj.

Si =51,

X, =
' SE

Relativni povrat X; modeliramo Bernoullijevom sluc¢ajnom varijablom. Ovisno o namjeni
viseperiodnog modela, slucajnu varijablu .S;, kao i kod jednoperiodnog binarnog modela, mo-
zemo modelirati sa dvije, tri, ili visSe mogucih vrijednosti, uklju¢ujuéi i prebrojivo mnogo.
Medutim, konacan broj vrijednosti je dovoljan da bi model bio primjenjiv.

Pretpostavimo da imamo samo dva moguéa elementarna dogadaja, tj. 2 = {a,b}. Tada
tablica distribucije sluc¢ajne varijable X; izgleda ovako:

XtN< ¢ b>7 p€<071>a

I—p p

te pritom vrijedi —1 < a < b; a,b € R.

Vjerojatnosni prostor CRR - modela financijskog trzista u diskretnom vremenu je produk-
tni vjerojatnosni prostor (2, F, P), gdje je:

e Skup Q = {a,b} x {a,b} x ... x {a,b} = {a, b} je skup elementarnih dogadaja, tj. skup
svih moguéih ishoda. Pritom su elementarni dogadaji uredene T-torke (wy,ws, ..., wr),
gdjeje vt € {1,2,....T}, wy = a ili w; = b.



30

o F =P(R) je o-algebra koja sadrzi informacije na trzistu u trenutku t € {0,1,...,T'}.

e Vjerojatnost P : F — [0, 1] svakom elementarnom dogadaju w = (wi,ws,...,wr)
pridruzuje vjerojatnost

P{w} = P{wi} - P{ws} - ... Pwr} = 1:[ P'{wi},

gdje je P': P{a,b} — [0, 1] vjerojatnost takva da je

P{a} =1—p, P{b} = p, p € (0,1).



31

5 Potpunost modela financijskog trzista u diskretnom
vremenu

Definicija 5.1. Slucajni zahtjev na financijskom trzistu je proizvoljna slucajna varijabla
C' na vjerojatnosnom prostoru (2, F, P). Izvedenica je slucajni zahtjev koji je za neku
Borelovu funkciju h : R¥*! — [0, 00) definiran kao slucajna varijabla C' = h(S}), gdje je
Sy = (89,51, ..., 5%) vektor vrijednosti nerizi¢ne i riziénih financijskih imovina.

Definicija 5.2. Slucajni zahtjev C' je dostizan ako postoji dopustiva strategija ¢ takva da
je Vr(p) = C. Kazemo da strategija ¢ replicira slucajni zahtjev C.

1
Uvedimo sada oznaku 3, := S0 Koeficijent [, interpretiramo kao diskontni faktor od
t
vremena t, do vremena 0: ako u trenutku ¢ = 0 ulozimo u banku g; kuna, u trenutku ¢ imat
¢emo tocno 1 kunu.

Napomena 5.3. Pretpostavimo da trZiste ne dopusta arbitrazu. Ako je C slucajni zahtjev
takav da je Vr(p) = C za neku samofinancirajucu strategiju, tada je C dostizan slucajni
zahtjev. Dovoljno je provjeriti da je u tom slucaju ¢ dopustiva strategija, tj. Vy(p) >0, t =
0,1,....T. Taj uvjet ekvivalentan je uvjetu \N/t(gp) >0,t=0,1,...,T. Neka je P* ekvivalentna
martingalna mjera. Tada je (fé(gp), 0<t< T) P*-martingal, pa je:

Vilp) = E*[Vilp) | Fi] = E*[rC | Fi) > 0,
zbog Br >0 1 C > 0.
Dostizni zahtjevi mogu se karakterizirati i algebarski kao zahtjevi C, za koje sustav line-
arnih jednadzbi
S¥Uwr) ... S w) @ Ch(wr)
Mg = S L= : (3)
SY(wr) - Sf(wr) ! Ch(wk)

ima bar jedno rjesenje.

Definicija 5.4. Model trzista bez arbitraze je potpun ako je na njemu svaki slucajni zahtjev
dostizan.

Osnovni zahtjev o potpunosti trzista je sljededi:
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Teorem 5.5. Model trZista bez arbitrazZe je potpun ako i samo ako postoji jedinstvena ekviva-
lentna martingalna mjera (vierojatnost neutralna na rizik).

Dokaz. Pretpostavimo da je model trzista bez arbitraze potpun.
Neka je C' proizvoljan slucajni zahtjev. Po pretpostavci postoji dopustiva strategija ¢ koja
replicira slucajni zahtjev C', C' = Vr(p). Specijalno vrijedi:

T
BrC =Vr(p) + > w; - AS,

j=1
pri cemu je AS, =8, —85,_;.

Pretpostavimo da su P, i P, dvije ekvivalentne martingalne mjere. Tada je proces (‘N/T(go), 0<
t <T) martingal u odnosu na P; i P». Specijalno, to znaci da je:

E[Vr(p)] = Ei[Vo(9)] = Voly),

B [Vr(p)] = Bao[Vo()] = Voly).

Iz toga vidimo da je

EI[VT(QO)] = EQ[VT(QO)], odnosno da je Ei[prC| = Es[prC].

1
= deterministicki, dobivamo

Buduéi da je 6T = (1_‘_7/)
r

E1[C] = Ex[C].

Ta jednakost vrijedi za svaku nenegativnu Fpr-izmjerivu sluc¢ajnu varijablu C'. Buduéi da
je po pretpostavci Fr = F, slijedi da je P, = Ps.

Dokazimo obrat. Pretpostavimo sada da je trziSte bez arbitraze, ali nepotpuno. To znaci
da postoji slucajni zahtjev C' koji nije dostizan. Definirajmo:

T
U= {Uo + ngt - ASy Uy je Fo izmjeriva,
t=1

((SD%a 8037 o @f) 1<t < T) predvidiv proces}.
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Uoc¢imo da za dani d-dimenzionalni predvidiv proces ((90%, ool 1<t <T ) postoji
predvidiv proces (¢! : 1 < ¢t < T) takav da je strategija ¢ = ((¢of,¢?,...,0%) : 1 <t < T)
samofinancirajuca.

Zbog Agto = 0, te bududi da je U, konstanta, a Fy je trivijalna, slijedi da je:

U= {VT((,O) D samofmcmcirajuéa}.

Bududi da po pretpostavei C' nije dostizan zahtjev, zbog Napomene 5.3., ne moze se dosti¢i
niti samofinanciraju¢om strategijom. Slijedi da 5 & V. To znaci da je v pravi podskup skupa

svih sluc¢ajnih varijabli. 7 je vektorski podprostor

Neka je P* neka ekvivalentna martingalna mjera. Na prostoru svih slucajnih varijabli
definiramo skalarni produkt

(X,Y) = F*[XY], XY :Q—R
Buduéi da v pravi podprostor, postoji slucajna varijabla X # 0 ortogonalna na v. Defini-

ramo:

P {w} = <1 + ﬁﬁﬁl)lg*{w}’

gdje je || X ||l = supueq | X (w)]. Uotimo dajel € v (Uy=1,0=0), paje X L1, tj.

0=EX] =Y X(w)P{w}.

weN

Slijedi:

S PHwy =Y Pl{wl+ ——— 2HXHOO 3 X(w)P{w} =1.

weN wEeN we

X(w)
2[| X
ekvivalentna s P* i P** # P* (zbog X # 0).

Ocito je 1 + > 0, pa je P*{w} > 0 za sve w € Q. Dakle, P** je vjerojatnost

Neka je ¢ = ((gp}, ool i1<t < T) predvidiv proces. Racunamo

E**

T ~
Z(,Dt . AS;| ==

T

t=1
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Prvi sumand je nula, jer je (gt) P*-martingal, a drugi je nula, jer je X 1L v. = (§t 10 <
t < T) martngal u odnosu na P**. Dakle, P** je martingalna mjera. Bududi da je razlicita
od P*, martingalna mjera nije jedinstvena.

O

Pretpostavimo sada da na trzistu ne postoji arbitraza, te da je ono potpuno. Neka je
P~ jedinstvena ekvivalentna martingalna mjera. Sada nam je cilj odrediti cijenu proizvoljnog
slucajnog zahtjeva C.

Neka je C' > 0 proizvoljna Fr-izmjeriva sluCajna varijabla, te neka je ¢ dopustiva strategija
koja replicira C, tj. V() = C. Tada je niz (Vt(go) 0<t< T) P*-martingal, pa je

wwzmmwwdﬂ;}

Opcenitije,
- . C
Vr(p) = E*[Vp(p)|F] = E [S()‘J-“t],t =0,1,....T,
T

otkud slijedi da je
C
Vi(p) = SPE* [O‘J-}] t=0,1,..,T
St

U trenutku ¢ vrijednost V;(y) dopustive strategije ¢ koja replicira C' potpuno je odredena
s C.

S obzirom da je V;(¢) bogatstvo koje nam je u trenutku ¢ potrebno za repliciranje slucajnog
zahtjeva C, slijededi strategiju ¢ prirodno je reéi da je Vi(¢) cijena slucajnog zahtjeva u
trenutku £. Specijalno, u trenutku ¢t = 0,

Tc
@:ww:ELg.

Definicija 5.6. Ako je trziste bez arbitraze potpuno, za svaki sluc¢ajni zahtjev C postoji
dopustiva samofinancirajuca strategija ¢ koja ga replicira (hedging strategija, tj. strategija
potpune zastite).
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5.1 Potpunost jednoperiodnog modela financijskog trzista u dis-
kretnom vremenu

Teorem 5.7. Jednoperiodni model financijskog trZista je potpun ako i samo ako je d+1 >k
i matrica Mg u (3) ima rang k.

Dokaz. Kako potpunost znaéi da je slika operatora pridruzenog matrici Mg : R4 — R¥
cijeli R*, tvrdnja slijedi iz teorije rjesavanja sustava linearnih jednadzbi.
m

Uvjeti iz definicije vjerojatnosne mjere neutralne na rizik (definicija 4.10.) takoder se mogu
napisati matri¢no kao:

P (wy) St
MEP* = M{ : =1+ . (4)

Ovaj zapis posluzit ¢e nam kao osnova za dokaz slijedeceg teorema:

Teorem 5.8. Jednoperiodni model financijskog trZista bez arbitraZe je potpun ako i samo ako
je |P |= 1. Pritom je skup P skup svih vjerojatnosnih mjera neutralnih na rizik.

Dokaz. Trebamo pokazati da je model potpun ako i samo ako postoji jedinstvena ekvivalentna
martingalna mjera. Zaista, ako je model potpun, a P* i P** su dvije razlicite ekvivalentne
martingalne mjere, pa prema (4) slijedi

ME(P* — P*™) =0,

pa matrica Mg ne moze biti potpunog ranga.

Obrnuto, ako je P* jedinstveni element iz P, a Mg nije punog ranga, tada postoji neki
vektor Q = (Q1,Qs, ..., Q1) € R¥ razli¢it od nul-vektora, takav da

MEQ =0,

gdje 0 na desnoj strani oznacava nul-vektor u prostoru R**!. No prvi redak matrice M7 je
prema (3) (14 +/,...,14+1"), pa specijalno vrijedi

k
1=0

Sada za dovoljno mali € > 0, kako su P(w;) > 0 za sve i = 1,2, ..., k, k-dimenzionalni vektor

P** — P* +EQ
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definira vjerojatnosnu mjeru razli¢itu od P*. No i za tu vjerojatnosnu mjeru je takoder

So
MEP™ = MEIP = (1+7)|
S¢

pa je P** neutralna na rizik, $to je kontradikcija, pa slijedi da je [P |= 1.

5.2 Potpunost viseperiodnog modela financijskog trzista u diskret-
nom vremenu

Propozicija 5.9.

(a) CRR model ne dopusta arbitrazu ako i samo ako je a < r' <b.

(b) Ako je a <r' < b, tada je CRR model potpun.
Za dokaz ove propozicije potrebna nam je slijedec¢a lema:

Lema 5.10. Neka je P* vjerojatnost na (Q, F) ekvivalentna s P.
(a) Niz diskontiranih cijena (S; :t=0,1,...,T) je P*-martingal ako i samo ako vrijedi

E*[Xt | ft—l] = T/, t= 1,2, 77—‘

(b) Neka je zadovoljen wvjet (a). Tada vrijedi a < r' < b i slucajne varijable X1, Xa, ..., Xt
su nezavisne i jednako distribuirane (u odnosu na P*).

Dokazimo sada propoziciju 5.9.

Dokaz.

(a) Pokazimo da uz uvjet a < r’ < b, postoji bar jedna ekvivalentna mjera neutralna na rizik.

Postavimo: .
r—a

- b—a
P*{b} =1— P*{a} =p", te
P{w} = P{w } P {ws}...P*{wr}

*

P 1

za w = (Wi, ws, ..., wr).
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Sada su ponovno slucajne varijable X; nezavisne i jednako distribuirane, te imaju
distribuciju zadanu tablicom:

X1N< a* b*>7 p*€<071>7

Zbog nezavisnosti je
E*[Xt|Ft_1] == E*[Xt] == T/,

pa je
Sh= (1+1w)t55 (14X (14 Xy)
i vrijedi
E(8h|F] = B ls A \ft] -

= gt je martingal u odnosu na P*.

(b) Neka su P* i P** dvije ekvivalentne martingalne mjere. Po lemi 5.10., slucajne varijable
X1, Xo, ..., X7 su tada nezavisne i jednako distribuirane, te vrijedi:

P (X;=a)=1-p"=P"(X;=a), P (X;=0b)=p"=P*(X,=0).
Zbog
P {(wy,ws,..,wr)} = P (X =wy, ... Xr =wp) = P*(Xy =wq) ... - (X7 = wr),
i slicno
P*{(wi,ws,...;wr)} = P*"( X1 =wq,... Xr =wr) = P (Xy =wp) .. - (X7 = wr),

slijedi
P {(wy,ws, ..,wr)} = P™{(w1,ws, .., wr) }

za sve (wi,ws, ...,wr) €  (ovdje su wy,ws, ...,wr € {a,b}). Zato P* = P**, §to znadi da je
martingalna mjera jedinstvena. Po teoremu 5.5., trziste je potpuno.
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Sazetak

U ovom diplomskom radu cilj nam je bio analizirati potpunost modela financijskog trzista
u diskretnom vremenu. Kako bismo uopcée mogli definirati potpunost matematickog modela
financijskog trzista u diskretnom vremenu, prvo smo opisati financijsko trziste u diskretnom
vremenu, financijske instrumente (osnovne i izvedene) kojima se trguje na financijskom trzi-
stu, te njihove cijene i povrate. Pritom smo od vaznijih pojmova definirali pojmove kao sto
su portfelj, europska call i put opcija, samofinancirajuca i dopustiva strategija trgovanja, vje-
rojatnost neutralna na rizik, te arbitraza i martingal. Zatim smo opisali neke jednoperiodne i
viseperiodne modele u diskretnom vremenu, koji koriste dva financijska instrumenta, od kojih
je jedan nerizi¢an (novac u domacoj valuti), a drugi rizican (dionica). Nakon toga definirali
smo slucajni zahtjev, te sto treba biti zadovoljeno da bi taj slu¢ajni zhatjev bio dostizan. Na
temelju dobivenih rezultata definirali smo potpun model financijskog trzista u diskretnom vre-
menu kao model trzista bez arbitraze na kojemu je svaki slucajni zahtjev dostizan. Za svaki
opisani model iznijeli smo neke zahtjeve koje ti modeli trebaju ispunjavati da bi bili potpuni.

Kljucne rijeci: financijsko trziste, diskretno vrijeme, financijski instrumenti, cijene i po-
vrati, opcije, arbitraza, slucajni zahtjev, potpunost modela
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Summary

This thesis aim was to analyse the completeness of financial market discrete time models.
In order to even be able to define the completeness of financial market discrete time models, we
first described the financial market in discrete time, financial instruments (basic and derived)
that are traded on financial markets, and its prices and returns. In doing so, we of the impor-
tant terms defined terms such as the portfolio, a European call and put options, self-financing
and admissible trading strategy, the risk-neutral measure, arbitrage and martingale. Then
we described some one-period and multi-period models in discrete time, using two financial
instruments, one of which is risk free (money in local currency), and the other risk (stocks).
Then we defined a contingent claim, and what needs to be satisfied that this contingent claim
was admissible. Based on the obtained results, we have defined a complete model of the fi-
nancial market in discrete time as a model market without arbitrage in which each contingent
claim is admissible. For each described model we have put forward some demands that these
models must fulfill in order to be complete.

Key words: financial market, discrete time, financial instruments, prices and returns,
options, arbitrage, contingent claim, completeness od the model
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