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Sazetak

Teorija brojeva je grana matematike koja se bavi (prirodnim, cijelim) broje-
vima. Danas je razvoj teorije brojeva vrlo intenzivan i odmaknut od elemen-
tarnog pojma broja, tako da se ona, izmedu ostalog, bavi vrlo naprednim
aktualnim pojmovima iz matematike kao Sto su elipticke krivulje, modularne
forme, kriptografija, a nalazi svoju primjenu u Sirokom spektru djelatnosti.
Teorija brojeva se u osnovnoj skoli obraduje na elementarnom nivou, u nas-
tavnim jedinicama kao Sto su Parni i neparni brojevi, Djeljivost, Djelitelj,
Visekratnik, Prosti i slozeni brojevi, Rastavljanje broja na proste faktore,
Najveéi zajednicki djelitelj, Najmanji zajednicki visekratnik,... Obrada spo-
nati ih s pojmom broja, odredenim skupovima brojeva i svojstvima brojeva.
U ovom diplomskom radu predlozene su aktivnosti za poticajno i aktivno
ucenje matematike ucenika osnovnih skola. Teme su odabrane iz podrucja te-
orije brojeva, a aktivnosti su prilagodene suvremenom pristupu poucavanju.
Osim toga, u radu su izdvojeni i rijeSeni zadatci iz podrucja teorije brojeva
koji su se pojavljivali na razli¢itim razinama natjecanja ucenika osnovnih
skola. Na samom kraju rada prokomentirani su odgovori nastavnika mate-
matike u osnovnim Skolama sakupljeni kratkom anketom, a povezani s te-
mama kojima se rad bavi. Osim analizom ankete i spomenutih aktivnosti
koje se mogu primijeniti u nastavi te izvannastavnom ucenju, rad se bavi i
aktualnim temama vezanim uz reformu skolstva.

Kljuéne rijeci

Kurikulum nastavnog predmeta Matematika, igrifikacija, suvremeni pris-
tup ucenju i poucavanju, teorija brojeva, parni i neparni brojevi, djeljivost,
visekratnik, djelitelj, svojstva djeljivosti, prosti i slozeni brojevi, rastav broja
na proste faktore, Pitagorine trojke, natjecanja iz matematike



1 Uvod

LKraljevski” nacin za razumijevanje matematike ne postoyi. Onaj tko Zeli
shvatiti matematiku mora raditi. Isto vrijedi v za kraljeve.

Euklid

Proteklih se nekoliko godina u hrvatski odgojno-obrazovni sustav uvode brojne
promjene. Odmak od tradicionalnog nac¢ina ucenja i poucavanja pokusava se
postiéi stavljanjem naglaska na odgojno-obrazovne ishode uc¢enja (za razliku
od dosadasnje usmjerenosti sadrzajima propisanima nastavnim planom i pro-
gramom). U ovom diplomskom radu odabrano je nekoliko tema iz podrucja
teorije brojeva koje su primjerene uzrastu uc¢enika osnovne skole: Parni i ne-
parni brojevi, Djeljivost, Visekratnik i djelitelj, Djeljivost s 2, 5, 10, 31 9,
Svojstva djeljivosti, Prosti i slozeni brojevi, Rastavljanje broja na proste fak-
tore i Pitagorine trojke. Svaka od njih smjestena je u kontekst Kurikuluma
nastavnog predmeta Matematika i opisana, ne samo kroz teoriju, ve¢ i kroz
primjere iz prakse preuzete iz aktualnih udzbenika. Osim toga, za svaku
od navedenih tema ponudeni su primjeri suvremenog pristupa poucavanju
koriStenjem elemenata igrifikacije kroz uporabu razlic¢itih digitalnih alata,
uvodenjem aktivnosti za rad u paru i grupama te implementacijom primje-
renih tehnika aktivnog ucenja i poucavanja. Pojmovi najveéi zajednicki dje-
litelj, najmanji zajednicki visekratnik i relativno prosti brojevil] takoder se
obraduju u osnovnoj skoli i spadaju u sadrzaje povezane s teorijom brojeva.
lako su oni u ovom radu izostavljeni, za njih vrijede jednaki zakljucci kao i
za ostale spomenute pojmove o kojima su doneseni zakljucci tijekom pisanja
ovog rada: pri obradi novih nastavnih jedinica nastavnici trebaju biti inova-
tivni, nastojati uc¢enicima sto bolje objasniti matematicke pojmove i pritom
izbjegavati automatizirano rjesavanje zadataka te ukazivati na primjenu ma-
tematike u svakodnevnom zivotu kroz igru i dinamiku u poucavanju. S obzi-
rom da nastavne jedinice iz teorije brojeva koje se obraduju u osnovnoj skoli
ucenicima nisu uvijek jednostavne za razumijevanje i usvajanje, provedena je
i anketa kojom se ispituje misljenje osnovnoskolskih nastavnika matematike
o metodama poucavanja i poboljSanom pristupu poucavanja tih nastavnih
jedinica. Ovaj diplomski rad zamisljen je tako da se kroz niz zanimljivih i
praktiénih primjera aktivnosti za uvodenje suvremenog pristupa u nastavu
matematike daju prijedlozi nastavnicima koji u svoje poucavanje zele uvesti
dozu inovativnosti istovremeno se prilagodavajuc¢i prilikama u svom razredu
i pazedi na individualni pristup svakom uceniku.

'Kurikulumom nastavnog predmeta Matematika ocekivani odgojno - obrazovni ishodi
povezani s pojmovima najmanji zajednicki visekratnik, najveéi zajednicki djelitelj i rela-
tivno prosti brojevi prebaceni su s 5. na 6. razred.



2 Skola za Zivot

Zbog izrazito velike dostupnosti informacija i ubrzanog razvoja tehnologije,
posljednjih se godina naglasava vaznost pojma cjelozivotnog ucenja. Kako
hrvatsko drustvo ne bi zaostajalo za europskom razvojnom politikom i nje-
zinim cﬂjevimaﬂ, Ministarstvo znanosti i obrazovanja Republike Hrvatske
(u daljnjem tekstu Ministarstvo) provodi niz mjera medu kojima je i od-
luka o donosenju novih Kurikuluma za nastavne predmete koji postepeno
zamjenjuju do tada vazeée Nastavne planove i programe. Glavni ciljevi ove
reforme i novih Kurikuluma su povec¢anje kompetencija ucenika u rjesavanju
problema, povec¢anje zadovoljstva ucenika te motivacija ucitelja i nastavnika
koji provode reformu. U nastavni proces nastoji se uvesti vise informacijsko-
komunikacijske tehnologije kako bi ucenici u svakom trenutku bili svjesni
da su im sve informacije dostupne. Zadaca nastavnika sada nije vise samo
prenoSenje informacija, nego i ukazivanje na mjesto gdje se te informacije
nalaze i kako do njih do¢i. Da bi provjerili primjenjivost novih metoda rada,
oblika nastave i nastavnih sredstava koje donose novi kurikulumi, Ministar-
stvo zapocinje provodenje eksperimentalnog programa pod nazivom ,Skola
za zivot”.

2.1 Kurikulum nastavnog predmeta Matematika

Odluka o donosenju kurikuluma za nastavni predmet Matematika za osnovne
skole i gimnazije u Republici Hrvatskoj potpisana je 14. sije¢nja 2019. go-
dine. Sto se tice matematike u osnovnoj skoli, kao §to je ve¢ spomenuto, novi
Kurikulum uvodi se postepeno i to kako je planirano sljede¢om tablicom.

’ Skolska godina \ Razredi koji ulaze u reformu

2019./2020. 1.15.
2020./2021. 2,3,6.1T.
2021./2022. 4.18.

Tablica 1: Pocetak primjene Kurikuluma nastavnog predmeta Matematika
za pojedine razrede

2Europski sustavi obrazovanja prilagodavaju se zahtjevima drustva okruzenog ci-
jelozivotnim ucenjem, drustva utemeljenog na znanju i potrebi za nadopunjavanjem
stecenog redovnog obrazovanja aktualnim temama i inovacijama kako bi se potaknuo veci
gospodarski rast i vise boljih radnih mjesta te bi time Europa postala najkompetentnije i
najdinamicnije gospodarstvo svijeta [9].



S obzirom da je matematika jedan od vrlo vaznih ¢imbenika u razvoju i infor-
matickom opismenjavanju drustva kojem se danas tezi, jasno je da je njezino
razumijevanje bitan element za razvoj zivotnih vjestina ucenika, poboljsanja
kvalitete ne samo profesionalnog, nego i osobnog te drustvenog zivota. Da bi
ucenici ostvarili vlastite potencijale, Kurikulum je zamisljen tako da ucenike,
kroz propisane ishode uc¢enja i metode rada, potice na kreativnost, preciznost,
sustavnost, apstraktno misljenje i kriticko promisljanje koje im pomaze pri
uocavanju i rjeSsavanju problema kojima su svakodnevno okruzeni [§]. Kroz
ucenje i poucavanje nastavnog predmeta Matematika isprepli¢u se i povezuju
matematicki procesi ﬁi domene. Domene su podrué¢ja matematike u koja su
grupirani srodni koncepti, a udio koli¢ine pojmova i koncepata iz pojedine
domene koje ucenici trebaju savladati tijekom odredene godine ucenja ma-
tematike ovisi o kognitivnom razvoju ucenika i prilagoden je postepenoj i
sustavnoj izgradnji cjelokupnog matematickog obrazovanja. Spomenute do-
mene su: Brojevi, Algebra i funkcije, Oblik i prostor, Mjerenje te Podatci,
statistika i vjerojatnost.

Teorija brojeva je grana matematike koja se ponajprije bavi proucavanjem
svojstava skupa prirodnih brojeva [2]. Teme iz podrudja teorije brojeva koje
opisujemo u ovom radu spadaju u domenu Brojevi jer su koncepti iz domene
Brojevi osnova svim ostalim matematickim konceptima i na njima se gradi
daljnje ucenje matematike.

2.2 Nastava na daljinu

Jedan od najve¢ih nedostataka danasnjeg obrazovanja je nedovoljna poveza-
nost Skolskih sadrzaja s iskustvima ucenika, njihovom okolinom i trenutnim
zbivanjima u svijetu koji ih okruzuje. Zbog toga se tezi konstruktivistickom
pristupu nastavi koji zahtjeva da znanje bude rezultat uc¢enikove interakcije
sa svijetom koji ga okruzuje, da ucenici sto vise samostalno pronalaze, pro-
cjenjuju i obraduju informacije te stvaraju teorije na temelju kojih donose
odluke. To znac¢i da bi ucenici prilikom ucenja Sto vise trebali samostalno
raditi na problemima povezanima s gradivom, koristiti i izradivati mentalne
mape, raditi na projektima, itd. S obzirom da je u Hrvatskoj (i u svijetu)
tijekom pisanja ovog diplomskog rada proglasena pandemija COVID - 19,
prema uputama Ministarstva, 16. ozujka 2020. pocinje se provoditi nastava
na daljinu u svim osnovnim i srednjim skolama Republike Hrvatske. Raz-
redna nastava se djelomi¢no vraca u skole 11. svibnja 2020. - skole su dobile
dopustenje i upute o provodenju nastave s manjim grupama ucenika. 25.

3Matematicki procesi su prikazivanje i komunikacija, povezivanje, logicko misljenje,
argumentiranje i zaklju¢ivanje, rjeSavanje problema i matematicko modeliranje i primjena
tehnologije.



svibnja 2020. razredna nastava u potpunosti se vra¢a normalnom odrzavanju
nastave (uz odredene propisane mjere opreza), dok je predmetna nastava kraj
nastavne godine docekala u nastavi na daljinu. Ucenici i nastavnici za svoj su
rad koristili virtualne razrede kreirane na razli¢itim digitalnim platformama
(Yammer, Teams, Edmodo,...) gdje su se izmjenjivale sve potrebne obavijesti,
dok su se za razmjenu materijala, osim virtualnih ucionica, koristile i web
stranice skola, Viber, e-mail, Zoom,... Ravnatelji, stru¢ne sluzbe, razredna
vijec¢a i pomagaci bili su u stalnom kontaktu, dok su razrednici odrzavali re-
doviti kontakt tek s nekolicinom ucenika i roditelja. Ovakav nacin rada ima
puno prednosti, ali puno je i nedostataka. Naime, iako je individualni pris-
tup koji donosi nastava na daljinu odgovarao uc¢enicima koji u ucionici nisu
mogli do¢i do izrazaja, jednako kao i samostalna organizacija vremena za
ucenje (nastava se nije slusala u realnom vremenu), brojne su i mane. Neki
ucenici nisu ozbiljno shvacali obaveze koje podrazumijeva online nastava i
svjesno odluc¢uju ne pohadati takav oblik nastave. Takoder, neki su ucenici
imali tehnickih poteskoca, dok neki nisu imali dovoljno informatickog zna-
nja. Nastavnici su kontinuirano provodili mjere podrske, pomoci i poticanja
na rad, kako za ucenike tako i za njihove roditelje. Bez obzira na to hoce
li se u buduénosti ovaj period nastave pokazati uspjesnim ili ne, ono §to je
sigurno, je da se je ubrzao proces uvodenja suvremenih metoda poucavanja i
ranije spomenutih elemenata konstruktivistickog pristupa nastavi. Internet
omogucava brzo stvaranje, reproduciranje, dijeljenje i razmjenu podataka i
informacija izmedu ucenika i ucitelja te je otvorio prostor novoj teoriji ucenja,
konektivizmu.

TRADICIONALNE TEORIJE UCENJA DIGITALNO DOBA

4

D Y

Slika 1: Pregled teorija ucenja[l1]



Konektivizam je moderna teorija koja zagovara koristenje informacijsko -
komunikacijske tehnologije u nastavi, a u koristenju drustvenih mreza vidi
vrlo velik potencijal i prostor za napredak i uc¢enje. Vecina aktivnosti i pri-
mjera suvremenog nacina poucavanja obradena u ovom radu koristi elemente
informacijsko-komunikacijske tehnologije te je prilagodena koristenju za nas-
tavu na daljinu.

2.3 Igrifikacija

Jos jedan pojam koji je bitno spomenuti i razumjeti prije nego zapocnemo
pricu o teoriji brojeva, a koji je usko povezan s novim metodama ucenja
i poucavanja te informacijsko-komunikacijskom tehnologijom, je igrifikacija.
Ona je dodatak klasi¢nom koristenju tehnologije za potrebe nastave, a potice
interes ucenika i njihovu motivaciju. Igrifikaciju mozemo objasniti kao pos-
tupak koristenja elemenata igre (pravila, razine, bodovi, znacke, nagrade,
avatari, ljestvice poretka) u aktivnostima koje nisu igra. Ciljevi igrifikacije u
obrazovanju su unapredenje ucenja i rjeSavanje problema, odnosno poticanje
promjene stava ucenika prema odgojno-obrazovnim ciljevima (iz nezanim-
ljivog i obaveznog u zabavno, dinamicno i korisno). Elementi igrifikacije u
ovom radu koriste se kako bi u¢enicima u nastavi priblizili osnovne koncepte
teorije brojeva i sastavni su dio ovog diplomskog rada.

-
|

i

i

ﬁ

@
el M

Slika 2: Elementi igrifikacije




3 Teorija brojeva u redovnoj nastavi mate-
matike

Matematika je kraljica znanosti, a teorija brojeva je kraljica matematike.
Karl Friedrich Gauss [}

Kraljica matematike, kako ju je nazvao Gauss, ni 165 godina nakon njegove
smrti nije u nastavi matematike zauzela mjesto koje zasluzuje. Bez obzira
na to sto se ve¢ dugi niz godina reformama skolstva pokusava promijeniti
opée misljenje o matematici, asocijacija na pojam matematike vecini ljudi
(pa i ucenicima) je i dalje raéunanjeﬂ Pod pojmom racunanja podrazumi-
jevaju se osnovne racunske operacije u skupu racionalnih brojeva. Ucenici
su skloni govoriti da im to Sto rade na nastavi matematike ,neé¢e nikad u
zivotu trebati”. Naravno, misle¢i na sve ostale pojmove i koncepte koji nisu
racunanje. No, nisu ni svjesni koliko bi se njihove sposobnosti ra¢unanja po-
boljsale i unaprijedile, kada bi samo nesto malo viSe znali o svojstvima bro-
jeva s kojima racunaju. Jedan od mogucih uzroka nezainteresiranosti ucenika
i indiferentnosti prema matematici je dojam da je matematika konstantna i
nepromijenjiva, da se ne razvija. Stoga je odgovornost ucitelja matematike
da postepeno mijenjaju taj stav, a proces zapoc¢inje u njihovim u¢ionicama.
Spoznaja da se neke matematicke slutnje bezuspjesno pokusavaju dokazati
ve¢ godinama bila bi pokazatelj da je matematika itekako ziva znanost, da se
razvija i napreduje. Istina je da su se sve tvrdnje povezane s geometrijom u
moderno doba uspjele dokazati, no to nije slucaj s tvrdnjama iz podrucja te-
orije brojeva. U matematici ima jo§ mnogo nerijesenih problema, ali ljepota
i privlacnost teorije brojeva je u tome sto su ti problemi lako razumljivi, cak
i mladim ucenicima.

3.1 Parni i neparni brojevi

S pojmovima parnosti i neparnosti brojeva ucenici osnovnih skola susrecu se
vrlo rano, ve¢ u 2. razredu. Vjerojatno bi se zacudili, no prema Nastavnom
planu i programu (koji se skolske godine 2019./2020. jo$ uvijek smatra va-
lJjanim dokumentom za sve razrede osnovne skole osim 1. i 5. razreda) ovi

4Karl Friedrich Gauss (1777.-1855.) je njemacki matematicar i astronom (konstruk-
cija pravilnog sedamnaesterokuta, osnovni teorem algebre, Gaussova krivulja, Gaussova
ravnina, Gaussov zakon za magnetsko polje, Gaussov zakon za elektri¢no polje, .. .)

5U zemljama anglosaksonskog govornog podruéja, gkolski predmet koji ukljucuje
proucavanje temeljnih koncepata iz teorije brojeva zove se Calculus $to u prijevodu znaci
racun.



se pojmovi prvi puta spominju na nastavi Prirode i drustva. Od ucenika se,
prije nego su na matematici ¢uli za pojmove parnosti i neparnosti prirodnih
brojeva, ocekuje da zapamte kako se s desne strane ulice nalaze kucée s parnim
kuénim brojevima, a s lijeve strane ulice kuce s neparnim kuénim brojevima.
Ucenici do tada znaju mnoziti i dijeliti prirodnim brojevima do 10, a tablicu
mnozenja i dijeljenja pamte pomocu ,,matematicke pjesmice”, tj. nabraja-
nja visekratnika prirodnih brojeva do 10. Dakle, u 2. razredu osnovne skole
ucenici kazu da su parni brojevi visekratnici broja 2, tj. brojevi 2, 4, 6, 8, 10,
12,... Zanimljiva je ¢injenica iz prakse da ¢ak jedna tre¢ina ucenika na kraju
4. razreda osnovne skole ima velikih problema oko odredivanja parnosti (ili
neparnosti) troznamenkastog broja. Problem vrlo vjerojatno lezi u tome $to
se od samog pocetka predstavljanja ovog gradiva nastoji da ucenici nauce
nesto napamet, a to nikako ne moze rezultirati razumijevanjem niti dugo-
trajnim pamcéenjem. U sljede¢em odjeljku promotrit ¢emo nacin uvodenja
parnih i neparnih brojeva te zadatke koje nude aktualni udzbenici.

3.1.1 Parni i neparni brojevi u visim razredima OS

Nacin na koji se u 5. razredu uvode (ve¢ ranije poznati) pojmovi parnosti
i neparnosti (prirodnih) brojeva i poti¢e razmisljanje o tome kako se parni
brojevi razlikuju od neparnih je vrlo jednostavan i podrazumijeva da ucenici
intuitivno mogu razlikovati ta dva skupa brojeva. U nastavku slijedi tipi¢can
primjer iz prakse kojim se ucenici uvode u problematiku ove nastavne jedi-
nice.

Primjer 1 Uciteljica iz matematike je ucenicima zadala zadatak koji je po-
trebno odraditi w paru. 5.d razred broji 17 ucenika. Ima li svaki ucenik 5.d
razreda svoj par?

Ucenici, nakon ovog primjera za motivaciju, prebrojavaju parove ucenika i
dolaze do zakljucka da u 5.d razredu ima 8 parova, da jedan uc¢enik nema para
te da je broj 17 neparan broj. Na taj nacin razvija se metoda utvrdivanja
parnosti prirodnih brojeva koja je vrlo slicna primjeni definicije parnih (ne-
parnih) brojeva:

Definicija 1 Parni prirodni brojevi su brojevi koje moZemo podijeliti
brojem 2 bez ostatka. [5]

Definicija 2 Neparn: prirodni brojevi su brojevi koje ne mozZemo podi-
jeliti brojem 2 bez ostatka. [5]

No, bez obzira na to, ne nude svi autori udzbenika ucenicima prethodnu
definiciju, veé¢ neki od njih preporucuju razvrstavanje znamenke jedinice u
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dva skupa: parnim je brojevima znamenka jedinica 0,2,4,6 ili 8 , dok je
neparnim brojevima znamenka jedinica 1,3,5,7 ili 9 [3] [6]. Ranije spome-
nute definicije parnosti (neparnosti) dolaze do izrazaja tek kasnije, kada se
pocinje s obradom cjeline Djeljivost. Promotrimo nekoliko zadataka iz ak-
tualnih udzbenika matematike. Vrlo je bitno napomenuti kako se koncept
parnih i neparnih brojeva u 5. razredu osnovne skole spominje u kontekstu
proucavanja skupa Prirodnih brojeva i njegovih svojstava, stoga je za os-
tvarivanje ishoda povezanih s parnim i neparnim brojevima koje bi ucenici
trebali usvojiti predvideno vrlo malo vremena. Konkretno, govorimo o jed-
nom Skolskom satu za obradu skupa prirodnih brojeva (¢itanje, zapisivanje,
matematicki zapis skupa prirodnih brojeva s nulom, svojstva, podjela na
parne i neparne brojeve).

Sljedec¢e zadatke autori aktualnih udzbenika predlozili su za vrednovanje
usvojenosti ishoda povezanih s parnim i neparnim brojevima. Za prvi za-
datak razina usvojenosti je zadovoljavajuca, sto u Bloomovoj taksonomijiﬁ
odgovara razini ¢injeni¢nog znanja, tj. nizoj kognitivnoj domeni. Ucenici
prepoznaju informaciju (znanje o znamenki jedinici i njezinom utjecaju na
parnost i neparnost) te odabiru trazene brojeve.

Zadatak 1 Prepisi brojeve 6161, 142, 525252, 2930, 60007 i 889, a zatim
zaokruzi neparne. [0l

Za drugi zadatak razina usvojenosti je dobra, sto odgovara razini razumije-
vanja, odnosno ovladavanja (konceptualno znanje). To je i dalje niza kogni-
tivna domena, a ovom vrstom zadataka provjerava se jesu li uc¢enici sposobni
grupirati, svrstati, klasificirati, razlikovati ili smjestiti odredeni pojam u od-
govarajuci skup.

Zadatak 2 Brojeve 9, 10, 15, 22, 48, 5454, 171717, 1, 903, 2003 razvr-
staj na parne i neparne te ih zapisi kao elemente skupa P (parni brojevi) i
elemente skupa N (neparni brojevi). [3]

Treci izabrani zadatak provjerava vrlo dobru razinu usvojenosti znanja, sto
odgovara visSoj razini razumijevanja, odnosno proceduralnom znanju. Ucenici
bi za rjeSavanje zadatka trebali odabrati te u novoj, konkretnoj situaciji
upotrijebiti odgovarajuce ranije naucene koncepte (ovdje se osim neparnosti,
kao i u Zadatku [2 provjerava i usvojenost znanja o pojmu skup).

6Bloomova taksonomija je sustav klasifikacije odgojno - obrazovnih ishoda, sastoji se
od cetiri kategorije znanja (¢injeni¢no, konceptualno, proceduralno i metakognitivno zna-
nje) te Sest razina kognitivnih procesa (zapamti, objasni, primijeni, analiziraj, vrednuj,
stvaraj).



Zadatak 3 Zapisite zadani skup nabrajanjem njegovih elemenata:

A ={n € N| n je neparan broj, n > 23}.

Koliko zadani skup ima elemenata? [J]

Cetvrtim zadatkom provjerava se izvrsna razina usvojenosti znanja, tj. meta-
kognitivno znanje. Najprije bi ucenici trebali skicirati zadatak, identificirati
uzorak ponavljanja, ispitati svoju pretpostavku na nekoliko primjera te na-
kon toga donijeti zakljucak i rijesiti zadatak.

Zadatak 4 Promotri jednadzbu: 7158 + x = 41784. Ne izracunavajuéi x
odgovori je li x paran ili neparan broj? Objasni. [{)]

Pitanje je mogu li ucenici analizirati problem do razine da zakljuce kako je
zbroj parnog i neparnog broja uvijek neparan broj, a da je zbroj dva parna
broja uvijek paran broj? Ovaj zadatak pravi je primjer koristenja teorije
brojeva u nastavi matematike i za njegovo rjesavanje dovoljno je znati ne-
koliko tvrdnji koje vrijede za parne i neparne brojeve. Na koji nac¢in uvesti
ove tvrdnje u nastavu matematike i koristiti ih? U tradicionalnom pristupu
poucavanju, u kojem je naglasak na gradivo koje ucitelj treba izloziti, do-
voljno bi bilo u¢enicima zapisati zeljene ¢injenice (bez objasnjenja i dokaza)
te ih poceti koristiti u rjeSavanju zadataka. U sljede¢em odjeljku pokazat
¢emo teorijsku podlogu, a nakon toga dati prijedlog kako uvesti dane tvrdnje
u nastavu matematike koriste¢i suvremeniji pristup.

3.1.2 Teorijska podloga

Tijekom nastave ucenicima se zadaju tipicni zadatci na temu parnosti i ne-
parnosti, tj. zadatci za Cije se rjeSavanje koriste ¢injenice (tvrdnje) koje
vrijede za parne, odnosno neparne brojeve. Takvu vrstu zadataka ¢esée cuju
i rjeSavaju djeca koja pohadaju dodatnu nastavu matematike. Ove tvrdnje
bile su poznate jo§ pitagorejcima[’}, a njihove inacice zapisane su 300. g. pr.
Kr. u Euklidovim elementimaﬁ (IX. knjiga u kojoj se nalaze rezultati pitago-
rejske aritmetike). Da ne bi doslo do pukog nabrajanja, prepisivanja i ucenja
matematike napamet, sljedece tvrdnje, iako su jednostavne, lako razumljive i

"Pitagorejci su sljedbenici uéenja grékog filozofa Pitagore.

8Euklidovi Elementi su djelo grékog matematicara Euklida (od 330. do 260. pr. Kr.),
od kulturnog su i povjesnog znacaja za cjelokupno ljudsko znanje te su vrlo vazni za
matematiku jer se u njima iznose rezultati pitagorejske aritmetike, geometrijske algebre,
dokaz o postojanju pet pravilnih poliedara, ...



primjerene ucenicima, ne pokazuju se (i ne dokazuju) na nastavi matematike
u osnovnoj skoli, no vrlo se ¢esto spominju i koriste. Ucenici u 5. razredu
jos uvijek ne poznaju cijele brojeve. Teorem naveden u nastavku govori o
cijelim brojevima, ali vrijedi i za prirodne jer je N C Z.

Teorem 1 Za cijele brojeve vrijede sljedece tvrdnje:
a) Zbroj parnog broja neparnih brojeva je paran broj.
b) Zbroj neparnog broja neparnih brojeva je neparan broj.
¢) Zbroj parnih brojeva je paran broj.
d) UmnozZak neparnih brojeva je neparan broj.
e) Umnozak cijelog broja i parnog broja je paran broj.
Uoc¢imo da vrijede opcenite tvrdnje:

- zbroj parno mnogo neparnih brojeva i proizvoljno mnogo parnih bro-
jeva je paran broj

- zbroj neparno mnogo neparnih brojeva i proizvoljno mnogo parnih bro-
jeva je neparan broj

Za dokazivanje ovih tvrdnji potrebno je prisjetiti se jos jedne definicije parnog
i neparnog broja:

Definicija 3 Cijeli broj n je paran ako vrijedi n=2k, k € Z.|2
Definicija 4 Cijeli broj n je neparan ako vrijedi n=2k+1, k € Z.[Z
Za potrebe ovog rada, raspisat ¢emo dokaze za tvrdnje ¢) i e).

Dokaz:

b) Treba dokazati da je zbroj parnih brojeva paran broj. Pretpostavimo
dasu A, B,C,D,... parni brojevi. Prema definiciji [3] mozemo pisati
da je A = 2a, B =2b, C =2¢c, D = 2d, ... za neke cijele brojeve
a,b,c,d,.... Zbrojimo li zadane parne brojeve, dobivamo:

A+B+C+D+---=2a+2b+2c+2d+...
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Koristeci svojstvo distributivnosti mnozenja prema zbrajanju koje vri-
jedi za cijele brojeve, dobivamo

A+B+C+D+--=20a+b+c+d+...)

¢ime je tvrdnja dokazanaﬂ

f) Treba dokazati da je umnozak bilo kojeg cijelog broja s parnim brojem
paran broj. Ovu tvrdnju mozemo podijeliti na dva slucaja. U prvom
slucaju prvi faktor je paran cijeli broj, a u drugom slucaju je prvi
faktor neparan cijeli broj. U oba slucaja je drugi faktor paran. Ovim
sluc¢ajevima pokrivene su sve moguénosti.

1. Neka su zadani cijeli brojevi C'i D. Oba broja su parna pa ih
prema definiciji |3 mozemo zapisati kao C' = 2¢ i D = 2d za neke
¢,d € Z. Umnozak ova dva broja je:

C-D = 2c-2d
C-D = 2(2cd)

Koristedi svojstva komutativnosti i asocijativnosti koja vrijede za
mnozenje cijelih brojeva, umnozak dva parna broja zapisali smo
u obliku dvostrukog cijelog broja 2cd, $to je po definiciji [3] paran
broj.

2. Neka su zadani cijeli brojevi K i L. K je neparan, a L je paran
pa ih prema definicijama [4] i 8] mozemo zapisati kao K = 2k + 1 i
L = 2l respektivno za neke k,[ € Z. Umnozak ova dva broja je:

K-L = (2k+1)-2

K-L = 4kl +2]

K-L = 2(2kl+1).
Koristedi svojstvo distributivnosti mnozenja prema zbrajanju, umnozak
jednog neparnog i jednog parnog cijelog broja zapisali smo u obliku

dvostrukog cijelog broja 2kl + [, $to je po definiciji paran broj.

O

Y%a+b+c+d+... jecijeli broj zbog svojstva zatvorenosti zbrajanja na skupu cijelih
brojeva.
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Ucenici u osnovnoj skoli ne znaju §to znaci dokazivanje tvrdnje i na koji nac¢in
se to radi. Njihov uzrast vrlo ¢e se Cesto zadovoljiti samo primjerima koji
potkrepljuju danu tvrdnju te ¢e oni rijetko preispitivati definicije ili tvrdnje
iz udzbenika. No, jako je vazno ve¢ tada naglasavati ucenicima da se svaka
matematicka tvrdnja treba dokazati i da, ako nesto vrijedi za odredeni broj
promatranih primjera, ne zna¢i nuzno da vrijedi za bas sve primjere.

3.1.3 Suvremeni pristup poucavanju

U posljednje se vrijeme u nastavi matematike vrlo velik naglasak stavlja na
igrifikaciju. Opce je poznato da ucenici lakse uce ako im je gradivo predstav-
ljeno pomocu igre, lakse pamte nove pojmove, usvajaju nova znanja, motivi-
raniji su, aktivniji i samim time zainteresiraniji i usredotoceniji na nastavu.
Zbog toga ucitelji ulazu velike napore u pripremanje razli¢itih aktivnosti i
igara koje bi mogli predstaviti u¢enicima i na taj ih nacin animirati. Jedna
od igara koja je primjerena ucenicima razredne nastave, kao i ucenicima 5.
razreda (a jednako je primjenjiva za koristenje na satu obrade novog gradiva
kao i na satu vjezbe i usustavljivanja znanja) je inacica igre Dan-no¢.

Primjer 2 Uciteljica nabraja prirodne brojeve. Ukoliko kaZe broj koji je ne-
paran, ucenict moraju cucnuti, ako pak kazZe broj koji je paran, ucenici moraju
ustati.

U tim godinama ucenici vole svaki oblik pozitivnog natjecanja pa se ovoj igri
moze dodati pravilo koje ukljucuje ispadanje iz igre, tj. igranje do kona¢nog
pobjednika koji onda moze biti nagraden (npr. vodenjem igre ili formativ-
nom ocjenom).

Igra u razredu na temu parnosti i neparnosti prirodnih brojeva

Vratimo se sada na pitanje uvodenja tvrdnji iz teorije brojeva u nastavu ma-
tematike bez njihovog iskazivanja i dokazivanja. Postoji li nac¢in da ucenici
sami dodu do tih tvrdnji? Sljedeéi primjer opisuje aktivnost podijeljenu na
dva dijela. Prvi dio je predviden za odrzavanje u razredu, nakon obrade i
rasprave o parnim i neparnim brojevima, a drugi dio je predviden za domacu
zadacu. Ucenike bih podijelila u parove. Problem timova ili manjih grupa je
u tome sto se vrlo ¢esto dogodi da dvoje ili troje ucenika radi, a ostali koji
mozda nisu dovoljno dobro shvatili gradivo (ili jednostavno ne Zzele sudjelo-
vati) se ,sakriju” u grupi i ne moze ih se detektirati na vrijeme. Na kraju,
aktivnost za njih nema nikakve koristi. Zbog toga vise volim aktivnosti u
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paru - ucenici koji ne razumiju zadatak se odmah jave, a ucenici koji su u
paru s nekim tko ne razumije, potrude se da njihov prijatelj shvati zadatak.
Na taj nacin potice se i vr$njacka pomoc¢. Svaki ucenik 5. razreda je u sklopu
reforme kolstva dobio na koristenje tablet ,,Skole za Zivot” Jedan od ci-
ljeva ove reforme je ucenike ¢im vise privikavati i osposobiti za koristenje
informacijsko - komunikacijske tehnologije, stoga bi se ucenicima zadatci pri-
kazivali na tabletu. Na isti nac¢in bi ucenici i odgovarali na pitanja. Cilj
ove aktivnosti je ¢im prije odgovoriti na svih 8 postavljenih pitanja (proéi
8. razinu), a par koji prvi dode do rjesenja ¢e biti nagraden formativnom
ocjenom.

Zadatak 5 1. Upisi dva parna prirodna broja ¢iji je zbroj 108.
2. Upisi tri neparna prirodna broja ¢igi je zbroj 105.

Upisi cetiri neparna prirodna broja ciji je zbroj 111.

Upisi pet parnih prirodnih brojeva ¢iji je zbroj 102.

Upisi sest neparnih prirodnih brojeva ciji je zbroj 116.

Upisi sedam neparnih prirodnih brojeva c¢iji je zbroj 112.

Upisi osam parnih prirodnih brojeva ciji je zbroj 115.

ST B A

Upisi devet parnih brojeva ciji je zbroj 107.

Neke od ovih zadataka nije moguée rijesiti pa je (osim upisivanja rjesenja)
ucenicima ponudena mogucnost odabira ,ne postoje takvi brojevi”. Kako
bi se izbjeglo koristenje tipke ,ne postoje takvi brojevi” bez razmisljanja,
u aktivnost se moze implementirati i ,skok unatrag” koji ucenike u tom
slucaju vraca na nizu razinu. Drugi dio aktivnosti, koji bi bio za domacu
zadacu, je zadati ucenicima da razmisle o matematickim zakonitostima koje
se javljaju u ovom zadatku. Kada su mogli pronaci trazene brojeve? U
kojem slucaju trazeni brojevi nisu postojali? Kako je na odabir brojeva utje-
cao zadani zbroj, kako broj pribrojnika, a kako parnost, odnosno neparnost
pribrojnika? Postoji li neka veza i mogu li je oni pronaci i objasniti? Na
taj bi nacin ucenici, iako nisu nikad vidjeli ni culi za tvrdnje Teorema
razmisljali o njima i primjenjivali ih, ali Sto je najvaznije i pokusali ih objas-
niti. Zadace u kojima ucenici pokazu kako prepoznaju relevantne elemente
problema i naslué¢uju metode rjesavanja, uspjesno primjene odabranu me-
todu, provjere ispravnost svojih postupaka i generaliziraju rjesenje, mogu se

0skolazazivot.hr /ucitelji/| - obavijest o isporuci tableta §kolama i osposobljavanju istih
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vrednovati sumativnom ocjenom (vrednovanje naucenog), a element ocjenji-
vanja je rjeSavanje problema.

Pokazali smo da koncepti parnosti i neparnosti ovise o pitanju je li broj dje-
ljiv brojem 2. U sljedeé¢em poglavlju pokazujemo kako ovaj koncept mozemo
primijeniti u svrhu proucavanja brojeva koji su, osim s brojem 2, djeljivi i s
nekim drugim brojevima.

3.2 Djeljivost

Ne dijele svi autori osnovnoskolskih udzbenika isto misljenje oko toga kako
zapoceti obradivanje cjeline Djeljivost u 5. razredu. Jedan od nacina je
krenuti od samog pojma djeljivosti pa se zapocinje primjerom sljedeceg tipa:

Primjer 3 Kako ée 3 ucenika pravedno podijeliti bombonjeru u kojoj se na-
lazi 30 ¢okoladica? Kako ée T ucenika pravedno podijeliti tu istu bombonjeru
[6]?

Nakon rasprave oko toga je li broj 30 djeljiv brojevima 3 i 7 i hoce li re-
zultat tog dijeljenja imati ostatak ili ne, u¢enicima se nudi definicija pojma
djeljivosti.

Definicija 5 Prirodni broj a je djeljiv prirodnim brojem b ako prilikom di-
jeljenja a:b nema ostatka [J].

Sljede¢i pojmovi koji se obraduju u tim udzbenicima su pojmovi djelite-
lja i wvisekratnika. No, neki autori zapocinju cjelinu Djeljivost opisujuéi i
definirajuc¢i upravo te pojmove. Pogledajmo kako se definiraju te nekoliko
odabranih zadataka povezanih s pojmom djelitelja odnosno visekratnika.

3.2.1 Visekratnik i djelitel]

Definicija 6 Visekratnik nekog prirodnog broja jest svaki umnozZak tog broja
prirodnim brojem [5].

Definiciga 7 Djelitelji nekog broja oni su brojevi kojima je taj broj djeljiv
[3].

Neki autori definiciju visekratnika (kao i definiciju djelitelja) uopée ne nude,
ve¢ te pojmove objasnjavaju iskljucivo kroz primjere.

Primjer 4 Cinjenicu da je broj 18 djeljiv brojem 3 iskazujemo na sljedeci
nacin: broj 18 je visekratnik broja 3, a broj 3 je djelitelj broja 18 [0].
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Za razliku od do sada navedenih opisnih definicija, jedan od udzbenika nudi
malo apstraktniju:

Definicija 8 Broj b visekratnik je prirodnog broja a ako postoji takav pri-
rodni broj n da vrijedi b=mn-a []).

Osim definicija, u ovoj cjelini ucenici trebaju usvojiti i svojstva djelitelja i
visekratnika, tj. uce da je svaki broj sam sebi visekratnik i da svaki broj
ima beskona¢no mnogo visekratnika. S druge strane, trebaju usvojiti da je
najmanji djelitelj svakog prirodnog broja broj 1, da svaki prirodni broj ima
kona¢no mnogo djelitelja, a da je najveci djelitelj svakog prirodnog broja
sam taj broj. Ove ¢injenice ucenicima mogu djelovati zbunjujuée ukoliko
pojmovi visekratnika i djelitelja nisu do kraja usvojeni. Takvi ucenici vrlo
cesto zamjenjuju ove pojmove, a zadatci povezani s tim gradivom su im
komplicirani i teski. Pogledajmo dva odabrana zadataka. Oba provjeravaju
viSu razinu razumijevanja - prvi vrlo dobru, a drugi izvrsnu.

Zadatak 6 Prodavacica Kvaki¢ je ispred trgovine objesila cjenik za kekse.
No, vec je prvi kupac prodavacicu upozorio na pogresku u cjeniku. Pronadi
je i ti [3].

Broj kutija keksa | 1 | 2 | 3 | 4 5
Iznos u kunama | 24 | 48 | 72 | 86 | 120

Tablica 2: Zadatak 6

Zadatak 7 Dan je opis tajanstvenog broja: broj je mangi od 90, visekratnik
je broja 15, djeljiv je s 9. Koji je to broj [4]?

Oba dana primjera svode se na to da ucenici najprije analizom zadatka dodu
do zakljucka kako najprije moraju pronaci visekratnike trazenih brojeva.
Time je Zadatak [0] rijesen, jer primje¢uju da broj 86 nije visekratnik broja
24, odnosno prodavacica je pogresno napisala cijenu za cetiri kutije keksa. U
Zadatku [7, nakon §to ucenici nabroje visekratnike broja 15 koji su manji od
90, jos moraju pronaci onaj visekratnik koji je djeljiv brojem 9. Eliminacijom
dolaze do zakljucka da je broj koji traze broj 45.

Visekratnici i djelitelji u svakodnevnom zivotu

Pogledajmo kako ucenicima mozemo pribliziti pojmove visekratnika i djelite-
lja povezujudi ih sa stvarima kojima su okruzeni i koje svakodnevno koriste.
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Zadatak 8 Na koliko razlicitih nacina mozes platiti racun od 500 kuna, ako
je uvjet da mora$ platiti novéanicama/kovanicama istih vrijednosti? Ispisi
svaki moguéi nacin! Jesi li pritom koristio sve apoene? Koje novcanice ili
kovanice ne mozes koristiti? Zasto?

Ovaj zadatak primjeren je za domacu zada¢u nakon obrade nastavnih jedi-
nica Djelitelj i Visekratnik. Uc¢enicima je potrebno objasniti pojam apoen.
Na taj nacin sat matematike povezujemo s medupredmetnom temom@ Podu-
zetnistvo jer ucenici, osim ishoda propisanih Kurikulumom nastavnog pred-
meta Matematika, razvijaju ekonomsku i financijsku pismenost. Takoder,
treba ih podsjetiti da razmisle i o kovanicama od 5, 10, 20 i 50 lipa i potak-
nuti ih na prerac¢unavanje jedinica za novac (kuna u lipe i obrnuto), ¢ime ¢e
ponoviti nastavnu jedinicu obradenu na samom pocetku 5. razreda.

SavrsSeni broj

Jedan od repozitorija digitalnih obrazovnih sadrzaja [12] dostupnih uc¢enicima
predlaze, kao izbornu temu za proucavanje, da ucenici samostalno istraze i
izrade plakat na temu savrsenih brojeva. Pojam savrsenog broja nije obraden
u osnovnoskolskim udzbenicima matematike, no mogao bi se ucenicima po-
nuditi kao pojam za proucavanje na dodatnoj nastavi matematike ili kao
dodatni materijali za rad darovitim ucenicima. U nastavku slijede definicija
i karakterizacija savrSenih brojeva, te kratki pregled povijesti proucavanja
istih. Osim toga ponudit ¢emo i aktivnost za ucenike, na temu savrSenih
brojeva, u redovnoj, ali i dodatnoj nastavi matematike.

Definicija 9 Prirodan broj N savrsen je broj ako je jednak sumi svojih pra-
vth djelitelja [T_Z]

Samo ime ovih brojeva potjece od Pitagorejaca koji su bili skloni brojevima
pridavati misti¢ne osobine. Za njih je svojstvo broja 6 (da je jednak zbroju
svojih pravih djelitelja) bilo toliko znacajno, da su ga prozvali savrsenim
brojem. No, osim matematickih svojstava, savrseni brojevi imali su i religijski
znacaj. Tako je, zbog savrSenosti broja 6, Bog stvarao svijet 6 dana. Drugi
po redu savrseni broj je broj 28, a to je broj dana za koji Mjesec obide Zemlju.
Problemom odredivanja opc¢enitog oblika savrSenih brojeva bavio se Euklid u

U Medupredmetne teme su teme opéeljudskih vrijednosti i kompetencija za Zivot u 21.
stoljeéu i kao takve su svakodnevno prisutne u odgojno obrazovnom radu (Osobni i socijalni
razvoj, U¢iti kako uciti, Gradanski odgoj i obrazovanje, Zdravlje, Poduzetnistvo, Uporaba
informacijske i komunikacijske tehnologije i Odrzivi razvoj) [9].

12Pravi djelitelji broja N su svi pozitivni djelitelji tog broja, osim N.
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Elementima (Knjiga IX). Uocio je da prva ¢etiri savrsena broja moze zapisati
u obliku:

6 = 2'(1+2)=2-3,

28 = 22(1+2+2%) =47,

496 = 281 +2+4+2*+2°+2%) =16-31,
8128 = 20(1+2+2°+...2%) =64-127.

Preskakanje brojeva

90 = 2°(1+2+2*+2% =815,
2016 = 2°(1+2+2°+...2°) =32-63,

Euklid je objasnio ¢injenicom da su brojevi 15 i 63 (faktori u raspisu savrsenog
broja na faktore) slozeni, za razliku od brojeva 3, 7, 31 i 127 koji su redom
prosti. Nakon Euklida, mnogi su matematicari proucavali svojstva savrsenih
brojeva, a zbog toga Sto su poznavali tek prva cCetiri, nastale su neke hipo-
teze koje su se kasnije ispostavile neto¢nima. Na primjer, oko 100. godine
prije Krista, vjerovalo se da su parnim savrSenim brojevima znamenke je-
dinice naizmjence 6 i 8 te da postoji toéno jedan jednoznamenkasti, jedan
dvoznamenkasti, jedan troznamenkasti, itd. savrSeni broj. Obje pretpos-
tavke opovrgnuo je Cataldﬂ koji je otkrio peti, Sesti i sedmi savrSeni broj.
Ispostavilo se da peti savrseni broj nije peteroznamenkasti (33550336), dok
je 1 petom i Sestom (8589869056) savrsenom broju znamenka jedinica broj
6. U ovom trenutku poznato je 49 savrsenih brojeva i svaki od njih je parni
broj. Postupak ispitivanja opisanih svojstava danas obavljaju racunala, a
provijereni su brojevi do 10, Do sada nije pronaden ni jedan neparan
savrSeni broj i iako se smatra da on ne postoji, tu pretpostavku nitko nije
uspio dokazati. Slijedi primjer aktivnosti na temu savrSenih brojeva, koji
istovremeno provjerava usvojenost ishoda nastavne jedinice Djelitelj i potice
na otkrivanje i istrazivanje novog pojma:

Zadatak 9 Savrseni broj je prirodan broj jednak zbroju svojih djelitelja,
ukljucujuci jedinicu, ali ne © samoga sebe. Na primgjer, broj 6 je savrseni
broj. Njegovi djelitelji su 1, 2, 3 i 6. Ako zbrojimo njegove djelitelje (bez
broja 6), dobijemo rezultat 1 + 2 + 3 = 6. Pronadi jos jedan savrSeni broj
koji je veéi od 10 a manji od 30.

Ovaj zadatak primjeren je za redovnu nastavu i moze koristiti za vredno-
vanje naucenog nakon obradene nastavne jedinice Djelitelj. Ucenici koji

13Pietro Antonio Cataldi (1548. — 1626.) je talijanski matemati¢ar i astronom, osim
teorijom brojeva bavi se i analiziranjem vojnih problema.
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pohadaju dodatnu nastavu mogli bi pokusati samostalno do¢i do karakte-
rizacije savrSenog broja. U za njih primjerenom obliku trebalo bi uociti da
ako sa o(N) oznacimo sumu svih pozitivnih djelitelja od N (ukljucujuéi i N ),
N je savrien ako vrijedi o(N) = 2N . Nakon §to na redovnom satu pronadu
drugi savrseni broj (broj 28), uciteljica im na dodatnoj nastavi daje upute
za rad:

Primjer 5 Pronadi jos jedno (savrseno) svojstvo savrsenih brojeva! Naj-
prije za svaki od dva savrsena broja koja poznajes zapisi zbroj svih mjegovih
djelitelja. Nakon toga dobiveni zbroj zapisi u obliku umnoska, tako da je jedan
od faktora broj 2. Sto primjecujes? Koji je drugi faktor? Kako bi izgledao
zbroj djelitelja savrsenog broja N ¢

Ucenici bi raspisivanjem ovog primjera dobili:

14243+6 = 12=2-6
1+2444+7+14+28 = 56=2-28.
Trebali bi primjetiti da je drugi faktor zapisanog umnoska upravo savrseni
broj ¢ije su djelitelje zbrajali. Uciteljica, kao pomo¢ kod odgovora na zadnje
pitanje, na plocu moze zapisati:
o6) = 2-6
o(28) = 2-28.

Ucenici preslikavanjem primjera s ploce zapisuju da zbroj djelitelja savrsenog
broja N mozemo zapisati kao o(N) =2 - N.

3.2.2 Dijeljivost s 2, 5, 10,319

Kada govorimo o djeljivosti prirodnih brojeva brojevima 2, 5, 10, 3 i 9,
govorimo o pravilima koje uc¢enici moraju nauciti da bi ih mogli primjenjivati
u zadatcima. U nastavku slijede pravila o djeljivosti preuzeta iz aktualnih
udzbenika za 5. razred osnovne skole.

Teorem 2 Prirodni broj djeljiv je s 10 ako mu je posljednja znamenka 0. [J|]

Teorem 3 Prirodni broj djeljiv je s 5 ako mu je posljednja znamenka O ili

5. [l

Teorem 4 Prirodni broj djelyiv je s 2 ako mu je posljednja znamenka 0, 2,
4, 6 ili 8. [{)]
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Teorem 5 Prirodni broj djeljiv je s 3 ako mu je zbroj znamenaka djeljiv s 3.

4]

Teorem 6 Prirodni broj djeljiv je s 9 ako mu je zbroj znamenaka djeljiv s 9.

4/

Zbog toga Sto ucenici ova pravila ne dokazuju, nego ih uc¢e napamet, pos-
toji veliki rizik od nerazumijevanja. Da bi se izbjeglo nerazumijevanje i
brzo zaboravljanje ovih pravila, u poucavanju ovog koncepta preporuca se
koristenje raznih igara i inovativnih metoda. Jedan od takvih primjera koji
sadrzi elemente igrifikacije je i zadatak prikazan u nastavku. Ucenici, osim
Sto moraju prepoznati brojeve djeljive brojem 3, trebaju prije¢i put od mjesta
A do mjesta B po odredenim pravilima. Ovim zadatkom ucenici, osim pro-
vjere usvojenosti znanja i vjestina, uvjezbavaju svoju strpljivost i sposobnost
prac¢enja uputa. Zadatak moze posluziti za kratko razredno natjecanje i vred-
novanje naucenog.

Zadatak 10 Zadana je ploca na kojoj su polja oznacena dvoznamenkastim
brojevima. Oznaci polja kojima treba proéi kako bismo od tocke A dosli do
tocke B. Kretali se moZemo samo poljima na kojima su brojevi djeljivi s 3.
Iz jednog polja prelazimo u drugo polje tako da idemo lijevo ili desno, gore ili
dolje, ali ne dijagonalno. [6]

A 3614335175
59 |48 | 27 | 93 | 11 | 66
191151702339 |72
58 [ 24169 | 76 | 99 | 32
96 | 13 | 61 | 18 | 45 | 42
21178112130 (28| B

Tablica 3: Zadatak 10

Ucenici za rjeSavanje ovog zadatka sami biraju strategiju. Jedna od opcija
je da najprije od ponudenih brojeva izdvoje sve one koji su djeljivi brojem
3 (mogu ih obojiti ili zaokruziti), a nakon toga prema danim uputama traze
put od tocke A do tocke B. Druga opcija je da krenu od tocke A, traze moguce
putove i eleminiraju ona polja na kojima su brojevi koji nisu djeljivi brojem
3. Slika 3 pokazuje drugu objasnjenu strategiju - pokusaja i pogreske. Zelena
staza prikazuje konacno rjesenje, dok narancasta i plava staza vode u ,,slijepu
ulicu”.
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A 6] 14 BB

59 LASE27.5030 11 [[66¥
19 70 | 23 [[30==720
58 76 99% 32

067 13 | 61 | I8R50,
F21==78==12""30" 28 [ Bl

Slika 3: Rjesenje Zadatka

Ono §to je sada vrlo aktualno, a primjenjivo je u (online) nastavi matematike
su kvizovi (provjere usvojenosti znanja i vjestina) pripremljeni u razli¢itim
digitalnim alatima. Bilo da su sredstvo vrednovanja naucenog ili ih ucitelji
koriste kao izlazne kartice, samovrednovanje ili vrsnjacko vrednovanje, bilo da
se koriste kao domace zadace ili tijekom sata kao ponavljanje, vrlo su efikasni,
a Sto je najvaznije, ucenici ih vole. Sljedeci primjer je primjer kviza izradenog
u GeoGebrﬁ za potrebe kolegija Primjena racunala u nastavi matematike
(2. godina preddiplomskog studija Matematike na Odjelu za matematiku
Svucilista u Rijeci).

Kviz u GeoGebri

Djeljivost

Autor: Kristina Jurjak

Odredi istinitost sljedecih tvrdnji!

Broj 394 je djeljiv brojem 2.

oA (]

Ispocetka Sljedeci zadatak

Slika 4: Elementi igrifikacije (razine, bodovi)

geogebra.org
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Cilj ovog kviza je da ucenici (na satu, ali i kod kuée) uvjezbavaju i usvajaju
svojstva djeljivosti prirodnih brojeva. Kviz je osmisljen tako da se izmjenjuje
10 razlicitih brojeva - potrebno je odgovoriti na 10 razlicitih pitanja. Ucenici
u svakom pitanju odreduju je li neki prirodan broj djeljiv brojevima 10, 5,
2,319, tj. prisjecaju se pravila djeljivosti navedenih brojeva. GeoGebra
odmah ispravlja kviz, odnosno ispisuje se je li zadatak to¢no rijesen ili nije.
Kviz zavrsava nakon 10. pitanja i program ispisuje broj to¢no rijeSenih za-
dataka. Ako ucionica nije opremljena tako da svaki ucenik ima pristup svom
racunalu, kviz je moguce rijesiti i zajednicki (potrebno ga je prilagoditi, npr.
povecati broj pitanja).

Djeljivost

Autor: Kristina Jurjak

\l [}

Ponovi test

Rijesenost testa je 10/10

Slika 5: Elementi igrifikacije (cilj, nagrada)

Ovaj i slicni kvizovi u GeoGebri (ili nekom drugom programu) odliéni su
za motivaciju na pocetku sata. Ucenicima je zanimljivije koriStenje racunala
kod ponavljanja, kviz je napravljen tako da se moze ponavljati neograniceni
broj puta, nije potrebno izmisljati nova pitanja jer ih rac¢unalo generira samo
te se na taj nacin stedi vrijeme. Isto tako, ovakvi kvizovi mogu se prilagoditi
i koristiti kao kratke provjere znanja ili diktati — provjere koje ucitelji ne
moraju ispravljati ru¢no. Jos jedan primjer kviza izradenog u Google For-
msu prilozen je na ovoj poveznici (bit.ly/djeljivost2). On je pripremljen za
vrednovanje nauc¢enog nakon obradene nastavne cjeline Djeljivost.
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3.2.3 Svojstva djeljivosti
Ovo poglavlje zapocet ¢emo primjerom.

Primjer 6 Teta Greta ima po jednu movéanicu od 5, 10, 20, 50, 100, 200,
500 ¢ 1000 kn. Za placanje parkiranja potrebne su joj kovanice od 5 kn. Moze
li ona ukupnu svotu razmijeniti v kovanice od 5 kn?

Ovaj primjer moguce je rijesiti na dva nacina. Prvi nacin je onaj kojeg e se
veéina ucenika odmah sjetiti. Najprije zbrojimo vrijednosti svih novcanica
koje ima teta Greta, a nakon toga dobiveni zbroj podijelimo brojem 5. Drugi
nacin ukljucuje poznavanje pravila za djeljivost zbroja. Naime, vrijedi:

Teorem 7 Ako su svi pribrojnici djeljivi nekim brojem, onda je i zbroj djeljiv
tim brojem. [3]

Potrebno je primjetiti da je u primjeru [6] svaki od pribrojnika djeljiv brojem
5 (znamenke jedinice svih pribrojnika su 0 ili 5) pa zbog toga vrijedi da je i
njihov zbroj djeljiv brojem 5, tj. ukupna svota moze se razmijeniti u kovanice
od 5 kuna. Osim pravila o djeljivosti zbroja, u udzbenicima stoje i pravila o
djeljivost razlike i umnoska.

Teorem 8 Ako su i umanjenik i umangitely djeljivi nekim brojem, onda je i
razlika djeljiva tim brojem. [3]

Teorem 9 Ako je barem jedan od faktora djeljiv nekim brojem, i ummnozak
je djeljiv tim brojem. [3]

Mnogi ucenici ova pravila nauce napamet i ne mogu ih s razumijevanjem
primijeniti na zadatke. U nastavku slijedi primjer tehnike aktivnog ucenja i
poucavanja koja je primjenjiva za potrebe usustavljivanja znanja i razumije-
vanja pravila o djeljivosti zbroja, razlike i umnoska.

Tehnika aktivnog uéenja i pouéavanja - Posadimo nase stabld'|

Tehnike aktivnog ucenja i poucavanja karakteristicne su za nastavu usmje-
renu na ucenika. Prednosti koje donosi ovakva vrsta nastave su bolja mo-
tivacija, djelotvornije ucenje, bolje zadrzavanje znanja i njegova uporaba,
stjecanje vjestina za cjelozivotno ucenje,... Ako ucitelj tijekom nastave ko-
risti neku od metoda aktivnog ucenja i poucavanja, naglasak je na aktivnosti

15Tehnika aktivnog ucenja i poucavanja - Posadimo nage stablo osmisljena je za po-
trebe kolegija Didaktika 2 (2. godina diplomskog studija Matematike i informatike, smjer
nastavnicki na Odjelu za matematiku Svuécilista u Rijeci).
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ucenika te je subjekt u nastavnom procesu sam ucenik. U razredu vlada
suradnicka atmosfera, rad je organiziran po parovima ili grupama, a ucitelj
je moderator nastavnog procesa.

Osmisljena tehnika aktivnog ucenja i poucavanja [7] primjerena je za vise
razrede osnovne sSkole, ali i za srednju skolu. Vrlo se lijepo moze uklopiti
za potrebe Skolskih projekata (obiljezavanje Dana planeta Zemlje ili Zeleni
dan). Moze se koristiti u svrhu uvjezbavanja i usustavljivanja znanja, moze
sluziti samostalnom ucenju, kao i radu u paru.

Tehnika aktivnog ucenja i poucavanja - Posadimo nase stablo

Always remember that you are absolutely unique. Just like everyone else.
plakat izradila: Kristing Jurjak

Tehnika je pogodna za: Nastavna pomagala koja se Sredifnji dio aktivnosti
koriste: R
— - svalki {an par ik sadatak po kodima (s
- Pripresaljeni ltié sa cricfom pokwice stabla swaj nadin)
- olowka + ufenik: upisije knenke swg rjcienj problerzs
Tehnika je pogodna za nastavon s mﬁm&M|pim1pdmdm
aktivnost:

- haraci se zapisagu od koeljesa peema viim stabla
dje Ge hiti mpisann kanafto redesje
- nakan itekn vremena parai spajaju svoje
polovice u jeduo mjecdnin stablo

Tehnika je pogodna za: 'r S

Tehnika je pogodna za:
- samestalng wdenje

Cilj aktivoosti

Poletak aktivnosti eulenict otkrivaj vl nafinn za rdaanje
o — prablema

- vastavnik dijell ufenike u parove &0 matematici nastaviici otkrivaju asobocst

SR - sk Elan para dobije list na knjem je shika weenikn (lvlitativai 3 lontitativmi tip)
plowice stahla opoticanje intemkije i sursdije medn ulenicina
opitivaje tudeg midjesja

Nastavna sredstva koja se koriste: -+ uhorijem stabl se salozi pitanje, mdstak

{ocireslbens il doknzni), knestrakeiia ..., na omadmune radifitosti

. (o popunjoenn chltic ienicim je primjer:
dopuitenn knriftenje wEibenika) Zadatak Posljednji dio aktivnosti
- hiljefnica -

Je i wmnodak 4925 3565 djeljiv brojem 37 « ufenici kmentimju dobiveno stablo

-« gherdaju horake el problema
- usporedisju. raclike u bonacima i hroj dobivenih

earalea, rjefaania peobslema

- uoBuvajs Gji nadin je bl

- svi rackni =2 smjering stavliaju na pano: Sadesje
razrdne e

1] D hunavi, K. Jujak, K. Pedié, M.
Spimuer, Didaktika 2 Tehnike aktivoog
néenja { poudzvenja, ocjenska viebe,
Rijebn, 2015

2] Overlead - knjifnica. prodloinkn za zradi
postena, pristup: 512019,

Slika 6: Tehnika aktivnog ucenja i poucavanja - Posadimo nase stablo [7]

Ovdje ¢u opisati aktivnost za rad u paru. Ucitelj najprije dijeli ucenike u
parove i svaki clan para dobije list papira na kojem je nacrtana slika polovice
stabla. U korijenu stabla (i na jednoj i na drugoj polovici papira) nalazi se
isti zadatak:

Zadatak 11 Je li umnozak 4325 - 5365 djeljiv brojem 37
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Svaki par dobiva svoj zadatak. Neki od njih su umnosci, neki zbrojevi, a
neki razlike. Svaki ¢lan para rjesava zadatak na svoj nacin, po koracima, i
zapisuje ga unutar oblacic¢a koji ¢e kasnije ¢initi jedan dio krosnje stabla. Ko-
raci se upisuju od korijena prema vrhu stabla, gdje ¢e biti zapisano konac¢no
rjeSenje. Kada su zavrsili s rjeSavanjem, parovi spajaju svoje polovice u
jedno zajednicko stablo. Sljede¢i zadatak za ucenike je medusobno komen-
tirati dobiveno stablo (vrsnjacko vrednovanje), usporediti na¢ine rjeSavanja,
raspraviti jesu li koristili isti princip zakljuc¢ivanja, jesu li koristili iste defi-
nicije i tvrdnje za zadane pojmove, uociti ¢iji je nacin rjesavanja brzi (ako
su koristili razli¢ite) i jesu li oba rjeSenja to¢na. Svi radovi se nakon toga
stavljaju na pano, tj. razred sadi svoju razrednu Sumu. Cilj ove aktivnosti je
da ucenici otkriju vise nacina za rjesavanje odredenog problema i da nauce
postovati tude misljenje, dok ucitelji otkrivaju matematicke osobnosti'™® svo-
jih ucenika i poticu medusobnu suradnju ucenika unutar razrednog odjela.

3.3 Prosti i slozeni brojevi

Ovo poglavlje zapocet ¢emo s primjerom aktivnosti za zajednicki rad cijelog
razreda. Odradivala bi se na satu obrade novog gradiva, a cilj je da ucenici
samostalno izrade plakat na kojem bi bilo prikazano Eratostenovo sitd]

3.3.1 Aktivnost: Eratostenovo sito

Ucitelj je tijekom ove aktivnosti moderator: postavlja pitanja, usmjerava
i daje upute. Za provodenje aktivnosti potrebno je pripremiti bijeli papir
(veli¢ine primjerene za plakat) na kojem je ve¢ isprintana tablica prirodnih
brojeva do 100. Osim toga, ucenici dobivaju iste takve tablice veli¢ine pri-
mjerene za umetanje u biljeznice. Prije ove aktivnosti ucenici nisu culi za
pojmove slozenih i prostih brojeva, a slijede¢i upute koje daje ucitelj trebali
bi samostalno do¢i do njihovih definicija i svojstava.

Zadatak 12 Slijedi upute i odgovori na sljedeca pitanja. Svoje odgovore
zapisi u biljeznicu i na papir pripremljen za plakat.

1. Kako se zovu brojevi prikazani u tablici?
2. Zaokruzi broj 2.

3. Prekrizi sve visekratnike broja 2 koji su veci od 2.

16 Matematicka osobnost je stil uéenja matematike i pristupa matematickoj problematici.

ITEratostenovo sito je algoritam za pronalazenje prostih brojeva koji je dobio naziv po
starogrckom matematicaru i geografu Eratostenu (276. - 194. g.p.n.e.). Eratosten je prvi
izracunao opseg Zemlje (duljina Zemljina ekvatora je priblizno 40000 km). [5]
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10.
11.

12.
13.

1.
15,
16.
17,
18.
19.

20.
21.

Zaokruzi prvi sljedeéi neprekrizeni broj (broj 3).
Prekrizi sve visekratnike broja 3 koji su veéi od 3.
Ponavljag postupak dok ne zaokruzis i prekrizis sve zapisane brojeve.

Kvadratice u kojem se nalaze zaokruzeni brojevi oboji crvenom bojom
a kvadratice u kojem se nalaze prekrizZeni brojevi oboji zelenom bojom.

Promotri zaokruzene brojeve i njihove djelitelje. Kakvi su njihovi dje-
litelji? Koliko ih ima?

Zapisi: Prirodni broj koji ima toc¢no dva djelitelja (samoga sebe i broj
1), nazivamo prost broj ili prim broj. [j|]

Promotri prekrizene brojeve. Koliko oni imaju djelitelja?

Zapisi: Prirodni broj koji ima vise od dva djelitelja nazivamo sloZeni
broj. [4]

Je li broj 1 prosti ili sloZeni broj? Koliko on ima djelitelja?

Zapisi: Broj 1 tma tocno jednog djelitelja, samog sebe, pa nije mi
prost ni slozZen. [J]

Ispisi parne proste brojeve. Koliko ih ima? Zasto?

Zapisi: Broj 2 je jedini paran prost broj. [4]

Koji je najmangi prost broj?

Postoje samo dva prosta broja ¢ija je razlika 1. Imenuj ih. [3]
Ixmedu kojih dvaju prostih brojeva nema nijednog prirodnog broja? [3]

Postoji li prost broj veéi od 5 ¢ija je posljednja znamenka 5¢ Objasni.
[3]
Je li umnozak dvaju prostih brojeva prost broj? Objasni! [5]

Ciine li svi prosti i svi sloZeni brojevi cijeli skup N? [5]

Na kraju ove aktivnosti plakat bi se smjestio u razred i ucenici bi za vrijeme
nastave mogli vidjeti proste (obojeni crvenom bojom) i slozene (obojeni zele-
nom bojom) brojeve te njihove definicije i svojstva. Na taj nac¢in u nastavi je
ostvareno nacelo zornosti, kao i nacela motivacije i aktivnosti i samostalnosti.
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Slika 7: Eratostenovo sito

Da biinacelo postojanosti znanja bilo ostvareno, u¢enicima se moze zadati da
rjesavaju krizaljku [5] prikazanu u nastavku (pitanja su prikazana na sljedecoj
stranici). Ukoliko je ne stignu rijesiti na satu, dovrsavaju zadatak za domaéu
zadacu.

Slika 8: Krizaljka [5]
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VODORAVNO

2. Djelitelj broja 80.

4. Koliko visekratnika ima zadani broj?

6. Prirodni brojevi koji imaju tono dva djelitelja.

7. Djelitelj prirodnog broja kojemu su posljednje
dvije znamenke 00.

9, Djelitelj prirodnog broja kajemu je posljednja
znamenka 5.

10. Jedini paran prosti broj.

OKOMITO

1. Rezultat mnoZenja.

3. UmnoZak zadanog broja i bilo kojega prirodnog
broja zadanom je broju __ .

5. Djelitelj prirodnog broja kojemu je posljiednja
znamenka 0.

8. Visekratnik broja2je broj.

11. Brojevi koje mnozZimo.

13. Prirodni broj koji ima samo jednog djelitelja.

12. Rezultat dijeljenja.

14. Kazemo da je zadani broj
nekim brojem ako ga mozemo podijeliti bez
ostatka,

Slika 9: Krizaljka - zadatci [5]

3.3.2 Rastavljanje broja na proste faktore

Pitagora i njegovi sljedbenici slozene su brojeve nazivali ugodnim brojevima
jer su ih mogli zapisati u obliku umnoska na vise nacina. Proste brojeve nazi-
vali su neugodnim brojevima [3]. Slijedi aktivnost kojom se ostvaruju ishodi
iz nastavne jedinice Rastavljanje broja na proste faktore i koristi se relativno
novi pedagoski pristup koji se zove obrnuta ucionica. Zamisao ove metode je
da se ucenici prije dolaska na nastavni sat, samostalno (kod kuée) pripreme,
upoznaju se s novim pojmovima i nastavnim materijalom koji je unaprijed
pripremio ucitelj, a vrijeme u razredu Kkoristi se za usustavljivanje znanja,
vjezbu, rjeSavanje problemskih zadataka, medusobnu raspravu ucenika i de-
monstraciju naucenog. Na taj se nacin znanje stjece kod kuce, a u skoli se
odmah nakon toga objasnjavaju eventualne nejasnoce te se tako skracuje vri-
jeme koje ucenici trose na cekanje povratne informacije o svom ucenju. I u
ovom nacinu poucavanja ucenike se stavlja u centar poucavanja, a ucitelj je
mentor koji potice ucenike na samostalno ucenje i rjeSavanje problema, Sto
je u skladu sa suvremenim pristupima ucenju i poucavanju.

Aktivnost: obrnuta uc¢ionica

Ucenici su podijeljeni u dvije grupe. Ovisno o tome nalaze li se u imeniku pod
parnim ili neparnim rednim brojem, dobivaju zadatak prouciti i uvjezbati
jedan od dva algoritma za rastavljanje prirodnih brojeva na proste faktore
koji su ponudeni u pripremljenim materijalima.
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Algoritam 1 Broj dijelimo najmanjim prostim brojem s kojim je djeljiv.
Dobiveni kolicnik opet dijelimo s najmanjgim prostim brojem kojim je dje-
ljiv.  Postupak ponavljamo dok kao kolicnik ne dobijemo broj 1. Na kraju
proste brojeve s kojima smo dijelili zapisemo u obliku umnoska. To je traZeni
umnozak prostih faktora. [3]

48
24
12

WNNNN

48 = 2:202:2:3 = 243
Slika 10: Prikaz algoritma [1] [12]

Algoritam 2 [Brojevno stablo] Broj najprije zapisemo kao umnoZak neka
dva broja (prva koja prepoznamo iz tablice mnoZenja ili s pomocéu pravila dje-
ljivosti). Svaki od tih brojeva koji nije prost, nastavljamo pisati kao umnozak
neka dva broja. Postupak ponavijamo dok ne ostanu samo prosti faktori.
Zbog preglednosti, zaokruzimo svaki dobiveni prosti faktor. Na kraju dobi-
vene proste brojeve zapisemo kao umnozak. [12]

A\ /48\@ N\ A
6 8 1 3) a 12 24 (2
/N /N /\ /N /\ /\
®@ ®& 2 4 @ @ 4 o 4

/\ /\ /\ /\ /N /\
® @ @000 ® ® ©@ O ®

48 = 2:2:2:2:3 = 2%3
Slika 11: Prikaz algoritma [2| [12]

Nakon sto ucenici samostalno prouce zadane algoritme, na satu ¢e iste de-
monstrirati nastavniku i ostalim ucenicima. Ono $to bi trebali samostalno
zakljuciti, a utvrditi na nastavi zajedno s nastavnikom, jest da vrijede sljedece
tvrdnje:
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- Svaki slozeni broj moze se rastaviti na proste faktore. [4]

- Zbog svojstva komutativnosti mnozenja, rastav broja na proste faktore
moze se zapisati na vise nacina. [4]

- Prost broj ne mozemo dalje rastavljati na proste faktore. [5]

- Svaki prirodni broj ima jedinstven rastav na proste faktore ako poredak
faktora ne uzimamo u obzir. [6]

U opisanom pristupu poucavanju preporuca se snimanje vlastitih video ma-
terijala, tj. koristenje digitalne tehnologije za pripremanje zadataka koje ¢e
ucenici dobiti unaprijed. Smatra se da ucenici, bez obzira na sva upozorenja
prevelike  konzumacije ekrana”, prepoznaju ovo okruzenje i nacin ucenja kao
nesto sto je normalno i njima dobro poznato te ga jako dobro prihvacéaju.

3.4 Teorija brojeva u geometriji

U nastavku ovog diplomskog rada povezat ¢emo teoriju brojeva s geometri-
jom te dati neke primjere aktivnosti za rad ucenika na nastavi matematike.
Poznato je da je geometrija igrala vrlo veliku ulogu u Zzivotima starih ci-
vilizacija, a arheoloska nalazista na podruc¢ju Mezopotamije potvrduju da
Babilonci nisu bili iznimka.

Slika 12: Plimpton 322
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Mala glinena plocica poznata pod nazivom Plimpton 322 otkrivena je poc¢etkom
20. stolje¢a na podrucju danasnjeg Irakaﬂ. Ova ploc¢ica je najstarija i
najtocnija trigonometrijska tablica na svijetu i smatra se da su je ljudi koris-
tili za izracune pri gradnji palaca, hramova i tunela. Plocica sadrzi 4 stupca

i 15 redaka brojeva zapisanih klinastim pismom u sustavu baze 60. Novija
istrazivanja pokazuju da Plimpton 322 opisuje oblike pravokutnih trokuta
koristeci trigonometriju koja se temelji na omjerimalﬂ i razlikuje se od one
koju mi danas koristimo te se zbog toga smatra da su Babilonci poznavali
trigonometriju trokuta ¢ak 1000 godina prije Grka. Na plocici su zapravo
ispisani brojevi koje mi danas zovemo Pitagorine trojke.

3.4.1 Pitagorine trojke

Slika 13: Pitagorin trokut

Definicija 10 Pravokutni trokut cije su duljine stranica prirodni brojevi zo-
vemo Pitagorin trokut. [2]

Definicija 11 Uredenu trojku prirodnih brojeva (x,y,z) zovemo Pitagorina
trojka ako su x iy duljine kateta, a z duljina hipotenuze nekog Pitagorinog
trokuta, tj. ako vrijedi:

4yt =20
Ukoliko su pritom brojevi x, y i z relativno prostﬂ onda kaZemo da je
(x,y, z) primitivna Pitagorina trojka. [2]

18Plocicu Plimpton 322 pronasao je arheolog, akademik, diplomat i trgovac antikviteta
Edgar Banks, ¢iji je zivot bio inspiracija u nastajanju filmova o Indiani Jonesu.

Y Trigonometrijska tablica omoguéuje nam da koristimo jedan poznati omjer stranica
pravokutnog trokuta kako bi se odredila druga dva nepoznata omjera.

20Relativno prosti brojevi su prirodni brojevi ¢iji je jedini zajednicki djelitelj 1.
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Jednostavnije receno, Pitagorinu trojku c¢ine tri prirodna broja koja zado-
voljavaju Pitagorin poucak. Na sljedecoj slici prikazane su sve Pitagorine
trojke ¢iji su elementi manji ili jednaki 50.

(3,4,5) (12,16,20) (18,24,30) (24,32,40)
(6,8,10)  (15,20,25) (16,30,34) (9,40,41)
2,13)  (7,24,25) 21,28,35) (27,36,45)
2,15) (10,24,26) (12,35,37) (30,40,50)
5,17) (20,21,29) (15,36,39) (14,48,50)

Tablica 4: Pitagorine trojke

Ucenici se s ovim pojmovima susrecu u prvom polugodistu 8. razreda, a
osim §to promatraju Pitagorin poucak i njegov obrat, promatraju i primjene
Pitagorinog poucka na pojedine geometrijske likove. Iako proucavanje Pita-
gorinih trokuta nije primjereno uzrastu ucenika osnovne skole, jer su oni u
uskoj vezi s rjeSavanjem diofantskih jednadibi@ (diofantske jednadzbe uvode
se u dodatnoj nastavi matematike za potrebe natjecanja), ovakvu vrstu zada-
taka mozemo geometrijski interpretirati te ih na taj nacin prilagoditi nastavi
matematike u osnovnoj skoli. Pogledajmo i rijeSimo dva primjera takvih
zadataka. Dakle, umjesto ,rijesi diofantsku jednadzbu” zadatak zadajemo
ovako:

Zadatak 13 Pronadi sve Pitagorine trojke ciji su elementi tri uzastopna
prirodna broja.

Rjesenje
Za Pitagorine trojke ¢iji su elementi a, b i ¢ vrijedi a® + b* = ¢?. Neka su

a=b-—1,bic=0b+ 1 tri uzastopna prirodna broja. Mozemo pisati:

(b—1)2+b2 = (b+1)2,
2 —20+1+4+b = B> +20+1.

Ako od jedne i druge strane jednakosti oduzmemo b? + 1, dobivamo:

—2b+1b* = 20,
b = 2b+ 2b,
V¥ = 4b.

2IDjofantska jednadzba je opéenito neodredena polinomnu jednadzba ili neodredena
jednadzba nekog drugog oblika ¢ija se rjeSenja nalaze u skupu prirodnih brojeva.
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Jednadzbu podijelimo s b (b je razlicit od 0 jer je prirodan broj) i dobijemo
b = 4. Iz toga slijedi da je a = 31 ¢ = 5, tj. jedina trojka za koju vrijedi
uviet zadatka je (3,4, 5]

Prethodnim zadatkom ucenici ¢e, osim uvjezbavanja koncepata cjeline Pita-
gorin poucak, ponoviti i koncepte cjeline Kvadriranje jer je potrebno prisjetiti
se kako kvadriramo zbroj, a kako razliku kvadrata. U sljede¢em zadatku, uz
ve¢ spomenute koncepte, ucenici ¢e se prisjetiti i djeljivosti prirodnih brojeva.

Zadatak 14 Dokazi da je u svakom Pitagorinom trokutu duljina barem jedne
katete djeljiva s 3.

Rjesenje

Za duljine stranica Pitagorinog trokuta a, b i ¢ vrijedi a? + b* = 2, gdje
su a i b duljine kateta, a ¢ duljina hipotenuze tog trokuta. Bez smanjenja
opcenitosti pretpostavimo da je trojka (a, b, ¢) primitivna, tj. da su brojevi a,
b i c relativno prosti brojevi. Pretpostavimo da ni jedna kateta nema duljinu
djeljivu s 3. Sto to znadci za kvadrate tih duljina? Uzmimo neki prirodni broj
koji nije djeljiv s 3 i kvadrirajmo ga. PiSemo:

(3k+£1)* =9k* £ 6k + 1,

gdje je k element skupa prirodnih brojeva. Kada bi taj kvadrat zeljeli podi-
jeliti s 3, dobili bi ostatak 1:

(B3k £ 1) = 9k* £ 6k + 1 = 3k(3k £ 2) + 1.

S obzirom da mi u zadatku promatramo zbroj kvadrata a® 4 b?, mozemo ga
zapisati kao zbroj kvadrata brojeva koji nisu djeljivi s 3:

a®+ b =3k(Bk£2) +1+3m(3m £ 2) + 1,

gdje su k i m elementi skupa prirodnih brojeva. Zakljucujemo da bi zbroj
kvadrata takva dva broja, podijeljen brojem 3 dao ostatak 2.

Pogledajmo sada izraz a® + b* = ¢? i podijelimo ga brojem 3. U slucaju kada
je duljina stranice c djeljiva s 3, zbroj kvadrata s lijeve strane pri djeljenju
s 3 imao bi ostatak 0, Sto smo pokazali da ne vrijedi. U slucaju da stranica
duljine c nije djeljiva s 3, zbroj kvadrata s lijeve strane pri djeljenju s 3 morao
bi imati ostatak 1, sto takoder ne vrijedi. Dakle, u oba slucaja dolazimo do
kontradikcije. Pocetna pretpostavka da ni jedna kateta nema duljinu djeljivu
s 3 je pogresna. Time je tvrdnja zadatka dokazana.

22Pravokutan trokut éije su duljine stranica 3, 4 i 5 jedini¢nih duzina naziva se Egipatski
trokut.
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4 Teorija brojeva na natjecanjima iz mate-
matike

Osim redovne nastave matematike u osnovnoj skoli nastavnici se pripremaju
i za dodatnu nastavu matematike. Uz darovite ucenike, dodatnu nastavu
matematike obi¢no pohadaju i odli¢ni ucenici. Ona je usko povezana s natje-
canjima iz matematike jer se kroz rad na dodatnoj nastavi ucenici zapravo
pripremaju za natjecanja. Nastavnici ovdje imaju veliku ulogu u usmjera-
vanju i poticanju rada ucenika jer uspjeh (ili neuspjeh) na natjecanju moze
uvelike utjecati na samopouzdanje ucenika te odnos i interes prema matema-
tici. Prvo natjecanje na podru¢ju danasnje Hrvatske na kojem su sudjelovali
ucenici osnovnih skola (7. i 8. razredi) odrzano je 1965.godine. Danas se
natjecanja provode na Cetiri razine: skolsko, opéinsko/gradsko, zupanijsko i
regionalno/ eravnoﬁ. U nastavku je odabrano nekoliko zadataka iz podrucja
teorije brojeva koji su primjereni razlicitim uzrastima i preuzeti su s razlicitih
razina natjecanja.

Zadatak 15 (5.r - skolsko/gradsko natjecanje 2015.)

Odredi sve prirodne brojeve oblika 9a6b9 djeljive s 3 kojima su znamenke de-
setice 1 tisucice prosti brojevi.

Rjesenge:
Broj je djeljiv s 3 ako je zbroj njegovih znamenaka djeljiv s 3. Zbog toga
vrijedi da je izraz

94+a+6+0+9=24+a+0

djeljiv s 3. Tisucica a i desetica b prosti su brojevi, dakle skup odgovarajuéih
znamenki na mjestu desetice i tisucice je {2,3,5,7}. Zbroj je djeljiv brojem
3 ako je svaki pribrojnik djeljiv brojem 3. Zbog toga suma a + b mora biti
djeljiva brojem 3. Kombinacije brojeva koje odgovaraju su {2,7}, {3,3} i
{5, 7} pa su trazeni brojevi: 92679, 97629, 93639, 95679 i 97659.

Zadatak 16 (5.r - opéinsko natjecanje 1985.)

Odredi sve troznamenkaste brojeve djeljive s 3 kojima je posljednja znamenka
jednaka umnosku ostalih dviju znamenki.

20visno o uzrastu (regionalno za 4. razrede i drzavno za ostale razrede) i mjestu u
kojem se nalazi skola ¢iji u¢enici sudjeluju na natjecanju (gradsko ili opéinsko) mijenja se
naziv pojedine razine natjecanja.
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Rjesenje:

Trazi se broj abc éiji je zbroj znamenki a + b 4 ¢ djeljiv brojem 3 i vrijedi
¢ = a-b. Trojke koje zadovoljavaju oba uvjeta su (3,0,0), (6,0,0), (9,0,0),
(1,1,1), (1,4,4), (4,1,4), (1,7,7), (7,1,7), (3,3,9) pa su trazeni brojevi 300,
600, 900, 111, 144, 414, 177, 717 i 339.

Zadatak 17 (5.r - Zupanijsko natjecanje 1996.)

Odredi sve cetveroznamenkaste brojeve djeljive s 45, a znamenka jedinica im
je jednaka znamenki tisucica.

Rjesenje:

Trazi se broj abca koji je djeljiv brojem 45, tj. djeljiv je brojevima 5 i 9.
Iz toga slijedi da je a = 5 (jer prva znamenka ne moze biti 0). Da bi broj
bio djeljiv brojem 9, zbroj njegovih znamenaka mora biti djeljiv s 9. Dakle,
vrijedi b + ¢ = 8 ili b + ¢ = 17. Uredeni parovi brojeva za koje vrijedi prva
jednakost su (0, 8), (8,0), (1,7), (7,1), (2,6), (6,2), (3,5), (5,3), (4,4), dok
druga jednakost vrijedi za uredene parove (8,9) i (9,8). Trazeni brojevi su
5085, 5805, 5175, 5715, 5265, 5625, 5355, 5535, 5445, 5895 1 5985.

Zadatak 18 (8.r - regionalno natjecanje 2006.)

Zbroj kvadrata bilo kojih 2006 uzastopnih prirodnih brojeva nije kvadrat pri-
rodnog broja. Dokazi!

Rjesenje:

[zmedu 2006 uzastopnih prirodnih brojeva nalaze se 1003 parna i 1003 ne-
parna broja. Kvadrat parnog broja je oblika (2n)? = 4n? za prirodan broj n,
a kvadrat neparnog broja je oblika (2m+1)? = 4m?+4m+1 = 4m(m+1)+1
za prirodan broj m. Iz zapisanih jednakosti zaklju¢ujemo da je kvadrat par-
nog broja djeljiv s 4, a kvadrat neparnog broja pri djeljenju s 4 daje ostatak
1. Zapisemo li broj 1003 u obliku 1003 = 4 - 250 + 3, zaklju¢ujemo da zbroj
kvadrata bilo kojih 2006 uzastopnih prirodnih brojeva pri djeljenju s 4 daje
ostatak 3. Zbog toga sto kvadrat bilo kojeg prirodnog broja pri djeljenju s
4 daje ostatak 0 ili 1, zbroj kvadrata bilo kojih 2006 uzastopnih prirodnih
brojeva nije kvadrat prirodnog broja.
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Zadatak 19 (6.r - drzavno natjecanje 2012.)

Od znamenki n, n+ 1 i n+ 2 (gdje je n razlicit od 0) moze se napisati 6
troznamenkastih brojeva c¢ije su sve znamenke razlicite. DokaZi da je zbroj
ouvth brojeva djeljiv sa 666.

Rjesenje:
Brojevi koje mozemo zapisati uz pomo¢ zadanih znamenaka su:

n(n+1)(n+2),

)
n(n+2)(n+1),
n+ 1)n(n+2),

(

CESICESI
(n+2)n(n + 1),
(n+2)(n+ 1)n.

Zbrajanjem ispisanih brojeva dobiva se
100(6n + 6) 4+ 10(6n + 6) 4+ 6n + 6 = 111(6n + 6) = 666(n + 1),

iz Cega slijedi i dokazana je tvrdnja zadatka.

Na natjecanjima iz matematike ne provjerava se samo znanje ucenika, vec i
snalazenje u problemskim zadatcima te sposobnost brzog razmisljanja. Ona
ni u kom slucaju ne smiju biti kriterij prema kojem se odreduje ucenikov
dar za matematiku te je ucenicima potrebno posebno naglasavati da je od
samog natjecanja vazniji proces pripreme jer se njime nadopunjava temeljno
matematicko obrazovanje.
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5 Anketa - Sto misle nastavnici matematike?

Za potrebe pisanja ovog diplomskog rada osmisljena je i distribuirana an-
keta@ namijenjena osnovnoskolskim nastavnicima matematike. Njome su
se, izmedu ostalog, prikupljala misljenja nastavnika o predznanju ucenika o
pojedinim temama iz teorije brojeva te o zahtjevnosti i zanimljivosti istih u
usporedbi s temama iz ostalih podrucja matematike. Anketi je pristupilo 95
ispitanika. Nakon §to su nabrojani neki od matematickih pojmova iz teorije
brojeva koje ucenici proucavaju u osnovnoj skoli, a dio su ovog diplomskog
rada, od nastavnika matematike trazilo se da procijene stupanj slaganja s na-
vedenim tvrdnjama od uopée se ne slazem (1) prema u potpunosti se slazem

(5).

Prije uvodenja pojma parnog | neparnog prirodnog broja, u 5. razredu, uéenici o njima ved
imaju odredenc predznanje.

G4 responses

60
53 (56.4%)

40

34 (36.2%)

Slika 14: Tvrdnja o predznanju o parnim i neparnim brojevima

Vise od 56% ispitanih nastavnika u potpunosti se slaze da ucenici, prije
uvodenja pojma parnog i neparnog prirodnog broja u 5. razredu o njima
ve¢ imaju odredeno predznanje. Misljenja o istoj tvrdnji za pojmove dje-
ljivost, djelitelj i visekratnik su podijeljena, dok se 67% ispitanika slaze da
o pojmovima prostih i slozenih brojeva ucenici nemaju nikakvo predznanje.
Ovakvi odgovori su ocekivani s obzirom na to da se ucenici s pojmovima
parnih i neparnih brojeva susrecu i definiraju ih jo§ u nizim razredima os-
novne Skole, djeljivost, djelitelj i visekratnik spominju se, ali ne definiraju,
dok su pojmovi prostih i slozenih brojeva uc¢enicima 5. razreda potpuno novi.

24 Anketa je objavljena u privatnim Facebook grupama Nastavnici matematike i Odjel
za matematiku, Sveuciliste u Rijeci a bila je dostupna od 4.6.2020. do 17.6.2020.
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Prije uvodenja pojmova prostih i slozenih brojeva, u 5. razredu, uéenici o njima ved imaju
odredeno predznanje.

94 repponses

an

83 [BT%)

24 (25.5%)

2 (2.1%) 2 (2.1%)

Slika 15: Tvrdnja o predznanju o prostim i slozenim brojevima

Sto se tice zahtjevnosti ishoda iz podruéja teorije brojeva koje uéenici moraju
usvojiti u osnovnoj skoli, 42% ispitanika smatra da je ucenicima gradivo iz
podrucja teorije brojeva jednako zahtjevno kao i gradivo povezano s drugim
podruc¢jima matematike. Isto vrijedi i za pokazivanje interesa za gradivo iz
podrucja teorije brojeva. 57% ispitanika misli da nema razlike u interesu
ucenika za ishode povezane s teorijom brojeva i ostalim podruc¢jima mate-
matike.

Ucenicima su nastavne jedinice iz podrucja teorije brojeva zanimljivije od nastavnih jedinica
povezanih s ostalim matematickim podrudjima.

94 responses

a0

54 (57 4%)

11 (11.7% 4(4.2%)
1 1.1%) 1 {11.7%) (4.3%)

1 2 3 4 5

Slika 16: Usporedba interesa ucenika za podru¢ja matematike povezana s
teorijom brojeva i ostalim podru¢jima matematike
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Sljede¢ih nekoliko pitanja iz ankete odnosi se na koristenje suvremenog pris-
tupa ucenju i poucavanju, metodama poucavanja i tehnikama aktivnog ucenja
koje nastavnici koriste u poucavanju gradiva povezanog s teorijom brojeva.
Cak 96% ispitanika odgovorilo je da u svojoj nastavi koristi suvremeni pris-
tup ucenju i poucavanju. Dakle, od svih ispitanih nastavnika, samo njih 6
koristi isklju¢ivo tradicionalni pristup uc¢enju i poucavanju. Najvise korisStena
metoda suvremenog nac¢ina poucavanja je rad u paru (86 ispitanika), nakon
toga slijedi rad u grupi (79 ispitanika), racunalo u nastavi koristi 74 nas-
tavnika, a elemente igrifikacije njih 49. Samo jedan ispitanik u svom radu
koristi obrnutu ucionicu, iz ¢ega mozemo zakljuciti da ovaj pedagoski pristup
jos uvijek nije popularan medu nastavnicima matematike.

Koristite Ii u svojoj] nastavi tehnike aktivnog ucenja?

20 responses

® 0=
@ Ne

Slika 17: KoriStenje tehnika aktivnog ucenja i poucavanja u nastavi mate-
matike

Na pitanje koriste li u svojoj nastavi tehnike aktivnog ucenja i poucavanja,
53% nastavnika odgovorilo je potvrdno, a neke od tehnika koje su spomenuli
su: oluja mozgova, istrazivanje, projektni zadatci, obrnuta ucionica, men-
talne mape, debata,... Matematika je bez sumnje jedan od tezih predmeta
koje djeca slusaju u svom osnovnoskolskom obrazovanju, a nastavnici ¢esto
imaju vrlo malo vremena za obradu i uvjezbavanje ishoda predvidenih Kuri-
kulumom pa je jasno da se ne moze ocekivati koristenje bas svih suvremenih
metoda. One zahtijevaju puno ulozenog vremena za manju koli¢inu gradiva
nego bi se obradilo tradicionalnim metodama. Zbog toga se svaki nastavnik
oslanja na svoje iskustvo i poznavanje ucenika koje poucava i na taj nacin
pronalazi optimizirani omjer inovacije i tradicije koje implementira u svoju
nastavu.

38



Slijede dvije tvrdnje povezane s suvremenim pristupom ucenju i pouc¢avanju
oko kojih su misljenja nastavnika podijeljena.

Suvremeni pristupi ugenju | poucavanju omogucuju bolje razumijevanje nastavnih jedinica iz
podrugja tecrije brojeva.

94 rezponses

38 (40.4%)

28 (20.8%)

13 (10.1%)

} 2 (9.8%)
1(1.1%)

1

Slika 18: Razumijevanje nastavnih jedinica iz podrucja teorije brojeva kod
koristenja suvremenog pristupa poucavanju

Dojmia sam da bi suvremeni pristupi uéenju i poudavanju olaksali usvajanje gradiva iz
nastavnih jedinica iz podrucja teorije brojeva.

94 responses

33 (35.1%)
30 31 (23%) ¢ y

20 22 (23 4%)

6 (6.4%)

Slika 19: Lakse usvajanje nastavnih jedinica iz podrucja teorije brojeva kod
koristenja suvremenog pristupa poucavanju

Nastavnici su rekli svoje misljenje i o tome koliko je kod obrade pojedi-
nih tema iz podrucja teorije brojeva pogodno koristenje racunala, a koliko
koristenje elemenata igrifikacije. Ispitanici se slazu da je za obradu svih poj-
mova iz podrucja teorije brojeva o kojima smo govorili u ovom diplomskom
radu koristenje racunala djelomicno korisno. Smatram da ovi odgovori vise
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govore 0 opéenitom stavu nastavnika prema koriStenju racunala za izvodenje
nastave nego konkretno o pogodnosti pojedinog pojma za obradu uz pomo¢
racunala. U prosjeku je 10 ispitanika po pitanju odgovorilo da tema iz po-
drucja teorije brojeva nije pogodna za obradu uz pomoé¢ racunala, dok se
ostali slazu da racunalo moze biti korisno u nastavi pri obradi ovih nas-
tavnih jedinica. Sto se tice elemenata igrifikacije, u prosjeku 5 ispitanika
po pitanju tvrdi da ih nije pogodno uvoditi kod obrade nastavnih jedinica
iz podrucja teorije brojeva, a posebno se istice nastavna jedinica Svojstva
djeljivosti. Ostali ispitanici uvode i koriste elemente igrifikacije kod obrade
spomenutih nastavnih jedinica. Za kraj ankete nastavnici su odgovorili na tri
pitanja koja se odnose na njihovu nastavu, ucenike i odnos njihovih ucenika
prema matematici. Na pitanje spominju li koncept teorem - dokaz u redovnoj
nastavi matematike, 50% nastavnika odgovorilo je potvrdno, 18% ga nikad
ne spominje, a 32% nastavnika ga spominje isklju¢ivo na dodatnoj nastavi
matematike.

Spominjete li svojim ucenicima koncept tecrem-dokaz u redovno] nastavi matematike?

93 responses

@ Mikad
@ Spominjem

Spominjem, ali samo na dodatnoj
nasiavi.

Slika 20: Koncept teorem-dokaz

Samo 4 nastavnika vjeruju da veéina njihovih ucenika voli matematiku, a
nitko od ispitanih nastavnika ne misli suprotno. Veéina ispitanika, cak 56%,
donekle se slaze s prethodnom tvrdnjom. Ni jedan ispitanik ne misli da se
ve¢ina njegovih ucenika boji matematike, a 19 njih je u to sigurno. Ispitani
nastavnici dali su razli¢ite odgovore na postavljena pitanja, no slazu se u
jednom, a to je da racunalo nije jedini nacin osuvremenjivanja nastave i
da precesto koristenje tehnologije ucenicima skre¢e pozornost s onog bitnog.
Vise njih naglasava kako valja biti vrlo oprezan s uvodenjem digitalnih alata
u nastavu, kolicinom njihovog koristenja kao i na¢inom na koji se koriste.
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5.1 Osobni osvrt

Radim kao uéitelj matematike u OS Petrijanec. To je kola koja ima 30%
ucenika romske populacije. U svakom razrednom odjeljenju integrirani su
ucenici romske nacionalnosti, a u predmetnoj nastavi postoje dva ¢ista rom-
ska razreda. Naglasavam ovo zbog toga sto toj djeci hrvatski jezik nije mate-
rinji i bez obzira na to Sto veé¢ina njih nema prilagodeni program, vrlo ¢esto
se njima nastava mora u potpunosti prilagoditi i individualizirati - kako re-
dovna, tako i online nastava. Ove skolske godine predavala sam matematiku
u Cetiri peta razreda (jedan od njih je romski razred kojem sam ujedno i
razrednica) te u jednom sedmom razredu (takoder romski razred). Osim
toga drzala sam i dopunsku nastavu za sve navedene razrede. O predznanju
ucenika pri dolasku u 5. razred u potpunosti se slazem s ispitanicima svoje
ankete. Ucenicima su odredeni pojmovi i koncepti poznati, ali rijetko koji
ucenik bi ih mogao potpuno to¢no definirati. Ve¢ina mojih ucenika nije imala
problema u savladavanju gradiva iz podrucja teorije brojeva, ali im je trebalo
malo vie vremena za usvajanje svojstava djeljivosti (djeljivost zbroja, razlike
i umnoska). Smatram da im je ovo podruc¢je matematike manje zahtjevno od
geometrije, ali zahtjevnije od aritmetike. Sto se tice interesa za ovo podruéje
matematike, smatram da u njihovoj dobi jos uvijek ne razmisljaju o mate-
matici kao skupu vise razlicitih podrucja pa je zbog toga njihov interes za sva
podruc¢ja podjednak. U mojoj nastavi zastupljene su sve metode suvremenog
nacina ucenja i poucavanja navedene u anketi, a vecina aktivnosti navedenih
u radu je provedena u praksi. Za sada jos uvijek nisam isprobala pristup
obrnute ucionice, ali smatram da bi se barem tri moja razreda u tome dobro
snasla. Pobornik sam suvremenog pristupa uc¢enju i poucavanju jer smatram
da je s razvojem tehnologije i opé¢enito drustva kao cjeline potrebno da se svi
segmenti zivota prilagode tom napretku, pa tako i skolstvo. Iako se smatra
da previse IKT-a u nastavi nije dobro za ucenike zbog zanemarivanja njiho-
vih motorickih sposobnosti, pisanja i rada rukama, iz prakse je vidljivo da
inzistiranje na nekim tradicionalnim metodama rada na ucenike ne utjece do-
bro, pada im koncentracija i smanjuje im motivaciju. Zbog toga Sto ucenici
danas puno vremena provode na racunalima te gledajuéi televiziju, smanjuje
im se vrijeme koncentracije i vizualni su tipovi. Da bi se njihova paznja za-
okupila dovoljno dugo za usvajanje nekog novog pojma ili novih koncepata,
potrebno je stalno mijenjati nacine rada te na taj nacin drzati nastavu za-
nimljivom. Moji ucenici ne boje se matematike, ali ne bih mogla re¢i da im
je omiljeni predmet. Svojim radom, svakodnevno pokusavam utjecati na nji-
hova misljenja i ukazati im na ljepotu i vaznost ovog predmeta, kao i svojim
pristupom njima dovesti do promjene u njihovom pristupu i razmisljanju o
matematici.

41



6 Zakljucak

Iz metodickih udzbenika uc¢imo o razlicitim metodama poucavanja matema-
tike koje se razlikuju prema oblicima zakljuc¢ivanja. Studenti matematike
kroz svoje Skolovanje usvajaju dane metode, vjezbaju i usavrsavaju ih te
pronalaze razlic¢ite primjere iz nastave u koje bi mogli nauc¢eno implementi-
rati. No, vrlo brzo nakon ulaska u razred shvac¢aju da nije sve bas tako lako
kako izgleda u teoriji. Cini se da se teorija Gesto odnosi na ”idealne uvjete”
poucavanja, na najbistriju, najzainteresiraniju i najposlusniju djecu, na mir i
tiSinu u razredu. Teorija brojeva smatra se kraljicom matematike jer su njeni
problemi lako razumljivi, a koncepti su, iako se smatraju temeljnim mate-
matickim konceptima, cesto vrlo zahtjevni za razumijevanje, a rjeSavanje
zadataka iz teorije brojeva Cesto ucenicima predstavlja problem. Stoga je te-
orija brojeva grana matematike koja predstavlja vrlo intrigantnu i izazovnu
podlogu za implementaciju suvremenih metoda ucenja i poucavanja. U ovom
diplomskom radu osmisljeni su primjeri aktivnosti za uc¢enike osnovne skole
pomocu kojih bi elementi teorije brojeva koji se koriste u nastavi matema-
tike bili pristupacniji i zabavniji za ucenje, ne samo odli¢nim ucenicima, veé¢
i onima kojima matematika nije jaca strana ili su kroz svoje skolovanje o njoj
stekli negativno misljenje. Cilj osmisljenih aktivnosti je inovativnim elemen-
tima premostiti probleme s kojima se profesori matematike cesto susrecu, a
ticu se uvrijezenog misljenja kako je matematika ,,zahtjevna”. Na taj nacin
matematicki koncepti povezuju se s primjerima iz svakodnevnog zivota kako
bi ucenici uvidjeli Siroku primjenu matematike u svojoj okolini i otklonili
potencijalne negativne stavove o tom skolskom predmetu. Primjeri zadataka
i aktivnosti koji su prikazani u ovom radu uz pomo¢ suvremenih metoda
ucenja i poucavanja pogodni su za djelomicnu ili potpunu primjenu u nas-
tavi, ovisno o prilikama u pojedinom razredu i procjeni nastavnika. Ljepota
i vaznost opisanih suvremenih metoda upravo je u tome S$to se mogu lako
prilagoditi i primijeniti na sve grane matematike predvidene Kurikulumom
nastavnog predmeta Matematika.
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