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Uvod

U ovom diplomskom radu postupno izgradujemo eksponencijalnu funkciju. Krenut ¢emo
od izgradnje realnih brojeva, tj. aksioma realnih brojeva. Na pocetku ¢emo definirati pojam
binarne operacije, pojam grupe, prstena, polja, pojam uredenog polja te pojam polja realnih
brojeva. Definirat ¢emo pojam infimuma i supremuma.
Pomocu pojma induktivnog skupa doci ¢emo do prirodnih, te potom cijelih i racionalnih
brojeva. Intuitivno jasan pojam funkcije precizno ¢emo definirati tako da ¢emo ga svesti
na jednostavnije pojmove. U osnovi svih tih pojmova nalazit ée se pojam skupa.
Potom ¢emo definirati pojam niza kao funkciju. Dokazat ¢emo bitan teorem
”Princip definicije indukcijom” te ¢emo definirati a”, ¥n € N,a € R.
Definirat éemo a™”,¥Ym € Z,a € R\ {0} a potom i a» gdje je m € Z,n € N,a > 0 te éemo
provjeriti da je to dobra definicija, tj. da ne ovisi o izboru brojeva m i n. Naposljetku ¢emo
definirati a* gdje je x e R\ Q,a > 0.
Konacno ¢emo definirati eksponencijalnu funkciju s bazom a > 0,a # 1 kao
exp, : R = (0,00) s

exp,(x) =a',Vx eR.

Dokazat ¢emo jedinstvenost i egzistenciju takve funkcije. Nadalje, dokazat ¢emo i razna
svojstva te funkcije kao Sto su neprekidnost, bijektivnost te naposljetku i derivabilnost.
Definirat éemo i inverznu funkciju s bazom a kao (exp,)™! : (0,0) — R koju nazivamo
logaritamska funkcija te cemo dokazati 1 njezinu derivabilnost. Definirat ¢emo broj e kao
bazu prirodnog logaritma.






Poglavlje 1

Realni brojevi

1.1 Grupa, prsten, polje

Definicija 1.1.1. Neka je S skup te p C S X S. Tada za p kazemo da je binarna relacija na
skupu S'.
Ako su x,y € S takvi da je (x,y) € p onda pisemo xpy.

Neka je < binarna relacija na skupu S. Za < kaZemo da je linearni uredaj na S ako vrijede
sljedeca svojstva:

1) x < x,Vx €S (refleksivnost)

2) Vx,ye S(x<yiy<x= x=y) (antisimetricnost)
3) Vx,y,z€ S(x<yiy<z= x<7) (tranzitivnost)
4) ¥x,y e S(x <yiliy < x) (usporedivost)

Definicija 1.1.2. Neka je S skup te f : S XS — S. Tada za f kaZemo da je binarna
opreacija na skupu S. Ako je f binarna operacija na skupu S te x,y € S, onda umjesto

f(x,y) piSemo i xfy.

Napomena 1.1.3. Binarne operacije na skupu S oznacavamo s -, o, *, +, O. Dakle, kada
kaZemo da je + binarna operacija na skupu S to znaci da je
*: S XS = 8,azax,yeS, vrijednost x (x,y) oznacavamo s x * y.

Definicija 1.1.4. Za binarnu operaciju - na skupu S kazemo da je komutativna ako za sve
x,y € S vrijedi

X-y=y-x.



4 POGLAVLIJE 1. REALNI BROJEVI

Definicija 1.1.5. Za binarnu operaciju - na skupu S kazemo da je asocijativna ako za sve
X,v,z € S vrijedi

x-y-20=x-y) -z

Propozicija 1.1.6. Neka je - binarna operacija na skupu S. Za (S, -) kaZemo da je grupoid.
Grupoid (S, ) je polugrupa ako je - asocijativna binarna operacija.

Propozicija 1.1.7. Neka je (S,-) polugrupa pri ¢emu je - komutativna binarna operacija.
Tada za sve x,y,a,b € S vrijedi

(x-y)-(a-b)=(x-a) - (y-b).
Dokaz. Imamo:
(x-y)-(ab)=x-y)a)-b=(x-(y-a)b=(x-(ay)b=(x-a)y)-b=(x-a) (y-D).
O

Definicija 1.1.8. Neka je (S, ) grupoid, i e € S. Za e kazemo da je neutralni element za
operaciju - ako je
e-x=x-e=x,Yxe8s.

Napomena 1.1.9. (jedinstvenost neutralnog elementa) Neka je (S, ) grupoid te neka su e
i f neutralni elementi za operaciju -. Tada je e = f.

Naime, za svaki x € S vrijedi x-e = xi f-x = x. Kada u prvu jednakost uvrstimo x = f a
u drugu x = e dobijemo f -e = f i f - e = e pa tvrdnja slijedi.

Definicija 1.1.10. Neka je (S, -) polugrupa te neka postoji neutralni element za
operaciju -. Tada kazemo da je (S, -) monoid.

Napomena 1.1.11. Neutralni element u monoidu oznacavamo s e.

Definicija 1.1.12. Neka je (S,-) monoid, te x € S. Zay € S kaZemo da je inverz od x u
(S,-) ako je
X-y=y-x=e.

Definicija 1.1.13. Neka je (S, -) monoid. Za x € S kaZemo da je invertibilan u (S, -) ako x
ima inverz u (S, -).

Napomena 1.1.14. (jedinstvenost inverznog elementa) Neka je (S,-) monoid te x € S.
Neka su y,y, inverzi od x. Tada je y, = y;.

Evo kako dolazimo do toga.

Imamo: x -y, = e. MnoZenjem ove jednakosti s y, dobivamo

ar(x-y1)=yr-e
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paje
2 - X) - y1 =y,
1.
€-y1=Y2
dakle y, = y;.

Ako je (S, -) monoid te ako je x € S invertibilan element u (S, -), onda s x™' oznacavamo
inverzod x u (S, ).

Dakle,

za svaki invertibilan element x od S .

Propozicija 1.1.15. Neka je (S, ) monoid u kojem je svaki element invertibilan. Tada za
(S, ) kaZemo da je grupa.

Napomena 1.1.16. Ako je (S, ) monoid te x € S invertibilni element, onda je x" inverti-
bilan te je (x ')~ = x.

Naime, to odmah slijedi iz x - x™' = x™' - x = e i definicije inverznog elementa.
Propozicija 1.1.17. (skracivanje u grupi)

Neka je (S, -) grupa te neka su a,b,c € S takvidajea-b =a-c. Tada je b = c.
Analogno dobivamo da b -a = c - a povlaci b = ¢

1

Dokaz. 1za-b=a-cslijedia™-(a-b)=a'-(a-c)paje(a'-a)-b=(a' a) c. Stogaje

Dakle,

Definicija 1.1.18. Za grupu (S, -) kaZemo da je komutativna ili Abelova grupa ako je
binarna operacija - komutativna, tj. ako je

x-y=y-x,¥x,y€S.

Napomena 1.1.19. Oznaku + za binarnu operaciju obi¢no koristimo kada je rijec¢ o
komutativnoj grupi. U tom slucaju inverz elementa x € S oznacavamo s —x.
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Definicija 1.1.20. Neka je P skup te neka su + i - binarne operacije na P tako da je (P, +)
Abelova grupa, (P,-) polugrupa, te tako da je

x-(y+7)=x-y+x-2

(x+y)-z=x-z+y-z,Yx,y,7€ P.
Tada kaZemo da je (P, +,-) PRSTEN.

Napomena 1.1.21. Ako je (P, +,-) prsten onda s 0 oznacavamo neutralni element u grupi
(P, +).

Propozicija 1.1.22. Neka je (P, +, ) prsten. Tada za svaki x € P vrijedi
x-0=0-x=0.

Dokaz. Nekaje x € P. TadajeO-x = (0+0)-xpajeO-x =0-x+0-x Stogaje
0-x+0=0-x+0"-x. Izovoga slijedi (skra¢ivanje u grupi) daje 0 =0 - x.
Analogno dobivamo x - 0 = 0. O

Definicija 1.1.23. Neka je (P, +,-) prsten. KaZemo da je (P,+,-) prsten s jedinicom ako
(P,-) ima neutralni element. Taj neutralni element nazivamo jedinica prstena (P,+,) i
obi¢no oznacavamo s 1.

Napomena 1.1.24. Za prsten (P, +, ) kaZemo da je komutativan ako je
x-y=y-x,¥Yx,yeP.

Definicija 1.1.25. Neka je (P, +,-) komutativan prsten s jedinicom. Za (P, +, ) kaZemo da
je polje ako svaki element od P razli¢it od nule ima inverz u monoidu (P, -).

U oznacavamo inverz

Napomena 1.1.26. Ako je (P, +,-) polje onda za x € P,x # 0, sa x~
od x u (P,-). Dakle,

x-x'=1=x"'-x,VxeP\{0).

Napomena 1.1.27. Neka je (P, +,-) prsten s jedinicom takav da je O = 1. Tada je P = {0}.
Naime, za svaki x € P imamo
x=1-x=0-x=0.

Dakle, x = 0.

Napomena 1.1.28. Neka je (P, +, ) prsten s jedinicom takav da je 0 # 1. Tada 0 nema
inverz u monoidu (P, -).

Naime, kada bi 0 imao inverz u (P, -) postojao biy € P takavdajeO-y=1,n00-y =0 pa
bi slijedilo da je 0 = 1.
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Dakle, ako je (P, +,-) prsten s jedinicom i P ima bar dva elementa, onda (P, ) nije grupa.

Definicija 1.1.29. Za prsten (P, +, -) kaZemo da je integralna domena ako ne postoje
x,ye P,x+#0,y#0, takvida je x - y = 0.

Propozicija 1.1.30. Neka je (P, +, ) polje. Tada je (P, +,-) integralna domena.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno. Tada postoje x,y € Ptakvidajex #0iy#Otex-y = 0.
>x-x-y=x"10

=" x-y=0

=21-y=0=2y=0,><.

Zakljucak: (P, +, ) je integralna domena. O

1.2 Uredeni prsten

Definicija 1.2.1. Neka je (P, +, ) prsten te neka je < uredaj na P. Za (P, +, -, <) kaZemo da

Jje uredeni prsten ako za sve x,y € P takve da je x < y vrijedi x + 7 < y + z, za svaki 7 € P,
te ako za sve x,y € P takve daje 0 < xi 0 < yvrijedi 0 < x - y.

Definicija 1.2.2. Ako je (P, +, ) prsten s jedinicom onda za x € P kaZemo da je
invertibilan element u (P, +, -) ako je x invertibilan u monoidu (P, -).

Napomena 1.2.3. Neka je (P, +,-) prsten. Tada za svaki x € P vrijedi —(—x) = x. To vrijedi
prema napomeni 1.1.16. Nadalje, iz iste napomene slijedi ako je (P, +, -) prsten s jedinicom
te x invertibilan element u tom prstenu onda je x™' takoder invertibilan te vrijedi

(xH!'=nx

Napomena 1.2.4. Neka je (P, +, -, <) uredeni prsten.

1) Neka su x,y,x',y € Ptakvidajex <yix <y. Tadajex+x <y+Y'.
Naime,
izx <yslijedix+x <y+Xx.
izx <y slijedix’+y <y +y.
izx' +y=y+ X itranzitivnosti od < slijedi da je x + X’ <y +Y'.
2) Ako je x € P takav da je O < x onda je —x < 0.

Naime,
0<x=>0+(-x)<x+(—x)paje—x<0.

Propozicija 1.2.5. Neka je (P, +,-) prsten te neka su x,y € P. Tada je (—x) -y = —(x - y),
x-(=y)=-x-yte(=x)-(=y) =x-y.
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Dokaz. Tmamo: (—x)-y+x-y=(—x+x)-y=0-y=0
Slijedi,

(=x)-y=—(x-y).
Analogno dobivamo da je

x-(=y)=—-x-y.
Sada je,

=) (=) =-(x- (=) ==(x-y) =x-y
]

Napomena 1.2.6. Neka je (G, +) Abelova grupa. Za x,y € G definiramo x —y = x + (—y).

Propozicija 1.2.7. Neka je (P, +,-) prsten. Tada za sve x,y,z € P vrijedi

x-(y-z)=x-y-x-z

x-y)z=x-z-y-z

Dokaz. Imamo:

X (-=x- 0+ =xy+rx- (- =xy+(=x-7)=x-y-x-2
(x=y)z=+Ey)z=x2+ (=) 2=x-2+(-y-)=x"2-y-Z
O

Napomena 1.2.8. Ako je (P, +, -, <) uredeni prsten te ako su a,b € P onda je a < b ako i
samo ako je O < b — a.

Propozicija 1.2.9. Neka je (P, +, -, <) uredeni prsten te neka su a, b, c € P takvida je a < b

te0<c Tadajea-c<b-ctec-a<c-b.

Dokaz. 1z a < b slijedi 0 < b — a pa iz definicije uredenog prstena slijedi 0 < (b —a) - c.
SlijediO <b-c—a-cpaje
a-c<b-c.

Analogno dobivamo
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Napomena 1.2.10. Ako je < uredaj na skupu S onda s < oznacavamo relaciju na S
definiranu s x < y ako je x < y i x # y.

Napomena 1.2.11.

Neka je S skup te < uredajna S. Neka su x,y,z € S takvidaje x <yiy < z. Tada je x < z.

Zasto?

Iz x <y slijedi x <y pa iz tranzitivnosti relacije < slijedi x < z.
DokaZimo da je x + z.

Pretpostavimo suprotno, tj. da je x = 7

Iz y < z slijedi y < x sto zajedno s x <y povlaci da je x = y.
No, ovo je u kontradikciji s x < y.

Dakle, x # z pa je x < z.

Analogno dobivamo da x <y iy < z povlaci x < z.

Uocimo i ovo:

Ako su x,y € S takvida je x # yonda je x < yiliy < x

(svojstvo usporedivosti relacije < kaZe da je x < y ili y < x pa zbog x # y slijedi
tvrdnja).

Propozicija 1.2.12. Neka je (P, +,-, <) uredeni prsten te neka su x,y,z € P takvi da je
x < y. Tada je
X+z<y+z

Dokaz. 1z x < yslijedix <ypajex+z<y+z
Pretpostavimo da je x + z = y + z. Iz ovoga slijedi x = y (skraivanje u grupi).
No, ovo je kontradikcija s x < y.
Dakle, x +z# y + zpaje
X+z<y+z

Propozicija 1.2.13. Neka je (P, +, -, <) uredeni prsten te neka su x,y € P
1) Akojex<0i0<yondajex-y<0

2) AkojeO0<xiy<Oondajex-y<0
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3) Akojex <0iy<OondajeO<x-y

Dokaz.

1) Iz x < O slijedi
x+(—=x) <0+ (-x),

tj.
0<—x.
Zajedno s 0 < y ovo povlaci 0 < (—x) - y.
Stoga je
0<—(x-y).
Dakle,

O+x-y<—-(x-y)+x-y, tjx-y<O0.

2) Ovu tvrdnju dokazujemo analogno.

3)Izx<0iy<0slijedi0<—xi0<-ypaje0<(—x)-(-y),4.0<x-y. O

Propozicija 1.2.14. Neka je (P, +, -, <) uredeni prsten tako da je (P, +, )
integralna domena. Neka su x,y € P.

1) AkojeO < xi0<yondaje(Q < x-y.
2) Akojex <0i0 <yondajex-y<D0.
3) AkojeO < xiy<O0ondajex-y<D0.

4) Akojex <0iy<O0ondaje0 < x-z

Dokaz. 1)1z0<x10<yslijedi0 <xi0<ypaje0<x-y.
Izx#01y #O0slijjedidajex-y#0.
Dakle,

O<x-y.

Tvrdnje 2), 3), 4) dokazujemo analogno koristeci propoziciju 1.2.13. m|
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Propozicija 1.2.15. Neka je (P, +, -, <) uredeni prsten. Ako je (P, +, ) integralna domena
tea,b,c € Ptakvidajea < bi0 < condaje

a-c<b-c.

Dokaz. 1z a < b slijedi 0 < b — a (prema propoziciji 1.2.12.).
Stoga iz propozicije 1.2.14. slijedi 0 < (b —a) - ¢, tj. 0 < b - ¢ — a - ¢ pa prema propoziciji
1.2.12. slijedi

a-c<b-c.

Propozicija 1.2.16. Neka je (P, +, -, <) uredeni prsten tako da je (P, +, -) komutativna
integralna domena. Neka su a,b,c,d € P takvidajeO <a <bi0 < c <d. Tada je

a-c<b-d.

Dokaz. 1z a < b10 < c te prethodne propozicije slijedi da je a - ¢ < b - c. Nadalje, iz iste
propozicijeteizc <di0 < bslijedic-b <d-b.
Iz ovogasslijedia-c < b -d. O

Propozicija 1.2.17. Neka je (P, +, -, <) uredeni prsten pri cemu je (P, +,-) prsten s jedini-
com. Pretpostavimo da je O # 1. Tada je

0< 1.

Dokaz. Sigurnoje 0 <1ilil <0.

Pretpostavimo da je 1 < 0.

Dakle, 1 <011 <0 pa prema propoziciji 1.2.13. 3) imamo 0 < 1-1,t. 0 < 1.
Ovozajednos 1 <0daje0=1. =>«.

Dakle,0 < 1pajeO < 1. O

Propozicija 1.2.18. Neka je (P, +, -, <) uredeno polje. Neka je x € P.

1) Ako je 0 < x onda je 0 < x~!

2) Ako je x < 0 onda je x™' < 0.
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Dokaz. 1)1z 0 < x slijedi 0 # x pa zakljuCujemo da je O # 1 (u suprotnome bismo imali
P ={0}).

Uo&imo da je x~! # 0. Naime, x~
Stogaje x™' <0ili 0 < x7'.

Pretpostavimo x~! < 0. Iz propozicije 1.2.14. sada slijedi daje x - x™! < 0, . 1 < 0.
No, prema propoziciji 1.2.17. imamo O < 1. Ovo je kontradikcija.

Prema tome 0 < x~!.

Analogno dobivamo da vrijedi tvrdnja 2). O

1 1

=0povlatidaje0=0-x=x"-x=1.

Uocimo sljedece:
Ako je (P,+, ") polje te ako su x,y € Pix # 0iy # 0 onda je

x-y#0

-y =at ey

1.3 Uredeno polje

Definicija 1.3.1. Neka je (P, +, -, <) uredeni prsten takav da je (P, +,-) polje, takav da je
0 # 1 te takav da vrijedi sljedece (aksiom potpunosti):

Ako su S i T neprazni podskupovi od P takvi da je x <y za svaki x € S i svakiy € T,
onda postoji z € P takavdaje x < ziz <y, zasvakix e S isvakiyeT.
Tada za (P, +, -, <) kaZemo da je potpuno uredeno polje.

Za potpuno uredeno polje jos kaZemo da je polje realnih brojeva.

Od sad pa nadalje smatramo da je (R, +, -, <) jedno potpuno uredeno polje, tj. polje
realnih brojeva.
Za elemente skupa R kaZemo da su realni brojevi.
Neka je S CR tea € R. Za a kaZemo da je gornja meda skupa S ako je
x<azasvakix € S.
Za S C R kaZemo da je odozgo omeden ako postoji bar jedan a € R takav da je a gornja
meda od S.
Analogno definiramo pojam donje mede te odozdo omedenog skupa.

Primjer 1.3.2. 1) Skup R nije odozgo omeden. U suprotnome bi postojao a € R tako
da je x < a za svaki x € R. No, ovo je nemoguce jer je a < a+ 1 (slijedi iz 0 < 1).
Analogno zakljucujemo da R nije odozdo omeden.

2) Nekaje S ={xeR|x<1}. Tada je S odozgo omeden, ali nije odozdo omeden.
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1.4 Supremum, infimum

Definicija 1.4.1. Neka su a,b € R, a < b. Definiramo skupove:
(a,by={xeR|a<x<b}a,b]l={xeR|a<x<b},
[a,b)={xeR|a<x<b},{a,b]l={xeR|a<x<b)

Nadalje, definiramo (—0,a) ={x e R| x <a}i{a,+o0)={xeR|a < x}.
Analogno definiramo skupove: (—o0,a], [a, +o0).

Neka je S CR. Za S kaZemo da je omeden skup ako je S omeden odozdo i odozgo.

Definicija 1.4.2. Neka je S C R te a € R. Za a kaZemo da je supremum skupa S ako je a
najmanja gornja meda skupa S, tj. ako vrijedi:

1) a je gornja meda skupa S .

2) ako je b bilo koja gornja meda skupa S, onda je a < b.

Pretpostavimo da je S C R te da su ay,a, € R takvi da je a, supremum od S i a,
supremum od S. Tada je a, = a,.
Naime, imamo a, < a, jer je a; supremum od S, a a, gornja meda od S .
Isto tako, imamo a, < a;.

Napomena 1.4.3. Supremum skupa S oznacavamo sa sup S.

Primjer 1.4.4. Broj 1 je supremum skupa [0, 1]. Iz definicije skupa [0,1] odmah slijedi
da je 1 gornja meda tog skupa. S druge strane ako je b gornja meda od [0,1] onda je
1 <bjerjel el0,1].

Definicija 1.4.5. Neka je S C R te neka je a € S. Za a kaZemo da je najveci element skupa
S ili maksimum od S ako je x < a za svaki x € §S.

Uocimo sljedece: ako je S C R ia € R onda je a maksimum od S ako i samo ako je a
gornjamedaod S iacS§.

Nadalje, vrijedi sljedece: ako je a maksimum skupa S onda je a supremum skupa S .
Naime, a je ocito gornja meda skupa S, a ako je b gornja meda skupa S onda je a < b jer
jeac€s.

Lema 1.4.6. Neka je x € R takav da je 1 < x. Tada je

1

O0<x  <1.



14 POGLAVLIJE 1. REALNI BROJEVI

Dokaz. 12 0 < 1 slijedi 0 < x. Stogaje 0 < x~!. Sada, 1 < xi0 < x~! povladi
(prema propoziciji 1.2.15.) x™! < 1. i

Lema 1.4.7. Neka je x € R takav da je O < x. Tada postoji y € R takav da je
O<y<ux

Dokaz. Uo€imo prvo da postoji @ € Rtakodaje 0 < a < 1.

Naime, postoji broj 8 € R takav daje 1 < B (npr. 8 =1 + 1) pa moZemo uzeti @ = S\
[zO<xi10 < aslijedi 0 < x-a. Sdruge strane,iza < 110 < xslijedia-x < 1-x,t.
a-x<X.

Dakle, imamo 0 < x - @ < x. O

Propozicija 1.4.8. Neka su x,y € R takvi da je x < y. Tada postoji z € R takav da je
xX<z<y.

Dokaz.

Iz x < yslijedi 0 < y — x pa prema prethodnoj lemi postoji r € Rtakavdaje 0 <r <y —x.
Iz ovoga slijedi
X<x+r<y.

O

Primjer 1.4.9. a) Broj 1 je supremum skupa {(—oo, 1). OCito je 1 gornja meda ovog skupa.

Pretpostavimo da je b neka gornja meda skupa { -0, 1). Tvrdimo da je 1 < b.
Pretpostavimo suprotno.

Opcenito ako su x,y € R takvi da ne vrijedi x <y onda je y < x. Stoga je b < 1. Prema
prethodnoj propoziciji postoji 7 € R takav da je b < 7z < 1. Iz ovoga slijedi z € (—o0, 1).
Buduci da je b gornja meda skupa (—oo, 1) (jer je njegov supremum) imamo z < b. No, ovo
Jje u kontradikciji s b < z.

Dakle, 1 < b. Prema tome, 1 je supremum skupa (—oo, 1).

Uocimo da skup (—oo, 1) nema maksimum.

Ima li svaki podskup od R supremum?

Ne. Naime, ako skup ima supremum onda je ocito odozgo omeden, a postoje podskupovi
od R koji nisu odozgo omeden.

Stoga se postavlja sljedece pitanje. Ima li svaki odozgo omeden podskup od R supremum?

Primjer 1.4.10. Svaki broj je gornja meda praznog skupa. Stoga prazni skup nema naj-
manju gornju medu. Dakle, prazan skup nema supremum, a odozgo je omeden.
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Teorem 1.4.11. (postojanje supremuma) Svaki odozgo omeden neprazan podskup od R
ima supremum.

Dokaz. Neka je S odozgo omeden neprazan podskup od R. Neka je T skup svih gornjih
meda od S. Skup T je neprazan jer je S odozgo omeden.

Imamo, dakle S #0i7 #0tex <yzasvakixe SizasvakiyeT.

Iz aksioma potpunosti slijedi da postoji z € R takavdaje x <z < yzasvakix € Siza
svakiye T.

Iz ovoga slijedi da je z gornja meda skupa S te da je manji ili jednak od svake druge gornje
mede skupa S. Stoga je z supremum od S. O

Napomena 1.4.12. Ako su x,y € Ronda x >y znaciy < x, a x > y znaciy < x.

Propozicija 1.4.13. (karakterizacija supremuma) Neka je S C R te neka je a € R. Tada
je a supremum skupa S ako i samo ako je a gornja meda od S te za svaki € > 0 postoji
x € S takav da je a — € < x.

Dokaz. = Pretpostavimo da je a supremum od S. Jasno je da je tada a gornja meda od S.
Neka je € > 0.

Dokazimo da postoji x € § takavdajea—¢& < x.

Pretpostavimo suprotno. Tada je x < a — € za svaki x € §. 1z ovoga slijedi da je a — ¢
gornja meda skupa S. Budu¢i da je a supremum skupa S vrijedia < a — &.

No, ovo je nemoguce jer je € > 0.

Dakle, postoji x € S takav dajea —¢& < x.

< Pretpostavimo sada da je a gornja meda od S te da za svaki € > 0 postoji x € S takav
dajea—e<x.

DokaZimo da je a supremum od S. Neka je b gornja meda skupa S. Zelimo dokazati da je
a<b.

Pretpostavimo suprotno. Tada je b < a. Neka je e = a — b.

Tada je € > 0 pa postoji x € § takavdajea — e < x. No,a — & = b, dakle b < x.

Ovo je u kontradikciji s ¢injenicom da je b gornja meda od S. Stoga je

a<hb.

Zakljucak, a je supremum od S . O

Definicija 1.4.14. Neka je S C R te a € R. Za a kaZemo da je infimum skupa S ako je a
najveca donja meda od S, tj. ako vrijedi:

1) aje donja meda od S
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2) ako je b donja meda od S, onda je b < a.

Ako je S podskup od R, te ay, a, infimumi od S onda je a; = a,.
Neka je S podskup od R, tea € S.

Za a kaZemo da je najmanji element skupa S ili minimum od S ako je a < x za svaki x € S.
Uocimo sljedece: ako je a minimum od S onda je a infimum od S .

Napomena 1.4.15. Infimum skupa S oznacavamo s inf S.

Teorem 1.4.16. (postojanje infimuma) Svaki neprazan odozdo omeden podskup od R ima
infimum.

Dokaz. Neka je S neprazan odozdo omeden podskup od R. Neka je T skup svih donjih
medaodS. Imamo S #0,7 #0iy<x,zasvakiye T izasvakix € S.

Iz aksioma potpunosti slijedi da postoji z € Rtakavdajey <z < xzasvakiy € T iza
svaki x € S.

Iz ovoga slijedi da je z infimum od S . O

Dokaz sljedece propozicije je posve analogan dokazu propozicije 1.4.13. (karakterizacija
supremuma,).

Propozicija 1.4.17. (karakterizacija infimuma) Neka je S C R te a € R. Tada je a infimum
skupa S ako i samo ako je a donja meda od S i za svaki € > 0 postoji x € S takav da je
x<a+e O

1.5 Prirodni brojevi

Definicija 1.5.1. Neka je S C R. Za S kaZemo da je induktivan skup ako je 1 € S, te ako
za svaki x € S vrijedi x+ 1 € §.

Primjer 1.5.2. R je induktivan skup. Nadalje, {0, +c0) je induktivan.
Naime, jasno je da je 1 € (0, 00). S druge strane ako je x € {0, +00) onda je 0 < x, pa iz
x < x + 1 slijedi

O<x+1.

Dakle,
x+ 1€ (0, +c0).

Isto tako zakljucujemo da je [1, 0] induktivan skup.
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Primjer 1.5.3. Skup S = {1}U[ 2, +c0 ) je induktivan (2 =1+ 1). Ocito je 1 € §.
Ako je x € S ondaje x = 1ili x € [2,+00).

Akojex =1ondajex+1=2pajex+1€S.

Ako je x € [2,+00) onda je x + 1 € [2,+00 ). Dakle

x+1eS.

Neka je N presjek svih induktivnih skupova. Dakle,

N ={xeR|xeS za svaki induktivan skup S'}.

Elemente skupa N zovemo prirodni brojevi.
Propozicija 1.5.4. 1) N je induktivan skup
2) Ako je S induktivan skup onda je N C S

Dokaz. 1z definicije od N je jasno da je 1 € N. Neka je x € N.

Neka je S bilo koji induktivan skup. Tada je x € S, paje x+ 1 € §. 1z ovoga zakljuCujemo
dajex+1€eN.

Dakle, N je induktivan skup. Time je dokazana tvrdnja 1).

Tvrdnja 2) slijedi direktno iz definicije od N. O

Teorem 1.5.5. (princip indukcije) Neka je S podskup od N takav da vrijedi sljedece:
I)1eS

2) ako je x € S ondajex+1¢€S.

Tada je S = N.

Dokaz. 1z 1)1 2) zaklju€ujemo da je S induktivan skup. Iz prethodne propozicije 2) slijedi
dajeNCS.

No, iz pretpostavke teorema imamo da je S € N.

Dakle, S = N. O

Uocimo da je 1 najmanji element od N.
Naime, vidjeli smo da je skup [1,+c0 ) induktivan pa iz prethodne propozicije pod 2) slijedi
N C [1,+00). Stoga, za svaki x € N vrijedi x € [1,4c0), tj. 1 < x.

Propozicija 1.5.6. Skup N nije odozgo omeden.
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Dokaz.

Pretpostavimo suprotno. Tada je N neprazan i odozgo omeden, pa postoji a € R takav da
je a supremum od N. Prema propoziciji 1.4.13.(karakterizacija supremuma) postoji x € N
takav da je

a—1<nx.

Iz ovoga slijedi a < x + 1. No, ovo je nemoguce jer je x + 1 € N, a a je supremum od N.
Dakle, N nije odozgo omeden. O

Korolar 1.5.7. Za svaki x € R postoji n € N takav da je x < n.

Dokaz.

Neka je x € R. Kada ne bi postojao n € N takav da je x < n onda bi vrijedilo n < x za
svaki n € N, Sto bi znacilo da je x gornja meda skupa N.
No, to je nemoguce prema prethodnoj propoziciji. O

X
Napomena 1.5.8. Opcenito, ako su x,y € R, y # 0 onda s = oznac¢avamo broj x - y™\.
y
1
1

Stoga, za x € R, x # 0 imamo x~ = —.

1
Korolar 1.5.9. Neka je € > 0. Tada postoji n € N takav da je — < .
n

Dokaz. 1z € > 0 slijedi € # 0. Prema prethodnom korolaru postoji n € N takav da je
el <n.

Buduéi da je n € N imamo n > 0, pa je stogan™' > 0. Stogajen™' - &' <n~! - n, odnosno
e < 1L
. : . . » 1
MnoZenjem ove nejednakosti s € dobivamon™ < &, tj. — < &. O
n

Propozicija 1.5.10. Neka je x € N, x # 1. Tada postoji k € N takav da je x = k + 1.
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Dokaz. NekajeS ={1}U{k+ 1|k € N}. Tada je S € N. Nadalje, S je induktivan skup.
Prema principu indukcije imamo § = N.

Dakle, N = {1} U {k+ 1|k € N}.

Ovime je tvrdnja propozicije dokazana. O

Neka su x,y,z € R. KaZemo da je broj y izmedu x i z ako je x <y < z.

Propozicija 1.5.11. Neka je n € N. Tada ne postoji prirodan broj izmedu nin + 1.

Dokaz. Dokazimo ovu tvrdnju indukcijom, tj. definirajmo skup S kao skup svih n € N za
koje ne postoji prirodan broj izmedu n i n + 1 1 dokazimo da je S induktivan skup (iz ¢ega
Ceslijediti N = §).

Zastoje 1 € §?

Vidjeli smo ranije da je {1} U [2, +c0 ) induktivan skup pa je stoga N C {1} U [2,+00). Iz
ovoga slijedi da za svaki prirodan broj k vrijedi k = 1ili 2 < k.

Dakle, 1 € S.

Pretpostavimo da je x € §. Zelimo dokazati da je x + 1 € S, tj. da ne postoji prirodan broj
izmedux+1i(x+1)+1.

Pretpostavimo suprotno. Dakle, postoji k € Ntakavdajex+ 1 <k <(x+ 1)+ 1.

Iz1 <x+1<kslijedi 1 # k.

Iz prethodne propozicije slijedi da postoji / € N takavdaje k = [+ 1.

Stogajex+ 1 </+1<(x+1)+1pajex<l<x+1.

Ovo znaci da izmedu x 1 x + 1 postoji prirodan broj. No, to je u kontradikciji s tim da je
x € §. Dakle, x + 1 € §S. Prema tome, S je induktivan, pa slijedi § = N.

Time je propozicija dokazana. O

Teorem 1.5.12. Svaki neprazni podskup od N ima najmanji element.

Dokaz. Ovu tvrdnju dokazat ¢emo indukcijom.

Neka je T skup svih n € N koji imaju sljedece svojstvo: ako je S C N1 postoji x € § takav
da je x < n,onda § ima najmanji element.

Dokazimo daje T = N.

Ako je S € Nipostoji x € § takav da je x < 1, onda je x = 1, pa je 1 najmanji element od
S.Prematome, 1 € T.

Pretpostavimo da je n € T. Dokazimodajen+ 1€ T.

Neka je S podskup od N tako da postoji x € S takavdaje x <n+ 1.

Imamo dva slucaja:

1. slucaj. Postoji x € S takav da je x < n.

Budu¢idajen € T, skup S ima najmanji element.
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2. slucaj. Ne postoji x € S takav da je x < n. Tada za svaki x € S vrijedi x > n.
Iz ovoga slijedi da je x > n+ 1, Yx € § ( u suprotnome bi postojao x € § takav da je
n < x < n+ 1, $to je nemogucée prema propoziciji 1.5.11.)
Znamo da postoji x € S takavdajex < n+ 1. Ovo zajednos x > n+ 1 daje x = n + 1.
Dakle,

n+1esS.

Prema tome, n + 1 je najmanji element od S.

U oba slu¢aja S ima najmanji element.

ZakljuCak,n+1€T.

Dakle,1 e Tiakojene€ T ondajen+1€T.

Stogaje T = N.

Neka je S neprazni podskup od N. Buduéida je S # 0, postojin € S. No,tadajen e T.
Iz ovoga zaklju¢ujemo da S ima najmanji element. O

Propozicija 1.5.13. Neka su x,y € N. Tada je x +y € N.

Dokaz. Neka je S skup svih n € N takvida je x + n € N.

Dokazimo da je S = N (ako to dokaZemo gotovi smo jer onda imamo da je y € § Sto znaci
x+yeN).

Ocitoje 1 € § (izx e Nslijedi x + 1 € N).

Pretpostavimo da je n € S. Trebamo dokazatidajen+1 € S.

Zelimo dokazati da jex+(mn+1)eN.
Vrijedix+(n+1)=(x+n)+1eNjerjex+neN (zbogn € S).

Dakle,n+1€S.

Zakljucak N = §. O

Propozicija 1.5.14. Neka su x,y € N. Tada je x - y € N.

Dokaz.

Neka je S = {n € N| x-n € N}. Dovoljno je dokazati da je S = N.
Ocitojel € S (1 eNix-1eN).
Pretpostavimo da je n € S. Dokazimodajen+ 1€ S.
Imamo:
x-m+1)=x-n+x-1.

Iz n € § slijedi x - n € N pa iz prethodne propozicije slijedi x - n + x € N.
Dakle, x- (n+ 1) e N, StoznaCidajen+1€S.
Zakljucak: § = N. m|
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Propozicija 1.5.15. Neka su x,y € N takvi da je x < y. Tada je y — x € N.

Dokaz.

Neka je S = {n € N | ako je x < n, onda je n — x € N}. Dovoljno je dokazati da je S = N.
Ocito je 1 € § (jer ne vrijedi x < 1).
Pretpostavimo da je n € §. Zelimo dokazati daje n+ 1 € S. Pretpostavimo da je x < n+ 1.
Zelimo dokazati da je(n+1)—xeN.
Iz x < n + 1 slijedi x < n (prema propoziciji 1.5.11.).
Imamo dva slucaja:
1. slucaj. x =n
Tada je
m+1)—x=m+1)—-n=1€N.

2.slucaj. x < nm
Tada je
n—xeN

(erjen e S).
Imamo
n+1)—x=m-x)+1eN.

Dakle, u oba slucaja imamo (n + 1) — x € N. Ovime smo dokazali: ako je x < n+ 1 onda je

(n+1)—xeN,
Prema principu indukcije imamo § = N. O
1.6 Cijeli brojevi

Definicija 1.6.1. Neka je Z = N U {0} U {—n | n € N}. Za elemente skupa 7 kaZemo da su
cijeli brojevi.

Propozicija 1.6.2. Neka su x,y € Z. Tadaje x+y € Z, x-y € Z te —x € Z.
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Dokaz. Akojex=0iliy=0ondajeolitox+yeZix-ye€Z.
Pretpostavimo sadadaje x #01iy # 0.

Imamo 4 slucaja:

l.slucaj. x,ye N. Tadajex+ye N, x-ye Npajex+yeZix-ye€Z.

2.slucaj. xeN,y=-n,neN. Tadajex+y = x — n.
Ako je x > nonda je x — n € N (prema propoziciji 1.5.15.) paje x —n € Z.
Akojex=nondajex-n=0€Z.
Akojex <nondajen—x€Npaje—-(n—-x)€Z.
Dakle,
xX—necZ.

Nadalje, x-y=x-(-n) = —(x-n) € Zjerje x-n € N.
Dakle,
X+y€e€ezZ,x-yeLl.

3.slucaj. x = —n,n e N,y e N.
Analogno kao u sluc¢aju 2. dobivamox+ye€Zix-y € Z.

4.slucaj. x =—n,neN,y=-m, meN.
Tada je
xX+y=-n+(—m)=—-(n+m).

Dakle, x + y = —k gdje je k € N, stoga je x + y € Z.

Nadalje, x-y=(—n)-(-m)=n-meZjerjen-m € N.

Dokazimo jos da je —x € Z.

Ako je x € N onda je ocito —x € Z.

Ako je x =0ondaje —x =0 paje —x € Z.

Akoje x = —n,n € Nonda je —x = —(—n) = n, paje —x € Z. O

X
Napomena 1.6.3. Podsjetimo se da za x,y € R, y # 0, = oznacava broj x - y~'.
y

DokaZimo sada da vrijede neka uobicajena pravila racunanja:

k
])Akosux,y,kER,y¢O,k¢00ndaje)—C = x_k
y

Naime, koristeci propoziciju 1.1.7. dobivamo

X ) ) = )y = ey = L
ky y
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a ¢ ac
2)A R o~ . = =
)Ako sua,b,c,d € ,biO,diOonda]eb il

jerje(a-c)b-d)y' =(a-c)b™'-d") = (a-b")(c-d") (propozicija 1.1.7.).

+
3) Ako sua,b,c € R, biOonda]eE+l%: abc sto slijedi direktno iz
distributivnosti mnoZenja prema zbrajanju.
a ¢ ad+ch
4) Ak b,c,deR, b+#0,d+#0,ondaje—-+- =
) Ako su a,b,c,d € * # 0, onda je b;—db b .
. + .
Naime, koristec’il)i.?)dobivamo:E+2—Z d+b Z:a 5 d ¢
a\™' b
5)Ako sua,beR, a+0, biOonda]e—iOl(E) = —.
a
Imamo:
a\™! b
(_) — (a_b—l)—l — a—l '(b_l)_l :Cl_l b - Z
b a

—jerje~3 =~(a-b") = (-a)-b™' =

6) Ako sua,b € R, b # 0 onda je —g = 5

1.7 Racionalni brojevi

Definicija 1.7.1. Neka je Q = {T | m € Z, n € N}. Za elemente skupa Q kaZemo da su
n
racionalni brojevi. Uocimo da je 7Z podskup od Q (jer je m = ? VYmeZ).

Propozicija 1.7.2. Neka su x,y € Q. Tada su x +y i x - y elementi od Q. Nadalje, —x € Q
te ako je x # 0 onda je x™' € Q.
Dokaz. Dasux+y, x-y, —x € Q slijedi direktno iz svojstava 2), 4) i 6).
Neka je x # 0. Imamo x = T, m € Z,n € N. Uocimo m # 0. Prema svojstvu 5) je
n

4 (m\' n
== =—.
n m

Akojem >0ondajem € Npaje x' €Q.
Ako je m < 0 onda je —m € N pa imamo:

1 (—1)1’1 _ —(l'l’l) _—_I’l

m (-Dm -(1-m) -m

Sto povladi da je x~! € Q. O
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Lema 1.7.3. Neka je (P, +, -, <) uredeni prsten. Neka su a,b, c,d € P takvi da je
a<b<c<d Tadajec-b<d-a.

Dokaz. 1z a < b slijedi a + (-b) < 0 paje —b < —a. Stoga je
c+(=b)<c+(-a)

tj.
c—-b<c—-a

S druge strane, c <d = c+ (—a) < d+(-a),tj. c—a<d—-a. lzovogaic—-b <c—-a
slijedic-b <d-a. O

Propozicija 1.7.4. Neka su x,y € R, x < y. Tada postoji r € Q takav da je x < r < y.

Dokaz. DokaZimo prvo tvrdnju propozicije u slucaju kada je 0 < x. Iz x < y slijedi da je

y — x > 0 pa prema korolaru 1.5.9. postoji n € N takav da je — < min{y — x, x}. Tada je
n

1
—<y-x

Nekaje S = {meN| 2 > .
n

Skup S je neprazan. Naime, postoji m € N takav da je m > n - x iz Cega slijedi da je sy
(tu koristimoa < bic >0 = ac < bc). Dakle,m € §. "
Nadalje, ocito je S podskup od N. Prema teoremu 1.5.12. skup S ima najmanji element,
oznacimo ga s my. Pretpostavimo da je my = 1.

Bududi da je 7o S x (jer je mp € §) imamo — > x, §to je nemoguce.

Dakle, my # 1 pa bududi da je my prirodan broj imamo da je my — 1 € N.

Bududi da je my — 1 < my imamo my — 1 ¢ S. Stoga,

I’I’Zo—l

<x.

n

Tvrdimo da je =< y. Pretpostavimo suprotno. Tada je y < =2,
n n

Imamo
mo—l my
Sx<ys< —.
n

n
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Iz prethodne leme slijedi
my mgy — 1
yoaS ot -
n n

tj.
y—x<

S| =

1
Ovo je nemoguce jer je — < y — x. Dakle, Mo . y. Buduc¢i da je my € S, imamo
n n

my
— > X.
n

Nekajer = 2. Tadajer € Qix <r<y.
Ovim smo dokazali tvrdnju propozicije u sluc¢aju x > 0. U opéem slucaju postoji prirodan
broj k takav da je —x < k. Tadaje O < x + k.
Iz x < yslijedi da je x + k < y + k. Prema dokazanom postoji r € Q takavdaje x+ k <r <
y+k. Izovogaslijedi x < r—k <y.
Ocito je

r—keQ.

Za x € R neka je |x| broj definiran s:
x,x>0

x|=
I -x, x<0

Za |x| kaZemo da je apsolutna vrijednost broja x. Uoc¢imo da je |x| > 0,¥x € R.
Nadalje, |x| = 0 ako i samo ako je x = 0.

Takoder vrijedi x < |x| te | — x| = |x], Vx € R.

Uocimo i ovo: ako su x,y € R onda je |x + y| < |x| + |yl.

Naime, imamo x +y < |x| + [yl
i=(x+y)==x+(=y) <[ =x+[=y[=|x[+]yl
Broj |x + y| je jedan od brojeva x + y, —(x + y). Stoga, je

lx + yl < [x] + [yl

Propozicija 1.7.5. Neka su x,y e Rter e Rir > 0. Tada je |x — y| < r ako i samo ako je

yeE{x—rx+r).
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Dokaz. Pretpostavimo da je [x — y| < r.
Buduéidajex—y<|x—yltey—x<|y—x|=|x—ylimamox -y <riy— x < rizcega
slijedi

X—r<y<x+r,
tj.

ye{x—rx+r).

S druge strane akojey € (x—r,x+r)ondajex—r<yiy<x+rpajex—y<riy—-x<r,

tj. —(x—y)<r.
Prema tome,
lx—y| <r
]
Lema 1.7.6. Neka su a,b,c,d e Rtakvidajea <c<bia<d<b. Tada je
lc—d|l <b-a.
Dokaz. 1.slucaj. c <d. Tadajed—c>0pajeld—cl=d-c.
Imamo: a < ¢ <d < bpaprema lemi 1.7.3. vrijedid — ¢ < b — a.
Dakle,
ld—cl<b-a.
2.slucaj. d <c. Tadajed—c<Opaje|ld—c|=—-(d—-c),4.|d—cl=c—d.
Imamo: a < d < ¢ < b paprema lemi 1.7.3. vrijedi
c—d<b-a,
tj.
|d —c| <b-a.
O

Propozicija 1.7.7. Neka je S C R. Tada je S omeden skup ako i samo ako postoji M € R
takav da je |x| < M,VYx € S.

Dokaz. Pretpostavimo da je S omeden. Tada je S omeden odozdo 1 odozgo pa postoje
a,beRtakvidajea<x<b,VxeS.
Iz ovogaslijedidaje —x < —aix < b,V €S.
Neka je M = max{—a,b}. Tadaje - x < Mix< M,VxeS.
Stoga je
x| < M,¥x €S.
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Obratno, pretpostavimo da postoji M € R takav da je |x| < M,Vx € S.
Nekajex e §. Tadaje x < |x[te —x < | — x| = |x|. Stogajex < Mi—-x < M.
Slijedi da je —M < x.
Dakle,

-M <x<M\VxeS.

Ovo znaci da je skup S omeden odozdo i odozgo. Dakle, S je omeden. O






Poglavlje 2

Konvergencija nizova i neprekidnost
funkcija

2.1 Konvergencija nizova

Neka je S skup. Za funkciju sa N u S kaZemo da je NIZ u skupu S .

Ako je xnizu S (4. x : N — §) onda za n € N umjesto x(n) pisemo i x,,.

Nadalje, samu funkciju x oznacavamo s (X,)nen-

Dakle, kada kazemo da je (x,),en niz u S onda podrazumijevamo da je x : N — §.
Umjesto (x,)nen pisemo i (x,).

Neka su x,y € R. Za broj |y — x| kaZemo da je udaljenost od x do y (udaljenost
brojeva x iy, udaljenost tocaka x i y).

Definicija 2.1.1. Neka je (x,) niz realnih brojeva (tj. niz u R) te neka je a € R. KaZemo
da niz (x,) konvergira ili teZi broju a ako za svaki € > 0 postoji ny € N takav da za svaki
n > ny vrijedi |x, —al < & tj. x, €{a—¢&, a+¢&).

Ako niz (x,) konvergira prema a onda pisemo x, — a te kaZemo da je a limes niza (x,).

Primjer 2.1.2. 1) Neka je a € R te neka je (x,) niz u R definiran s x, = a, Yn € N.
Tada (x,) ocito teZi prema a.

1
2) Neka je niz (x,) definiran sa x, = —, Yn € N. Tada niz (x,) teZi broju 0. DokaZimo to.
n

Neka je & > 0. Tada postoji ny € N takav da je e™' < ny,.

29
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Neka je n € N takav da je n > ny. Tada je e™' < n pa je % < &. Stoga je |x, — 0| < &.
Dakle, ¥n > ng vrijedi
|x, — 0] < &.

Prema tome, (x,) teZi broju 0.

Neka je (x,) nizu R. Za (x,) kaZemo da je konvergentan niz ako postoji a € R takav
da x,, = a.

Propozicija 2.1.3. (jedinstvenost limesa niza) Neka je (x,) niz u R, te neka su a,b € R
tako da x, — ai x, — b. Tada je a = b.

Dokaz. Pretpostavimo da je a < b. Neka je 8:%. Tadajee > 0tejeb—a = 2¢epaje
a+e&=b-e¢. Izovogaslijedi da je

(a—g,a+eynN{b—-—g,b+e)=0. 2.1

U suprotnome bi postojao x takavdajex <a+eib—-e<x,tj. x<a+e=b+e&<x,S5to
je nemoguce.

Bududi da x,, — a postoji ny € N takav da je x, € (a — €,a + &), Vn > ny.

Bududi da x,, — b postoji my € N takav da je x,, € (b —&,b + &), Vn > my,.

Neka je n = max{ng, my}. Tadajen > npin > mypaje x, € (a—e,a+e)yix, € (b—e,b+¢)
Sto je u kontradikciji s (2.1).

Posve analogno dobivamo da b < a vodi na kontradikciju.

Stoga, a = b. O

Propozicija 2.1.4. Neka su S i T podskupovi od R. Ako su S i T odozgo omeden onda je
S UT odozgo omeden. Ako su S i T odozdo omeden onda je S U T odozdo omeden.

Dokaz. Pretpostavimo da su S 1 7 odozgo omeden. Buduéi da je S odozgo omeden postoji
a € Rtakav daje x < a,Yx € §. Budu¢i da je T odozgo omeden postoji b € R
takavdajex < b,VxeT.

Neka je ¢ = max{a,b}. Tadajea<cib<c,pajex<c,VxeSix<cVxeT.
Prematome x <c,Yxe S UT.

Dakle, ¢ je gornja meda skupa S U T.

Analogno dobivamo da je S U T odozdo omeden ako su S i 7 odozdo omeden. O
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Korolar 2.1.5. Neka su S i T omeden podskupovi od R. Tada je S U T omeden podskup
odR. O

Definicija 2.1.6. Neka je (x,) niz realnih brojeva. Za (x,) kaZemo da je omeden niz ako je
skup {x, | n € N} omeden podskup od R.

Primjer 2.1.7. 1) Neka je (x,) niz realnih brojeva definiran sa x, = % Vn € N. Tada je
(x,) omeden niz.
Naime, { % |n € N } je omeden skup.

2) Neka je (x,) niz realnih brojeva definiran sa x,, = n,¥n € N. Niz (x,) nije omeden jer je
{x, | n €N} =N.

Lema 2.1.8. Neka je (x,) niz realnih brojeva. Tada za svaki k € N skup {x, | n < k} je
omeden.
(Napomena: Skup {x, | n < k} oznacavamo i s {x1, X2, ...., X;.}.)

Dokaz. Neka je S skup svih k € N za koje ova tvrdnja vrijedi.
Dokazimo daje § = N.
Skup {x;} je o¢ito omeden, prema tome 1 € S. Pretpostavimo da je k € S. Tada je skup
{x, | n < k} omeden.
Imamo:
{Xn ln<k+1}={x, | n <k} U {x01}

pa iz korolara 2.1.5. slijedi da je {x, | n < k + 1} omeden skup. Dakle, k + 1 € S.
Prema principu indukcije vrijedi S=N. O

Propozicija 2.1.9. Neka je (x,) konvergentan niz realnih brojeva. Tada je (x,) omeden niz.

Dokaz. Buduci da je (x,) konvergentan niz postoji a € R takav da x,, — a.
Odaberimo neki € > O (npr. € = 1).
Tada postoji ny € N takav da je x,, € (a — &,a + &), Vn > ny.
Ovo povlaci da je

{x,|n>np} C{a—¢,a+e¢)
1z Cega slijedi da je {x, | n > ny} omeden skup.
Imamo:

(X0 | n €N} = {x, | n < no} Ufx, [ n = no}.

Iz leme 2.1.8. i korolara 2.1.5. slijedi da je {x, | » € N} omeden skup.
Dakle, (x,) je omeden niz. O
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Za niz realnih brojeva (x,) kaZemo da je rastuci ako je x, < X,.1,Yn € N. Za niz
realnih brojeva (x,) kaZemo da je padajuci ako je x, > x,+1, ¥n € N.

Primjer 1) Niz (x,), x, = n,¥Yn € N je rastuci.

Primjer 2) Niz (x,), X, = %, Vn € N je padajuci.
Primjer 3) Niz (x,), x, = 1,V¥n € N je rastuci i padajuci.
Primjer 4) Neka je (x,) niz definiran s

| 3,n=1
n = n, n>1

Tada x| £ x> i x; # x3. Prema tome (x,) nije ni rastuci ni padajuci niz.

Propozicija 2.1.10. Ako je (x,) rastuci niz onda za sve i, j € N takve da je i < j vrijedi
X; < Xj.

Dokaz. Neka je i € N. Dokazimo indukcijom po j da za svaki j > i vrijedi x; < x;.
Preciznije, neka je
S={jeN]|j<iilix; <xj}.

Ako dokaZemo da je § = N to Ce znaciti da Vj € N takav da je j > i vrijedi x; < x;.

Iz definicije od S slijedi 1 € S (ako je 1 < i tvrdnja je jasna, inace imamo i = 1, a x; < xp).
Pretpostavimo j € §. Zelimo dokazati daje j+ 1€ S.

Ako je j+ i < ionda je tvrdnja jasna.

Akoje j+i=iondajex; < xj paje j+1€S.

Pretpostavimo sada dajei < j+ 1. Tada je i < j (u suprotnome bismo imali j <i < j+ 1
Sto je nemoguce prema propoziciji 1.5.11.).

Ovo zajedno s j € S povlaci x; < x;.

Buduc¢i da je x; < xj;; imamo x; < xj41.

Prema tome, j+ 1€ S.

Prema principu indukcije imamo S = N. O

Analogno bismo dokazali sljedecu propoziciju.
Propozicija 2.1.11. Ako je (x,) padajuci niz onda za sve i, j € N takve da je i < j vrijedi

X,‘>.Xj.
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Propozicija 2.1.12. Neka je (x,) rastuci niz realnih brojeva te neka je a supremum skupa
{x, |neN}. Tada x, — a.

Dokaz. Neka je € > 0. Prema propoziciji 1.4.13.(karakterizacija supremuma) postoji
ve{x,|neN}takavdajea —e < y.

Ocito y = x,, za neki ny € N.

Zasvakin € N, n > ng vrijedi x,, < x, (prema propoziciji 2.1.10. ), a takoder imamo

X, < a.

Prema tome, ¥V n > ng vrijedi

a—-&e<x,, <x,<a<a+e.

Prema tome, x, € {a — &,a + &), VYn > ny.
Dakle, x, — a. ]

Korolar 2.1.13. Ako je (x,) rastuc¢i i omeden niz onda je i konvergentan.

Dokaz. Buduci da je (x,) omeden, skup {x, | n € N} je omeden pa prema teoremu (postoja-
nje supremuma) postoji a € R takav da je a supremum od skupa {x, | n € N}. Iz prethodne
propozicije slijedi da x,, — a.

Dakle, (x,) je konvergentan niz. |

Propozicija 2.1.14. Neka je (x,) padajuci niz realnih brojeva te neka je a infimum skupa
{x, | n € N}. Tada x, — a.

Dokaz. Ovo dokazujemo analogno kao i prethodnu propoziciju. O
Korolar 2.1.15. Ako je (x,) padajuci i omeden niz, onda je i konvergentan.

Dokaz ovog korolara je analogan dokazu korolara 2.1.13.

Podsjetimo se:

Ako su S i T skupovi onda za podskup od S XT kaZemo da je relacija izmedu skupova
SiT.

Ako je ¢ relacija izmedu S i T takva da za svaki x € S postoji jedinstveniy € T
takav da je (x,y) € ¢ onda za ¢ kazemo da je funkcijska relacija izmedu S i T.

Ako je ¢ funkcijska relacija izmedu S i T onda za uredenu trojku (S, T, ¢) kaZemo da
je FUNKCIJA sa S uT.
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Ako je f = (S, T, ) funkcija sa S u T onda pisemo f : S — T, za S kaZemo da je
domena funkcije f a za T kaZemo da je kodomena funkcije f.
Nadalje, za x € S sa f(x) oznacavamo jedinstveniy iz T takav da je (x,y) € .

Uocimo da iz ove precizne definicije funkcije slijedidaza f : S - Tig:S —» T
vrijedi f = g ako i samo akojeS =S', T =T"i f(x) = g(x), VxeS§.

Kada na primjer kaZemo da je f : R — R funkcija definirana s f(x) = x+2, Vx € R
time zapravo tvrdimo da postoji jedinstvena funkcija s tim svojstvom. To je u ovom
slucaju jasno, naime f = (R, R, @) gdje je p = {(x,x+2) | x € R}.

Napomena 2.1.16. U prethodnoj smo definiciji intuitivno jasan pojam funkcije precizno
definirali tako da smo ga sveli na jednostavnije pojmove. U osnovi svih tih pojmova nalazi
se pojam skupa. Tako imamo da je Sx T skup svih uredenih parova (x,y) gdje je x €
S,y € T. No i pojam uredenog para se moZe precizno definirati pomocu pojma skupa.
Naime, uredeni par (x, y) definiramo kao skup {{x},{x, y}}. Uz ovu definiciju vrijedi osnovno
svojstvo koje “zahtjevamo” od uredenih parova, naime svojstvo da je

xxy)=Wv)ex=uiy=v 2.2)

Dokazimo (2.2). Ako je x = uiy = v onda je ocito (x,y) = (u, v).
Pretpostavimo sada da je (x,y) = (u,v). Tada je

e e v = Hud, {u, v} (2.3)

Prvi slucaj: u + v.

17 (2.3) slijedi {x} = {u} ili {x} = {u,v}. No, posljednja jednakost ne moZe vrijediti jer je
{u, v} dvoclan skup. Stoga je {x} = {u} pa je x = u. Opet iz (2.3) slijedi da je {u,v} €
{{x}, {x, y}} pa slijedi {u,v} = {x,y}. Stoga jev € {x,y} pajev = xiliv = y. No, prva
Jjednakost ne moZe vrijediti jer x = u av # u. Stoga je v =y. Dakle, x =uiy =v.

Drugi slucaj: u = v. Tada je desna strana od (2.3) jednoclan skup pa je onda i lijeva strana
Jjednoclan skup sto povlaci da je {x} = {x,y}. Stoga je y = x. Iz (2.3) slijedi {{x}} = {{u}} pa
je x =u. Stogajey=x=u=v.

Time je (2.2) dokazana.

Uredenu trojku (x,y, z) moZemo definirati kao ((x,y), ).
Tada odmah slijedi da vrijedi:

xy,n=u,y,7)eox=xy=y,z2=2.
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2.2 Princip definicije indukcijom

Teorem 2.2.1. (Princip definicije indukcijom) Neka je S skup, a € S te H : N XS — §
funckija. Tada postoji jedinstvena funkcija f : N — S takva da je f(1) =ai f(n+1) =
H(n, f(n)),VYn € N.

Dokaz. DokaZzimo prvo jedinstvenost.

Neka su f,g : N — § funkcije takve da je f(1) = ai f(n+ 1) = H(n, f(n)), Vn € N te
gl)y=aign+1)=H(n,gn)),VneN.

Nekaje T = {n e N| f(n) = g(n)}. Ako dokazemo daje T = N to €e znaciti da je f = g.
Ocito 1 € T.

Pretpostavimo da je n € T. Tada je f(n) = g(n).

Imamo: f(n+ 1) = H(n, f(n)) = H(n,g(n)) = g(n +1). Dakle,n + 1 € T.

Prema principu matematicke indukcije T=N.

DokaZimo sada egzistenciju.

Ocito je dovoljno dokazati da postoji funkcijska relacija ¢ izmedu N i S takva da vrijedi
sljedece:

D(,a)e¢p

2)akosun e Niye€ S takvidaje (n,y) € p,ondaje (n+ 1, H(n,y)) € ¢.

Neka je y skup svih relacija ¢ izmedu N 1 S koje zadovoljavaju uvjete 1) i 2). Uo¢imo
NXxS ey.

Neka je =y¢, ¢-

Bududi da je ¢ CN X S za svaki ¢ € y imamo ¢ C N XS

Dakle, ¢ je relacija izmedu N1 §.

Tvrdimo da je ¢ € y. Za svaki ¢ € y vrijedi (1,a) € ¢ (po definiciji od y), stoga je
(1) € Nyey . 4. (1) € .

Pretpostavimo da sun € Niy € § takvi da je (n,y) € . Tada za svaki ¢ € y vrijedi
(n,y) € . Stoga je, (n+ 1, H(n,y)) € ¢,V ¢ € x.

Stoga je (n+ 1, H(n,y)) € y.

Ovime je pokazano da je ¥ € y.

DokazZzimo sada da je ¢ funkcijska relacija izmedu N i § (ako to dokazemo gotovi smo).
Treba dokazati da za svaki n € N postoji jedinstveni y € S takav da je (n,y) € .

Nekaje T = {n € N | dly € § takav da je (n,y) € ¢}.

Dokazimodajel € T.

Znamo (1,a) € .

Neka je ¢ = {(1,@)} U (N \{1}) X §).

Tada je ¢ € y. Stoga je ¥ C ¢. 1z ovoga je jasno da ne postoji b € N, b # a takav da je
(1,b) e ¢

Zakljucak, 1 € T.
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Pretpostavimo da je n € T. Tada postoji jedinstveni y € S takav da je (n,y) € .

Zelimo dokazati dajen+1 € T.

Bududi da ¢ zadovoljava uvjet 2) (jer je iz y) vrijedi (n + 1, H(n,y)) € .

Oznacimo y’ = H(n,y). Dakle, (n + 1,y") € ¢.

Pretpostavimodaje b€ S, b #y'.

Definiramo ¢ " = ¢ \ {(n + 1,b)}. Tvrdimo da je ¢’ € y.

Ocitoje (1,a) e Y’ (jerjen + 1 # 1).

Pretpostavimo da su k € N iz € S takvi da je (k,z) € ¢'. Slijedi (k,z) € ¥ pa je
(k+1,H(k,2)) €.

Tvrdimo daje (k + 1, H(k,z)) # (n + 1,b).

Pretpostavimo suprotno. Tadaje k + 1 =n+ 11 H(k,z) = b. Slijedi, k = npa je (n,z) € ¢,
stogajez=y,pajeb = H(n,y), tj. b = y'. Ovo je kontradikcija.

Dakle, (k+ 1, H(k,z)) # (n+1,b) Sto povlacida je (k+ 1, H(k, z)) € ¥'. Ovime je pokazano
dajey ' €y. Stogajey Cy ', paslijedi (n+1,b) ¢ .

Zakljucak, y’ je jedinstveni element od S takav daje (n+ 1,y") € . Stogajen+1€T.
Prema principu matematicke indukcije zaklju¢ujemo da je T = N. To znaci da je  funk-
cijska relacija izmedu Ni §. O

Primjer 2.2.2. Neka je a realan broj. Prema prethodnom teoremu postoji jedinstvena
funkcija f : N — R takvadaje f(1)=ai f(n+1)=a- f(n),YyneN(zaH:NXR — R,
H(n,y) =a-y). Zan € N broj f(n) oznac¢avamo s a". Dakle, a' = a, a**' = a-a",¥n € N,

Propozicija 2.2.3. Neka je g € 0, 1). Tada je O infimum skupa S = {q" | n € N}.

Dokaz. Ocito je 0 donja meda ovog skupa (indukcijom se lako pokaze da je 0 < ¢", Vn €
N). Dakle, S je neprazan odozdo omeden skup. Stoga postoji a € R takav da je a infimum
skupa S (prema teoremu 1.4.16.). Ocito je 0 < a.

Pretpostavimo da je 0 < a.

120 < g < 1slijedi 1 < ¢7!. Stogajea < g, pa broj 3 nije donja meda skupa S Sto znaci da
postoji s € S takav da je s < ﬁ. Imamo s = ¢", za neki n € N. Dakle, ¢" < 2—1’ paje "' < a.
Ovo je kontradikcija s ¢injenicom da je a infimum skupa S. Dakle, a = 0, tj. O je infimum
skupa S. O

Korolar 2.2.4. Neka je g € (0, 1) te neka je (x,) niz u R definiran s x,, = ¢", n € N.
Tada (x,) teZi O.

Dokaz. Za svakin € Nimamo 0 < ¢" paiz g < 1 slijedig-¢" < 1-¢" 4. ¢"*' < q".
Dakle, (x,) je padajuci niz pa tvrdnja slijedi iz propozicije 2.1.14. m|



2.2. PRINCIP DEFINICIJE INDUKCIJOM 37

Uocimo:

Ako sua,b € Rten € N onda je (a-b)' = a" - b" sto se lako dokazuje indukcijom.
Nadalje, ako je a # 0 onda je a" # 0 te je (a™')" = (a")~".

Naime, imamo a" - (a™")" = (a-a™')" = 1" = 1 paje (a")™' = (a”')".

Uocimo i ovo: Ako sua,b € R, b # 0in € N onda je

an_ -t o p—ln _n n—l_a_n
(3) =@y =a- @y =a o =1

Propozicija 2.2.5. Neka je g € R, g > 1. Tada skup {q" | n € N} nije odozgo omeden.

Dokaz. Oznacimo ovaj skup sa §. Pretpostavimo da je S odozgo omeden. Stoga S ima
supremum (prema teoremu 1.4.11.), oznacimo ga s a. Uo¢imo, a > 0 (jasno je da je ¢" > 0,
Vn e N).

Iz 1 < gslijedi ¢! < 1 paje ¢ <a.

Stoga, ‘q—’ nije gornja meda skupa S pa postoji n € N takav da je g <q".

Iz ovoga slijedi a < ¢"*!. To je u kontradikciji s tim da je a supremum od S . Prema tome,
S nije odozgo omeden skup. O

Napomena 2.2.6. Ako su x,y € R onda je |x - y| = |x| - |y| sto se lako pokaZe (imamo 4
slucaja u ovisnosti o tome je li x > 0, odnosno 'y > 0).
Nadalje, za x,y € R vrijedi

llxl = Il < |x = yl.

Dokazimo to.
Imamo:

|x[ =|x—y+yl < |x =yl +]yl

paje
x| = Iyl < lx = yl.

Na isti nacin dobivamo: |y| — |x| < |x —y|, tj. =(|x] = y]) < |x — yl.
Dakle,
x| = Iyl < [x = yl.
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Teorem 2.2.7. Neka su (x,) i (y,) nizovi realnih brojeva te neka su a, b € R takvi da x, — a
iy, = b. Tada vrijedi:

1) Niz (—x,)nen teZi prema —a

2) Niz (|x,))nen teZi prema lal.

3) Niz (X, + Yu)nen teZi prema a + b.

4) Niz (X, * Yp)nen teZi prema a - b.

1

a

1
5)Ako jea # 0i x, # 0 za svaki n € N onda niz (—) teZi prema
Xn ) nen

Dokaz.

1) Neka je € > 0. Budu¢i da x,, — a, postoji ny € N takav da za svaki n > n vrijedi
|x, —a| < &.

No, Vn € N ocito vrijedi | — x, — (—a)| = |x, — al.

Stoga, Vn > ng vrijedi | — x, — (—a)| < &.

Zakljucak,

—-X, — —a.

2) Neka je € > 0. Tada postoji ny € N takav da za svaki n > ng vrijedi |x, — a| < &.
Za svaki n € N vrijedi:
x| = lall < |x, — al.

Stoga za svaki n > ng vrijedi:
x| = lall < &.

Zakljucak,
lx,| — lal.

3) Neka je n € N. Tada vrijedi:
(X0 + yu) = (@ + D)l = Xy —a+y,— bl < |x, —al + |y, - bl.

Dakle,

(X0 +yn) = (@ + D) < |x, —al + |y, — bl. (2.4)
Neka je € > 0. Bududi da (x,) teZi u a postoji ny € N takav da za svaki n > ngy vrijedi
|x, —a| < ;

Nadalje, budu¢i da (y,) tezi u b postoji my € N takav da za svaki n > my vrijedi |y, — b| < g

Neka je kg = max{ngy, my}.
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Tada za svaki n > ko vrijedi n > ng i n > mq Sto povlai |x, —al < 5 iy, — b| < 3.
Iz (2.4) slijedi da za svaki n > k vrijedi:

|<xn+yn>—(a+b>|<§+§:s.

Zakljucak,
X, +Yy, > a+b.

4) Niz (x,) je konvergentan pa je i omeden. Stoga postoji M € R, M > 0 takav da je

|x, | < M,¥n € N.

Neka je n € N. Imamo

|xn'yn_a'b| = |xn'yn_xn'b+-xn'b_a'b| = |xn'(yn_b)+b'(-xn_a)| < |-xn|'|yn_b|+|b|'|(xn_a)|-

Dakle,
|X, -y, —a-b|<M-|y,—bl+1|b|-|x,—al,Yn € N (2.5)

Neka je € > 0. Bududi da (x,) teZi u a postoji ny € N takav da za svaki n > ng vrijedi
£
|x, —a| <

21b|+1°
Nadalje, iz y, — b slijedi da postoji mo € N takav da za svaki n > mq vrijedi |y, — b| < 55;.
Neka je kg = max{ny, my}. Tada za svaki n > kq vrijedi n > nyin > mg pa je

i n_b ~Aas
o1 <5y

Iz ovoga slijedi da za svaki n > ky vrijedi |b|| - x, — a| < g iM-|y,—bl < g

lx, —al <

Iz ovoga i (2.5) slijedi da za svaki n > ko vrijedi |, -y, — a - b| < g + g _—
Zakljucak,
Xy Y = a-b.

5) Prema 2) znamo da vrijedi |x,| — |a|. Zbog a # 0 je |a| > 0. Neka je € = %. Tada je
€ > ( pa postoji ny € N takav da za svaki n > ng vrijedi |x, | € ( |a| — &, |a| + €).

v . .. . . la
Ovo povlaci da za svaki n > ng vrijedi |a| — € < |x,|, tj. > < |x,l.

. . 2
Prema tome, za svaki n > ng vrijedi < =
L || | lal
. a-—x

Neka je n > ny. Imamo | —-— | = n

X a x| lal

1 1 2
|___| < |Cl—Xn|'— (26)

X, a lal>
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Neka je € > 0.
Bududi da (x,) tezi u a postoji my € N takav da za svaki n > my vrijedi
2
|x, —al <& % 2.7)

Neka je ky = max{ny, my }. Tada za svaki n > ky vrijede nejednakosti 2.6. 1 2.7. pa je

|1 1|<| | 2 - la> 2 .
———|<Lla-x,|-—<e-— - — =¢g,4.,
X, a lal? 2 aP !
1 1
—--l<e
Xn
Zakljucak,
R
Xn

Korolar 2.2.8. Neka je (x,) niz realnih brojeva te neka je a € R takav da x, — a. Neka je
c € R. Tada niz (c - x,) teZi prema c - a.

Dokaz. Neka je (y,) niz definiran s y, = ¢, za svaki n € N. Tada y, — ¢ pa iz teorema
2.2.7.4)slijediy, - x, = c-a,tj.c-x, = c-a. i

Napomena 2.2.9. Neka su a,b € R. Tada je a infimum, a b supremum skupa {a, b). Ocito
je b gornja meda ovog skupa.

Pretpostavimo da postoji gornja meda c skupa {a, b) takva da je c < b.

Odaberimo neki broj x € {a, b). Nadalje odaberimo z € {c, b).

Imamo: a < x<c<z<b.

Iz ovoga slijedi da je z € {a, b) pa je z < c jer je c gornja meda skupa {a, b).

No, ovo je u kontradikciji s z € {c, b).

Zakljucak, b je supremum skupa {a, b).

Analogno dobivamo da je a infimum skupa {a, b). Isto tako dobivamo da je b supremum
skupa (—o0, b) te da je a infimum skupa {a, +oo)

1

Lema 2.2.10. Neka je (x,) niz realnih brojeva te a € R takav da je |x, — a| < — za svaki
n

n € N. Tada (x,) teZi u a.
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1
Dokaz. Neka je € > 0. Odaberimo n( € N takav da je — < &. Tada za svaki n > ng vrijedi

no
1 1 ! .
—-<—paje—-<eteje|x, —al<e.
n ny n
Dakle, x, — a. m|

Propozicija 2.2.11. Neka je S C R te a € R.
1) ako je a supremum skupa S onda postoji niz (x,) u S koji teZi prema a.
2) ako je a infimum skupa S onda postoji niz (x,) u S koji teZi prema a.

Dokaz. 1) Neka je n € N. Prema propoziciji 1.4.13. (karakterizacija supremuma) postoji

x, € S takav da je a — — < x,. Na ovaj nacin smo dobili niz (x,) u S te za svaki n € N
n

1 1 1
vrijedia— - <x,<a<a+-pajex,€{a——,a+— ), t.|x,—al < —.
n n n n n
Iz prethodne leme slijedi x, — a.
Analogno dokazujemo tvrdnju 2). O

Neka je U C R. Za U kaZemo da je otvoren skup ako za svaki x € U postoji r > 0
takav da je (x —r,x +r) C U.

Primjer 2.2.12. Skup R je otvoren. Skup [0, +o0) nije otvoren jer ne postoji r > 0 takav
daje {0 —r,0+r) C[0,+0c0).

Propozicija 2.2.13. Neka su a,b € R, a < b. Tada su skupovi {a,b),{a, +o0),{(—c0, b)
otvoreni.

Dokaz. Neka je x € (a,b). Tada je a < x < b pa su stoga brojevi b — x 1 x — a pozitivni.
Neka je r = min{b — x, x — a}.

Tadajer >0ir<b—x,r < x—apajex+r<bia< x—rizcegaslijedidaje{x—r,x+r)
C{a,b).

Zakljucak, {a, b) je otvoren skup.

Analogno dobivamo da su skupovi {(a, +c0 ) i (—oo, b) otvoreni. |

Propozicija 2.2.14. Neka su U i V otvoreni skupovi u R. Tada su U UV i U NV otvoreni
skupovi.
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Dokaz. NekajexeUNV.TadajexeUixeV.

Bududi da je U otvoren skup postoji » > O takavdaje(x —r,x+r) € U.
Bududi da je V otvoren postoji s > 0 takav daje (x — s,x + s) € V.
Neka je t = min{r, s}.

Tadajet> 01t <r,t < s Sto povlaci

x=-t,x+t)S{x—r,x+r)

x=t,x+1) C{(x—s5,x+5).

Stogaje{(x—t,x+t)cUNV.
Zakljucak, U NV je otvoren skup.
Analogno se vidi da je U U V otvoren skup. O

Propozicija 2.2.15. Neka je (x,) niz realnih brojeva te a € R takav da x,, — a. Neka je U
otvoren podskup od R takav da je a € U. Tada postoji ny € N takav da je x, € U za svaki
n = ny.

Dokaz. Budu¢i da je U otvoren postoji r > 0 takav daje (a —r,a+r) C U.

S druge strane, Cinjenica da x, — a povlaci da postoji ny € N takav da za svaki n > ny
vrijedi x,, € (a —r,a + r).

Iz ovoga slijedi da za svaki n > n vrijedi x,, € U. O

Neka je F C R. Za F kaZemo da je zatvoren skup ako je F¢ otvoren skup.

Primjer 2.2.16. Neka su a,b € R, a < b. Tada je skup [a,b] zatvoren.

Naime, imamo [a, b ]¢ = (—o0,a) U (b, +00) iz Cega je jasno da je [a,b]° otvoren skup.
Stoga je [a,b] zatvoren skup.

Nadalje, skupovi [a, +00),{—0c0, b su takoder zatvoreni skupovi.

Propozicija 2.2.17. Neka je (x,) niz realnih brojeva te a € R takav da je x, — a. Pret-
postavimo da je F zatvoren podskup od R takav da je x, € F za svaki n € N. Tada je
ackF.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno: a ¢ F. Tada je a € F¢. Budu¢i da je F¢ otvoren skup 1
X, — a prema propoziciji 2.2.15. postoji ny € N takav da za svaki n > ng vrijedi x,, € F°.
Ovo je u kontradikciji s tim da je x, € F za svakin € N.

Dakle, a € F. O
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Korolar 2.2.18. Neka je (x,) niz realnih brojeva te a € R takav da x, — a.
1) ako je b € R takav da je x,, < b za svaki n € N, onda je a < b.
2) ako je b € R takav da je b < x, za svakin € N, onda je b < a.

Dokaz. 1) ako je x,, < b za svakin € N onda je x, € (—oco,b], za svaki n € N.
Bududi da je (—co, b ] zatvoren skup prema propoziciji 2.2.17. jea € ( -0o,b ], tj. a < b.
Tvrdnju 2) dokazujemo posve analogno. O

2.3 Neprekidnost funkcija

NekajeS CR,f:S — Rtexy€S. Za funkciju f kaZemo da je neprekidna u tocki
Xo ako za svaki € >0 postoji 6 > 0 takav da za svaki x € S vrijedi implikacija

x € {xo = 6, X0 + 6) = f(x) € (f(x0) — &, f(x0) + &) (2.8)

Primjer 2.3.1. Neka je c € R te neka je f : R — R funkcija definirana s f(x) = ¢ za svaki
xeR

Neka je xo € R. Tada je f neprekidna u x,. Zasto?

Neka je € > 0. Tada za svaki 6 > 0 vrijedi implikacija (2.8) jer je f(x) = f(xo), za svaki
x € R. Dakle, f je neprekidna u x.

Primjer 2.3.2. Neka je f : R — R funkcija definirana s f(x) = x za svaki x € R.
Neka je x o € R. Tada je f neprekidna u tocki xy. Zasto?
Neka je £ > 0. Zelimo naci 6 >0 takav da za svaki x € R vrijedi implikacija:

XxX€{xg—0,x0+0) > x€{xg—&, X%+ &) (2.9)

Jasno je da za svaki 6 > 0 takav da je 6 < € vrijedi (2.9).
Dakle, f je neprekidna u tocki xy.

Uocimo sljedece: Ako je S CR, xo€ S te f : S — R funkcija neprekidna u x, onda za
svaki T podskup od S takav da je xy € T vrijedi da je f|y : T — R neprekidna funkcija u
X0-

Definicija 2.3.3. Nekaje S CRi f:S — R. Za funkciju f kaZemo da je neprekidna ako
je f neprekidna u x, za svaki xy € S.



44 POGLAVLIJE 2. KONVERGENCIJA NIZOVA I NEPREKIDNOST FUNKCIJA

Primjer 2.3.4. Neka je f : R — R, f(x) = x, za svaki x € R. U prethodnome primjeru
smo vidjeli da je f neprekidna u svakoj tocki svoje domene. Prema tome f je neprekidna.
Nadalje, svaka konstantna funkcija R — R je neprekidna.

Akoje SCRi f:S — R neprekidna funkcija onda za svaki T podskup od S vrijedi da je
flr : T — R neprekidna funkcija.

Napomena 2.3.5. Kada kaZemo da je (x,) nizu S gdje je S € R onda ¢emo podrazumijevati
da je (x,) nizu R takav da je x, € S za svaki n € N.

Propozicija 2.3.6. NekajeS CR,xo e S te f: S — R funkcija neprekidna u xo. Neka je
(x,) nizu S takav da x, — x.
Tada niz (f(x,))nen teZi prema f(xp).

Dokaz. Neka je € > 0. Tada postoji 6 > 0 takav da za svaki x € S vrijedi implikacija

X €{xg—0,x0+0) = f(x) € (f(xo) — &, f(x0) +&) (2.10)

Buduci da x, tezi prema x, postoji ny € N takav da za svaki n > ng vrijedi da je

X, € {(Xg — 0, xg + 0).

1z 2.10. slijedi da je f(x,) € (f(xo) — &, f(xp) + &), za svaki n > ny.

Prema tome, f(x,) — f(xo). O

Primjer 2.3.7. Neka je f : R — R funkcija definirana s:
1, x #0

f(X):{ 2, x = 0
Funkcija f nije neprekidna u 0.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. f je neprekidna u 0. Tada za svaki & >0 postoji 6 >0
takav da:
X€(=0,0) = f(x) e(2—-¢,2+¢).

Posebno za & = 1 postoji 6 > 0 takav da:
x €(=6,0) = f(x) €(1,3) (2.11)

Odaberimo x € (0, 6). Tada iz (2.11) slijedi f(x) € (1, 3).
No, x # 0 povlaci f(x) = 1 sto je kontradikcija.
Dakle, f nije neprekidna u 0.
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Evo i drugog dokaza da f nije neprekidna u O.

Pretpostavimo da jest.

Neka je (x,) niz definiran s x,, = % za svaki n € N. Imamo x, — 0. Iz prethodne propozicije
slijedi f(x,) — f(0), tj. f(x,) = 2. No, f(x,) = 1zasvakin € Npa f(x,) — 1.

Ovo je nemoguce jer je limes niza jedinstven. O

- : Lx0
Primjer 2.3.8. Nekaje f :R - R, f(x) = j;) =0
Tada f nije neprekidna u tocki x = 0.

Pretpostavimo suprotno.
Neka je (x,) definiran sa Xn=%, za svaki n € N. Tada (x,) teZi prema Q.
Iz prethodne propozicije slijedi da (f(x,)) teZi prema f(0). To znaci da je (f(x,)) konver-

gentan niz. No, za svakin € N je f(x,) = — = n §to znaci da niz (f(x,)) nije omeden (jer
X,

jef{ f(x,) |neN}=N) stojeu kontradikc;'lji s Cinjenicom da je konvergentan.

- . -1,x<0
Primjer 2.3.9. Nekaje f: R — R, f(x):{ 1 .x>0
Funkcija f nije neprekidna u tocki 0.
Pretpostavimo suprotno, tj. da je f neprekidna u tocki 0. Tada za svaki € > 0 postoji 6 > 0
tako da vrijedi x € (0 - 06,0+ 06) = f(x) e(l —g,1 + ¢).
Posebno za € = 1 postoji 6 > 0 tako da je x € (—9,0) = f(x) € (0,2).
Odaberimo x € R takav da je -6 < x < 0 (to sigurno moZemo napraviti jer je —6 < 0).
Tada je x € (-6, 9) pa je f(x) € (0,2).
No, x < 0 povlaci da je f(x) = —1, sto je u kontradikciji s tim da je f(x) € (0,2).
Dakle, f nije neprekidna u 0.

Teorem 2.3.10. Nekaje S CR, xo € S te f: S — R funkcija koja ima sljedece svojstvo:
kad god je (x,) nizu S \ {xo} takav da x, — xo, onda f(x,) — f(xo). Tada je f neprekidna
u tocki x.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da f nije neprekidna u tocki xy. Tada postoji € > 0 za
kojeg ne moZemo naci 6 >0 sa svojstvom da:

(xeSixel{xg—09,x +0) = f(x) € {(f(xo)—&, f(x0) + &) (2.12)
Dakle, za svaki ¢ > 0 (2.12) ne vrijedi, tj. za svaki 6 > 0 postoji x € S takav da je

x€{xg—0,xy+0)
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ali f(x) ¢ (f(x0) — &, f(x0) + &).

Posebno, za svaki n € N imamo 1 > 0 pa postoji x, € (xo — 1, xo + 1) tako da

() & (f(xo) — &, f(x0) + &)

Na ovaj nacin smo dobili niz realnih brojeva (x,). Za svaki n € N imamo x,, € S, no x, # xo

zbog f(x,) & (f(x0) — &, f(x0) + &).
Dakle, (x,) jenizu S \ {xo}.

1
Nadalje, iz x,, € (xo — —, xo + —) slijedi da je |x, — xo| < —.

Stoga, lema 2.2.10. povlaci da x, — x,. Iz pretpostavke teorema slijedi da f(x,) — f(xo).
Iz ovoga slijedi da postoji ny € N takav da za svaki n > ng vrijedi

f(x,) € (f(xo) — &, f(xo) + &).

No, ovo je u kontradikciji s Cinjenicom da f(x,) ¢ (f(xo) — &, f(xo) + €) za svaki n € N.
Zakljucak, f je neprekidna u xj. O

Neka je S C R te neka su f,g : R — R. Definiramo funkciju f + g: S — R sa

(f+9x) = f(x)+g(x),Yx eS.

Za f + g kaZemo da je zbroj funkcija f i g.
Nadalje, definiramo funkciju f-g:S — R sa

(f - 8)) = f(x) - g(x),Vx €§.
Za f - g kaZemo da je produkt funkcija f i g.
Definiramo i funkcije —f, |f] : S — R sa (-f)(x) = —f(x) i |[f|(x) = |f(x)|, za svaki
xeSs. {
Ako je f(x) # 0, za svaki x € S, onda definiramo funkciju ]—c :S > Rsa

1 1
(}‘)(X) = %,VXGS.

Primjer 2.3.11. Nekaje h: R — R, h(x) = 2x*> + x, x € R. Nadalje, neka su

£, 8,1k : R = R, funkcije definirane s f(x) = x, g(x) = 2,1(x) = x* i k(x) = 2x*,x € R.

Za svaki x € R imamo l(x) = f(x)- f(x) = (f - f)(x) pa zakljucujemo da je |l = f - f. Isto
tako dobivamo k = g -lpajek = g-(f - f). Nadalje, h=k+ fpajeh=g-(f-f)+ f.
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Teorem 2.3.12. Neka je S C R, xo €S te neka su f,g : S — R funkcije neprekidne u tocki
Xo. Tada su funkcije f + g, f - g, —f, |f| neprekidne funkcije u xo. Ako je f(x) # 0 za svaki

x € S onda je ? neprekidna funkcija u tocki x.

Dokaz. Dokazimo da je funkcija f - g neprekidna u tocki xo.

Prema prethodnom teoremu dovoljno je dokazati sljedece:

ako je (x,) nizu S \ {xo } takav da x, — xy, onda (f - g)(x,,) = (f - g)(x0).

Neka je (x,) nizu S \ {xo} takav da x,, — xo.

Bududi da je f neprekidna u x,, prema propoziciji 2.3.6. vrijedi f(x,) — f(xo).

Isto tako zakljuujemo da g(x,) — g(xo).

Iz teorema 2.2.7. slijedi f(x,) - g(x,) = f(xo) - g(xo).

Dakle, (f - g)(x,) = (f - &)(xo).

Zakljucak, funkcija f - g je neprekidna u tocki xy.

Ostale tvrdnje dokazuju se analogno. O

Korolar 2.3.13. Neka je S CR te neka su f,g : S — R neprekidne funkcije. Tada su f + g,
f - g —f ilf] neprekidne funkcije.

1
Ako je f(x) # 0 za svaki x € S onda je ? neprekidna funkcija. O

Primjer 2.3.14. Neka je h : R — R, h(x) = 2x* + x. Tada je h neprekidna funkcija. Naime,
prema prethodnom primjeru vrijedi h = g - (f - f) + f, pri cemu su f,g : R — R funkcije
takve da je f(x) = x, g(x) = 2 za svaki x € R. Znamo od prije da su f i g neprekidne
funkcije pa iz prethodnog korolara slijedi da je funkcija h neprekidna.

Neka su S, TCRte f:S — Rig:T — R funkcije takve da je slika od f (tj. Imf)
podskup od T. Tada definiramo go f : S — Rsa(go f)(x) =g(f(x),¥xeS.
Za g o f kaZemo da je kompozicija funkcija f i g.
Uocimo da ovaj pojam kompozicija funkcija proSiruje uobicajeni pojam kompozicije (kada
jeT =R).

Propozicija 2.3.15. Neka su S, T C R, f : S - Rig: T — R funkcije takve da je
f(S) C T. Pretpostavimo da je a € S broj takav da je f neprekidna u a te g neprekidna u
f(a). Tada je g o f neprekidna u a.

Dokaz. Neka je € > 0. Budu¢i da je g neprekidna u f(a) postoji 6 > 0 takav da je
| g(y) — g(f(a)) |< &,Vy € T takav da | y — f(a) |< 6. Nadalje, buduci da je f neprekidna
u a postoji 6; > 0 takav daje | f(x) — f(a) |< 6,Vx € S takavda | x —a |< 6,. Iz ovoga
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je jasno da za svaki x € S takav daje | x —a |< d; vrijedi | g(f(x)) — g(f(a)) |< &. Dakle,
g o f je neprekidna u a.

Na drugi na¢in ovu propoziciju mozemo ovako dokazati:

Neka je (x,) nizu S takav da x, — a. Iz propozicije 2.3.6. slijedi f(x,) — f(a) pa iz iste
propozicije slijedi ¢(f(x,) — g(f(@), §. (g © (X)) = (g © )(@).

Sada iz teorema 2.3.10. slijedi da je g o f neprekidna u a. O

Korolar 2.3.16. Neka su S,T C R tef :S — Rig: T — R funkcije takve da
je f(S) € T. Pretpostavimo da su f i g neprekidne funkcije. Tada je g o f neprekidna
funkcija. O

Primjer 2.3.17. 1) Neka su f,g: R — R funkcije definirane sa f(x) = x + x* — all + 4

2 3
A +x+1 . C o g .
g(x) = —5——— za svaki x € R. Koriste¢i korolar 2.3.13. nije teSko zakljuciti da su f i g
X
neprekidne funkcije.

2) Neka je n € N te neka je f, : R — R funkcija definira s f,(x) = x", za svaki x € R. Tada
je f. neprekidna funkcija za svaki n € N.

Naime, za svaki n € N vrijedi f,.1=f - f, pa tvrdnju dobivamo indukcijom.

Nadalje, ako je a € R te n € N onda je funkcija h : R — R, h(x) = a - X" za svaki x € R
neprekidna.

1
3) Funkcija g : R\ {0} - R, g(x) = e x € R\ {0} je neprekidna. Naime, neka je f : R\
{0} = R, f(x) = x neprekidna funkcija. Za svaki x € R \ { 0 } vrijedi

1 1 1
(7)o =5 -s

1
Prema tome, g = } Dakle, g je neprekidna funkcija.

Za funkciju f : R = R kaZemo da je polinom ako postoje n € R i ay,ay,...,a, € R
takvida je f(x) =a, - X"+ a,_ - X"+ ... +a, - x+ x5, Vx €R.

Nije tesko zakljuciti koristeci korolar 2.3.13.i prethodni primjer pod 3) da je svaki
polinom neprekidna funkcija.

Teorem 2.3.18. Neka sua,b € R,a < bte f : [a,b]— R neprekidna funkcija takva da je
f(a) <0i f(b) > 0. Tada postoji c € [a,b] tako da je f(c) = 0.
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Dokaz. NekajeS ={x€[a,b]| f(x) <0}.

Uocimo da je S neprazan odozgo omeden skup (naime, a € S, b je gornja meda od §).
Stoga postoji ¢ € R takav da je ¢ supremum skupa S. Vrijedia < ¢ < b.

Prema propoziciji 2.2.11. postoji niz (x,,),en u S takav da x,, — ¢. UoCimo da je (x,,),en niz
ula,b] (jerje S C[a,b]).

Prema propoziciji 2.2.11. vrijedi f(x,) = f(c). Za svaki n € N imamo f(x,) < 0 pa

korolar 2.2.18. povlaci da je f(c) < 0.

Iz ovoga slijedida je ¢ # bpaje c < b.

Znamo da je ¢ infimum skupa {c, b) pa postoji niz (y,).en U {c, b) tako da (y,) tezi prema c
(prema propoziciji 2.2.11.).

Jasno je da je (y,)nenw niz u [a,b] . No, za svaki n € N vrijedi ¢ < y,, Sto povla¢ida y, ¢ S
(jer je ¢ gornja meda od S) pa slijedi f(y,) > 0. Iz y, — c slijedi da f(y,) — f(c).

Iz korolara 2.2.18. slijedi da je 0 < f(c).

Ovo zajedno s f(c) < 0 povlaci f(c) = 0. O

Korolar 2.3.19. Neka sua,b € R, a < bte f : [a,b]— R neprekidna funkcija takva da je
f(a) > 01i f(b) <0. Tada postoji c € [a,b] tako da je f(c) = 0.

Dokaz. Promotrimo funkciju —f : [a,b]— R. Znamo da je —f neprekidna funkcija
(prema korolaru 2.3.13.), a vrijedi (—f)(a) = —f(a) < 01 (-=f)(b) = —f(b) > 0.

Iz prethodnog teorema slijedi da postoji ¢ € [a,b] tako da je (—f)(c) = 0. Stoga je
—f(c)=0paje f(c) = 0. O

Korolar 2.3.20. Neka su a,b € R, a < b te neka je f : [a,b]— R neprekidna funkcija.
Neka je y € R tako da je f(a) <y < f(b) ili f(a) >y > f(b). Tada postoji c € |a,b] tako
da je f(c) = y.

Dokaz. Nekaje g : [a,b]— R funkcija definirana s g(x) = f(x) — y, za svaki x € [a,b].
Funkcija g je neprekidna kao zbroj dviju neprekidnih funkcija, naime g = f + h, gdje je
h:la,b]l—> R, h(x) = -y, zasvaki x € [a,D].

Ako je f(a) <y < f(b) onda je g(a) = f(a) —y < Ote g(b) = f(b) —y > 0, a ako je
f(a) >y > f(b)ondaje g(a) > 01 g(b) <O0.

Iz teorema 2.3.18. i korolara 2.3.19. slijedi da postoji ¢ € [a, b ] tako da je g(c) = 0. Prema
tome 0 = f(c)—ypaje f(c) =y. |






Poglavlje 3

Eksponencijalna funkcija

3.1 Eksponencijalna i logaritamska funkcija

Za broj n € N kaZemo da je paran ako postoji k € N takav da je n = 2k.

Za broj n € N kaZemo da je neparan ako postoji k € N U {0} takav da je n = 2k + 1.
Uocimo:

1) Ako je n paran broj onda je n + 1 neparan.

Ako je n neparan broj onda je n + 1 paran broj.

2) Svaki prirodan broj je paran ili neparan.

Ovo lako dobijemo indukcijom

3) Niti jedan prirodan broj nije istovremeno paran ili neparan.

Pretpostavimo suprotno.

Tada postoje k € N il € N U {0} takvi da je 2k = 21 + 1.

Iz ovoga slijedi 1 = 2(k — 1) pa je k — 1 > 0. Jasno je da je k — | € Z pa zakljucujemo
da je k — | prirodan broj. Stoga je 1 < k — [ iz Cega slijedi 2 < 2(k — 1), tj. 2 < 1 $to je
kontradikcija.

4) Produkt dva parna broja je paran broj, a produkt dva neparna broja je neparan broj.
5) Ako je p € N takav da je p* paran broj onda je p paran broj.

Pretpostavimo suprotno. Tada je p neparan broj. Imamo:

p’=pp

pa je prema 4) p* neparan broj. To je kontradikcija (prema 3)). Dakle, p je paran broj.

Teorem 3.1.1. Ne postoji racionalan broj x takav da je x> = 2.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, dakle da postoji x € Q takav da je x> = 2.
Uo&imo da je (—x)* = x*> = 2. Stoga moZemo pretpostaviti da je x > 0 (inace umjesto x

51
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uzmemo —x).
Bududi da je x € Q postoje p € Z, g € N takvida je x = P
q

Iz x > O slijedi p > Opaje p € N.

2
Neka je S = {meN|3neNtd.je(@) —2).

n
Ocito je S € N. Nadalje, S # 0 jer je p € S. Stoga prema teoremu 1.5.12. skup S ima
najmanji element, oznacimo ga s my.
2
Tada je my € S pa postoji ny € N takav da je (@) =2.
no

Iz ovoga slijedi mg = 2- ny . Stoga je mg paran broj, §to povlaci da je my paran broj. Prema
tome postoji m € N takav da je my = 2m.
Iz ovoga slijedi da je (2m)* = 2- no 2 paje 2 - 2m?) = 2 - n}, tj. 2m* = n}. Ovo povlati da
je ng 2 paran broj, stoga je n paran broj pa postoji n € N takav da je ny = 2n.

2
Imamo, o 1 paje (ﬂ)2 =2.0OvoznatidajemeS.
no 2n  n n
Buduc¢i da je my minimum od S vrijedi my < m, tj. 2m < m. Ovo daje (zbogm e N )2 < 1,
Sto je kontradikcija. O

Za realan broj x kaZemo da je pozitivan ako je x > 0.
Uocimo sljedece: ako je x pozitivan realan broj onda je x" pozitivan broj za svaki n € N.
Ovo lagano slijedi indukcijom iz ¢injenice da je produkt dva pozitivna broja pozitivan broj.
Nadalje, ako su x i y pozitivni brojevi takvi da je x <y onda za svaki n € N vrijedi x" < y".
Ovo slijedi lagano indukcijom iz korolara 1.2.16.

Teorem 3.1.2. Neka je a € R, a > 0 te n € N. Tada postoji jedinstveni x € R takav da je
x>0ix"=a.

Dokaz. Jedinstvenost.

Pretpostavimo da postoje pozitivni brojevi xiy takvidajex # yix" =ai1y" = a.
Izx#yslijedix <yiliy < x.

Ako je x < yondaje x" = a < y" = a, tj. a < a sto je kontradikcija.

Analogno vidimo da y < x vodi na kontradikciju.

Dakle, x = y.

Egzistencija.

Nekaje f: R = R, f(x) = x". Tada je f ocito neprekidna funkcija.

Ocito je f(0) = 0 < a. S druge strane odaberimo broj ¢ > 1 takav da je a < c¢. Ako je
a<londajea<1=1"<c". Dakle a < ¢". Uzmimo da je a > 1. Tvrdimo da je a < a".
Naime, to je jasnozan = 1,aakojen > londaje 1 <a" ' pajea < a".

Dakle,a <a" <", tj.a< c".
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Dakle, a < ¢" = f(c) paimamo f(0) < a < f(c).
1z korolara 2.3.20. slijedi da postoji x € [0, c] takav da je f(x) = a, tj. X" = a. O

Neka sua € R, a > 0in € N. Sa {/a oznacavamo (jedinstveni) pozitivan broj x
takav da je x" = a.

Za \Ja kaZemo da je n-ti korijen iz a.

Dakle, (R/a)* = a te ako je x € R, x > 0i X" = a onda je x = /a.

Broj ~a oznacavamo naprosto s \a i zovemo korijen iz a.

Korolar 3.1.3. Broj V2 nije racionalan.

Dokaz. Ovo slijedi direktno iz teorema 3.1.2. O

Lema 3.1.4. Neka je x € R. Tada za sve m,n € N vrijedi:
1) X = Ly

2) (xny" = 2™

Dokaz. Neka je m € N. Dokazimo indukcijom da za svaki n € N vrijedi 1).
Za n = 1 tvrdnja slijedi iz definicije potenciranja. Pretpostavimo da 1) vrijedi za neki
n € N. Imamo:

xm+(n+1) — x(m+n)+1 — xm+n Sx = (xm . xn) cx = X" (xn . )C) — xm . xn+1‘

Dakle,
xm+(n+1) = M. x"*].

Time je tvrdnja 1) dokazana.

Neka je m € N. Dokazimo indukcijom da za svaki n € N vrijedi 2).
Zan = 1 tvrdnja je jasna.
Pretpostavimo da 2) vrijedi za neki n € N. Imamo (koriste¢i i tvrdnju 1):
(xm)n+1 — (xm)" L = L I = gt — xm(n+1).
Dakle,
(xm)n+1 — xm(n+1).

Time je tvrdnja 2) dokazana. m|
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Propozicija 3.1.5. Neka je a pozitivan realan broj te n € N. Tada vrijedi sljedece:

1) {fa>0
2) ako je a > 1 onda je {la > 1, a ako je a < 1 onda je {fa < 1.

3) ako je p € N, onda je {Ja = ( Xla)’
4) ako je p € N, onda je \[a = Rla

Dokaz. 1) Slijedi direktno iz definicije broja </a.

2) Neka je a > 1. Pretpostavimo da je {/a < 1. Iz ovoga slijedi ({/a)" < 17, tj. a < 1, §to je
kontradikcija.

Dakle, {/a > 1.

Analogno dobivamo da a < 1 povlaci {/a < 1.

4) Neka je p € N. Imamo:

(] (] ) - =
Dakle,(” va) —apaje 2[%a= wa.

3) Koriste¢i 4) imamo:

(Ra) = (yfVa)" = {a. O

Neka je x € R, x # 0. Za m € Z definiramo:
{ X", ako jem >0

m

x"= 1, ako je m=0

(xH™ ako jem < 0

Uocimo: Ako je x > 0 onda je X" > 0, VYm € Z.

Uocimo i ovo:
Broj x7!, shvaéen u smislu gornje definicije (-1 € Z) je jednak broju x™' (inverz od

X).

Uocimo sljedece:
Akojex €R, x#0in €N ondaje(x ')y = (x")".
Naime, prvo primjetimo da za sve a,b € Rin € N vrijedi (a-b)" =a"-b'.
To se lagano dobiva indukcijom po n.
Sada, akoje x € R, x # 0in € N, ondaje (x” ') - x" = (x"' - xy" = 1" = 1.
Dakle,

7y =)™
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Propozicija 3.1.6. Neka je x € R, x # 0 te neka sun,m € Z. Tada je x"" = x" - x™.

Dokaz. Ovo je jasno ako je m = 0, odnosno n = 0.
Pretpostavimo stoga da je m # 0 i n # 0. Imamo 4 slucaja:
1.slucaj. m > 0, n > 0.

Tvrdnja slijedi direktno iz leme 3.1.4.

2.slucaj. m < 0,n < 0.

Tada je n + m < 0. Imamo (koriste¢i lemu 3.1.4.):
xn+m — (x—l)—(n+m) — (x—l)—n+(—m) — (x—l)—n . (x—l)—m = x" . x".
3.slucaj. m > 0,n < 0.

Dn+m=0.

Neka je k = m + n. Tada je k > O te vrijedi m = k + (—n).

Imamo m,—n € Nte k € Nili k = 0. Iz leme 3.1.4. slijedi:

K= D = ) = X x T paje X - (a7 = X . - ()" = Xk Dakle,

xm . x}’l — xm+n.
2D)n+m<0

Neka je k = m + n. Tada je k < 01 vrijedi —n = m + (k).
Imamo —n, m, —k € N. 1z leme 3.1.4. slijedi:

X7 = XD = . xR x7 = ¥ - x 7%, Iz ovoga dobivamo (x7%)7! = ¥ (x7) 7L
Dakle,

=X
.

4.slucaj. m < 0,n > 0.
. 7. z v . m+n
Imamo koristeéi trei slu€aj x = = x

Propozicija 3.1.7. Neka je x € R, x # 0 te neka su m,n € Z. Tada je (x™)" = x™.

Dokaz. Ako je m = 01ili n = 0 tvrdnja je jasna.
Pretpostavimo da je m # 0,n # 0.

1. slu¢aj. m > 0,n > 0.

Tvrdnja direktno slijedi iz leme 3.1.4.

2.slucaj. m > 0,n < 0.
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Imamo:
(M= ()T = ™

Koristeci lemu 3.1.4. slijedi:

(xm)n — (x—l)m-(—n) — (x—l)—m-n — xmn.

3.slucaj. m < 0,n > 0.

Imamo:
(xm)n — ((x—l)—m)n — (x—l)—m-n — xmn'

4.slucaj. m < 0,n < 0.

Imamo:

("= (@)™ = (@)Y = (@) = () = X =,

Lema 3.1.8. Neka je a € R,a > 0. Neka je n € N te m € Z. Tada je " Na™ = ({fa)™.

Dokaz. Neka je x = ({/a)™. OCito je x > 0 te koristeéi prethodnu propoziciju dobivamo
X = (Yay"y = (Jay™ = (Yfay'y" = a”.
Dakle, x" = a™, stoga je x = {/d .
Dakle,
V" = ().

Neka je a € R,a > 0 te neka je r € Q. Zelimo definirati a’.

Imamo, r = m gdje je m € Z,n € N. Definiramo a” = (" \Ja)".
n
Moramo provjeriti da je ovo dobra definicija, tj. da ne ovisi o izboru brojeva m i n.
Pretpostavimo da su p € Z i q € N takvi da je r = B. Zelimo dokazati da je (" \Ja)" =
q

(1yay.
P27 slijedi mq = np. Imamo (" \a)" = ((" Va)?)" = (" \Ja)™™.

nq
S druge strane, ({/a)? = (( /a)")? = ( Kla)"’.

Zakljucak, (" \a)" = (1 +/a)?.
Uocimo da definicija od a” za r € Q proSiruje definiciju od a™ za m € Z.
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Propozicija 3.1.9. Neka je a € R,a > 0. Neka su ry,r, € Q. Tada je:

ritr, r r
a™?=ad"-a”.

Dokaz. Imamo r| = % ir = :’—22, my,my €7Z,n,n, €N.
Vrijedi:

myp  mp myny+non| mjny mpn|

a'™m =qgnm =g mm = (mm \/a)mlnﬁmzﬂl = ( '11"%)1111"2 -( "1'%)"12”1 =qmn -qnn

moom

=am -a2 =a"-a”.

Uocimo sljedece:
Akojea > 0ir e Qondajea > 0.

Lema 3.1.10. Nekajea >0tereQ, r> 0.
1) ako je a > 1 onda je a” > 1.

2) ako je a < 1 onda je a” < 1.

m
Dokaz. Imamo: r = —,m,n € N.
n

1)1z a > 1 slijedi {/a > 1.
Stoga je (fa)™ > 1™, .

r

a > 1.

2) Analogno prema 3.1.5. 2), a < 1 povladi {/a < 1. Stoga je ({fa)™ < 1™, tj.

r

a < 1.

Propozicija 3.1.11. Neka je a > 0 te neka sury,r, € Q, r; < r,.
1) ako je a > 1 onda je a" < a”.

2) ako je a < 1 onda je a" > a™.
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Dokaz. 1z ry < ryslijedi 0 < r, —r;. Ako je a > 1 onda iz prethodne leme slijedi 1 < a">™"
pajea™ <a”™" -a", paiz propozicije 3.1.9. slijedi

a'<a®.

Ako je a < 1 onda je @™ < 1 pa analogno slijedi

ar*<a.

Opcenito, za funkciju f : S — T,S,T C R kaZemo da je rastuéa ako je f(x) < f(y)
za sve x,y € S takve da je x < y.

Za f kaZemo da je strogo rastuca ako je f(x) < f(y) za sve x,y € S takve da je
X <y.

Neka je a > 1.

Prema propoziciji 3.1.11. funkcija f : Q — R definirana s

f(r)y=d",VreQ

Jje strogo rastuca.
Neka je a > 1, te x € R\ Q. Zelimo definirati a".
Skup
{a" | reQ,r< x} (3.1

Jje ocito neprazan a vrijedi da je odozgo omeden. Naime, sigurno postoji q € Q takav
da je x < q. Ako je r € Q takav da je r < x, onda je r < q pa je stoga a” < a‘.
Ovo znaci da je a' gornja meda skupa 3.1. Buduéi da je skup 3.1. neprazan i odozgo
omeden prema propoziciji 1.4.11. ima supremum.
Definiramo:

a*=supla" | reQ,r < x} (3.2)

Lema 3.1.12. Neka je a > 1.
1) ako sur e Qixe€Rtakvida jer < xonda jea < a".

2) ako su x € Riq € Q takvi da je x < q onda je a* < a‘.
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Dokaz. 1) ako je x € Q onda tvrdnja slijedi prema propoziciji 3.1.11.,aakoje x € R\ Q
onda tvrdnja slijedi direktno iz definicije (3.2).
2) ako je x € Q onda je tvrdnja jasna. Pretpostavimo da x ¢ Q.
Akojer € Qtakavdajer < xondajer < gpajea < a?. Ovo znacida je a? gornja meda
skupa iz (3.2). pa je supremum tog skupa manji ili jednak od a“.
Dakle,

a <al.

Propozicija 3.1.13. Neka je a > 1 te neka su x,y € R takvi da je x < y. Tada je a* < @.

Dokaz. 1z x < y slijedi da postoji r € Q takavdaje x < r < y.
Iz x < rslijedi da postojig € Qtakavdajex < g <.
Dakle, imamo x < g < r < y.
Iz prethodne leme i propozicije 3.1.11. slijedida je a* < a? < a" < a@’.
Stoga je
a <da.

Uocimo sljedece:

ako jea > 1ix € R ondajea* > 0.

Naime, sigurno postoji r € Q takav da je r < x, iz Cega slijedi a” < a*, a znamo da je
a >0.

Neka je a € R,a > 1. Definiramo funkciju: exp : R — (0, c0) s

exp.(x) =a',Yx € R.

Za exp, kaZemo da je eksponencijalna funkcija s bazom a.
Dokazali smo:

Funkcija exp, je strogo rastuca za svaki a > 1.

Napomena:

Ako je f S — T funkcija, gdje su S,T C R onda moZemo promatrati funkciju
f:S — Rdefiniranu s f(x) = f(x),¥x € S.

Kada kazemo da je f neprekidna u sy, gdje je so € S, mislimo na to da je f nepre-
kidna u so. Dakle, f : S — T je neprekidna u tocki sy € S ako i samo ako zaVe > 0
postoji 6 > 0 takav da je |f(x) — f(xo)| < € za svaki x element skupa S takav da je
|x — xo] < 0.
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Lema 3.1.14. Neka je a > 0. Tada niz (" \a) e teZi prema 1.

Dokaz. Ako je a = 1 tvrdnja je jasna.

Pretpostavimo sada da je @ > 1. Tvrdimo da je niz ({/a),ev padajuéi. Za n € N imamo
1 Loy :

— < pajear <an, tj. "Va < {fa.

Nadalje, 1 < {/a,¥n € N. Stoga je skup {{/a | n € N} odozdo omeden pa postoji [ € R

takav da je / infimum ovog skupa. Jasno je da je 1 < [. Pretpostavimo da je 1 # [. Tada je

1 < 1. Imamo: [ < {/a,Vn € N. Stoga je I" < a,¥n € N. Ovo znadi da je skup {I" | n € N}

odozgo omeden.

No, to je prema propoziciji 2.2.5. nemoguce.

Prema tome 1 = [. Iz propozicije 2.1.14. slijedi da {/a — 1.

Uzmimo sada daje 0 < @ < 1. Tada je 1 < a”!. Prema dokazanome vrijedi " Va ! - 1.

Prema lemi 3.1.8. Vn € N vrijedi " Va~! = (*+/a)~!. Dakle,

(" Nay ' - 1.
Iz teorema 2.2.7. slijedi
1 1
- -,
(Va1
t].
"Na — 1.

Lema 3.1.15. Neka je S C R te neka je f : S — R rastuéa funkcija takva da za svaki
Xo € S isvaki € > 0 postoje x1,x, € S takvi da je x| < xg < x2 I f(x2) — f(x1) < &. Tada je
f neprekidna.

Dokaz. Neka je xo € §. Dokazimo da je f neprekidna u xy. Neka je € > 0. Znamo da
postoje x1, x, € S takvi da je x; < xy < x; te f(x2) — f(x1) < &. Imamo x; € (x, x,). Stoga
postoji 0 > 0 takav da je (xp — 9, xo +0) C {x1, xp). Tvrdimo da je [f(x) — f(xo)| < &,Vx € S
tako da je |x — xo| < 0. Neka je x € § takav da je |x — xo| < 6. Tada je x € {(xp — 9, xp + 0) iz
Cega slijedi x € (x1, x,).

Imamo, x; < x < x; Sto povlaci f(x;) < f(x) < f(x2). Analogno, iz xy € {x1, x») slijedi
f(x1) £ f(x0) £ f(x2). Sada prema lemi 1.7.6. vrijedi |f(x) — f(xo)| < &. Zakljucak, f je
neprekidna u xj. O
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Teorem 3.1.16. Neka je a > 1.
1) Funkcija exp, je neprekidna
2) Funkcija exp, je bijekcija

Dokaz. 1) Dovoljno je dokazati da su ispunjene pretpostavke prethodne leme, tj da za svaki
xo € R1isvaki € > 0 postoje x1, x, € R takvida je x; < xo < x5 1 exp,(x;) — expq(x;) < €.
Neka je xp e Rte € > 0.

Odaberimo M € N takav da je xo < M. Prema lemi 3.1.14. vrijedi " va — 1 iz Cega slijedi
"ya-1 — 0 paimamo ("+a — 1)a” — 0 (prema teoremu 2.2.7). Stoga postoji n € N
takav da je

("vVa-1Da" < e.

Odaberimo ry, r, € Q takve da je

1
r<xy<mn<Mter,—r < -. (3.3)
n

Naime, imamo x, — I < Xp < min{xg + 3—} pa postoje racionalni brojevi ry i r, takvi da je
n n

1 .
xo——<r1<x0<r2<m1n{x0+—}
3n 3n

iz Cega slijedi (prema lemi 1.7.3) da je

1
-1 <xg+—— - )= — < —.
2= 3n (%o 3n) 3n n

1z 3.1.9. slijedi

ri+r—ri mn-r

expu(r) —exp,(r)) =ad* —ad"' =a —d"=dad"-a —a" =a"(@*" -1).

o . 2 .o . . _ 1. .o .
Bududi da je exp, strogo rastuéa funkcija vrijedi a®° < a?™ < a» i a" < a™. Slijedi

0<a™" —1<ar— 1. Iz korolara 1.2.16. i natina na koji smo odabrali broj » slijedi

1

a'@ " -1< aM(a; -<e.

Zakljucak,
exp(ry) — exp,(ri) < &.
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Prema tome, exp, je neprekidna funkcija.

2) Iz Cinjenice da je exp, strogo rastuca funkcija odmabh slijedi da je exp, injekcija.
DokaZimo sada da je exp, surjekcija. Neka je y € (0, c0). Buduéi da skup {a" | n € N}
nije odozgo omeden (prema propoziciji 2.2.5.) postoji n € N takav dajey < a". S
druge strane imamo a~! € (0, 1). Prema propoziciji 2.2.3. vrijedi da je 0 infimum skupa
{(@'y" | m € N}. Imamo 0 < y pa y nije donja meda skupa {(a~')" | m € N}. To znadi da
postoji m € N takav da je (a™')" < y, tj. a™ < y. Imamo dakle,

a"<y<d,

tj.
exp,(—m) <y < exp,(n).

Prema tvrdnji 1) i korolaru 2.3.20. postoji x € [-m,n ] takav da je

expq.(x) = y.

Zakljucak, exp, je surjekcija.
Prema tome, exp, je bijekcija. O

Lema 3.1.17. Neka je x € R. Tada postoji niz (r,) € R koji teZi prema x te takav da je
r, € Q za svakin € N.

1 1
Dokaz. Nekaje n € N. Tada je oCito x < x+ — pa postoji r, € Qtakavdajex <r, < x+—.
n n

e ) ) e 1 )
Na ovaj nacin imamo niz (r,) takav da za svaki n € N vrijedi r, € (x — —, x + —), tj.
n n

1
| r, —x |< —. Iz leme 2.2.10. slijedi r,, — x. |
n

Propozicija 3.1.18. Neka je a > 1 te neka su x,y € R. Tada je a** = a* - &’.

Dokaz. Prema prethodnoj lemi postoje nizovi (r,) i (s,) u R takvidar, - xis, = yte
T, Sp € Q,VYn € N,

Prema teoremu 2.2.7. vrijedi r, + 5, = x + y.

Bududi da je exp, neprekidna funkcija, iz propozicije 2.3.6. i Cinjenice da r, — x slijedi
da exp,(r,) — exp,(x), tj. a — a*. Isto tako zakljuCujemo da a* — @’ i @™ — a**.
Iz teorema 2.2.7. slijedi a™ - a® — a* - &

Prema propoziciji 3.1.9. vrijedi

a™m =a" . a* Vn € N.
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Dakle, (a’**") i (@™ - a**) su isti nizovi pa zbog jedinstvenosti limesa niza slijedi
a”=a-d.
O

Definicija 3.1.19. Neka je a € {0, 1). Uocimo da je tada a™' > 1. Definiramo funkciju
exp, : R — (0, 00) sa exp,(x) = exp,1(—x),Vx € R. Dakle, exp,(x) = (a')™,Vx € R.
Za exp, kaZemo da je eksponencijalna funkcija s bazom a.

Uocimo sljedece:
m
ako je r € Q onda je exp,(r) = a’. Naime, ako je r = — gdje je m € Z,n € N onda koristeci
n

lemu 3.1.8. dobivamo:

expa(r) = (@) = @O = Va )" =" V@) =" Nathem =" N = (ay" = af = d.

Ako je x € R\ Q onda broj exp,(x) oznacavamo i sa a*.
Teorem 3.1.20. Neka je a € (0, 1)

1) Funkcija exp, je strogo padajuca.

2) Funkcija exp, je neprekidna.

3) Funkcija exp, je bijekcija.

4) Za sve x,y € Rvrijedi a™ = a* - @°.

Dokaz. Neka su x,y € R,x < y. Tada je —y < —x pa je exp,1(—y) < exp,1(—x) jer je
exp,-1 strogo rastuca funkcija. Dakle, exp,(y) < exp,(x), tj. exp,(x) > exp(y).

Prema tome, exp, je strogo padajuca funkcija.

2) Znamo da je exp,(x) = exp,-1(—x),Vx € R. Neka je f : R — R funkcija definirana s

f(x)=—-x,VxeR.

Imamo:
expa(x) = exp,1(f(x)), Vx € R,
tj.
expy(x) = (exp,1 0 f)(x),Vx e R.
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Dakle, exp, = exp,-1 o f.
Iz korolara 2.3.16. slijedi da je exp, neprekidna funkcija.

3) Iz ¢injenice da je exp, strogo padajuca funkcija slijedi da je exp, injekcija.
Dokazimo da je exp, surjekcija.
Neka je y € (0, o). Tada postoji x € R takav da je exp,-1(x) =y (jer je exp,-1 surjekcija).
Imamo: exp,(—x) = exp,-1(—(—x)) = exp,-1(x) = y.
Dakle,
exp,(—x) = y.
Zakljucak, exp, je surjekcija.
Prema tome, exp, je bijekcija.

4) Neka su x,y € R.
Koristeéi propoziciju 3.1.18. dobivamo:

ax+y — (a—l)—(x+y) — (a—l)—x+(—y) — (a—l)—x X (a—l)—y — ax . ay'

Napomena 3.1.21. Uzimamo 1* = 1,Vx € R.

Definicija 3.1.22. Neka je a € R,a > 0,a # 1. Znamo da je funkcija exp, : R — (0, o)
bijekcija.

Inverznu funkciju (exp,)™' : (0,00) — R oznacavamo s log, i nazivamo logaritamska
Junkcija s bazom a.

Uocimo da za svaki a > 0,a # 1 vrijedi:

log,a" = x,YxeR

a°%* = x,¥x € (0, o).

Nadalje, log, je kao inverzna funkcija od exp, takoder bijekcija.
Teorem 3.1.23. Neka je a > 0,a + 1.

1) ako je a > 1, onda je log, strogo rastuca funkcija, a ako je a < 1, onda je log,, strogo
padajuca funkcija

2) log, je neprekidna funkcija

3) neka su x,y € {0, ). Tada je log,(xy) = log, x + log, y.
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Dokaz. 1) Nekajea > 1.
Neka su x,y € (0, o) takvi da je x < y. Tvrdimo da je log,(x) < log,(y).
Pretpostavimo suprotno.
Tada je log, y < log, x pa je @' < a'°%*, {j. y < x, §to je kontradikcija.
Dakle,

log, x < log, y.

Prema tome, log, je strogo rastuca funkcija za a > 1.
Analogno dobivamo da je log, strogo padajuca funkcija zaa < 1.

2) Uzmimo prvodajea > 1. Prema 1) funkcijalog,, : (0, o0) — R je strogo rastuca funkcija
pa je prema lemi 3.1.15. dovoljno dokazati da za svaki xy € (0, c0) i svaki £ > 0 postoje
X1, Xy € {0, 00) takvi da je x; < xp < xp 1log, x, —log, x; < &. Neka je xp € (0,00) 1& > 0.

Oznacimo y, = log, xyp. Odaberimo y;,y, € R takve da je yo — g <y <yg<Yy2 <Y+ g

. . £ & 2e N
Uocimo da je tada y, —y; < yo + 3 -(vo— 5) =3 pajey,—y; <e&. lzy; <yy <y, slijedi
a' <a’ < a?.

Oznadimo x; = @' 1 x, = a.
Imamo, dakle x; < xp < xp 1log, x, —log, x; =y, =y <e&.
Dakle, log, je neprekidna funkcija za a > 1.
Pretpostavimo sada da je @ < 1. Naravno, tada je a=' > 1. Neka je x € (0, ). Neka
je y = log, x. Tada je exp,(y) = x, j. exp,.(—y) = x iz Cega slijedi —y = log, x pa je
y=-log, x.
Dakle,
log, x = —log,1 x,Vx € {0, c0).

Neka je f : R = R, f(x) = —x. Imamo log, x = (f o log,1)(x),Vx € (0, 00), tj. log, =
f olog, . Prema dokazanome, funkcija log,, je neprekidna pa iz korolara 2.3.16. slijedi
da je log, neprekidna funkcija.

3) Imamo:
0% xtlog,y — glogax | Jlog.y — y = 108Xy

pa buduci da je exp, injektivna funkcija dobivamo da je

log, x + log,y = log, xy.
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Lema 3.1.24. Neka su f,g : R — R neprekidne funkcije takve da je f(x) = g(x),Vx € Q.
Tada je | = g.

Dokaz. Treba dokazati da je f(x) = g(x),Vx € R. Neka je x € R. Prema lemi 3.1.17.
postoji niz (r;) takav da r; — x1ir; € Q,Vi € N. 1z propozicije 2.3.6. slijedi f(r;) = f(x)
1 g(r;) — g(x). Prema pretpostavci leme vrijedi f(r;) = g(r;),VYi € N. Dakle, nizovi
(f(r;)) 1 (g(r;)) su jednaki. Budu¢i da limes niza mora biti jedinstven imamo f(x) = g(x).
Zakljucak,

f=s
O
Teorem 3.1.25. Neka je a > 0,a # 1 te neka je b > 0. Tada za svaki x € R vrijedi:
log, b* = x-log, b (3.4)

Dokaz. OCcito da tvrdnja vrijedi za b = 1. Pretpostavimo zato da je b # 1. Dokazimo prvo
da (3.4) vrijedi za svaki prirodan broj. Dakle, dokaZzimo da je

log, b" =n-log,b,¥Yn € N (3.5)

indukcijom po n. Jasno da (3.5) vrijedi za n = 1. Pretpostavimo da 3.5. vrijedi za neki
n € N. Imamo:

log, b"*' =log,(b" - b) = log, b" +1og, b = n-log, b +log, b = (n+1)-log,b.

Dakle, (3.5) vrijediizan + 1.

Prema tome, (3.5) vrijedi za svaki n € N.

Dokazimo sada da (3.4) vrijedi za svaki cijeli broj x. To je jasno ako je x = 0.
Uzmimo sada m € Z takav da je m < 0. Tada je —m € N te imamo:

0 =log, 1 = log, b° = log, b™*™™ =log, (b™-b™™") = log, b"+log, b™" = log, b"—m-log, b.
Dakle, 0 = log, o™ —m - log, b pa je
log, b™ =m-log, b.

Prema tome (3.4) vrijedi za svaki cijeli broj x.
Neka sum € Zin € N. Zelimo dokazati da je log, b» =2 -log, b.

n

Prije svega, log, b = loga(b%)” =n-log, bi. DakKle,

1
log, b = — -log, b.
n
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Imamo,

. 1
log, b% = log,(b*)" = m-log, b* =m - —log, b= — - log, b.
n n

Zakljucak, (3.4) vrijedi za svaki x € Q.

Definirajmo funkcije f,g : R — R sa f(x) = log,b* 1 g(x) = x -log,b. OCcito je g
neprekidna funkcija. S druge strane vrijedi f(x) = log,(exp, x) = (log, o exp,)(x), Vx € R
paje f =log, o exp,. Iz korolara 2.3.16. slijedi da je f neprekidna funkcija. Dokazali smo
da (3.4) vrijedi za svaki x € Q. Iz leme 3.1.24. slijedida je f = g, j. f(x) = g(x),Vx € R.

Time smo dokazali da (3.4) vrijedi za svaki x € R. O

Korolar 3.1.26. Neka je a > 0 te neka su x,y € R. Tada je (a*) = a*”.

Dokaz. Tvrdnja je jasna za a = 1. Pretpostavimo da je a # 1. Koriste¢i prethodni teorem
dobivamo

log, (a'y =y-log,(a") =y-x.
Stoga je
a* = (a*).

O

Primjer 3.1.27. Neka su f, g : R — R funkcije definirane s f(x) = x'°, g(x) = 1,01*,Vx €
R. Uocimo da je f polinom a g eksponencijalna funkcija (s bazom 1,01). Promotrimo

brojeve f(1), f(2), f(3),..8(1), g(2), 8(3)... 1j. nizove (f(n))nery i (§(1))nerv.

n 1 2 3 4 5
fin) 1 1024 59049 104 8576 9765625
g(n) | 1.01 | 1.0201 | 1.030301 | 1.04060401 | 1.0510100501

Postavlja se pitanje vrijedi li za svakin > 2, f(n) > g(n)?
Pokazat ¢emo da to ne vrijedi, tj. da postoji n takav da jen > 2 i f(n) < g(n)
(propozicija 3.1.31. 1)).

Lema 3.1.28. Neka je € > 0. Tada za svaki k € N vrijedi
(l+e)f>1+k-e (3.6)

Dokaz. Dokazimo ovo indukcijom po k. Za k = 1 tvrdnja je jasna. Pretpostavimo da (3.6)
vrijedi za neki k € N.
Imamo:

(1+&)**! = (1+&)k-(1+6) > (1+ke)-(1+¢€) = 1+ke+e+ke® = 1+(k+1)-e+k-&* > 1+(k+1)-¢.
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Dakle,
T+ >1+k(+1) ¢,

tj. (3.6) vrijedi za k + 1.
Ovime je tvrdnja leme dokazana. O

Lema 3.1.29. Neka su a,B € R, a < B. Tada postoji € > 0 takav da je a + € < S.

Dokaz. 1z a < B slijedi 0 < S — a. Stoga postoji € € R takavdaje 0 < € < 8 — a. [z ovoga
slijedidajee >0ia+e<p. O

Lema 3.1.30. Neka je a > 1. Tada postoji ny € N takav da je a* > n,Vn > ny.

Dokaz. Vrijedi 1 < +/a pa postoji € > 0 takav da je 1 + & < +/a (prema lemi 3.1.29.). Iz
ovoga slijedi da za svaki n € N vrijedi:

(1+&)" < (Va)

Stoga je prema prethodnoj lemi 1 + n - & < (Va)",Vn € N.
Neka je n € N. Imamo:

(1+n-e<((Va))y,

tj.
1+2-n-e+n*-e<d.
Stoga je,
ne? < d',
tj.

n-(n-&)<d.

1 1
Odaberemo ny € N takav da je ngp > —. Neka je n € N takav da je n > ng. Tadaje n > —
£ £

pajel <n-g teimamon < n-(n-&*) < a". Dakle,

n<da,¥n>ny.

Propozicija 3.1.31. Neka je a > 1 te k € N.

1) postoji ny € N takav da je a® > n*,¥n > n,.

nk
2) niz (—)pen teZiu 0.
an
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Dokaz. 1) Vrijedi Va > 1, tj. at>1.1Iz prethodne leme slijedi da postoji ny € N takav da
je (a%)” > n,V¥n > ny. Stoga je

(@t > n,
tj.

(@' > n*

paje a" > n*,¥n > ny.
k k

2) Neka je & > 0. Zelimo naéi ny € N takav da je | = — 0] < &,¥n > no, . — < & ¥n > no.
a’ a

Prema tvrdnji 1) (primjenjenoj na a i k + 1) postoji my € N takav da je a" > n**!,Vn > my,.

Stoga je

nco1

— < =, VYn > my.
a n
) ! . oo ] 1 .
Neka je ky € N takav da je — < k. Tada za svaki n > kg vrijedi — < n pa je — < &. Neka je
e n

e
ny = max{kg, mp}. Ako je n > nyondajen > kyin > mg paje

nt o1
— < -<e.
at n
Dakle,
nk
— < g, Vn > ny.
an
Time je tvrdnja 2) dokazana. O

Primjer 3.1.32.
1) % — 0 (prethodna propozicijapod 2)) zaa =2 ik = 1).
10

1,01

2) — 0 (prethodna propozicija pod 2)) zaa = 1,01 i k = 10)

3) neka je p bilo koji polinom te a > 1. Tada M — 0.

Naime, imamo p(x) = byx* + by x*! + blx + by,Vx € R gdje je k € N U {0} te
l’)(), bk eR.
Za svaki n € N vrijedi:

p(n)

Dakle, ( pin ))]e zbroj konacno mnogo nizova od kojih svaki tezi nuli. Stogai —— — 0.
an
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%~n4—5~n6+7~n

4) -0

G
Primjer 3.1.33. "+/a — 1.
Ocito je 1 < {fn,¥n € N. Uzmimo € > 0. Zelimo naci ny € N takav da je
"ne{l-g1+&),Yn > ny. Imamo: 1+& > 1 pa iz leme 3.1.30. slijedi da postoji no € N
takav da je n < (1 + &)",Yn > ny. Iz ovoga slijedi da je "\Jn < 1 + &,¥n > ny. Stoga je
"\ne(l—eg1+e&),¥n > ny. Zakljucak,

"\n— 1.

Lema 3.1.34. Neka su f, g : R — R funkcije takve da je f rastuca, g neprekidna i
f(x) =gx),Vx € Q. Tada je f = g.

Dokaz. Dovoljno je prema lemi 3.1.24. pokazati da je f neprekidna. U tu svrhu, prema
lemi 3.1.15., dovoljno je dokazati da za svaki xy € R 1 svaki € > 0 postoje x;, x, € R takvi
daje x; < xp < xp1 f(xp) — f(x1) < &. Neka su xp € Rie > 0. Bududi da je g neprekidna,

postoji 0 > 0 takav da za sve x € R takve da je x € (xg — 9, xo + 9) vrijedi |g(x) — g(xp)| < ¢

2
Odaberimo racionalne brojeve ry, r; takve daje xo — 0 < r; < xp < ry < xo + 0.
Tada su
i, € (X — 0, Xy + 0)
paje
P>
lg(r1) — g(xo)| < 3
i
&
lg(r2) — g(xo)| < 5
Slijedi
g &€
lg(r) — g(r2)| = |g(r1) — g(xo) + g(x0) — g(r2)l < [g(r1) — g(xo)l + g(x0) — g(r2)l < 5t 3

Dakle,
lg(r1) — g(n)| < &.
No, g(r1) = f(r1) 1g@r2) = f(r2) pa je |f(r1) — f(r2)] < &. Buduci da je f rastuca funkcija,
iz ry < ryslijedi f(ry) < f(r2) paje 0 < f(r2) — f(r1), dakle |f(r1) — f(r2)l = f(r2) — f(r1).
Zakljucak:
r < Xo < T

flr) - fr) <e.

Prema tome, f je neprekidna. m|
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Lema 3.1.35. Neka je a > 0 te neka je f : R — (0, o) funkcija takva da je f(1) = a'i
fx+y)=f)f(),Vx,y € R Tada je f(r) = a",¥r € Q.

Dokaz. Neka je x € R. Dokazimo da je
fnx) = (f(x)",¥n € N 3.7)

indukcijom po n. Tvrdnja ocito vrijedi za n = 1. Pretpostavimo da je n € N te da je

f(nx) = (f(x))". Imamo
[+ Dx) = fax +x) = f(nx) - f(0) = (fF))" - f(0) = (F0)".
Dakle, (3.7) vrijedi za svaki prirodan broj n. DokaZimo sada da je
f(mx) = (f(x)",Ym € Z. (3.8)

Imamo:
S +0)=f(1)- f(0),
tj.
a=a- f(0)

pa slijedi f(0) = 1. Stoga (3.8) vrijedi za m = 0.
Uzmimo sada da je m € Z,m < 0. Tada je —m € N. Imamo:

J((=m)x +mx) = f((=m)x) - f(mx)

paje 1 = (f(x)™ - f(mx). Slijedi f(mx) = (f(x))". Dakle, (3.8) vrijedi za svaki cijeli broj
m.
Neka je n € N. Imamo, koristeéi (3.7):

1 1\
n n
Dakle, a = (f(%)) paje f(%) = {fa = ar. Neka sum € Z, n € N. Imamo, koriste¢i (3.8):

1 1 1 )
f(%) - f(m ) Z) = (f(Z))m = (Cﬁ)m =qn.

Dakle,

Time je tvrdnja leme dokazana. O
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Teorem 3.1.36. Neka je a > 0. Tada postoji jedinstvena neprekidna funkcija f : R —
(0, 00) takva da je f(1) = ai f(x+y) = f(x)- f(¥),YVx,y €R.

Dokaz. Ako je a = 1 onda funkcija C : R — (0, 00), C(x) = 1 ima traZena svojstva. Ako
je a # 1 onda funkcija exp, ima traZzena svojstvs. Pretpostavimo da je f : R — (0, o0)
funkcija s danim svojstvom. Tada iz prethodne leme slijedi da je f(r) = a",Vr € Q. Ako je
a=1toznacidaje f(r)=1=C(r),¥r € Q paiz leme 3.1.24. slijedi da je f = c. Ako je
a # 1 onda je f(r) = exp,(r), Vr € Q pa iz iste leme slijedi da je f = exp,.

Time je tvrdnja teorema dokazana. O

Teorem 3.1.37. Neka je a > 0.

1) ako je a > 1 onda postoji jedinstvena rastuca funkcija f : R — (0, co) takva da je

J)=aif(x+y) = f(x)- fO).

2) ako je a < 1 onda postoji jedinstvena padajuca funkcija f : R — (0, o) takva da je
) =aifx+y) =fx)-f.

Dokaz. 1) Funkcija exp, ima trazena svojstva. S druge strane, pretpostavimo da je
f : R — (0,00) rastuéa funkcija s danim svojstvima. Iz prethodne leme slijedi da je
f(r) =exp,(r),Vr € Q. Iz leme 3.1.34. slijedi da je f = exp,.
Time je 1) dokazano.
2) Funkcija exp, ima traZena svojstva.
Pretpostavimo da je f : R — (0, oo) padajuca funkcija s danim svojstvima. Iz prethodne
leme slijedi da je
f(r) =exp,(r),Vr € Q.

Uocimo sljedece, ako su x,y € R takvidaje x < yondaje f(x) > f(y) paje —f(x) < —f(y).
Ovo zna¢ida je —f : R — R rastuca funkcija. Vrijedi

—f(r) = —exp,(r),Vr € Q.

Iz injenice da je —exp, : R — R neprekidna i leme 3.1.34. slijedi —f = —exp,. Stoga je,

f=exp,.

Napomena 3.1.38. Iz dokaza teorema 3.1.36. i 3.1.37. vidimo da vrijedi sljedece:

1) ako je a > 0, onda postoji jedinstvena neprekidna funkcija f : R — (0, co) takva da
je
f)=a',¥reQ (3.9)
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2) ako je a € 0, 1) onda postoji jedinstvena padajuca funkcija f : R — (0, o) takva da
vrijedi (3.9), a ako je a > 1 onda postoji jedinstvena rastuca funkcija f : R — (0, co)
takva da vrijedi (3.9).






Poglavlje 4

Derivabilnost funkcija

4.1 Gomiliste

Pod intervalom u R podrazumijevamo skup koji je oblika {a, b), {a, +0),{—c0,b), R,
a,beR,a<b.

Definicija 4.1.1. Neka je S C R te neka je a € R. Za a kaZemo da je gomiliste skupa S ako
za svaki € > 0 postoji x € S takav da je x # ailx —a| < &.

Primjer 4.1.2. Neka je a € R bilo koji broj. Tada je a gomiliste od R. Naime, neka je

e ... .
> 0. Tadazax:a+Evrljedlx;&alIx—al<8.

Uocimo sljedece: ako je a gomiliste od S te T C R takav da je S C T onda je a
gomiliste od T.

Propozicija 4.1.3. Neka je S C R te neka je a supremum od S pri Cemu a nije element od
S. Tada je a gomiliste od S. Analogna tvrdnja vrijedi i za infimum.

Dokaz. Nekaje e > 0. Iz propozicije 1.4.13. (karakterizacija supremuma) slijedi da postoji
x € § takav da je a—& < x. No, bududi da je a supremum od S vrijedi x < a < a+¢&. Stoga
jex€a—e¢g,a+e¢). Slijedi, [x —a|l < e. UoCimodajex #ajerjex € S aanijeizS.

Tvrdnju za infimum dokazujemo analogno. m|

Korolar 4.1.4. Neka sua,b € R, a < b te neka je c € {a, b). Tada je ¢ gomiliste od {a, b).

Dokaz. Prema primjeru 2.2.9. vrijedi da je ¢ supremum od {a, c), stoga je ¢ gomiliSte od
(a,c). No, {a, c) C {a, b) pa slijedi da je ¢ gomiliste od {a, b). O

Korolar 4.1.5. Neka je U otvoren skup u R te neka je a € U. Tada je a gomiliste od U.

75
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Dokaz. Buduci da je U otvoren postoji r > 0 takav da je (a — r,a + r) C U. Iz prethodnog
korolara slijedi da je a gomiliSte od (a — r,a + r). Stoga je a gomiliSte od U. O

Definicija 4.1.6. Nekaje S C R, f : S — R te a gomiliste od S. Neka je L € R. KaZemo
je L limes funkcije f u tocki a ako za svaki € > 0 postoji & > 0 takav da vrijedi sljedece:
ako je x € S takav da je |x —a|l < 0 i x # a onda je |f(x) — L| < &.

Propozicija 4.1.7. Nekaje S C R,f : S — R, a gomiliste od S te L € R. Definiramo
. 7 x| f(x),akojexeS \{a}
Sfunkciju f : S Ufa} - R, f(x)—{ L .akojex=a
Tada je L limes funkcije f u a ako i samo ako je f neprekidna u a.

Dokaz. Pretpostavimo da je L limes funkcije f u a. Zelimo dokazati da je f neprekidna u
a. Neka je € > 0. Tada postoji 6 > 0 takav da vrijedi,

VxeS(x—al<dix+a=|f(x)-L|<e). “4.1)
Pretpostavimo da je x € S U {a} te da je |x — a| < 6. Tvrdimo da je

If(x) - fla)l < . (4.2)

Prvi slucaj. x = a. Tada (4.2) ocito vrijedi.
Drugi slucaj. x # a. Tada je x € S \ {a}. Imamo:

1f(x0) = fl@)l = |f(x) - LI.
Buduéidajexe S,x £ai|x —a| <o prema (4.1) vrijedi
lf(x) - L| <e.

Slijedi (4.2).
Dakle, dokazali smo da vrijedi sljedece:

Vxe S Ula)(x—al <é=|f(x) - fla) < ). (4.3)

Prema tome, f je neprekidna u a.

Pretpostavimo da je f neprekidna funkcija u a. Neka je & > 0. Tada postoji 6 > 0 takav
da vrijedi (4.3). Pretpostavimo da je x € S takavdaje |x —a| < 01 x # a. 1z (4.3) slijedi
|f(x) — f(a)| < &. Zbog x # aimamo x € S \ {a} paje f(x) = f(x). Stoga je |f(x) - L| < &.
Time smo dokazali da vrijedi (4.1).

Prema tome L je limes funkcije f u a. O
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Propozicija 4.1.8. NekajeS CR,f:S — R, a gomiliste od S te L € R. Tada je L limes
funkcije f u tocki a ako i samo ako za svaki niz (x,),en u S \ {a} takav da x, — a vrijedi
f(x) = L.

Dokaz. Neka je f funkcija definirana kao u prethodnoj propoziciji. Pretpostavimo da je L
limes funkcije f u a. Tada je prema prethodnoj propoziciji f neprekidna u a. Pretpostavimo
daje (x,) nizu S \ {a} takav da x,, — a. Tada iz propozicije 2.3.6. slijedi da f(x,,) - f(a).
Budu¢idaje x € S \ {a},Vn € N vrijedi f(x,) = f(x,),¥n € N. Prema tome, f(x,) — L.
Pretpostavimo sada da za svaki niz (x,) u S \ {a} takav da x, — a vrijedi f(x,) — L.
Dokazimo da je L limes od f u a. U tu svrhu dovoljno je dokazati prema prethodnoj
propoziciji da je f neprekidna u a. No, za to je dovoljno prema teoremu 2.3.10. dokazati
sljedece:

ako je (x,) nizu (S U {a}) \ {a} takav da x, — a onda f(xn) - f(a). Pretpostavimo da je
(x,) niz u (S U {a}) \ {a} takav da je x,, = a. Uo¢imo da je (S U {a}) \ {a} = S \ {a}. Prema
pretpostavci vrijedi f(x,) — L. Stoga, f(x,) — f(a). Time je dokazano da je f neprekidna
u a paslijedi da je L limes od f u a. O

Primjer 4.1.9. Neka je f : R — R, f(x) = x% Tada je 9 limes od f u 3. Naime, funkcija
~ ~ 2, x#3
f.R—>R,f(x)—{ 9. x=3

je neprekidna jer je f = f pa iz propozicije 4.1.7. slijedi tvrdnja.

Napomena 4.1.10. Kao u prethodnom primjeru vidimo da opcenito vrijedi sljedece: ako
je a gomiliste od S,a € S te f : S — R funkcija neprekidna u a onda je f(a) limes od f u
a.

Zapravo vrijedi i obrat:

ako je a gomiliste od S,a € S, f : S — R funkcija takva da je f(a) limes od f u a onda je
f neprekidna u a. Naime, funkcija f definirana kao u propoziciji 4.1.7. za L = f(a) je tada
neprekidna u a, a ocito vrijedi f = f.

Primjer 4.1.11. Neka je f : R\ {0} — R funkcija definirana f(x) = 1, Vx € R\{0}. Postoji
li L € R takav da je L limes funkcije f u 0? Pretpostavimo da tak)gzv L postoji. Neka je
(x,) niz u R\ {0} definiran sa x, = —,¥Yn € N. Tada x, — 0. Prema propoziciji 4.1.8.
f(x,) = L. Dakle, (f(x,)) je konvergnentan niz pa je prema propoziciji 2.1.9. omeden sto
znaci da je

{f(x,) | n € N}
omeden skup u R. No, za svaki n € N vrijedi f(x,) = xi = n. Dakle, {n | n € N} je omeden

skup u R. No, to je upravo skup prirodnih brojeva N, zankojeg znamo da nije omeden. Dosli
smo do kontradikcije. Prema tome, funkcija f nema limes u tocki 0.
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Primjer 4.1.12. Neka je f : R\ {0} — R funkcija definirana sa f(x) = 1,¥x € R\ {0}.
Tada je 1 limes od f u 0. Naime, ovo slijedi direktno iz definicije limesa, a moZemo takoder
do istog zakljucka doci koristeci propoziciju 4.1.7.

-1,x<0
1, x>0
Tvrdimo da f nema limes u 0, tj. da ne postoji L € R takav da je L limes od f u 0.

Primjer 4.1.13. Neka je f : R — R funkcija definirana sa: f(x)=

Pretpostavimo suprotno, tj. da takav L postoji. Imamo — — 0 pa iz propozicije 4.1.8.
n
slijedi f(%) — L. No, f(%) = 1,Vn € N pa f(%) — 1. Zbog jedinstvenosti limesa niza
-1 1
imamo L = 1. S druge strane, — — 0 pa slijedi f(—(—)) — L. Za svaki n € N vrijedi
n n

1 1
f(=(=)) =—1pa f(—(-)) = —1 iz Cega zakljucujemo L = —1. Ovo je kontradikcija.
n n

Lema 4.1.14. Neka je S C R te neka je a gomiliste od S. Tada postoji niz (x,) u S \ {a}
takav da x, — a.

1

Dokaz. Neka je n € N. Tada postoji x, € S \ {a} takav da je |x, — a| < —. Na ovaj nacin
n

dobivamo niz (x,) u S \ {a}. Iz leme 2.2.10. slijedi x, — a. O

Propozicija 4.1.15. Neka je S C R,a gomiliste od S te f : S — R. Pretpostavimo da su
L, M € R brojevi takvi da je L limes od f uai M limes od f u a. Tada je L = M.

Dokaz. Prema prethodnoj lemi postoji niz (x,) u S \ {a} takav da x, — a. Tada iz pro-
pozicije 4.1.8. slijedi f(x,) — Li f(x,) — M. Zbog jedinstvenosti limesa niza vrijedi
L=M. O

4.2 Derivacija funkcije

Definicija 4.2.1. Nekaje S C R te xy € S takav da je xy gomiliste od S. Nekaje f : S — R
funkcija te D € R. Za D kaZemo da je derivacija funkcije f u xy ako je D limes funkcije F
u xo, pri Cemu je F : S \ {xo} — R funkcija definirana s:

J () = f(xo)

X — Xo

F(x) = ,Vx e S\ {xo}.

Uocimo sljedece: Broj D s navedenim svojstvom, ako postoji je jedinstven (to slijedi iz
propozicije 4.1.15.) i oznacava se s [ (xo).
Ako takav broj D postoji, tj. ako f ima derivaciju u x,, onda kaZemo da je funkcija f
derivabilna u x,.
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Primjer 4.2.2. Neka je c € R te neka je f : R — R funkcija definirana s f(x) = ¢,¥x € R.
Neka je xy € R. Tada je f derivabilna u xy i f'(xo) = 0. Naime, definirajmo F : R \ {xy} —
R,

J(x0) = f(xo)

F(X) = x_—xo,‘v’x eR \ {Xo}.

Tada je F(x) = -

=0,Vx € R\ {xo}, iz Cega slijedi da je O limes od F u x, (to moZemo
0
zakljuciti direktno iz definicije limesa ili propozicije 4.1.7.)

Primjer 4.2.3. Neka je f : R — R funkcija definirana sa f(x) = x,¥Vx € R. Neka je xy € R.
Tada je f derivabilna u xo i f'(x9) = 1. Naime, za funkciju F : R \ {xo} — R definiranu sa

Jf(x) = f(xo)
X

X — X0

F(x) = ,Vx € R\ {xo}

vrijedi
X — Xo

F(x) = =1,Vx e R\ {xp}

X — Xo
pa je jasno da je 1 limes funkcije F u x.

Definicija 4.2.4. Nekaje S CRte f: S — R. Za funkciju f kaZemo da je derivabilna ako
je derivabilna u x za svaki xy € S.

Uocimo sljedece: funkcije iz prethodnih primjera su derivabilne.

4.3 Broje

Definirajmo funkciju f : N — N induktivno na sljedeci nacin:
f=1
fn+1)=(@m+1)- f(n)

(Prema teoremu princip definicije indukcijom postoji jedinstvena takva funkcija, naime
uzmemo S =N, H : NXN >N, H(x,y)=(x+1)-yia=1).
Zan €N, broj f(n) oznacavamo sa n! i zovemo n faktorijela.

Napomena 4.3.1. Neka je (x;) niz realnih brojeva. Definirajmo niz (s,) u R (tj. funkciju
s : N — R) induktivno na sljedeci nacin:

S1 = X1
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Sp+1 = Sp + Xp+i
Da takav niz (s,) postoji i da je jedinstven slijedi iz teorema 2.2.1.(princip definicije induk-
cijom)zaS =R, a=x1i H:NXR - R,
H(n,y) =y + Xps1.

Uocimo: s1 = X1, 83 = X1 + X3, 81 = (X1 + Xx2) + Xx3.
Za n € N broj s, oznacavamo s Y,;_, Xi.

Propozicija 4.3.2. Neka je g € R, x # 1 te n € N. Tada je

n+1

1+ Z ¢ =— 4.4)

Dokaz. Ovo dokazujemo indukcijom po n. Za n = 1 desna strana od (4.4) je jednaka
1 - g?

=1+ g, ato je upravo lijeva strana.

l—q
Pretpostavimo da (4.4) vrijedi za neki n € N. Imamo:
n+l n+1 n+1 n+2 (n+1)+1
—q a_1-¢"+g" --qg) 1-¢g l-q
1+) ¢F=1+) ¢+¢"" = q" = = =
Z Z —-q 1- q 1- q 1- q
Dakle, (4.4) vrijedi zan + 1.
Time je tvrdnja propozicije dokazana. O

Propozicija 4.3.3. Neka su (x;), (yr) nizovi realnih brojeva takvi da je x;, < y;,Vk € N,

Tada za svaki n € N vrijedi:
PEEDRS (4.5)
k=1 k=1

Dokaz. Ovo dokazujemo indukcijom po 7.

Zan = 1 tvrdnja je jasna (x; < y; prema pretpostavci propozicije). Pretpostavimo da (4.5)
vrijedi za neki prirodan broj n.

Prema pretpostavci propozicije vrijedi x,;; < y,+1. 1z ovoga i (4.5) slijedi

n n

k
Zxk+xn+l SZ)’ +yn+1’
k=1 k=1

.

n+1 n+1
SesSin
k=1 k=1

Dakle, (4.5) vrijedi za n + 1. Time je tvrdnja propozicije dokazana. m|
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Propozicija 4.3.4. Neka je (x;) niz realnih brojeva te ¢ € R. Tada za svaki prirodan broj n
vrijedi

Zc-xkzc-Zxk. (4.6)

k=1 k=1

Dokaz. Ovu tvrdnju dokazujemo indukcijom po n. Za n = 1 4.6. ocito vrijedi.
Pretpostavimo da (4.6) vrijedi za neki prirodan broj n. Imamo:

n+1 n n n n+1
Zc-xk = Zc-xk+c-xn+1 :C-Zxk+c-xn+1 :c-(Zxk+xn+1):c-Zxk.
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
Dakle, (4.6) vrijedi zan + 1.
Time je tvrdnja propozicije dokazana. O
Lema 4.3.5. Za svaki n € N vrijedi
2" <n! (4.7)

Dokaz. Dokazimo ovu tvrdnju indukcijom. Za n = 1 imamo 2° = 1 = 1!, dakle tvrdnja
vrijedi za n = 1. Pretpostavimo da (4.7) vrijedi za neki prirodan broj n.

Buduéi daje 1 < nimamo 2 < n + 1. Ovo zajedno s 4.7. daje 2-2""! < (n+ 1) - n! paje
2" < (n+ D), G 2D < (n+ DL

Dakle, (4.7) vrijedi zan + 1.

Time smo dokazali da (4.7) vrijedi za svaki prirodan broj n. O
. . I 1 1 1 .
Za n € N definiramo broj s, sa s, =1+ —+ —+ —+ ...+ —, 1].
mn 20 3 n!

1
sn:1+;ﬁ.

Propozicija 4.3.6. Niz (s,) je omeden i rastuci.

1
(n+ 1V
koristimo da je k! pozitivan broj za svaki prirodan broj & Sto ocito slijedi indukcijom po k).
Dakle, (s,) je rastuci niz. Iz toga slijedi da je s; < s,, Yn € N (prema propoziciji 2.1.10.)
Ovo znaci da je skup

Dokaz. Za svaki prirodan broj n ocito vrijedi s, = §, + stoga je s, < s,41 (ovdje

{s, | n €N}

odozdo omeden.

1 1
Uoc¢imo da je prema prethodnoj lemi a < Ty Vk € N.
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Neka je n € N. Koristeci propozicije 4.3.3., 4.3.4., 4.3.2. dobivamo:

S"‘“ZES”ZF‘“Z?‘”Z'Z(i) _—1+2'(1+Z(§))
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

1= (%)n+l
1

2

1
=-l+2 =-1+4- (1= <-1+4-1=3,
Ovdje smo koristili da je 1 — (%)"Jrl < 1 Sto je ocito jer je (%)”Jrl > 0.
Dakle,
s, <3,¥n eN.

Prema tome, skup {s, | n € N} je odozgo omeden pa je niz (s,) omeden. i

Buduci da je prema prethodnoj propoziciji (s,) rastuci i omeden niz, on je i konvergen-
tan i teZi prema supremumu skupa

{s, | n €N} (4.8)

Oznacimo taj limes s e.
Dakle, e je supremum skupa (4.8). U dokazu prethodne propozicije smo vidjeli da je 3
gornja meda skupa (4.8). Stoga je

e <3.

S druge strane, ocito je s, < e,¥n € N.
Posebno, s, < e, tj. 2 < e. Dakle,
2<e<3.

Sljedeci teorem navodimo bez dokaza. Dokaz se moZe naci u:
V. Kirin, Uvod u matematic¢ku analizu, skripta, Sveuciliste u Zagrebu, 1976.

Teorem 4.3.7. Neka je f : R\ {0} — R, funkcija definirana sa

e -1

J) = :
X

Tada je 1 limes od f utocki0. 0O
Korolar 4.3.8. Neka je (x,) nizu R \ {0} takav da x,, — 0. Tada

e —1

Xn

— 1.

Dokaz. Ovo slijedi direktno iz prethodnog teorema i propozicije 4.1.8. O
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Propozicija 4.3.9. Nekaje S CR,xy € S te f : S — R. Pretpostavimo da je x, gomiliste
od S te da je D € R. Tada je D derivacija od f u xy ako i samo ako za svaki niz (x,) u
S\ {xo} takav da x, — x¢ vrijedi
fG) = f(x0)
Xn — Xo
Dokaz. Nekaje F : S \ {xo} — R funkcija definirana s
_ Fe) — ()

Xn — X0

D. 4.9)

F(x)

Pretpostavimo da je D derivacija od f u xy. Tada je D limes od F u x,. Pretpostavimo da je
(x,)nizu S \ {xo} takav da x,, — x¢. 1z propozicije 4.1.8. slijedi F(x,) — D, dakle vrijedi
4.9).

Obratno, pretpostavimo da za svaki niz (x,) u S \ {x} takav da x, — x( vrijedi (4.9). To
znaci da za svaki niz (x,) u (S \ {xo}) \ {xo} takav da x, — x¢ vrijedi F(x,) — D.

Prema propoziciji 4.1.8. D je limes funkcije F' u xy, to znaci da je D derivacija od f u
X0. O

Eksponencijalnu funkciju s bazom e, tj. funkciju exp, oznacavamo naprosto s exp.
Dakle,
exp(x) = e*,¥x e R.

Funkciju log, oznacavamo s In i nazivamo prirodni logaritam.
Broj e se naziva baza prirodnog logaritma.

Teorem 4.3.10. Funkcija exp je derivabilna i
exp’(x) = exp(x), ¥x € R.
Dokaz. Dovoljno je prema propoziciji 4.3.9. dokazati da za svaki xy € R

exp(x,) — exp(xo)
Xn — Xo

— exp(xo)

za svaki niz (x,) u R\ {x,} takav da x, — x.
Neka je xo € R te neka je (x,) nizu R \ {xy} takav da x, — x,. Imamo:

exn — ex() _ ex() . (exn_x() — 1)

Xn — Xo Xn — Xo
Uocimo da je (x, — xo) nizu R \ {xp} te da x,, — xo — 0.

Xn=X0 _ 1
Sada iz korolara 4.3.8. slijedi — — 1. Stoga

Xn — X0

e —1
e — — e,
Xn — X0

Time je tvrdnja teorema dokazana. O



84 POGLAVLIJE 4. DERIVABILNOST FUNKCIJA

4.4 Derivabilnost eksponencijalne i logaritamske
funkcije
Propozicija 4.4.1. Neka je S C R, xy gomiliste od S te f : S — R.

1) pretpostavimo da je f derivabilna u x,. Tada postoji funkcija w : S — R neprekidna
u xo takva da je w(xo) = f'(xo) i takva da je

f(x) = f(x) + w(x) - (x — x0),Vx € S. (4.10)

2) pretpostavimo da postoji funkcija w : S — R neprekidna u x, te takva da vrijedi
(4.10). Tada je f derivabilna u x te je f'(xo) = w(xp).
Dokaz. Definiramo funkciju F : S \ {xo} = R,

X — Xo

F(x) =

1) Bududi da je f derivabilna u x, f’(xo) je limes funkcije F u xy. Prema propoziciji 4.1.7.

funkcija F : S — R definirana s: F(x) = fF ((;))’ a;;];exxe_sx\ o)
0/ - A0

je neprekidna u x,. OCito je da za svaki x € S \ {xo} vrijedi

_f® - f)

X — X0

F(x)

paje f(x) = f(x0) + F(x) - (x = x0). ;
No, ova jednakost vrijedi i za x = xy. Time je tvrdnja 1) dokazana (stavimo w = F).
2) Iz (4.10) slijedi da je
w(x) = LTI o ).
X — Xo
Dakle,
wx) = F(x),¥x €S \ {x0}.

) _ | F(x),akojexeS \{xy}
Stoga je, w(x) = { w(xy), ako je x = x
Iz ¢injenice da je w neprekidna u x, i propozicije 4.1.7. slijedi da je w(xp) derivacija od
f u Xp. O

Korolar 4.4.2. Neka je S C R,xy € S te neka je f : S — R funkcija derivabilna u x,.
Tada je f neprekidna u x.
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Dokaz. Prema prethodnoj propoziciji postoji funkcija w : § — R neprekidna u x, takva da

je f(x) = f(xo) + w(x)(x — xp), Vx € S.
1z ovoga slijedi da je f neprekidna u xy. Naime, definiramo funkcije:

h,g:S — R, h(x) = f(x0), g(x) = x — xo.
Funkcije £ 1 g su restrikcije polinoma pa su stoga neprekidne a vrijedi
f=h+w-g
pa slijedi da je f neprekidna u xy (2.3.13.). O

Korolar 4.4.3. Neka je f : S — R derivabilna funkcija. Tada je f neprekidna. O
Primjer 4.4.4. Neka je f : R = R, f(x) = |x|,Vx € R. Tada je f neprekidna funkcija. No,

f nije derivabilna u 0. Pretpostavimo suprotno, tj. da je f derivabilna u 0. Imamo: — — 0
n

pa iz propozicije 4.3.9. slijedi:

Ly_ 70
D10 1,

--0

n

tj. konstantan niz 1 teZi prema f’(0) pa slijedi f'(0) = 1.
S druge strane, —— — 0 povlaci
n
f(=1) = f(0) ,
— =[O

n

tj. konstantan niz —1 teZi prema f’(0) pa slijedi
f(0)=-1

sto je kontradikcija.
Dakle, f nije derivabilna u 0.

Teorem 4.4.5. Neka su S, T CRte f:S > Rig: T — R funkcije takve da je Imf C T.
Neka je xo € S. Pretpostavimo da je f derivabilna u x te da je g derivabilna u f(x,). Tada
je funkcija g o f : S — R derivabilna u xy i vrijedi:

(g o f) (x0) = &'(f(x0)) - f'(x0).
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Dokaz. Prema propoziciji 4.4.1. postoje funkcije w : S - Ri® : T — R takve da je w
neprekidna funkcija u xo 1 w(xp) = f'(x0), @ neprekidna u xgy, @(f(xp)) = g’ (f(xo)) te takve

da je f(x) = f(xo) + w(xX)(x = x0), Vx € § te g(y) = g(f(x0)) + @y — f(x0)), ¥y € T.
Stoga za svaki x € § vrijedi:

g(f(x) = g(f(x0)) + O(f(N(f(x) = f(x0)) = g(f(x0)) + (@ o [Hx)(w(x)(x = Xp)).

Dakle,
(g0 f)x) =(go fHxo) + [(@0 f) - w](x) - (x = x0), Vx € S(4.11)
Bududi da je f derivabilna u xy, f je i neprekidna u x, (prema 4.4.2.) pa je @o f neprekidna
u xo ( prema 2.3.13.).
Stoga je (@ o f) - w neprekidna u xy.
Iz propozicije 4.4.1. 2) 1 (4.11) zakljucujemo da je g o f derivabilna u x, te da je

(g0 f)(x0) = [(@ 0 ) w](xo).
Stoga je
(g © f) (x0) = &(f(x0)) - w(xo) = &'(f(x0)) - f"(x0).

Time je tvrdnja teorema dokazana. O

Teorem 4.4.6. Neka su S,T C R te neka je f : S — T bijekcija. Nekajeg : T — S
inverzna funkcija od f (tj. g = f~'). Pretpostavimo da je x, € S te da je f derivabilna u
Xo. Nadalje, pretpostavimo da je f'(xy) # O te da je g neprekidna u y,, gdje je yo = f(xo)
te pretpostavimo da je i y, gomiliste od T. Tada je g derivabilna u xy i

1
f'(x0)

Dokaz. Prema propoziciji 4.4.1. postoji funkcija w : S — R, neprekidna u x, takva da je
w(x9) = f'(xp) 1 takva da je

g'(o) =

f(x) = f(xg) + w(x)(x — x0),¥x € S. 4.12)
Neka je y € T. UvrStavanjem x = g(y) u (4.12) slijedi

y =yo +w(Eg®)) - (g —g0ho)). (4.13)

Iz (4.12) slijedi da je w(x) # 0,Vx € §. Naime, za x = xy imamo w(xy) = f'(x9) # 0, a za
x # xp je f(x) # f(xp) jer je f bijekcija pa je w(x) # 0. Stoga je

w(g(y) #0
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paiz (4.13) slijedi

o&@0) (v —yo) = g(») — g(vo)-

Prema tome,

1
g(y) = g(yo) + (—) ) -y = o).
w O g

Prema pretpostavci teorema g je neprekidna u y, pa je wo g neprekidna u y,. Stoga je

wog
funkcija neprekidna u y pa iz propozicije 4.4.1. 2) slijedi da je g derivabilna u y, 1
1 1 1 1
"00) = (=)o) = = = -
ST YT weln) T wl)  f()
Dakle,
1
’ ) — .
§ 0o 1 (x0)
]

Teorem 4.4.7. Neka je S C R te neka su f,g : S — R funkcije derivabilne u xo € S. Tada
su i funkcije f + g, f-g:S — Rderivabilne u x te vrijedi

(f +8)(x) = f'(x0) + &' (x0)

(f - 8)'(x0) = f'(x0) - g(x0) + f(x0) - &' (x0),Vx € S.

1
Ako je f(x) # 0,Vx € S onda je i funkcija ]—C derivabilna u x te vrijedi

-
£ (o

Dokaz. Neka je x, nizu S \ {x,} takav da x,, — x(. Tada je

(f - &)C0) = (f - 9)(x0) _ f(x) - 8(x) = f(%o) - 8(x0)

Xn — X0 Xn — X0

_ J(x) - 80x) = fxo0) - 8(xn) + f(x0) - 8(xn) = f(x0) - 8(x0)
- Xn — Xo
L) SO0 80— go)
Xn — Xo Xn — Xo
J(xn) = f(x0) 8(xn) — &(xo)
- Xo

= f'(x0), ———— — &' (x0).
Xn Xn — X0

Prema propoziciji 4.3.9.
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Nadalje, g(x,) — g(xo) jer je g neprekidna u x, ( Sto slijedi iz Cinjenice da je derivabilna u
Xp). Prema teoremu 2.2.7. vrijedi:

f(-xn) - f(XO) .
- X0

Xn

(%‘i(f‘” = f(x0) - gx0) + f(x0) - &' (x0):

8(xn) + flxo) -

Dakle,
(f - 8)(xn) = (f - 8)(x0)

Xn — X0

— f(x0) - 8(x0) + f(x0) - &' (x0).

Iz propozicije 4.3.9. slijedi da je f”(xg) - g(xo0) + f(x0) - g'(xp) derivacijaod f - g u xo.
Posve analogno dobivamo da je f”(x) + g’(xo) derivacija od f + g u xo.
Neka je (x,) nizu S \ {xo} takav da x,, — xo. Imamo:

11 L1 ) - fow)
(P = (P00 Z0S = TG00 Fle) (o)

Xn — Xo B Xn — Xo B Xn — Xo

O ORI
X, — Xo fxo) flx)

(4.14)

Iz teorema 2.2.7. slijedi

S - fow) 11 o

P T R e B T R Te)
Dakle,
() = ()
£ )T =)
Xy — Xo (f(x0))*
Time je tvrdnja teorema dokazana. O

Korolar 4.4.8. Neka je S CRte f : S — R funkcija derivabilna u a € S. Neka je ¢ € R.
Tada jec- f : S — Rderivabilna u xy i

(c- ) (x0) = ¢+ f'(x0)
(c - f je funkcija definirana s (¢ - f)(x) = c- f(x),¥x € S).

Dokaz. Nekajeg:S — R, g(x) = ¢,Vx € §. Tada je g derivabilna u xy 1 g'(x9) = 0 (Sto
vidimo na isti nacin kao i u primjeru 4.2.2.) Prema prethodnom teoremu funkcija g - f je
derivabilna u x; i

(8- ) (x0) = g'(x0) - fxo) + 8(x0) - f(x0) =0+ f'(x0) = - f(x0).
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No,g-f=c-f.
Time je tvrdnja korolara dokazana. O

Teorem 4.4.9. Neka je a > 0,a # 1. Tada je exp, derivabilna funkcija te je
exp,(x) =Ilna-a",VxeR.
Dokaz. Neka je x € R. Tada je

log,a* = x-log,a=x-Ina

pa slijedi
elogg a _ ex~lna’
tj.
ax — ex-lna.
Dakle,
exp,(x) = exp(x-Ina),Yx e R 4.15)

Neka je f : R — R, funkcija definirana s
f(x) =(Una) - x.
Prema prethodnom korolaru funkcija f je derivabilna i
f'(x) =Ina,Vx e R.

1z (4.15) slijedi da je
exp,(x) = (expof)(x),Vx € R,

tj.
exp, = expof.

Iz teorema 4.4.5. zakljuCujemo da je exp, derivabilna funkcija te da je
(exp,) (x) = exp’(f(x)) - f'(x),¥x e R.
Dakle, za svaki realan broj x vrijedi:

(exp,) (x) = exp(f(x)) - Ina = exp,(x) - Ina =Ina - a".
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1
Propozicija 4.4.10. Funkcija In : (0, 00) — R je derivabilna i In’(x) = —,¥x € (0, o).
X

Dokaz. Neka je yy € (0, c0). Bududi da je (0, oo) otvoren skup, y, je gomiliSte od (0, co).
Oznacimo xy = Inyy. Tada je exp(xg) = yo.

Znamo da je exp derivabilna u x, te da je exp’(xg) = exp(xp) # O.

Nadalje, znamo da je In neprekidna pa je neprekidna i u y.

Iz teorema 4.4.6. (f = exp, g = In) slijedi da je In derivabilna u y, te da je

1
In’(yo) = - .
exp’(xo)
Dakle,
, 1
In (y()) = = —.
exp(xo) Yo

Zakljucak: In je derivabilna funkcija i

1
In’(x) = —, Vx € (0, c0).
X
O

Napomena 4.4.11. Neka su a, b, c pozitivni realni brojevi takvi da je a # 1,c # 1. Tada je:

log.b
log,b = ——

log.a
Zasto?
Neka je x =log,biy =log,.a.
Imamo:

cV=C)'=a"=b

Dakle,

paje x -y =log,b.

Uocimo: y # 0 (u suprotnome imamo log.a = 0 pa je a = ¢® = 1 5to je kontradikcija s
pretpostavkom).

Stoga je

log, b
X=—
Yy

a to je upravo i trebalo dokazati.
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Uocimo sljedece: Ako su a i b pozitivni realni brojevi takvi da je a # 1,b # 1 onda je

1

log, b = .
Ba log, a
Naime, prema prethodnoj napomeni vrijedi:
log, b 1

log, b = = .
©%a log,a log,a

Propozicija 4.4.12. Neka je a > 0,a # 1. Tada je log, derivabilna funkcija i
, 1
(log,)' (x) = ———,¥x € (0, c0).
x-lna
Dokaz. Neka je x € R. Tada je
In x 1
log, x = log,e"* =Inx-log,e = — -Inx.
Ina

Iz korolara 4.4.8. 1 prethodne propozicije slijedi da je log, derivabilna funkcija te da vrijedi:

1 1 1
log/(x) = — - — = ,Vx € (0, c0).
Ina x x-lna
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Sazetak

U ovom diplomskom radu postupno izgradujemo eksponencijalnu funkciju. Krecemo od
izgradnje realnih brojeva. Na pocetku definiramo pojam binarne operacije, pojam grupe,
prstena, polja, pojam uredenog polja te polje realnih brojeva. Pomocu pojma induktivnog
skupa definirali smo prirodne brojeve, te potom cijele i racionalne brojeve. Potom smo
definirali pojam niza kao funkciju. Dokazali smo bitan teorem " Princip definicije induk-
cijom” te pomocu njega definirali a",¥n € N,a € R te a",VYm € Z,a € R\ {0} a potom i
an gdje sum € Z,n € N,a > 0 te smo provjerili da je to dobra definicija, tj. da ne ovisi o
izboru brojeva m i n. Naposljetku smo definirali a* gdje je x € R\ Q,a > 0. Izgradili smo
eksponencijalnu funkciju s bazom a > 0,a # 1 kao exp, : R — (0, 00) s

exp,(x) =a',VxeR,a > 1.

Dokazli smo jedinstvenost i egzistenciju takve funkcije. Nadalje, dokazali smo i razna
svojstva te funkcije kao sto su neprekidnost, bijektivnost te naposljetku i derivabilnost.
Definirali smo i inverznu funkciju s bazom a kao (exp,)™" : (0,00) — R koju nazivamo
logaritamska funkcija te dokazali da je i ta funkcija derivabilna.






Summary

In this diploma thesis we are gradually building an exponential function. We start from the
construction of real numbers. At the beginning we define the notion of binary operation, the
concept of groups, rings, fields, concept of a ordered field and the concept of field of real
numbers. Using the concept of inductive set, we have defined the natural numbers, then
the integer and rational numbers. Then we have defined the concept of the sequence as a
function. We have proved an important theorem "The principle of definition by induction”
and have used it to define a",¥Yn € N,a € R and a",VYm € Z,a € R\ {0} and then a where
ism e Z,n € N,a > 0 and we have proved that this is a good definition, ie. that does not
depend on the choice of numbers m i n. Finally, we have defined a* where is x € R\Q,a > 0.
We have built an exponential function with base a > 0,a # 1 as exp : R — (0, co0) by

exp,(x) =a',Vx e R.

We have proved uniqueness and existence of the function. Furthermore, we have shown the
different features of such a functions such as continuity, bijectivity and finally derivability.
We have defined the inverse function with base a as (exp,)™" : (0, 0) — R which is called
the logarithmic function and we have proved that this function is differentiable.
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