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Uvod

Kada je krivulja definirana parametarskom jednadzbom ¢ = c(s), oblik jednadZbe ovisi
o izboru koordinatnog sustava. Kada krivulja mijenja svoj poloZaj u ravnini ili prostoru,
bez promjene oblika, njezina se jednadZba mijenja s obzirom na pocetni koordinatni sustav.
Nije uvijek ocito kada dvije razli¢ite parametarske jednadzbe predstavljaju istu krivulju do
na izometriju i obi¢no je potreban dulji izracun kako bi se utvrdilo da te jednadzbe odreduju
krivulju istog oblika. Cilj ovog diplomskog rada bio je stoga odgovoriti na pitanje: postoji
li karakterizacija krivulja koja ne ovisi o koordinatama? Odgovor je potvrdan i jednadzbu
koja omogucuje takvu karakterizaciju zovemo prirodna jednadzba.

Diplomski rad sastoji se od dva poglavlja u kojima zasebno prou¢avamo krivulje u R?
i krivulje u R?. U prvom poglavlju najprije se definira orijentirana zakrivljenost krivulje
1 daje se geometrijska interpretacija te zakrivljenosti. Zatim slijedi srediSnje pitanje ovog
poglavlja: u kojoj mjeri orijentirana zakrivljenost odreduje krivulju u R*? Odgovor na
to pitanje daje Fundamentalni teorem za krivulje u R?. Najprije se dokazuje egzistencij-
ski dio teorema, to jest pokazuje se da se iz zadane funkcije zakrivljenosti moze odrediti
parametarska jednadzba krivulje. StoviSe, egzistencijski dio teorema daje algoritam, od-
nosno sustav diferencijabilnih jednadzbi, koji omogucuje rekonstrukciju krivulje iz nje-
zine zakrivljenosti. U jednostavnim slucajevima taj je sustav moguce rijesiti egzaktno, no
opcenito je moguce pronaci samo numericko rjeSenje. Oba slucaja ilustrirana su primje-
rima. Takoder, dokazan je 1 drugi dio Fundamentalnog teorema (jedinstvenost) koji kaze da
se dvije krivulje parametrizirane duljinom luka, koje imaju jednaku zakrivljenost, razlikuju
do na izometriju.

Analogan rezultat vrijedi i u R, samo ovdje uvodimo dva nova tipa zakrivljenosti -
fleksiju i torziju. Fundamentalni teorem za krivulje u R?® tvrdi da postoji jedinstvena (do
na izometriju) prostorna krivulja sa zadanom fleksijom 1 torzijom. Nakon S$to se teorem
dokaze, slijede primjeri specijalnih klasa krivulja koje su zadane funkcijskim vezama flek-
sije 1 torzije. U praksi, problem odredivanja krivulje iz njezine prirodne jednadZbe nije
egzaktno rjesiv, nego se rjeSava primjenom racunalnih programa, pa smo ilustrirali neko-
liko primjera u Mathematica-i.



Poglavlje 1

Fundamentalni teorem za Kkrivulje u R?2

1.1 Orijentirana zakrivljenost

U ovom poglavlju uvodimo pojam orijentirane zakrivljenosti (zakrivljenosti sa predzna-
kom) za krivulje u euklidskoj ravnini R?. Uvedena zakrivljenost podudarat ¢e se do na
predznak sa standardnom definicijom zakrivljenosti E] krivulja u euklidskom prostoru pa
otuda 1 njezino ime.

Pretpostavimo da je c(s) krivulja jedini¢ne brzine (parametrizirana duljinom luka) u R?.
Ako znakom crtice (") ozna¢imo d/ds tada je

T =c(s)

tangencijalni vektor od ¢, pri ¢emu je T jedini¢ni. Postoje dva jedini¢na vektora okomita
na T'. Vektor N biramo tako da je {T, N} desna ortonormirana baza za Rg(s).

Znamo da je vektor 7’ = ¢” okomit na 7', odnosno paralelan s N. Prema tome, postoji
broj «; takav da vrijedi

¢’ = k,N.
Skalar k; zovemo orijentirana zakriviljenost ili zakrivljenost s predznakom (moZe biti
pozitivan, negativan ili nula). Nadalje, zbog ||N|| = 1, imamo

k= llc”ll = Il NIl = Ik,

pa je fleksija krivulje ¢ jednaka apsolutnoj vrijednosti orijentirane zakrivljenosti. Slika|l.1
pokazuje kako je odreden predznak orijentirane zakrivljenosti (strelica uz krivulju pokazuje
smjer poveéanja parametra s).

1Zakrivljenost ili fleksiju (ozn. ) krivulje ¢: I — R” definirat éemo na pocetku Poglavlja 2
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Slika 1.1: Predznak orijentirane zakrivljenosti krivulje u R? parametrizirane duljinom luka

1.2 Geometrijska interpretacija orijentirane
zakrivljenosti

Orijentirana zakrivljenost ima jednostavnu geometrijsku interpretaciju:

Teorem 1.2.1. Neka je c(s) ravninska krivulja parametrizirana duljinom luka, i neka je
©(s) kut za koji, u pozitivnom smjeru, treba rotirati proizvoljan fiksni vektor (primjerice,
Jjedinicni vektor pozitivne x-osi) tako da se on poklopi s jedinicnim tangencijalnim vekto-
rom T (s). Tada vrijedi,

_ dy

Cds’

Prema tome, orijentirana zakrivljenost je brzina promjene tangencijalnog vektora s ob-
zirom na parametar duljine luka. Kao $to Slika [I.1] pokazuje, orijentirana zakrivljenost je
pozitivna ili negativna, a ovisi o tome da li se 7' pri pove€anju parametra s rotira u pozitiv-
nom ili negativnom smjeru.

Prije dokaza Teorema|[I.2.Tjmoramo pokazati da li je derivacija dy/ds dobro definirana.
Kut ¢ nije jedinstven jer svakom partikularnom izboru kuta moZemo dodavati kut 27k, k €
Z. No, diferencijabilna funkcija ¢ postoji i ona je jedinstvena, a to je posljedica sljedece
vazne leme:

Ks

Lema 1.2.2 (Neilova lema). Neka su f,g: {a,b) — R diferencijabilne funkcije za koje
vrijedi f*> + g*> = 1. Neka je t, fiksiran i a < ty < b i neka je 0y takav da f(ty) = cos(6p)
i g(ty) = sin(8y). Tada postoji jedinstvena neprekidna funkcija 6: {a,b) — R takva da
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vrijedi
0(ty) = 6y, f(t)=cosb(r) i g(t)=sinb(r)
zaa<t<b.

Dokaz. U dokazu koristimo kompleksne brojeve. Neka je h = f + ig pa vrijedi hh =
f? + g% = 1. Definiramo

0(t) = 6y — i f ' (s)h(s)ds. (1.1)

fo

Zatim, vrijedi
d . _ig ’ —if -io)’ ’ —i0 ~i0; v —ifpr ey
—(he ™) = le +h(e™) =NWe™ + he™(=i0) = (I — ihe)).
Deriviranjem funkcije [I.1]i uvrStavanjem u prethodnu jednakost, dobivamo
d . . _ . -
E(he_la) = e (W — il(—il'h)) = e (h’ — W' hh) = 0.

Stoga, slijedi da je he™ = ¢, pri ¢emu je ¢ konstanta. Takoder, A(ty) = €™, pa vrijedi

¢ = h(ty)e 0 =1,

ZakljuCujemo, h(t) = ¢” &ime smo pokazali egzistenciju.
Neka je 6 druga neprekidna funkcija takva da je
0(t)) = 6y, f(H)=cosB(t) i g(t)=sinb()

zaa <t < b. Tada je €?? = ¢ za a < t < b. Posto su 6 i & neprekidne funkcije, postoji

cijeli broj n takav da
0(t) — O(t) = 27n

zaa <t < b. Ali6(t) = 0(ty), pajen = 0. Stoga se 6 podudara s @ i time smo dokazali
jedinstvenost. O

Sada moZemo dokazati Teorem

Dokaz. Neka je a fiksni jedini¢ni vektor i neka je b jedini¢ni vektor dobiven pozitivnom
rotacijom vektora a za . Tada T moZemo zapisati kao linearnu kombinaciju vektora a i b,

T =acosy + bsing.

Deriviranjem slijedi

d
T' = (—asing + bcos ) .
ds
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Skalarno mnoZimo vektore 7" i a, dobivamo

, @ .
T -a=—-——sineo.
a ds ¢

Nadalje, iz T" = kN, slijedi

d
k(N -a) = - sing. (1.2)
ds
Kut izmedu N ia je ¢ + 5, jer se N dobije pozitivnom rotacijom vektora T' za 5. Stoga,
7 .
N-a:cos(¢p+§):—s1ngo. (1.3)
Umetanjem (1.3)) u formulu (1.2)) dobivamo trazenu tvrdnju. O

C

Slika 1.2: Kut izmedu jedini¢nog tangencijalnog vektora 7" i pozitivne x-0si

1.3 Fundamentalni teorem za krivulje u R?

Sljedeéi rezultat pokazuje kako je krivulja parametrizirana duljinom luka u biti odredena
ako nam je poznata orijentirana zakrivljenost u svakoj tocki krivulje. Kada kazemo “‘u
biti” zapravo mislimo “do na izometriju u R?>”. Svaka izometrija M: R?> — R? moZe se na
jedinstven nacin zapisati kao kompozicija translacije i rotacije, odnosno

M =T, 0 Ry,
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gdje je Ry rotacija u pozitivhom smjeru oko ishodista za kut 6,
Ry(x,y) = (xcos @ — ysinf, xsinf + y cos )

ili zapisano matriéno

Ry(x.y) = (COS 6 —sin 9) (x) ’

sinf cosf |\y

a T, je translacija za vektor a,
T,v) =v+a,

za svaki vektor (x,y)iv € R%.

Teorem 1.3.1. Neka je k: {a,by — R? bilo koja glatka funkcija. Tada, postoji krivulja
parametrizirana duljinom luka c: {a, b)Y — R? Cija je orijentirana zakrivljenost k.

Nadalje, ako je &: {a,b) — R? bilo koja druga krivulja parametrizirana duljinom luka
Cija je orijentirana zakrivljenost k, postoji izometrija M u R? takva da vrijedi

¢ =M(c(s)) Vsea,b).

Dokaz. Dokazimo prvi dio teorema. Fiksirajmo sy € (a, b) i definirajmo za svaki s € {a, b),

o(s) = f kwdu, (1.4)

50

o(s) = ( f " cos o), f sin(,o(t)dt). (1.5)

Tada, je tangencijalni vektor od ¢

c’(s) = (cos ¢(s), sin ¢(s)),

jedini¢ni vektor koji s pozitivhom x-osi zatvara kut ¢(s). Iz toga slijedi da je c(s) kri-
vulja parametrizirana duljinom luka i po Teoremu slijedi da je njezina orijentirana

zakrivljenost
dp d

% = %L k(u)du = k(S)

Sada dokazimo drugi dio teorema. Neka je ¢ kut izmedu pozitivne x-osi 1 jedinicnog
tangencijalnog vektora ¢’ od ¢. Tada je

&'(s) = (cos @(s), sin @(s))

c(s) = (fs cos @(t)dt, fs sin (,Zv(t)dt) + &(sp). (1.6)

50 50
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Prema Teoremu [1.2.1]
de
Tk
ds (S?
55) = [ K+ gis0
50
odnosno

@(s) = ¢(s) + @(s0)-

Prethodnu jednakost umec¢emo u formulu (1.6)), pri ¢emu stavljamo oznaku a za konstantni
vektor ¢(sg) 1 6 za konstantni skalar @(sg). Slijedi

c(s)=T1, ( f S cos(p(t) + 6)dt, f s sin(p(t) + H)dt) .

Primjenom adicijskih formula dobivamo

\Y

c(s) =T, (cos@f‘ cos (t)dt — sin@f‘ sin ¢(1)dt, sin@f cos p(t)dt + cost‘ sin (,o(t)dt).

50 S0 50 S0

U prethodnom izrazu uoCavamo analiticki zapis rotacije ravnine oko ishodiSta za kut 6 pa
mozemo pisati
S S
¢é(s) = T,Ry ( f cos ¢(t)dt, f sin (,o(t)dt),
S0 S0

(s) = TaRo(c(s)) = M(c()),

odnosno

¢ime je dokazan i drugi dio teorema. O

1.4 Primjeri

Klasi¢ni nacin da opiSemo ravninsku krivulju ¢ je pomocu prirodne jednadzbe, koja
izrazava zakrivljenost x; u odnosu na duljinu luka s od c¢. Drugim rije¢ima, prirodna jed-
nadzba krivulje je oblika

(1) ks =«(s), ili (2) F(k,, s)=0.

Iako takva jednadzba moZda nece biti prikladna za mnoge izraCune, ona izgleda mnogo
prirodnije jer ne ovisi o izboru parametrizacije krivulje. Ako Zelimo pronaci prirodnu jed-
nadzbu krivulje ¢ s oplim parametrom #, prvo moramo izraCunati zakrivljenost i duljinu
luka kao funkciju od 7 i zatim pokuSavamo eliminirati z. Na nekoliko primjera demonstrirat
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¢emo obrnuti postupak, odnosno kako iz prirodne jednadZbe moZemo dobiti parametarsku
jednadzbu krivulje. Postupak se temelji na prethodno dokazanom Fundamentalnom te-
oremu, gdje smo pokazali da se nas problem zapravo svodi na rjeSavanje sustava jednadzbi

[L4iLsl

Primjer 1.4.1. Krivulja Cija je orijentirana zakriviljenost k, jednaka 0 je pravac.

Imamo
ks = 0.
Prema Teoremu [1.3.1]slijedi
o(s) = f du=c, c=konst.,
0
odnosno,
c(s) = (f cos cdt,f sin cdt).
0 0
Slijedi

c(s) = (scosc, ssinc). (1.7)

Uvodenjem supstitucije ¢ = s cos ¢, parametarska jednadZzba (1.7]) poprima oblik

c(s) = (t,at)

sin

pri ¢emu je a = e ZakljuCujemo da je jednadZzba (|1.7) pravac parametriziran duljinom
cos ¢

luka.

Teorem kaze da se dvije krivulje, Cije su orijentirane zakrivljenosti , jednake,
razlikuju do na izometriju. OCito je da translacijom i rotacijom pravca, opet dobivamo
pravac, pa slijedi da je svaka krivulja, ¢ija je orijentirana zakrivljenost nula, pravac (ili dio
pravca).

Primjer 1.4.2. Svaka regularna krivulja, Cija je orijentirana zakrivljenost k; konstanta, je
dio kruznice.

Idemo se uvjeriti u to. Pokazali smo da vrijedi
Ks = %K.

gdje je « fleksija krivulje c.
A priori, moguce je da vrijedi x; = k za neke tocke krivulje i k; = —k za druge, ali u biti
to se ne moze dogoditi zbog Teorema srednje vrijednosti koji kaze da ako je k,; neprekidna
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funkcija koja poprima vrijednosti « i —«, tada mora poprimati i sve vrijednosti izmedu.
Prema tome, moguce je da za sve toCke krivulje vrijedi x; = « (ili k; = —k)

Ideja je da, bez obzira kolika je vrijednost konstante k;, pronademo parametriziranu
kruznicu ¢ija je zakrivljenost «;. Neka je

Ky = —, 1 =konst.

r

1
(,o(s):f —duzf.
o T r
y t Yoot
c(s):(f cos—dt,fsm—dt).
0 r 0 r

.S Ry
c(s) =\rsin—,—-rcos—|,
r r

Za sy = 0 vrijedi
Sada imamo

Integriranjem dobivamo

Sto je parametrizacija duljinom luka kruZnice sa srediStem u ishodiStu i radijusom r.
Prema Teoremu |1.3.1|slijedi da je da svaka krivulja Cija je orijentirana zakrivljenost «;
konstanta, kruznica (ili dio kruznice).

Kako vrijedi
c'(s) = (cos (f) ,sin (f)),
r r

zakljuCujemo da je kut izmedu jedini¢nog tangencijalnog vektora T i pozitivne x-osi jednak
s/r. To smo ilustrirali na Slici[I.3]

Slika 1.3: KruZnica c(s) = (r sin 2, —rcos f)
r r
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a

Primjer 1.4.3. Odredite krivulju c: 1 — R? kojoj je prirodna jednadzba k; = il
a’+s

Jje duljina luka te krivulje.
Rjesenje.

Uz 5o = 0 imamo

Slijedi

o =( [ [ e [ 5w 2) )

Integriranjem dobivamo krivulju koja je prema Teoremu parametrizirana dulji-
nom luka,

c(s) = (lal Arsh(i) al 1). (1.8)

lal

a?

Slika 1.4: Lancaica, K, = ==

Reparametrizirajmo dobivenu jednadZbu krivulje. Definiramo:

u ;= Arsh (i)
lal
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Tada vrijedi:

shu = 2

lal

2

(shuy* = =

a

2

(shu? +1="2+1
a
2
(chu® = 4[> +1

a2
Parametarska jednadZba krivulje sada izgleda ovako:
c(s) = (lalu, —a chu)

Supstituiramo:
lalu=v

Konacno,

c(v) = (v, —ach 1) ,

lal

pa zakljucujemo da parametarska jednadzba (I.8) odreduje lan¢anicu.

Primjer 1.4.4. Odredite krivulju c: I — R? kojoj je prirodna jednadzba k, = 7 je
s

duljina luka te krivulje.

Rjesenje.

Za sy = 1, vrijedi

] In s
= —d = —_—,
@(s) flbu u=—

c(s) = (j;s cos (l%t)dt, j;s sin (l%t) dt).

Integriranjem dobivamo krivulju (parametriziranu duljinom luka)

x(s) = bzb—-il (sin (thS) + b cos (IHTS))
(1.9)

bs . [Ins Ins
y(s) = o] (b sin (7) — COS (7))

Slijedi
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Slika 1.5: Logaritamska spirala, «; =

1
0.1s

Iz dobivene parametarske jedndZbe ne mozemo zakljuciti o kojoj se krivulji radi. Za-
pisat ¢emo jednadzbu u drugom obliku. Uvodimo supstituciju

Tada je s = ¢ pa imamo
br

b2 +1
bt

b2 +1

x(t) =

(sint + bcost)

y(t) = (bsint — cost)).

Stavimo li
sint + bcost = ccos(t + a),

primjenom adicijskih formula za kosinus dobijemo
sint+ bcost = ccostcosa — csintsina.

1z toga slijedi
l=—-csinaa 1 b=ccosa,

odnosno,
-1
c=V1+b> i a:arctg(7)+k7r, VkeZ
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Analogno, iz
bsint — cost = dsin(t + f3),

dobijemo da je

Sada imamo,
o
x(t) = ——ccos(t + «
(1) = 7 ecos(i +a)

1
bt

y(t) = bzeTc sin(z + a).
Supstitucijom ¢ = t + « parametarska jednadzba krivulje poprima oblik
x(t') = p(t) cos(t’)
y(&) = p(') sin(t'),
)
Pl

Sada zakljuCujemo da parametarska jednadzba |1.9| odreduje logaritamsku spiralu.

edic je p(1) =

Primjer 1.4.5. Odredite krivulju kojoj je prirodna jednadZba

», [a+2b g 5 5
as” + p =16b"(a+b)", a,b>0, (1.10)
s je duljina luka te krivulje.

Ako stavimo
Ao 4b(a + b) B 4b(a + b)

= 1.11

a a+2b ( )

jednadZba poprima oblik
s R?

E + E = 1, (112)

pri ¢emu je R = 1/k,. Sredivanjem jednakosti (I.12)) dobivamo
AZ
2

s T AR _ g2
Prema pretpostavci a, b > 0, odnosno A, B > 0, pa slijedi

A A
Ky = = .
VA2B2 — B2s2  BVA? - 2
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Sada, uz sy = 0, imamo

y A A s
w(s) = f ———du = — arctg ——,
0 BVA? -2 B VA? — 2

A A
c(s) = (fcos (— arctg ;)ds, fsin (— arctg ;)ds).
B A2 — 2 B A2 — 2
Oznacimo
A s
L = fcos (— arctg —)ds.
B A2 = 2

A
t = — arctg

S
B VAZ — 2

dt A 1

ds B \/Az_sz’

odnosno

Uvodimo novu varijablu

(1.13)

Deriviranjem dobivamo

odnosno,

B
ds = N VA? — §? dt.
Sada ¢emo iz jednakosti izraziti s kao funkciju po ¢. Dakle,

tht:___ﬁ__ﬂ
A VA2 — 2
, A%tg? Ly
P 1+1tg? 8¢

, B

2 2
§°=A"sin” —t.
A
Bez smanjenja opcenitosti,
. B
s = Asin—t.
A
Primjenom prethodne jednakosti dobivamo

B B
A - 2:A2(1— i 2—t):A2 22,
S sin 2 COS 2

odnosno,

B B B
= A - = Bcos —t dt. 1.14
ds 1 cosAtdt cosAtdt ( )
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Sada, iz i|l.14} slijedi
B
I, = fcos t Bcos Zl dt.

Integriranjem dobivamo
I, =B A (A Bt t—Bcost si Bt)
=B-———(Acos — sint— Bcost sin — |.
TR A A

Analognom supstitucijom dobijemo da je integral
. (A s
I, = | sin|— arctg ———|ds
B A2 = 2

B
Izzfsinthos Zt dt,

jednak integralu

odnosno,

I, =8B A (A cos Bt cost + Bsint sin Bt)
=B —— — 1 mn—|.
TP A A A

Vraéanjem supstitucije (1.11)), parametarska jednadzba krivulje poprima oblik

t t
x(t):(a+2b)cos( a2b) sint—acostsin( a )

a+ a+2b
t t
y(t) = (a+2b)cos(a_|6_12b) cost+asint sin(aij).

Primjenom formula pretvorbe umnoska u zbroj dobivamo

x(t):bsin(w)+(a+b)sin( 2bt )

a+2b a+2b
B 2(a + b)t 2bt
y(t) = bcos(m) + (a+b)cos(a+2b).

Iz oblika dobivene parametarske jednadzbe zakljucujemo da se radi o epicikloidi.

Geometrijski, epicikloida je krivulja koju opisuje neka proizvoljna fiksna tocka kruznice
(radijusa b) koja se bez klizanja kotrlja izvana po nekoj drugoj kruznici (radijusa a). Slika
prikazuje epicikloidu nastalu zaa = 31 b = 1. Za t = 0, pocetni poloZaj generatorne
tocke T je u tocki O. S porastom parametra #, tocka T iscrtava graf epicikloide u smjeru
kazaljke na satu.



POGLAVLIJE 1. KRIVULIJE UR? 16

Slika 1.6: Epicikloidazaa =31b =1

Primjer 1.4.6. Odredite krivulju c: I — R? kojoj je prirodna jednadzba k, = s, s je duljina
luka te krivulje.
Rjesenje.

Za sy = 0, dobivamo

S S2
o(s) = I) udu = R
S t2 S ) t2
c(s) = (fo cos(z)dt,j; sm(z)dt). (1.15)

Integrali koji se javljaju u (1.15) zovu se Fresnelovi integrali; ime su dobili po francu-
skom inZinjeru i fizicaru A.J.Fresnelu koji ih je koristio u optici. Iako Fresnelovi integrali
nisu rjesivi u termininima elementarnih funkcija, Mathematica crta graf krivulje (I.15)
razvijanjem integrala u redove.

odnosno,
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Slika 1.7: Klotoida, «, = s

Nastala krivulja zove se Eulerova spirala,a takoder se koriste i nazivi klotoida ili Cornu-
ova spirala. Eulerova spirala poznata je po svojstvu da je udaljenost svake tocke T spirale
od ishodista proporcionalna duljini luka spirale promatarano od ishodiSta do tocke 7.

1.5 Implementacija Fundamentalnog teorema u
Mathematica-i

Oznacimo funkciju «; s k(s). Pokazali smo da iz zakrivljenosti krivulje k(s) moZemo
pronaci njezinu parametarsku jednadzbu c(s) rjeSavanjem sustava jednadzbi

c(s) = ( f cos ¢(s)ds, f singo(s)ds)
o(s) = fk(s)ds.

U prethodnoj sekciji demonstrirali smo slucajeve u kojima je taj sustav rijeSen egzak-
tno, no opéenito je moguce pronaci samo numericko rjesenje. Uocimo da se nas problem
zapravo svodi na rjeSavanje sustava diferencijabilnih jednadzbi

xX'(s) = cos ¢(s)
y'(s) = sine(s) (1.16)
@' (s) = k(s)
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s pocetnim uvjetima x(0) = y(0) = ¢(s) = 0. (Ovi pocetni uvjeti utjecat ¢e samo na poloZaj
krivulje u koordinatnom sustavu, odnosno svaka druga krivulja ¢ ¢ija je zakrivljenost k(s),
moze se dobiti izometrijom krivulje c¢.) Zbog jednostavnosti, pretpostavimo da vrijedi
a < 0 < b, pri Cemu su a i b granice intervala u kojem se nalazi parametar s. Kod
numerickog rjeSavanja sustava diferencijabilnih jednadzbi 1 crtanja grafova koristit ¢emo
programski paket Mathematica-u. Numericko rjeSenje sustava[I.16]s pripadnim poCetnim
uvjetima dobivamo naredbom

f=NDSolve[{x’ [s]==Cos[phi[s]],y’ [s]==Sin[phi[s]],
phi’ [s]==k[s],x[0]==0,y[0]==0,phi[0]==0}, {x,y,phi}, {s,a,b}]

Konacno, graf traZzene krivulje dobit ¢emo naredbom
ParametricPlot[Evaluate[{x[s)],y[s]}/.f],{s,a,b}]

Sasvim jednostavne funkcije zakrivljenosti mogu stvoriti vrlo zanimljive krivulje. U
prethodnoj sekciji, na primjeru klotoide, vidjeli smo kako jednostavna zakrivljenost (k; =
s), moZe dati krivulju ¢iju parametarsku jednadZbu nije moguce pronaci egzaktno.

Slika 1.8: x, = ssin s Slika 1.9: x, = 1.68ins1k, = 2.4sin s
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Slika [I.8] prikazuje krivulju ¢ija je zakrivljenost , = ssin s, a slika[1.9] prikazuje isto-
dobno dvije krivulje ¢ija je zakrivljenost oblika c sin s, gdje je ¢ konstanta. Crvena krivulja
nastaje za ¢ = 2.4 1 ima svojstvo da je zatvorena.

Na sljede¢im slikama prikazane su jos neke zanimljive krivulje ¢ije smo grafove dobili
1z njihove prirodne jednadzbe.

1+

©

:1 \J ; i

Slika 1.10: x, =1 +¢€° Slika 1.11: k;, =2 + 3 cos3s

? 1k
I
-05

Slika 1.12: k, =3 =25 + 5°

I
05




Poglavlje 2

Fundamentalni teorem za Kkrivulje u RS

2.1 Fleksija

Kako bi izmjerili koliko je neka krivulja “zakrivljena” uvodimo pojam zakrivljenosti ili
fleksije. Zelimo da definicija zakrivljenosti zadovoljava naSu intuiciju, odnosno da zakriv-
ljenost pravca bude 0, a zakrivljenost vece kruznice bude manja od zakrivljenosti manje
kruznice. Takoder, cilj nam je definirati zakrivljenost tako da ona ne ovisi o parametrizaciji
krivulje, nego samo o njezinom “obliku”.

Zbog jednostavnosti, u definiciji se najprije ogranicavamo na krivulje parametrizirane
duljinom luka.

Definicija 2.1.1. Ako je c: I — R" krivulja parametrizirana duljinom luka, Funkciju
k:1—->R,
k(s) = llc” ()l

nazivamo zakrivljenost ili fleksija krivulje c u tocki c(s).

Primjetite da smo na taj nacin zapravo definirali fleksiju opéenito, odnosno za krivulje
parametrizirane duljinom luka u R",n > 2. U prethodnom poglavlju pokazali smo da ta
definicija zaista odgovara nasoj intuiciji zakrivljenosti.

Sada ¢emo pokazati da je definicija zakrivljenosti dobra, odnosno da ne ovisi o izboru
parametrizacije duljinom luka. Prije toga, dokazat ¢emo lemu koja govori o tome kako
izgleda neki drugi parametar duljine luka krivulje

Lema 2.1.2. Neka je c regularna krivulja parametrizirana duljinom luka s i neka je ¢ njena
reparametrizacija duljinom luka u. Tada je

u==+s+c, ceR. 2.1)

Obratno, ako je s parametar duljine luka, tada je s (2.1) takoder definiran parametar
duljine luka.

20
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Dokaz. Neka je c(s) = ¢(u). Deriviranjem po parametru s dobivamo

dc dcdu
= =7 2.2
ds duds (2.2)

Normiranjem obiju strana i koriStenjem ¢injenine da su krivulje jedini¢ne brzine, dobivamo

du

—|=1.
ds

iz ¢ega zakljuCujemo da vrijedi (2.1) m|

Teorem 2.1.3. Neka je c regularna krivulja parametrizirana duljinom luka s i neka je ¢
njena reparametrizacija duljinom luka u. Tada vrijedi

k(s) = k(u)
Dokaz. 1z (2.1) i (2.2)) slijedi

d*c  d*¢ (du\’ dédPu d%
o) s =22 (2.3)
ds* du?\ds duds* du?

1z ¢eka zakljuCujemo «(s) = &k(u) O

2.2 Torzija

U prethodnom poglavlju pokazali smo kako su ravninske krivulje u biti odredene svojom
fleksijom (Teorem [I.3.1)), no to nije slucaj sa krivuljama u prostoru. Na primjer, kruznica
radijusa jednakog 1 u xy ravnini 1 kruZna spirala kojoj je a = b = %, obje imaju fleksiju
jednaku 1 u svim to€kama, no ocito je nemoguce dobiti jednu krivulju iz druge bilo kak-
vom kombinacijom rotacije i translacije. Zato ¢emo definirati drugi tip zakrivljenosti za
prostorne krivulje, koju éemo zvati torzija, i pokazat ¢emo kako fleksija i torzija zajedno
odreduju krivulju do na izometriju.

Neka je c(s) krivulja parametrizirana duljinom luka u R?, i neka je T = ¢’ njezin
jedini¢ni tangencijani vektor. Ako je fleksija «(s) razli¢ita od nule, definiramo glavni nor-
malni vektor od c¢ u tocki c(s):

N(s) = LT’(s). (2.4)
K(s)

Sada ¢emo dokazati jednu opcCenititu tvrdnju koja vrijedi za sva vektorska polja duz

krivulje, a koja ¢e nam koristiti u sljede¢im razmatranjima.
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Lema 2.2.1. Neka je F vektorsko polje jedinicne brzine duZ krivulje c: I — R". Tada
vrijedi

F' -F=0
Dokaz. Derivirnjem jednadzbe
F)-F(t)=1
dobivamo
2F(t)- F'(r) = 0.
O
Zbog ||IT'|| = k, N je jedinini vektor. Nadalje, prema prethodno dokazanoj lemi je
T-T' =0,pasuT iN okomiti jedinicni vektori. Iz toga slijedi da je
B=TXxN (2.5)

jedini¢ni vektor okomit i na 7 i na N. Vektor B(s) zovemo vektor binormale od ¢ u tocki
c(s). Stoga, vektori T, N i B ¢ine desnu ortonormiranu bazu u R? (Frenetov trobrid). od-
nosno vrijedi

B=TxN, N=BxT, T=NXB.

Slika 2.1: Frenetov trobrid

Primjenimo li “pravilo produkta” za deriviranje vektorskih funkcijana B = T X N,
dobivamo
B =T"XN+TxN =TxN, (2.6)

jer iz definicije (2.4)), zbog kolinearnosti vektora 7" i N, slijedi 7" x N = 0.
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Formula pokazuje da je B’ okomit na 7. Kako je okomit i na vektor B (Lema
[2.2.1), B’ mora biti paralelan s N, pa vrijedi

B = —-7N,
za neki skalar 7 (negativan predznak je stavljen dogovorno).

Definicija 2.2.2. Neka je c krivulja parametrizirana duljinom luka i neka je N polje vektora
glavnih normala,a B polje binormala. Funkcijut: I — R,

7(s) = =N(s) - B'(s)
nazivamo torzijom krivulje c .

Primjetimo da je polje N, a stoga 1 torzija, definirano jedino kada je x(s) # O, te u
daljnjem promatramo samo takve krivulje.

Naravno, Zelimo da torzija koju smo definirali za proizvoljnu krivulju ¢ parametriziranu
duljinom luka ostane nepromijenjena kada reparametriziramo krivulju. Kao i u slucaju
fleksije «, kako bismo se uvjerili da tako definirana torzija ima smisla, moramo pokazati da
promjenom jedini¢nog parametra s, torzija 7 ostaje ista.

Teorem 2.2.3. Neka je c regularna krivulja parametrizirana duljinom luka s i neka je ¢
njena reparametrizacija duljinom luka u. Tada vrijedi

7(s) = T(u)
Dokaz. Ve¢ smo pokazali da je jedini¢ni parametar u oblika
u==xs+c,

gdje je ¢ konstanta (Lema [2.1.2). Sada ¢emo pokazati da ta promjena parametra ima
sljedeci efekt na prethodne vektore:

T=+T, T'=T, N=N, B=xB, B =P.

Neka je c(s) = ¢(u). Tada vrijedi

dc dcdu -
=—=——=zT.
ds duds
Deriviranjem prethodne jednakosti dobivamo
. d’c d*e
=—=T".

:ﬁ_du2
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Kako je k(s) = k(u)1 T’ = T’ vrijedi
1 1 . .
N.

K(s) k(u)
Analogno,
B=TxN=+TxN=4+B.

Nadalje, deriviranjemo jednakosti B(s) = +B(u) po parametru s slijedi

_ dB(s) _ +d1§(u)d_u

BI
ds du ds

+B'(u)(x1) =B

Konac¢no, dolazimo do tvrdnje koju smo Zeljeli dokazati:

7(s) = -N-B = -N- B = %(u).
O

Teorem 2.2.4 (Frenetove formule). Neka je c: I — R? krivulja parametrizirana duljinom
luka s fleksijom k > 0 i torzijom 1. Tada vrijedi

T’ = kN,
N = —«T + 1B, 2.7
B = -7N.

Dokaz. Kao §to vidimo, prva i trea formula su zapravo samo definicije fleksije i torzije.
Koristenjem tih formula i derivacijom vektorskog produkta N = B X T dolazimo i do druge
formule

N =B XT+BXT =-1t(NXT)+ BX (N) =—-1(—B) + k(-T) = —«T + 7B.

2.3 Kongruentnost krivulja

Teorem 2.3.1. Neka je ¢ krivulja jedinicne brzine u R® pozitivne zakrivljenosti, i neka je
¢ = F(c) slika krivulje c koja je nastala djelovanjem izometrije F. Tada vrijedi

k=«k, T=(sgnF)r,

T =A(T), N=A(N), B-=(sgnF)A(B),

gdje je sgnF = 1 predznak izometrije F, a A je pripadni ortogonalni operator.
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Dokaz. Krivulja ¢ je takoder parametrizirana duljinom luka, odnosno
IE’ll = IACHI = 1Ic’ll = 1,

a to vrijedi zato Sto ortogonalni operator A ¢uva normu. Primjenom definicije tangencijal-
nog vektora na c i ¢ dobivamo

T =¢ =A() = AT).
Kako izometrija F ¢uva ubrzanje i normu, slijedi

k="l = AN = llc”"|l = .

Da bi dobili potpuni Frenetov trobrid, koristimo pretpostavku da je « > 0 (Sto povlaci
k > 0, zbog k = k). Primjenom definicije normalnog vektora i koriStenjem prethodnih
¢injenica, dobivamo

K K

g & A A(%ﬁ) — AN).

Preostaje nam jedino pokazati djelovanje izometrije F na B i 7. Iz definicije vektora
binormale (B = TxXN) iiz Cinjenice da izometrija mijenja vektorski produkt do na predznak
slijedi

B=TxN =A(T)x A(N) = (sgnF)A(T X N) = (sgnF)A(B).

Torziju moZemo definirati pomocu vektora Bi N’, odnosno 7 = —=B’-N = B-N’. Stoga,

koriStenjem prethodnih rezultata za B i N, dobivamo

T=B-N = (sgnF)A(B)-A(N’) = (sgnF)B - N = (sgnF)r.
O

Pojavljivanje predznaka izometrije F u formuli za torziju krivulje F(c) pokazuje kako
torzija daje mnogo suptilniji opis krivulje nego Sto je bilo vidljivo do sad. Predznak od 7
mjeri smjer uvijanja krivulje. Pod pojmom uvijanje mislimo na smjer otklona od oskula-
cijske ravnine ﬂ U stvari, 7(sg) < 0 u tocki c(sp) ako krivulja “raste” (diZe se) pri prolazu
kroz oskulacijsku ravninu i 7(so) > 0 ako krivulja “pada” (spusta se) pri prolazu kroz
oskulacijsku ravninu. Ako je F' lijevo orijentirana izometrija, formula T = —7 pokazuje
da je smjer uvijanja krivulje F(c) suprotan od smjera uvijanja krivulje ¢. Jednostavnim
primjerom ilustrirat éemo taj obrat.

'Oskulacijska ravnina krivulje c u to¢ki c(sy) je ravnina koja prolazi to¢kom c(so) krivulje, a vektor B(sg)
joj je vekor normale
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Primjer 2.3.2.
Neka je

s . S S

c(s) = (cos —,sin —, —) .

c cc
parametrizacija duljinom luka kruZne spirale koja je dobivena umetanjem a = b = 1 u
(2.20); stoga je ¢ = V2. Iz opéenitih formula za fleksiju li i torziju 1} kruzne
spirale dobijemo da je k = 7 = 1/2. Zatim, neka je R refleksija (zrcaljenje) s obzirom xy
ravninu, odnosno R je izometrija R(x,y,z) = (x,y,—z). Stoga, slika krivulje ¢ = R(c) je
zrcalna slika originalne slike, odnosno

_ s . s S
c(s) = (cos —,s8in —, ——).

c c c
Zrcalo ima efekt da se ¢ i1 ¢ uvijaju na suprotan nacin, odnosno ako je ¢ “desno orijen-
tirana”, onda je ¢ “lijevo orijentirana”. (Cinjenica Sto se ¢ penje, a ¢ spusta je sama po sebi
beznacajna.) Formalno: refleksija R je lijevo orijentirana izometrija, stoga, po prethodnom

teoremu slijedi

k=xk=1/2 i T=-1t=-1/2. (2.8)

Kako je ¢ cilindri¢na spirala, dobivena za a = 11 b = —1, tvdnju (2.8) moZemo provjeriti

uvrStavanjem u opéenite formule (2.21) i (2.22).

U slucaju krivulja u R3, pojam kongruencije definira se na sljedeéi nacin

Definicija 2.3.3. Dvije krivulje c,¢: 1 — R? su kongruentne ako postoji izometrija F u R
takva da je ¢ = F(c) za svaki t iz I.

Intuitivno receno, kongruentne krivulje su jednake osim po poloZaju u prostoru. One
predstavljaju putovanje jednake brzine po putu istog oblika. Na primjer, cilindri¢na spirala
c(t) = (cost,sint,t) kruzi oko z osi tono na isti nacin na koji cilindri¢na spirala ¢ =
(t,cost,sint) kruzi oko x osi. Ocigledno su te dvije krivulje kongruentne, jer ako je F
izometrija takva da

F(p1, p2, p3) = (p3, p1, p2)

tada je F(c) = ¢. U praksi mozZe bit vrlo tesko zakljuciti jesu li krivulje ¢ i ¢ kongruentne jer
¢esto nije jednostavno pronaci izometriju koja preslikava jednu krivulju u drugu. Ono S§to
mi Zelimo je pronaci opis oblika krivulje parametrizirane duljinom luka koji nam garantira,
da ako imamo dvije krivulje c i ¢ s istim opisom oblika, da su onda te krivulje kongruentne.
Odgovarajuci opis, kao $to smo i o€ekivali, dan je preko fleksije i torzije.



POGLAVLIE 2. KRIVULJE UR? 27

2.4 Fundamentalni teorem za krivulje u R’

Teorem 2.4.1 (Fundamentalni teorem, jedinstvenost). Neka su c i ¢ krivulje prametrizirane
duljinom luka u R® definirane na istom intervalu {a, b) i pretpostavimo da imaju istu torziju
i istu pozitivnu fleksiju. Tada postoji izometrija F koje preslikava c u c.

Dokaz. Neka je {T, N, B} Frenetov trobrid krivulje c, a {T, N, B} krivulje ¢. Iz Cinjenice da
obje krivulje ¢ 1 ¢ imaju fleksiju razli¢itu od nule, zaklju¢ujemo da su Frenetovi trobridi
{T,N,B}i{T, N, B} dobro definirani.

Fiksirajmo so, pri ¢emu je a < sy < b. Tada postoji translacija u R? koja presli-
kava toCku c(sg) u c(sg). Neka je {Ty, Ny, By} Frenetov trobrid krivulje ¢ u tocki c(sy), a
{TQ,N(),B()} Frenetov trobrid krivulje ¢ u tocki Z’(S()). Kako su {T(),N(),B()} 1 {To,N(),B()}
dvije desne ortonormirane baze, to postoji rotacija koja preslikava jedan trobrid u drugi.
Stovise, postoji izometrija F u R?, s pripadnom rotacijom A, takva da

F(c(50)) = c(s0)
A(To) = To, A(No) = No,  A(By) = Bo.
Kako bi pokazali da se krivulja F o ¢ podudara s ¢, definiramo realnu funkciju f:
f() = (A o T)(s) = T(s)I> + (A o N)(s) = N(s)I* + [I(A 0 B)(5) = B(s)I

zaa < s < b. Pokazat ¢emo da je derivacija od f jednaka 0. U tu svrhu, deriviramo
funkciju £i(s) = ||(A o T)(s) — T(s)||*. Radi jednostavnosti zapisa izostavljamo parametar s

fi=2(oTy-T) (AoT)-T)
=2((AoT) - (AoT)+T-T'=(AoTY -T-(AoT)-T')
Kako su A o T'i T jedini¢na vektorska polja slijedi
(AoT)-(AoTY =T -T" =0.

Sada imamo
fi==2(AoTy T+@AoT) - T).

Kako je A fiksna rotacija moZemo pisati
fi==2(A-T-T+A-T-T").

Analogno, deriviranjem funkcija f> = ||(A o N) = N|>i f; = ||(A o B) — BJ|> dobivamo
f=-2(A-N-N+A-N-N')
fi=-2(A-B-B+A-B-B).
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Primjenom Frenetovih formula na polja {T, N, B} i {T, N, B} slijedi

fi=-2(A-kN-T+A-T-&N),
£3=-2(A-(—xT +7B)-N+A-N - (kT +7B)),
fi=-2(A-(-=ON-B+A-B-(-DN).

Prema pretpostavci teorema, vrijedi k = kK17 = T pa imamo

fl=-2k-A-N-T-2k-A-T-N,
fi=2k-A-T-N-2t-A-B-N+2k-A-N-T-2t-A-N-B,
f3’:2T-A-N-E+2T-A-B-N.

Zbrajanjem prethodnih jednakosti dobivamo
f =R+t fi=0.

Dakle, pokazali smo da je derivacija funkcije f jednaka O za svaki s pa slijedi da je f
konstanta. Kako je f(s¢) = 0 zakljucujemo da je f(s) = O za svaki s. Na taj nacin, zapravo
smo pokazali da je

A(T(s)) =T(s), A(N(s))=N, A(B(s))=B
za svaki s € (a, b). Kako je
(Foc)(s)=(Aoc)s)=(AoT)(s)=T(s) =T(s),

postoji g € R? takav da
(Foc)s)=c(s)+q.

Zbog F(c(sg)) = c(so) slijedi da je ¢ = 0. Dakle, postoji jedinstvena izometrija F koja
preslikava krivulju c u ¢. O

Sada prelazimo na pitanje postojanja krivulje ako su zadane fleksija i torzija. Pokazat
¢emo da uz zadane funkcije x 1 T postoje {T(s), N(s), B(s)} koji zadovoljavaju Frenetove
formule.

Teorem 2.4.2 (Fundamentalni teorem, postojanje). Pretpostavimo da su «: {a,b) — R i
7: {a,b) — R diferencijabilne funkcije i neka je k > 0. Tada postoji krivulja parametri-
zirana duljinom luka c: {a,b) — R3 Cija fleksija i torzija su k i . Neka je vrijednost od
c(so) proizvoljna za neki sy € {a, b) i neka su vrijednosti od T (sq) i N(sy) takve da vrijedi
T Cso)ll = INCso)ll = 1 i T(s0) - N(so) = 0.
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Dokaz. Promotrimo sljede¢i sustav 12 diferencijabilnih jednadZzbi

xi(s) = (),

ri(s) = k(s)n(s),

ni(s) = —k()t(s) + 1()bi(s),
bi(s) = —1(s)n(s),

pri ¢emu je 1 < i < 3, zajedno s poCetnim uvjetima

(2.9)

xi(s0) = pi

ti(s0) = qi

ni(so) = ri
bi(so) = qor3 —qsn,
by(so) = qari—qirs,
by(s0) = qir2—qor.

(2.10)

U (2.10) zahtijevamo da vrijedi

i‘lf:l:i”? i iqm=0. 2.11)

Tim pocetnim uvjetima zapravo je zadan desno orijentirani trobrid {7'(s¢), N(s¢), B(so)}.
Ako stavimo ¢ = (x, xp, x3) 1

T = (tl’t2’t3)a N = (nb np, l’l3), B = (bb bZa bS)’

vidimo da sustav moZemo zapisati jednadzbama ¢’ = T i

T’ = kN,
N = —«T + 1B, (2.12)
B = —-1N.

Iz teorije o rjeSavanju sustava diferencijabilnih jednadZzbi, znamo da linearan sustav ima
jedinstveno rjeSenje, odnosno postoji jedinstvena familija trobrida {7(s), N(s), B(s)} koja
zadovoljava pocetne uvijete i sustav dan s Frenetovim formulama (2.12). O

Lema 2.4.3. Ako su c, krivulje jedinicne brzine takve da je k = ki T = %7, tada su c i ¢
kongruentne.

Dokaz. Tvrdnja leme, za slucaj kada je T = 7, slijedi izravno iz Teorema [2.4.1] Preostaje
nam komentirati slu¢aj kada je r = —7. Tada biramo lijevo orijentiranu izometriju F koja
trobrid {Ty, Ny, By} preslikava u trobrid {T, Ny, —By}. Trobrid {T, Ny, By} je desno orijen-
tiran pa slijedi da je {Ty, Ny, —By} lijevo orijentiran (jer je F lijevo orijentirana izometrija).
Dokaz je dalje analogan kao i za slu¢aj v = 7. O
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Lema zapravo daje i viSe od same kongruencije krivulja ¢ i ¢, to jest pokazuje
kako eksplicitno moZemo pronaci izometriju koja krivulju ¢ preslikava u ¢. Demonstrirat
¢emo to na jednostavnom primjeru.

Primjer 2.4.4. Neka su c,é: R — R? krivulje jedini¢ne brzine zadane parametarskim
JjednadZbama

s . 8 S
c(s) = (cos—,sm—,—),
c cc

_ s .5 S
c(s) = (cos —,sin —, ——)
c c ¢

gdje je ¢ = \2. Pronadi izometriju koja preslikava jednu krivulju u drugu.

Ocito, krivulje su kongruentne jer postoji refleksija izmedu njih; radi se o kruznim
spiralama iz Primjera[2.3.2] No, sada ¢emo tu refleksiju zanemariti kako bi opisali opéenitu
metodu odredivanja pripadajuce izometrije. Preko Leme smo pokazali da kruzne
spirale c¢ i ¢ imaju istu fleksiju k = 1/2 = k i torziju suprotnog predznaka v = 1/2 = -7.
U tom slucaju, prema prethodnoj lemi, postoji kongruencija izmedu te dvije krivulje preko
lijevo orijentirane izometrije F. Prema Teoremu slijedi da ¢ée takva izometrija F
preslikati Frenetov trobrid

7(0) = (0,a,a),

N(0) = (~1,0,0),

B(0) = (0, —a, a),
gdje je a = 1/ V2, u trobrid

7(0) = (0,a, —a),

N(0) = (-1,0,0),

—-B(0) = (0, —a, —a),

pri ¢emu znak minus daje lijevo orijentiranu bazu. Iz linearne algebre znamo da izometrija
F ima ortogonalni dio C = B'A, gdje su A i B matrice pridruZene prethodnim trobridima.

Prema tome
0O -1 O 0 a a 1 0 O
C=la 0 =all-1 0 0]|=]01 O
—a 0 —-aJ)\0 -a a 0 0 -1

zaa = 1/ V2. Ova dva trobrida smjeStena su u istoj tocki, to jest c(0) = ¢(0) = (1,0,0).
Kako je ta tocka fiksna za ortogonalni dio C, slijedi da je translacijski dio izometrije F
identiteta. Na taj nacin pokazali smo da refleksija F' = C preslikava krivulju c u ¢.
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2.5 Specijalne klase krivulja

Ravninske Kkrivulje

Lema 2.5.1. Neka je c krivulja parametrizirana duljinom luka s pozitivnom fleksijom. Tada
jec ravninskcﬂ ako i samo ako je T = 0.

Dokaz. Bez smanjenja opCenitosti moZemo pretpostaviti da je ¢ parametrizirana duljinom
luka. Uvjet da je ¢ ravninska moZe biti izraZen analiti¢ki, odnosno

(c(s)=p)-q=0, Vs,
gdje su p, g konstantni vektori. Deriviranjem slijedi
c'(s)-qg=c"(s)-q=0, Vs.

Dakle, g je okomitna 7T = ¢’ ina N = ¢”/k. Kako je i B takoder okomit na 7" i N, slijedi,
zbog ||B|l = 1, B = £4q/||q|l. Uo¢imo da je B konstantan pa slijedi B” = 0. Iz definicije
torzije Tt = —N - B’ slijedi 7 = 0.

Obratno, pretpostavimo da je 7 = 0. Stoga, B’ = 0, odnosno B je konstantan. Zelimo
pokazati da ¢ lezi u ravnini koja prolazi kroz c(sp) 1 okomita je na B. U tu svrhu, proma-
tramo funkciju

f(s) = (c(s) = c(s0)) - B.

Tada
fi(s)=c-B=T-B=0, Vs.

Prema tome, funkcija f je konstantna, pa zbog f(s¢) = 0 slijedi
c(s)—c(sg)-B=0 Vs,

odnosno c¢ je ravninska krivulja. O

Sferne krivulje

U ovom dijelu pokazat ¢emo da postoji relacija izmedu fleksije i torzije koja nam daje
nuzan i dovoljan uvjet da prostorna krivulja lezi na sferi.

Teorem 2.5.2. Neka je c krivulja parametrizirana duljinom luka s pozitivnom fleksijom i
torzijom razlic¢itom od nule. Pretpostavimo da c leZi na sferi radijusa r s centrom u q € R>.
Tada vrijedi

2Ravninska krivulja u R? je krivulja koja leZi u jednoj ravnini u R3.
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(i) k> 1/r;

(ii) ki T su povezani relacijom

SEINE o
K2 Kt '

(iii) = = (K—z)
kK \71k
Dokaz. Krivulja leZi na sferi pa vrijedi jednadZba ||c — ¢||> = r*. Deriviranjem slijedi
(c=q)-T=0. (2.14)
Nakon ponovne derivacije dobivamo
T" ' T+(c—q) - T'=14(c—-¢q)-T'=0.

Zakljucujemo da je 7' razlicit od 0, iz Cega slijedi da je Frenetov trobtid {7, N, B} dobro
definiran na c. Slijedi
l+(c—-¢q)-(«kN)=0 (2.15)

Cauchy-Schwarzova nejednakost povlaci
1 =1(c—q) - («kN)| < «llc — gl - lINI| = «r,
Sto dokazuje tvrdnju (i). Deriviranjem jednakosti (2.15]) dobivamo
T-(«kN)+(c—q)- (KN +«(—«T +1B)) = 0.
Kakoje T - (kN) = 0i —«*T(c — q) = 0, to slijedi
K(c—q)-N+kt(c—q)-B=0.

Iz jednakosti (2.15) slijedi da je

(c—q)-N= 0 (2.16)

pa imamo

/

X i kc—g)-B=0. (2.17)
K
Neka su ay, a, 1 a; koeficijenti pri rastavu vektora ¢ — g po ONB-u, odnosno

c—q=aT+aN + a3B.
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Pri tome, zbog 2.14), (2.16) i (2.17)), vrijedi

ay=(c-q)-T=0, 02:(0—6])'1\’:7 i a3=(c—¢q)-B=

Stoga imamo

/

K

T
T(c—q) = —;N + EB'

Normiranjem dobivamo

2 (k)
?rt=1lc-qlf = (—) +( ) ,
K

K2

iz Cega dolazimo do tvrdnje (ii). Trebamo joS dokazati tvrdnju (ii1). Deriviranjem jedna-
kosti

/

(C_Q)'B: K2
TK

dobivamo

(:):TVB+@—@-E:O—T@—@-N
TK

Konacno, primjenom jednakosti (2.16)), slijedi
(o) (7
=—T|— | = —.
TK? K K

Uocimo da kruzna spirala, ¢ija je jediniCna parametrizacija dana jednadzbom (2.20),
zadovoljava jednakost zac = (a*+b?)/a, ali ne zadovoljava uvijet (iii). Zaista, kruZna
spirala ne leZi na sferi i ovaj primjer pokazuje da jednakost (2.13)) ne daje karakterizaciju
sfernih krivulja. Ipak, uz dodatni uvjet, dobivamo obrat prethodnog teorema.

O

Teorem 2.5.3. Neka je c: {a,b) — R? krivulja jedinicne brzine &ija fleksija « i torzija T
zadovoljava . Pretpostavimo da k, T i K’ isCezavaju samo u izoliranim tockama. Tada
c lezi na sferi radijusa r &ije srediste je u nekoj tocki g € R3.

Dokaz. Neka je

1 /
d:c+—N—(KJB.
K TK

Deriviranjem i primjenom Frenetovih formula dobivamo

’ 1 7\’ /
d=T-5N+-(«r+B)- || B+ )N,
K2 K TK? TK?
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Sredivanjem dobivamo

d :(E_(T’LZ))B. (2.18)
Izraz (2.13) jednak je izrazu
, 1 £\
c—-—=|= ,
K? TK?
koji deriviran daje
K K\ «
(TKZ)(TKZ) s 2.19)

Iz 2.18) i (2.19) slijedi

K T K K
d=|- - —|B=0,
(TKZ) (K ™®* K )
odnosno «'d” = 0. Prema tome, d'(t) = 0 za svaki ¢ za koji vrijedi () # 0. Kako je d’

neprekidna, slijedi da je d’(f) = 0 za svaki . Stoga postoji g € R? takav da je d(¢) = ¢ za
svaki t. Drugim rijeCima,

e (0
0 =a= =GN+

B(1)

za svaki t. Zatim, iz (2.13]) dobivamo

Kako vrijedi )
|ume:i+VJ,
K2 \1k?
slijedi
lle(@) - qlf* = 7.
Prema tome, c leZi na sferi radijusa r s centrom u q. m]

Krivulje konstantnog nagiba (op¢e cilindri¢ne spirale)

Definicija 2.5.4. Krivulja t — (acost,asint,0) je kruznica radijusa a u xy ravnini u R>.
Ako dopustimo da se krivulja diZe (ili spusta) konstantnom brzinom duZ z-osi, dobili smo
kruznu spiralu c: R — R3, koja je dana formulom c(t) = (acost,asint, bt), gdje jea > 0 i
b #0.
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Slika 2.2: KruZna spiralazaa =11b = %

Lema 2.5.5. Neka je ¢ krivulja parametrizirana duljinom luka u R®. Tada je c kruZna
spirala ako i samo ako je k = const. > 0 i T = const.

Dokaz. Zasvakia > 01b # 0 jednadZba

b
c(s) = (a cos f, asin f, —s) , (2.20)
C c C

je parametrizacija duljinom luka kruZne spirale, pri ¢emu je ¢ = (a*> + b*)!/2. Sada

a . s a s b
T(s)=c'(s) = (—— sin —, — cos —, —).
c cc c c

Stoga
T'(s) = (—% cos f, —% sin f, O).
c c c c
Prema tome,
a a
=T’ =—==—>0. 2.21
k() =T (o)l 2T A (2.21)
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[z T’ = kN, slijedi

N(s) = (— cos f, —sin f, 0).
c c

Vektorski produkt 7 X N daje B, odnosno

b . s b s a
B(s)=|—-sin—-,——cos—,—].
c

c c cc
1z prethodnog slijedi

b b

B'(s) = (—2 cos f, — sin E, 0).

c cc c

Usporedivanjem formula za B’ 1 N 1 primjenom definicije B = —tN, zakljuCujemo
b b
7(s) = 2 iy (2.22)

Dakle, fleksija i torzija kruzne spirale su konstantne.
Obratno, neka je c¢ krivulja parametrizirana duljinom luka koja ima konstantnu pozi-
tivnu fleksiju i konstantnu torziju. Tada, koriStenjem jednadzbi (2.21)) i (2.22)), dobivamo

K T
v e (229
odnosno c je kruzna spirala gdje su a, b kao u (2.23)). O

Kako kruzna spirala ima konstantnu fleksiju « i konstantnu torziju 7, slijedi da je i omjer
7/« konstantan. Pitamo se da li postoje druge krivulje s tim svojstvom. Da bi odgovorili na
to pitanje, prvo ¢emo pokazati da je konstanta 7/« ekvivalentna konstantnom kutu izmedu
krivulje 1 fiksiranog vektora.

Definicija 2.5.6. Za krivulju c: {a,b) — R* kaZemo da ima konstantni nagib u odnosu na
jedinicni konstantni vektor E € R?, ako je kut ¢ izmedu vektora E i jedinicnog tangencijal-
nog vektora T konstantan. Analiticki,

T - E = cos¢ = konst. (2.24)

Krivulju s tim svojstvom zovemo joS opca cilindricna spirala. Nagib krivulje ¢ definiramo
kao ctg ¢.

Lema 2.5.7. Ako krivulja c: {a, by — R? ima fleksiju razli¢itu od nule i konstantni nagib u
odnosu na neki jedinicni vektor E, tada je omjer Tk konstantan i jednak + ctg ¢.
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Dokaz. Bez smanjenja opéenitosti, krivulja c je jedini¢ne brzine. Derivacijom izraza (2.24))
dobivamo (kN) - E = 0. Stoga je E okomit na N, pa moZemo pisati

E =T cos¢ + Bsin ¢.
Deriviranjem prethodne jedankosti, dobivamo
0 = N(kcos ¢ F Tsin ¢),

iz Cega slijedi k cos ¢ F T sin¢ = 0, odnosno

-
- =*ctgo
K

Obrat prethodne leme takoder vrijedi.

Lema 2.5.8. Neka je c: {a,b) — R? krivulja &iji je omjer t/x konstantan. Oznacimo
7/k = ctg¢. Tada krivulja c ima konstantni nagib ctg ¢ u odnosu na neki jedinicni vektor
E e R

Dokaz. Bez smanjenja opcenitosti, neka je ¢ krivulja jedini¢ne brzine. Uocimo da vrijedi
jednakost

0= N(kcos¢ —Tsing) = %(Tcosqﬁ + Bsin ¢).
Iz toga slijedi da postoji konstantni jedini¢ni vektor E € R? takav da je
E =T cos ¢ + Bsin ¢.
Posebno, skalarni umnozak E - T je konstantan. O

Ako se vratimo na kruZnu spiralu (Lema [2.5.5)), lako se moZemo uvjeriti da ona ima
konstantni nagib b/a u odnosu na vektor (0, 0, 1). Sada ¢emo pokazati da iz svake ravninske
krivulje jedini¢ne brzine moZemo dobiti prostornu krivulju konstantnog nagiba na isti nacin
kao Sto iz kruZnice dobivamo kruznu spiralu.

Lema 2.5.9. Neka je ¢: {a,b) — R? ravninska krivulja jedinic¢ne brzine, €(s) = (b(s), ba(5)).
Definiramo prostornu krivulju c:

c(s) = (b1(5), ba(s), s cos ),

gdje je W konstanta. Tada krivulja ¢ ima konstantnu brzinu /1 + cos? ¢ i konstantni nagib
cos ¥ u odnosu na (0,0, 1).
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Dokaz. Krivulja ¢ je jedini¢ne brzine pa slijedi ||¢|| = w/b’l(s)2 + b’z(s)2 = 1, odnosno
b (s)* + by(s)* = 1. Prema tome, kako je

c'(s) = (b(s), by (s), cos ),

slijedi da je brzina od ¢ jednaka /1 + cos? ¢. Tu Cinjenicu koristimo kod racunanja kuta ¢
izmedu ¢’(¢) 1 (0,0, 1). Dakle,

_d®-(0,0,1) cos Y

co = ,
lle’ @l \1 + cos?y
iz ¢ega dobivamo
[ N 1
cos2¢p cos2y’
Kako je
—1=1tg?9,
cos? ¢ g
to slijedi ctg ¢ = cos ¥ Sto smo i Zeljeli dokazati. O

Obrnuta konstrukcija takoder je moguca.

Lema 2.5.10. Neka je c: {a,b) — R krivulja jedini¢ne brzine koja ima konstantni nagib
ctg ¢ u odnosu na jedini¢ni konstantni vektor E € R3. Pretpostavimo da je ctg ¢ # 1. Neka
Jje ¢ projekcija od ¢ na ravinu okomitu na E, to jest

c(s) =c(s)—(c(s)- E)E (2.25)

zaa < s < b. Tada ¢ ima konstantnu brzinu |sin ¢|. Nadalje, fleksija od c i orijentirana
zakrivljenost od ¢ su povezane relacijom

1

sin® ¢

(2.26)

Ky = K

=/

Dokaz. Nekasu T = T 1 T = ¢’ jedini¢ni tangencijalni vektori od ¢ i c. Deriviranjem
¢

izraza (2.25]) dobivamo
WIT =¢ =T —(T-E)E=T - (cosp)E.

Prema tome,
IE|PT? = T? + cos® E* — 2 cos ¢T - E.
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Kako su 7, T i E jedini¢ni i kako je T - E = cos ¢, slijedi
I]? = 1 - cos’ ¢,

Sto dokazuje ||¢’|| = | sin ¢| = konst. Takoder, vrijedi N = £N. Krivulja ¢ je parametrizirana
opéim parametrom pa vrijedi 77 = ||¢’||k;N. Sada kona¢no imamo

kN =T’ = ||&|IT" = ||Z'|P&,N = +(sin® )&, N.
Zbog sin ¢ # 0, slijedi (2.25). o

Kako bi pronasli jo§ neke zanimljive krivulje konstantnog nagiba osim kruzne spirale
ili ravninskih krivulja, trazit éemo krivulje konstantnog nagiba koje leze na sferi. Sljedeca
lema dat ¢e nam relaciju koja mora vrijediti izmedu fleksije 1 torzije takvih krivulja.

Lema 2.5.11. Neka je c: {a,b) — R? krivulja jedini¢ne brzine koja ima konstantni nagib
ctg ¢ u odnosu na jedini¢ni vektor E € R3, pri cemu je 0 < ¢ < n/2. Pretpostavimo takoder
da c leZi na sferi radijusa ¢ > O.

(i) Fleksija i torzija od c su dane formulama

Kk(s)* = 2; i 7(s) !
c

— ot T2 el 2 (2.27)

(ii) Neka je c projekcija krivulje ¢ na ravninu okomitu na E. Tada orijentirana zakrivlje-
nost od ¢ zadovoljavava jednakost

1

2sin* ¢ — 52 cos? ¢’

Ky(s1)* = (2.28)

gdje je s1 = ssin ¢ funkcija duljine luka od c.

(iii) Neka je ¢ = a+ 2b i cos¢ = a/(a + 2b). Tada je prirodna jednadiba (2.28) krivulje
¢ jednaka prirodnoj jednadzbi epicikloide ({I.10).

Dokaz. Kako je T = kctg ¢, iz (2.13) slijedi

,\2
(K_) = (62 - %) = (K’ = Detg’ ¢,

odnosno,

= *ctg .
KVK2e2 -1
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Integriranjem prethodne jednakosti dobivamo

1
—Vk?c? — 1 = £sctg¢. (2.29)
K
Rjesavanjem jednadzbe (2.29) po «, dobivamo (2.27)), ¢ime smo pokazali tvrdnju (i).
Jednostavnim racunom, iz (2.26)) i (i), dolazimo do tvrdnje (ii). Trebamo jo$ pokazati da
vrijedi tvrdnja (iii). RaCunamo

2
N S R R a’ 3 16b%*(a + b)*
sin” ¢ = (1 — cos” ¢) —(1 (a+2b)2) = @ )

Prema tome, izraz (2.28) postaje

| 16b%*(a + b)? azs%
£(s1)>  (a+2b)? (a +2b)%’

odnosno
a+2b\
a’st + ( - ) = 16b*(a + b)*. (2.30)
Ks(sl)
Ako zamijenimo s, sa s, vidimo da izrazi (2.30) i (I.10) jednaki, ¢ime smo dokazali tvrdnju
(iii). O

Sada nam se prirodno namece definicija nove vrste prostornih krivulja. U tu svrhu,
koristit cemo uobi¢ajnu parametrizaciju epicikloide

ela. b)(t) = | (a + b) cos t — bcos ((“ Zb)t) (a+Db)sint— bsin((a ;b)t)). 2.31)

Definicija 2.5.12. Neka je e[a, b](t) = (x(t), y(t)) parametarska jednadzba epicikloide kao
u ([2.31). Sferic¢na spirala je krivulja ija je parametarska jednadZba definirana s

cla, b1(t) = (x(t), (1), 2 Vab + b2 cos ;—2) .

Sljedeca tvrdnja pokazuje da je prethodno konstruirana krivulja zaista konstantnog na-
giba 1 da leZi na sferi.

Lema 2.5.13. Sfericna spirala cla, b] ima konstantni nagib u odnosu na (0,0, 1) i leZi na
sferi radijusa a + 2b ¢iji je centar u ishodistu.
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Dokaz. Da bi krivulja c(7) bila konstantnog nagiba u odnosu na (0, 0, 1) mora vrijediti

c'(n-(0,0,1)
0s¢p = ———— = konst.
*T Tewn
Deriviranjem i sredivanjem izraza dobijemo da vrijedi
cosp = —o
¢= a+?2b’

¢ime je dokazan prvi dio leme. Zatim, pokaze se da vrijedi
x(t)” + y() +2(1)* = (a +2b)°

1z Cega zakljuCujemo da c() zaista lezi na sferi radijusa a + 2b s centrom u ishodiStu. O

NN
N —\
S

L
e
\

‘7\5\?
¢

Slika 2.3: SferiCne spirale

Slika [2.3] prikazuje primjere sferi¢nih spirala koje leZe na jedini¢noj sferi. Lijeva
sferi¢na spirala dobivena je za a = % ib = i, adesnazaa = b = 1. Projekcije tih

3
krivulja na xy ravninu prikazane su na Slici[2.4]
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Slika 2.4: Nefroida (lijevo) 1 kardioda (desno)

2.6 Implementacija Fundamentalnog teorema u
Mathematica-i

U praksi, Fundamentalni teorem za krivulje u R? implementiramo u Mathematica-i koja
rjeSava sustav diferencijabilnih jednadZzbi numericki i zatim crta dobivene prostorne kri-
vulje. Pokazali smo da se na$ zadatak svodi na rjeSavanje sustava od 12 diferencijabilnih
jednadzbi s zadanim poCetnim uvjetima koji zadovoljavaju (2.1T).

Naredba koju éemo koristiti analogna je naredbi koju smo imali za krivulje u R?,

g=NDSolve[{x1’[s]==t1[s],x2’ [s]==t2[s],x3’ [s]==t3[s],
tl1’ [s]==k[s]*nl[s],t2’ [s]l==k[s]*n2[s],t3’ [s]l==k[s]*n3[s],
nl’[s]==-k[s]*tl[s]+t[s]*bl[s],n2’ [s]==-k[s]*t2[s]+t[s]*b2[s],
n3’ [s]==-k[s]*t3[s]+t[s]*b3[s],
bl’ [s]==-t[s]*nl[s],b2’ [s]==-t[s]*n2[s],b3’ [s]==-t[s]*n3[s],
x1[0]1=0,x2[0]==0,x3[0]==0,t1[0]==1,t2[0]==0,t3[0]==0,n1[0]==0,
n2[0]==1,b1[0]=0,b2[0]==0,b3==[1]},
{x1,x2,x3,tl1,t2,t3,n1,n2,n3,bl,b2,b3},{s,a,b}]

gdje je k[s] fleksija, a t[s] torzija trazene krivulje. Graf krivulje zatim jednostavno
dobijemo naredbom

ParametricPlot3D[Evaluate[{x1[s],x2[s],x3[s]}/.g],{s,a,b}]

U ovom dijelu promatrat ¢emo neke familije krivulja koje su formirane tako da im je
bar jedna funkcija zakrivljenosti identiteta s — s ili oblika s — c¢s, gdje je ¢ konstanta.
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Slika 2.5: k(s) = sit(s) =1

Slika [2.5]je trodimenzionalan analogon klotoide, premda se za k(s) = |s| i 7(s) = 1 postiZe
veca sli¢nost s opéom cilindri¢nom spiralom. Slika[2.6]prikazuje “dvostruki vadi¢ep” kojeg
karakterizira to §to su « i 7 linearni.

Slika 2.6: k(s) = si7(s) = s

Slika prikazuje jednostavan primjer prostorne krivulje ¢ija je fleksija konstanta.
Oko ishodista, krivulja nalikuje na polukruznicu, ali kako se |7| poveCava, postaje manje
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ravninska. Mnoge druge tipove krivulja u prostoru, Cija fleksija je konstanta, mozZemo
dobiti razli¢itim zadavanjem torzije kao funkcije s parametrom duljine luka.

Slika2.7: k(s) =1i7(s) = s
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Sazetak

Fundamentalni teorem za krivulje jedan je od najvaZnijih rezultata diferencijabilne geome-
trije za krivulje. Fundamentalni teorem za krivulje u R?® kaZe da postoji jedinstvena, do
na orijentaciju i polozaj u prostoru (do na izometriju), krivulja sa zadanom pozitivnom
fleksijom « 1 torzijom 7. Jednadzbe « = k(s) 1 T = 7(s), gdje je s parametar duljine luka
krivulje, nazivaju se prirodnim jednadZbama i one ne ovise o izboru koordinatnog sustava.
Analogan rezultat takoder vrijedi i u R?, samo $to je u R? krivulja jednozna¢no odredena,
do na orijentaciju i poloZaj u ravnini, samo relacijom izmedu orijentirane zakrivljenosti «;
1 parametra duljine luka s.



Summary

Fundamental Theorem of Curves is one of the most important achievements of differential
geometry of curves. Fundamental Theorem of Curve in R? states that there exists a unique
space curve, determined up to the orientation and a position in space (up to an isometry),
with prescribed positive curvature « and torsion 7. Equations x = «(s) and 7 = 7(s), where
s 1s the arc lenght of a curve, are called naturals equations of a curve. They are called
natural because do not depend on the choice of a coordinate system. The analogue result
is also obtained in R?, the only difference is that a curve in R? is uniquely determined, up
to the orientation and a position in plane, by a relation between signed curvature «, and arc
lenght s.
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