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Sazetak

Crne rupe su gravitacijski objekti koje predvida opca teorija relativnosti kao
rezultat potpunog gravitacijskog kolapsa materije. Jedno od zanimljivih svoj-
stava crnih rupa rupa je mali broj parametara kojima su potpuno opisane u
konac¢nom stanju, neovisno o procesu nastajanja i materiji od koje su nastale.
Taj je teorijski rezultat postao poznat kao hipoteza: ,,crne rupe nemaju kosu”,
gdje je kosa svako polje pridruzeno crnoj rupi koje pridonosi povrSinskom
integralu u prostornoj beskonacnosti (analogno Gaussovom zakonu u elek-
trostatici). Vazan doprinos temi su dali dokazi o jedinstvenosti Schwar-
zschildovog prostor-vremena kao staticnog, sfernosimetri¢nog, asimptotski
ravnog vakuumskog rjesenja Einsteinovih jednadzbi, i Reissner-Nordstromo-
vog kada je prisutno elektromagnetsko polje. Isto vrijedi za Kerrovo i Kerr-
Newmanovo rjeSenje za stacionaran slucaj.

Prvi dokazi gornje hipoteze su Bekensteinovi dokazi koji su iskljucili
mogucénost postojanja Siroke klase polja oko statine i stacionarne crne rupe.
Ubrzo se pokazala vaznost ukljucenih pretpostavki i da je postojanje kose
moguce ako se neka od njih izostavi. Op¢i uvjeti za (ne)postojanja kose su
postali nejasni. U ovom radu smo detaljno prosli kroz Bekensteinove teoreme
i dali pregled pronadenih kosa i njihovih svojstava. Medu njima je i donja
granica 'duljine kose’ dokazana za vrlo opceniti slucaj, ali opet narusena u
nekim modelima. Vazno je koje pretpostavke su uklju¢ene u dokaze odsustva
kose. U vecini slucajeva, jedna od njih je ista simetrija metrike i polja mate-
rije, a njenim izostavljanjem dolazimo do nekoliko rjeSenja. Analizirali smo
moguce slucajeve nenasljedivanja simetrije za skalarna polja. Na kraju smo
ukazali na mogucu provjeru rezultata eksperimentima u tijeku, ¢ime se tes-
tira i sama opca teorija relativnosti, a moguce je i nalazenje novih fizikalnih
polja.



Black hole hair

Abstract

Black holes are gravitational objects predicted by general theory of relativity
as a result of absolute gravitational collapse of matter. One of their interes-
ting feature is that they are completely described by only few parameters
in a final state, despite of precise process and matter from which they were
formed. This theoretical result has become known as hypothesis: ,,black ho-
les have no hair”, where hair is every field associated with black hole that
contribute to the surface integral in spacelike infinity (analog to the Gauss
integral in electrostatics). Big contribution to the topic was given by the-
orems about uniqueness of Schwarzschild spacetime as static, spherically
symmetric, asimptotically flat vacuum solution of Einstein’s equations, and
Reissner-Nordstrom, in the presence of electromagnetic field. The same is
true fot Kerr and Kerr-Newman solutions in stationary case.

First proofs of above hypothesis were Bekenstein’s proofs which excluded
existence of wide range of fields around static and stationary black holes.
Soon was shown the importance of included assumptions and that black
hole hair can exist if some of them were omitted. General conditions for
(non)existence of hair became unsettled. In this work we have gone in de-
tail through Bekenstein’s theorems and gave review of existing hair and their
characteristics. Lower bound on ’hair length’ is among them. While pro-
ved for fairly general case, it’s still violated in some models. It’s important
to note on which assumptions are based no-hair theorems. In most cases,
one of them is equivalence of symmetry between matter fields and metric.
Leaving it out, sometimes we can find hair. We have analyzed possible sym-
metry non-inheritance of scalar fields. In the end we pointed to possible
testing with ongoing experiments, which would also test general relativity
and could lead to finding new fields in nature.
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1 Uvod

Danasnja najbolja i eksperimentalno dobro potvrdena teorija gravitacije, opca te-
orija relativnosti, izjednacava gravitacijsku silu sa geometrijom kontinuuma zvanog
prostor-vrijeme. Iz teorije proizlaze neke zanimljive pojave, kao ovisnost prostorne
i vremenske udaljenosti dva dogadaja o opazacu (dilatacija vremena i kontrakcija
duljine), te promjena valne duljine i zakrivljenost putanje svjetlosti prolaskom blizu
masivnog objekta (gravitacijski crveni pomak i gravitacijske le¢e). Te se pojave mjere
eksperimentalno i opazanjima. Opca teorija relativnosti predvida i nekoliko tipova
singularnosti — 'tocke’ beskonacne zakrivljenosti prostor-vremena. Jedna od njih je
veliki prasak, pocetak svemira u kojeg se nalazimo. Drugi tip singularnosti, i jedini
kojeg otekujemo naéi u svemiru, je unutar objekata zvanih crne rupd}, lokaliziranih
objekata takve zakrivljenosti prostor-vremena da niSta iz njih ne moze izaci. Indi-
rektno opazanje crnih rupa se postize proucavanjem gibanja zvijezda i drugih astro-
fizickih objekata, kao i promjene valne duljine i skretanja putanja svjetlosti oko vrlo
lokaliziranih i masivnih podrudja svemira koja ne zrace. Na taj su nacin crne rupe
zvjezdanih masa nadene unutar galaksija medu plinom i zvijezdama, a supermasivne
crne rupe (mase vece od 100 000 Suncevih masa) u srediStima gotovo svake proma-
trane galaksije. Vazna svojstva crnih rupa su simetri¢nost i jedinstvenost koju su za
specijalne slucajeve prvi dokazali Israel [20,21] i Carter [22]; tzv. teoremi jedinstve-
nosti. To je rezultiralo pretpostavkom da su crne rupe potpuno opisane sa nekoliko
parametara; masom, angularnim momentom (zamahom) i elektricnim nabojem, $to
je postalo poznato kao hipoteza: ,crne rupe nemaju kosu” (NH(@P) [2]. Neko vri-
jeme se tu pretpostavku smatralo teoremom, a prve korake u njenom dokazivanju
napravio je Bekenstein [25] dokazavsi nemoguénost postojanja skalarnog ili masiv-
nog vektorskog polja (kose) oko stati¢ne crne rupe. U narednim godinama uslijedili
su dokazi, protuprimjeri i razliciti blazi oblici teorema. U ovom radu pokusat ¢emo
razjasniti kakvu kosu crne rupe mogu imati i pod kojim uvjetima, u kojem obliku
vrijedi NHC, ako uopce vrijedi, motivirati zanimanje za kosu crnih rupa i diskutirati
mogucnosti eksperimentalne provjere rezultata.

Prvo ¢emo izloziti opcu teoriju relativnosti u poglavlju. Spomenutim teore-
mima jedinstvenosti ¢emo zapoceti poglavlje, a zatim precizno definirati kosu,
te objasniti razliku sekundarne i primarne. U |4l poglavlju izlozZit ¢emo originalne
Bekensteinove dokaze koji su potaknuli mnoge kasnije radove. U5l poglavlju proéi
¢emo kroz protuprimjere i vidjeti na koji se na¢in mogu zaobici Bekensteinovi i drugi
dokazi, te navesti one koji idu u prilog teoremu. Zadrzat ¢emo se na teoremu ,,crne
rupe nemaju kratku kosu’P}, koji govori o donjoj grani¢noj ’duljini kose’, tj. minimal-
nom podrudju prostiranja polja od crne rupe izrazenom preko njenog radijusa. Ipak,

Postoje i tzv. gole singularnosti ¢ija je moguénost fizikalnog postojanja isklju¢ena pretpostavkom
kozmicke cenzure [|1|] koja kaze da su sve singularnosti u svemiru sakrivene horizontom dogadaja.

2engl. no hair conjecture

3U literaturi poznat kao ,no short hair conjecture”



odredeni modeli polja, kao anizotropni fluidi, ne postuju nuzno tu granicu. Pritom se,
kao i kod nekih drugih skalarnih kosa koje ¢emo navesti, klju¢tnom pokazuje razlika
simetrije polja materije i prostor-vremena, $to je temal6] poglavlja. Nakon teorijskih
predvidanja postavlja se pitanje eksperimentalne provjere, a odgovor mozda dobi-
jemo uskoro. Naime, u tijeku je rad na projektu Event horizon telescope o kojem ¢emo
pisati u|7. poglavlju. Konacno, zavrsit ¢emo raspravom i zaklju¢cima u |8 poglavlju.
U cijelom radu koristimo prirodni sustav jedinica u kojem je G =c=h = 1.



2 Opca teorija relativnosti

1905. godine Albert Einstein je promijenio opce shvacanje prostora i vremena obja-
vom specijalne teorije relativnosti (STR) [3] temeljene na dva principa:

1. zakoni fizike su isti u svim inercijalnim (neakceleriranim) sustavima
2. brzina svjetlosti u vakuumu je ista u svim inercijalnim sustavima.

Glavna posljedica teorije je nepostojanje apsolutnog prostora i vremena; vremenski i
prostorni intervali izmedu dva dogadaja nemaju apsolutno znacenje, vec¢ je neovisan
o opazacu prostor-vremenski (linijski) interval ds? definiran s

As? = — (A + (Ax)” + (Ay)® + (A2). (2.1)

Dogadaj je pritom tocka u prostor-vremenu potpuno opisana Cetvorkom brojeva
(t,z,y, 2).

Deset godina kasnije Einstein je razradio ideju u op¢u teoriju relativnosti (OTR) [[4]
koja je danas standardna teorija gravitacije. Krenuvsi od misaonog pokusa zakljucuje
da ne postoji preferirani koordinatni sustav, dakle, op¢i zakoni prirode se moraju
izraziti jednadzbama koje vrijede u svakom koordinatnom sustavu - princip opée ko-
varijantnosti.

Kao prikladni matematicki alat uvodi tenzore, za koje postoje opca pravila tran-
sformacije promjenom koordinatnog sustava ¢ime je postignuta op¢a kovarijantnost
fizikalnog zakona ako je izrazen izjednacavanjem komponenti tenzora sa nulom. Li-
nijski element infinitezimalno udaljenih dogadaja se moZze pisati’|

ds? = gyrdx®da”, (2.2)

gdje je g,» metricki tenzor, Cije su komponente funkcije od z7, i ima ulogu gravitacij-
skog polja. Prostor-vrijeme specijalne teorije relativnosti je ravno, prostor Minkow-
skog, Ciji je metricki tenzor u globalnom inercijalnom Kartezijevom koordinatnom

sustavu
-1 0 0 O
0 1 00
o — = Nor, 2.3
g 0 010 1 (2.3)
0 0 0 1

dok u OTR-u prostor-vrijeme opcenito nije takvo. Primijetimo da (2.2) moze biti
negativan, nula i pozitivan. KaZzemo da je interval ds?

* vremenski ako je ds? < 0

* svjetlosni ako je ds® = 0

4Sumacija po ponovljenim indeksima se podrazumijeva.

3



* prostorni ako je ds* > 0.

Isto vrijedi za svaki vektor v ovisno o njegovoj normi
T
N = v'v,.

Prilikom promjene koordinatnog sustava, komponente linijskog elementa dz“ se tran-
sformiraju

dz'’ = gi;dx”, (2.4)
Sto je opcenito pravilo transformacije kontravarijantnih vektora (tenzori prvog ranga
s gornjim indeksima). Tenzori s donjim indeksima se nazivaju kovarijantni i za
opceniti tenzor (k, ) tipa, gdje je k broj kontravarijantnih, a [ broj kovarijantnih
indeksa, vrijedi

M W Gt iz
/ — ax ax ax ax T'ulm'uk .
vy...y ax‘ul 8.:(:’“"“ axl/:/l axl/l/ vi...Vp

Za metricki tenzor vrijedi

/ /
T“l"'“k

ngau = "

g

i njime se dize/spusta indeks tenzora:

5
Taﬁul/ — gCV’Yglyus’I”y B -

Samo prostor-vrijeme je prikazano D-dimenzionalnom mnogostrukos¢u M, skupom
koji zadovoljava sljedeca svojstva:

1. svaki p € M se nalazi barem u jednom otvorenom podskupu O, C M, tj.
familija podskupova {O, } pokriva M

2. za svaki « postoji preslikavanje v, : O, N U,, gdje je U, otvoreni podskup od
RD

3. ako se dva skupa preklapaju, O, N Og # ), postoji glatko preslikavanje 15 o ¢,
(o oznadava kompoziciju) koje preslikava tocke iz ¢, [0, N O] C U, C RP u
tocke u (0 [Oa N 05] CcUs C RP.

S obzirom da se obi¢na parcijalna derivacija,

0
%E&\,

ne transformira kao tenzor, uvodimo odgovarajucu veli¢inu, kovarijantnu derivaciju
V; preslikavanje glatkog tenzorskog polja tipa (k, 1) u tip (k, [+1), koje zadovo-
ljava odredena svojstva (linearnost, Leibnitzovo pravilo, komutativnost na skalarnoj
funkciji,...);



H1--- Pk — [l Pk E i rpp1...0 g _ § g 1Pk
V)\T vi..yp aAT V... + 1—‘/\0 T V1...1 F)\ij V1...0...1p)
( J

gdje je I}, Christoffelov simbol (ili afina koneksija). 1z simetri¢nosti
e, =T,
i zahtjeva Vg, = 0 imamo jedinstven Christoffelov simbol

o 1 (e
Lo = 59 ?(OuGvp + OvGop — OpGyuw) -

Poopc¢enu ulogu ravne linije u zakrivljenom prostoru ima geodezik, krivulja z*
parametrizirana s ), koja zadovoljava geodetsku jednadzbu
d?at dx? dz°
M ——-—-=20
e " ean
i po njoj se giba slobodnopadajuce tijelo. Sva informacija o zakrivljenosti prostor-

vremena je sadrzana u Riemannovom tenzoru danom s

_ A A
Rpa;w - aﬂrlfja - aVFZ,O’ + FZAFVO' - FﬁAFMU'

Iz njega se kontrakcijama dobivaju Riccijev tenzor,

Ry, = R

ppvs

i Riccijev skalar,
R=g"R, =R,

Odnos gravitacijskog polja, g,,, i materije odreden je Einsteinovom jednadzbom

1
R — 5 (R—=2A) g = 87T, (2.5)

gdje je T),, simetri¢ni tenzor kojim je opisana raspodjela materije - tenzor energije i
impulsa, a A je kozmoloska konstanta o ¢ijoj vrijednosti ovisi zakrivljenost svemira u
asimptotskoj beskonaénost (ravan, pozitivno ili negativno zakrivljen). U Lagrange-
ovoj formulaciji kre¢emo od djelovanja iz kojeg varijacijskim principom (vidi dodatak
A) dobivamo jednadzbe gibanja polja. Ukupno djelovanje sustava je zbroj djelovanja
polja materije poopéeno na zakrivljeni prostor, Sy, i djelovanja gravitacijskog polja,
Sw;
Su

>Pod asimptotska beskonac¢nost mislimo na dio prostor-vremena prostorno i/ili vremenski toliko
udaljeno da je izvan utjecaja lokalnih izvora gravitacije.



Sy se naziva Hilbertovo djelovanje i dano je s

Sy = / (R —2A)/—gd”z, (2.7)

gdje je g determinanta metrickog tenzora, a \/—gd”z je invarijantni element volu-
mena D-dimenzionalnog prostor-vremena. Varijacijom po ¢g"” dobivamo Eins-
teinovu jednadzbu (2.5), a po poljima materije pripadne jednadzbe gibanja polja.
Ako je geometrija invarijantna na neku transformaciju koja preslikava mnogostru-
kost M ’samu u sebe’ (difeomorfizam), kazemo da M ima simetriju. Pripadne sime-
trije metrike se zovu izometrije, a vektorsko polje £# koje generira tu transformaciju
Killingovo vektorsko polje. Nuzan i dovoljan uvjet za postojanje izometrije je

£eguw =0, (2.8)

gdje je £ Liejeva derivacija ¢ije je djelovanje na opéeniti tenzor dano sd

£tTM1~~~ukylml/l — tavaTﬂlu-Mk

Vi.../]

k l
o ZTUL"U.“M%L..WVUtM + ZTMLUMCVL..U...VZVVJ'tU' (29)
=1

j=1

Iz (2.8) i (2.9) dobivamo Killingovu jednadzbu

vaéﬂ + vﬁga = 0.

Prostor-vrijeme je stacionarno ako postoji vremenski Killingov vektor (barem u ne-
kom dijelu prostor-vremena), a osnosimetri¢cno ako postoji prostorno Killingovo polje
zatvorenih orbita[/| Stacionarno prostor-vrijeme sa pripadnim Killingovim vektorom
ortogonalnim na hiperplohu (D — 1 - podmnogostrukost) je stati¢cno. Navedimo ne-
koliko posebno vaznih simetri¢nih asimptotski ravnih rjeSenja Einsteinovih jednadzbi
(sa A = 0). Najjednostavnija i intuitivna definicija asimptotski ravne metrike je pok-
lapanje sa metrikom Minkowskog u asimptotskoj beskonac¢nosti. Odabirom
odgovarajuceg koordinatnog sustava i rastavom metrike

Jap = Tag + ha,37 (210)

6MoZemo reéi da Liejeva derivacija £, prati $to se dogada sa tenzorom kada se pomite duZ vektor-
skog polja t*.
7Orbita ili integralna krivulja vektorskog polja t# je krivulja 2# ()\) koja rje$ava jednadzbu

dzt (N)
dX

=th.




zahtjevamo
. o 1 . o —92
Tli}r{.lohaﬁ =0 (7’ ) , Tlg(r)loa#hag =0 (r ) )

Za koordinatno neovisne definicije vidi npr. [5], 11. poglavlje i pripadne reference.
Schwarzschildovo rjeSenje [6] opisuje stati¢no, sfernosimetri¢no vakuumsko (7,
0) prostor-vrijeme i ono je u (¢, r, 0, ¢) koordinatama

ds?* = —f (r)dt* + f (r)""dr? 4 r? (d6? + sin® 0dp?) (2.11)
2M
f (’l“) = (1 - T) )

gdje je M integracijska konstanta. Primjetimo da u Schwarzschildovom rjesenju pos-
toje dvije singularnosti; u r = 0 i r = 2M. Druga singularnost je koordinatna Sto
znaci da je mozemo izbje¢i promjenom koordinatnog sustava, ali ukazuje na vazno
svojstvo prostor-vremena. Na plohi » = 2M norma Killingovog vektora vremenske
translacije &, N = &&', mijenja predznak u pozitivni Sto znac¢i da smanjivanjem r
na manje od 2M iz vremenskog, & prelazi u prostorni vektor. Posljedica je da ni-
jedna cCestica (moze biti i svjetlost) koja prijede tu plohu zvanu horizont dogadaja
ne moze je prije¢i u drugom smjeru, ve¢ ostaje zarobljena unutar r < 2M podrudja
i nuzno zavrsava u r = 0 singularnosti (prava, nekoordinantna singularnost ¢ija je
karakteristika da skalari zakrivljenosti kao Kretschmannov skalar

R, B RPYé

divergiraju). Podruc¢je obuhvaceno horizontom dogadaja se naziva crna rupa. Poop-
¢enje Schwarzschildovog rjeSenja na prisustvo elektromagnetskog polja je Reissner-
Nordstromovo (RN) prostor-vrijeme [7,8] dano sa (2.11) i

2M 24 p?
f(r)y=1- —i—Q—z , M, @, P = konst.
T T
Idu¢a vazna rjesenja Einsteinovih jednadzbi su Kerrovo stacionarno osnosime-
tricno rjesenje [9]], koje opisuje rotiraju¢u crnu rupu u vakuumu, i pripadno elek-
tromagnetsko poopcenje, Kerr-Newmanovo rjeSenje [[10]. U Boyer-Lindquist [11]]
koordinatama (¢, 7, 6, ) oba rjeSenja moZemo pisati

A — a?sin? 0 2asin’ 6 (r* + a® — A)
2 _ (£ a8y 2 _
2 2\2 o A 2 12 9 E
+ <(T *te) b5, — > sin® 0dip® + Zdr® + df”, (2.12)



Y =r*+a’cos’0

A=r’+ad®>+Q*+ P> —2Mr,

gdje su M, a, Q i P konstante i () = P = 0 odgovara Kerrovoj metrici.

Da bi shvatili fizikalno znacenje konstanti koje se pojavljuju u metrikama, defini-
rajmo neke veli¢ine za koje vrijede, kako ¢emo vidjeti, zakoni vrlo slicni Gaussovom u
elektrostatici. Trazeci izraz za ukupnu energiju gravitacijskog polja Arnowitt, Deser
i Misner [[12] su u Hamiltonovoj formulaciji opce relativnosti definirali generatore
vremenske translacije u asimptotski ravhom prostor-vremenu i pripadnu ocuvanu
veli¢inu, poznatu kao ADM energija (ili ADM masa),

Eapy = 16% dPx\Ao' (0;4; — Ok}) | (2.13)
ox.
identificirali sa ukupnom energijom. Metrika je pritom u obliku (2.10), sa malim
vrijednostima h,,, u prostornoj beskonacnosti u kojoj se integrira. v u je deter-
minanta inducirane metrike +;; na integracijskoj povrsini 0%, tipi¢no 2-sferi u pros-
tornoj beskonacnosti i pritom su i, j prostorni indeksi. Za Schwarzschildovo rjeSenje
dobivamo E,py = M, pa za Schwarzschildovu crnu rupu M odgovara njenoj masi.
Potvrda tog zakljucka se moze dobiti usporedbom kretanja testnog tijelaﬂ u Schwar-
zschildovom i Newtonovom gravitacijskom polju zadano istim parametrom M. Isto
vrijedi za konstantu M u RN i (2.12) rjeSenjima. Konstanta Q odgovara elektricnom

(analogno P odgovara magnetskom) naboju pripadne crne rupe za kojeg vrijedi

Q= —/d%ﬁal,nuF‘“’,
ox.
gdje 0%, v i o, imaju isto znacenje kao u E4py, n, je normala na prostornu hi-
perplohu, a F'*¥ je tenzor snage elektromagnetskog polja. Kada postoji rotacijski
Killingov vektor R¥ moZemo definirati o¢uvani zamah

1
J= / &>\ /yo,m, V'R (2.14)
ox

Ako izracunamo J za Kerrovu metriku dobivamo aM, dakle a je zamah po jedinici
mase. Isti zaklju¢ak opet moZemo dobiti na drugi nacin, usporedbom asimptotskog
oblika g,, komponente Kerrove metrike i one uzrokovane rotiraju¢im masenim tije-
lom, u limesu r — ~c.

Maksimalno simetri¢no vakuumsko rjesenje Einsteinovih jednadzbi sa pozitivnom
kozmoloskom konstantom /A (odgovara pozitivnoj vakuumskoj energiji i negativhom

8Testno tijelo je ono koje samo ne pridonosi gravitacijskom polju.



tlaku) se naziva de Sitterovo (dS) prostor-vrijeme, a sa negativnom A (odgovara
negativno vakuumskoj energiji i pozitivnhom tlaku) anti-de Sitterovo (AdS).

Spomenimo jo$ energijske uvjete, koordinatno nezavisna ograniCenja na tenzor
energije i impulsa koje je nekad nuzno pretpostaviti u dokazivanju raznih teorema,
a ovisno o slucaju, pretpostavljamo da vrijede iz fizikalnih razloga. Uz oznaku ¢* za
proizvoljni vremenski, i [* svjetlosni vektor, definiramo:

o slabi energijski uvjet (WEQY):
T 't >0,

* svjetlosni energijski uvjet (NEQ™):
T,,M" >0,
o jaki energijski uvjet (SEQM):

1
Tut't” > ST,

dominantni (DE(™): WEC i

T, TV, t"t* < 0.

Dok su WEC, NEC i DEC uvjeti opcenito vezani za pozitivnost energije i grani¢ne
vrijednosti tlakova pripadne materije, SEC implicira da je gravitacija uvijek privlacna.
Vezano za energijske uvjete i ADM energiju vrijedi sljedeci teorem [13-15]:

Teorem o pogzitivnosti energije(PET): ADM energija nesingularnog, asimptotski rav-
nog prostor-vremena koje zadovoljava Einsteinove jednadzbe i DEC je nenega-
tivna.

Napomenimo da se vecina rezultata o kojima ¢emo govoriti odnosi na opcu teoriju
relativnosti, a iz nje smo i izveli pojam crnih rupa. Ipak, Siroko je rasprostranjeno
misljenje da OTR nije u potpunosti kompletna, tj. da na vrlo visokim skalama ener-
gije (dakle, i zakrivljenosti) postoje korekcije, a ono potjece iz raznih pokusaja uje-
dinjenja gravitacije sa ostalim fizikalnim silama i kvantnom teorijom, objasnjenja
tamne energije, kao i izbjegavanja singularnosti. Spomenut ¢emo neke rezultate u
opcenitijem, skalar-tenzor modelu gravitacije i u teorijama struna. Posebnost Bekens-
teinovih dokaza je upravo opcenitost; nevezanost za konkretnu teoriju gravitacije. Za

°Weak Energy Condition
ONull Energy Condition
Y Strong Energy Condition
2Dominant Energy Condition



dokazivanje odsutnosti kose tu su metodu kasnije koristili Bhattacharya i Lahiri ko-
jima ¢emo se vratiti u[5 poglavlju[™]

130sim literature navedene u tekstu, u ovom poglavlju je koristeno i [5,16H19].
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3 Teoremi jedinstvenosti i definicija kose

3.1 Teoremi jedinstvenosti

Fizikalni proces nastajanja crnih rupa je potpun gravitacijski kolaps, npr. kada se
u masivnoj zvijezdi prestane odvijati fuzija moguce je gravitacijsko prevladavanje
nad tlakom zvijezde. S obzirom da bi neravnotezna raspodjela Cestica i polja u oko-
lini crne rupe, do koje moze do¢i kolapsom, rezultirala njihovom preraspodjelom
zajedno sa zracenjem energije od ili prema crnoj rupi i da polja i Cestice u oko-
lini crne rupe imaju kona¢nu energiju, opéeprihvacena je pretpostavka da prostor-
vrijeme okoline crne rupe (prostor-vrijeme izvan horizonta crne rupe), s vremenom
asimptotski tezi stacionarnom stanju. Dvije fizikalne pretpostavke za rezultat gra-
vitacijskog kolapsa su regularnost horizonta i okoline, te da je okolina vakuum (ili
elektrovakuum-podrucje u kojem se nalazi elektromagnetsko polje, ali nema izvora
naboja i masa). Argument je sljedeci: savrSeno simetri¢na zvijezda rezultira ko-
lapsom u Schwarzschildovu (ili Reissner-Nordstromovu) crnu rupu, dok u prisustvu
asimetrije ne oCekujemo da ona uzrokuje singularnosti dok je zvijezda jos konacne
gustoce, a nakon smanjivanja radijusa zvijezde ispod njenog gravitacijskog radijusa
(ispod radijusa na koje postaje crna rupa), njime je potpuno odvojena od okoline pa,
dakle, ne bi trebala uzrokovati tako drasti¢cne promjene u tom podrucju. Takoder,
nakon dovoljno vremena o¢ekujemo da sva materija iz okoline prijede horizont ili se
izraci u asimptotski daleko podrudje.

Israel je dokazao dva teorema vezana za statiCne crne rupe, od kojih se jedan
odnosi na vakuumska, a drugi na vakuumska rjeSenja u prisustvu elektromagnetskog
polja. Ovdje ih izlazemo u sazetom obliku [20,21]:

* Medu svim stati¢nim, asimptotski ravnim vakuumskim (elektrovakuumskim)
prostor-vremenima sa zatvorenim, jednostruko povezanim ekvipotencijalnim
povrSinama goy = konst., Schwarzschildovo (RN) rjeSenje je jedino koje ima
nesingularnu povrsinu beskona¢nog crvenog pomaka ggo = 0.

Slicno je za rotirajuce crne rupe, pod pretpostavkom da vrijedi kauzalnost, tj. da
nema zatvorenih vremenskih ili svjetlosnih krivulja, Carter dokazao [22]:

* Moguca vakuumska rjeSenja za osnosimetri¢nu okolinu crne rupe cine diskretan
skup kontinuiranih obitelji, od kojih svaka ovisi barem o jednom, a najvise o dva
nezavisna parametra.

Robinson [23] je ubrzo dokazao da postoji samo jedna takva obitelj; Kerrova sa
la| < M.
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3.2 Definicija kose

Sada vidimo kako je doslo do pretpostavke da crnu rupu u kona¢nom stanju u pot-
punosti odreduju njena masa, naboj i zamah. Da bi shvatili Sto predstavlja kosa
pogledajmo kako opisujemo gravitacijsko polje proizvoljne distribucije materije. Ko-
risno je imati na umu analogiju sa elektromagnetskim poljem. Potencijal V' elektro-
magnetskog polja neke raspodjele naboja p(r') moZemo razviti u multipolni razvoj u
potencijama od 1/r , tj. po multipolnim momentima elektromagnetskog polja:

1 1
— /nP / / /
Vi = a3 [ 077" P tcost) pta'r

gdje crtane koordinate prekrivaju distribuciju naboja volumnog elementa d7’, a P, su
Legendreovi polinomi. Pritom je prvi ¢lan (n=0) monopolni doprinos, drugi (n=1)
je dipolni itd.

Slicnom logikom, ali tehnicki zahtjevnije, gravitacijsko polje mozemo prikazati u
multipolnom razvoju [24] po momentima mase i struje, analognima elektri¢nim i
magnetskim momentima u elektromagnetizmu. Za ilustraciju ¢emo dati primjer na
Kerrovoj metrici, u kojoj spomenuti momenti odgovaraju masi M i zamahu J = ma:

_ —1’42mr—a®cos?0 __ 2m 2ma’cos6 1
gt = r24+a2cos20 = -1+ s + 0O (r_5)’
_ 2masin  __ 2masinf 2ma>sinfcos?6 1
Gt = T i2ra2cos20 — 12 + ré +0 (r_6>’

_ r’+a’cos? 2m | 4m2—daZsin?0 | 8m®—2ma*(2—cos®0) 1
Grr T r22mr+a? 1+ r + r2 + r3 + O (7“_4)’

r2+a?cos?f __ 1 4+ a?—a?sin?0
— 72 s

goo — 2

oo = 0+ 2 (il ) = 1+ 55+ 2 1 O ().

Usporedbom sa op¢im oblikom razvoja (vidi [24] str. 333 i 334) moZemo iSCitati
doprinos pojedinog momenta (konkretno za ovaj oblik maseni monopolni, m, i strujni
dipolni, ma , a transformacijom koordinata i viSe momente), ali jo§ zanimljivije je Sto
je takav razvoj uopce moguc i u potpunosti je odreden sa dva parametra (tri ako
crna rupa ima naboj Q). Kao sto smo rekli, ukupna masa, zamah i naboj crne rupe
definirani su integralom po prostornoj beskonacnosti i kao takvi su tri primjera kose,
kao i svako dodatno polje, ako postoji, koje trne dovoljno sporo da pridonosi takvom
integralu. Iako svaka crna rupa ocito ima kosu (barem masu), kada govorimo o
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teoremima o nepostojanju kose (NH-teoremﬂ) zanemarujemo M, J i @ kao kose.

Napomenimo da se u literaturi nekad razlikuje sekundarna i primarna kosa; kod
sekundarne se dodatna informacija moze prikazati preko M, J i (), a primarna je
povezana sa novim parametrom (npr. barionski broj, izospin, hipernaboj).

3.3 Motivacija

Zasto nas zanima postojanje kose? Nekoliko je odgovora na to pitanje. Kao Sto
smo rekli, crne rupe su vrlo simetric¢ne, i za pojedinu simetriju i parametre rjeSenja,
Cesto su jedinstvene. To znaci da ¢e jedno jedinstveno stanje biti kona¢no stanje
beskona¢no mnogo razlic¢itih pocetnih uvjeta; cijela informacija o materiji ¢ijim je
kolapsom nastala crna rupa i onoj naknadno upaloj je svedena na tri broja. Dovoljno
je usporediti vrlo masivnu Cesticu i vrlo malu crnu rupu. Kako masa Cestice raste, u
jednom trenu postaje crna rupa bez informacije o svojstvima Cestice iz koje je nastala.
Neutrinska kosa bi mogla nositi informaciju o leptonskom broju crne rupe, a mezon-
ska o barionskom, $to znaci ocuvanje (barem dijela) informacije, a i moguc¢nost dru-
gog tipa interakcije sa crnim rupama, osim gravitacijske. S tim u vezi, crne rupe su
solitonska rjesenjd™| Einsteinovih jednadZbi, kao éestice u drugim teorijama polja pa
bi dodatni naboji na njima odgovarali pobudenim stanjima.

Drugi je dio zanimanja za kosu vezan uz moguca opazanja (visSe o tome u (7| po-
glavlju) i provjeru teorija. Opca teorija relativnosti je dobro testirana, osim u po-
dru¢ju ekstremne gravitacije. S obzirom da razliCite teorije daju razli¢ite modele
crnih rupa i okolnog prostor-vremena, daju i razlic¢ita predvidanja rezultata opazanja
gibanja zvijezda, plina i svjetlosti blizu horizonta dogadaja. Na isti je na¢in moguce
i otkrivanje novih polja u prirodi, sto je takoder dio motivacije za istrazivanje crnih
rupa, teorijski i opazacki.

no hair theorems
15Ugrubo, soliton je stabilno rjeSenje nelinearnih diferencijalnih jednadzbi.
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4 Bekensteinovi dokazi

Zelimo provjeriti moguénost postojanja polja u okolini stati¢ne gole crne rupe. Oko-
linom crne rupe £ smatramo cijelo prostor-vrijeme izvan horizonta dogadaja #, a
pod ,gola crna rupa” podrazumijevamo da nema vanjskih izvora zracenja ili mate-
rije. Takoder pretpostavljamo da je prostor-vrijeme asimptotski ravno, a horizont
zatvorena svjetlosna hiperploha neodredene topologije. U cijelom radu koristimo
konvenciju da gréki indeksi idu od 0 do 3, a latini¢ni od 1 do 3, osim u poglavlju [6]
gdje je odabir indeksa u skladu sa apstraktnom indeksnom notacijom opisanom u do-
datku D. Stati¢nost nam daje uvjete na metriku: 9yg,,, = 0, go; = 0 (2° je vremenska
koordinata).

Djelovanje gustoce lagranzijana £ skupa polja ¢;, minimalno vezanih za gravita-
ciju (zakrivljenost prostor-vremena ne ulazi direktno u lagranzijan) je dano sa

S = /£(¢k,¢k7u)\/ —gd4x. (415)
Varijacijskim principom dobivamo jednadZbu gibanja polja® (vidi dodatak A):
oL oL
— - =0. (4.16
3 (0,) )

Mnozeéi je s d*x¢y/—g i integrirajuci po okolini crne rupe £ (slijedimo Bekensteinov
dokaz iz [25]]) dobivamo

Eoee () maten
[ o0~ [ (55,5) onvats =0 (417)

Drugi ¢lan u (4.17)) moZemo napisati kao:

/((% ufm) d:c/m% Vgt =
/FV (8% ) /¢k“a¢ MACE

/da#a¢u /¢k“8¢ M\ﬁdﬁl

o0&

gdje smo u zadnjoj jednakosti koristili Stokesov teorem (A.2), a do, je element hi-
perplohe koja je rub okoline, 9€, i pritom se O€ sastoji od horizonta i beskonacnosti.
Jednadzba (4.17) prelazi u

oL oL oL
——p/—gd* / —\/—gd" —/d =0. .18
g | agbk ¢k) g x + | qbk,/.tagth g x O-Hagb M¢ (4 )

'°0Oznaka: 9, Tusy. = Tupy...ps ViTasy. = Tapy.

14



Definiramo

oL
-
b= ;m S

i rastavljamo integral po rubu:

oL oL
— /b“dau — /b“dau + Z %¢k\/—gd4x + /gbk,u%\/—gd% =0. (4.19)
B \e £ ’

H [e%9)

Sada ¢emo pokazati da prva dva ¢lana u (4.19) iscezavaju, a da je izraz u zagradi
jednak nuli samo ako je ¢, = 0 svugdje u £. Iz pretpostavke da je H svjetlosna
povrsina i da se radi o staticnom sluc¢aju imamo

gudotdo” 3 0,
tj.
gijdaidaj 2. (4.20)

Koriste¢i Schwarz-Cauchy-Bunyakovsky (SCB) nejednakost imamo:

odakle slijedi
02 g,do’v) £ g,,do"v", (4.22)

tj. prvi ¢lan jednadzbe (4.19) propada.

Pri tome smo pretpostavili:

1. g;; je pozitivno definitna matrica u &, a pozitivno semidefinitna na #

Dokaz: Asimptotska ravnost daje gy = —1 asimptotski. gg je kvadrat Killingovog
vektora vremenske translacije i pretpostavljamo invarijantnost i neprekidnost u oko-
lini crne rupe. Ako postoji ploha na kojoj goo mijenja predznak, zbog neprekidnosti
mora biti zatvorena. gyoo = 0 ploha staticne metrike [26] je uvijek svjetlosna ploha,
po pocetnoj pretpostavci nije singularna pa je ili horizont ili dio njega. Zakljucujemo
goo < 0 u okolini, osim na mogucoj izoliranoj plohi koja ima gy, < 0 s obje strane,
a goo = 0 na njoj. Slijedi: goo < 0 na i izvan horizonta. Nadalje, ako je dl pros-
torna udaljenost izmedu dviju to¢aka odvojenih koordinatnim intervalom dz‘, ona je
dobro definirana s di* = g;;dz'dz?. OCito g;; je pozitivno definitna matrica, osim na
horizontu gdje je pozitivno semidefinitna.

2.9;;b'V < oo na ‘H; dokazujemo kasnije u konkretnom slucaju, ovisno o polju.

/ bdo,

o0

Pri razmatranju integrala
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gledamo asimptotsko ponasanje polja. Za bezmasena polja u limesu r — oo vrijedi
¢ o 1/r iz Cega slijedi

1
L ,
b* o gt o s
a za masivna polja je ¢ occ = pa imamo
bt oce” ™.

U oba slucaja b* trne u prostornoj beskonacnosti. U vremenskoj beskonac¢nosti do’ =
0 uvijek i b° = 0 treba pokazati za svako polje iz ¢ega slijedi

/b“dau = 0.

o0

Jednadzba (4.19) nam sada daje

oL oL
B = )\ /=qgd*z =0 .23
Zk:Z (8¢k¢k+¢k’”3¢k,ﬂ> gd x =0, (4.23)

Sto je najdalje koliko mozemo i¢i bez specificiranja polja.

4.1 Realno skalarno polje

Prvi slucaj koji ¢emo gledati je realno skalarno polje ¢ mase m > 0 i potencijala
V = m?¢?. Pripadna gustoca lagranzijana je

1
L=~ (00 +V(0)).
Uvrstavanje
oL _ _1ov._ 1,
dp 206 2
! oL
—_ = _¢7M
0,
u (4.16) daje
1o, :
¢ M- §V =¢ " — m?p = 0, (4.24)

Sto je Klein-Gordonova jednadzba poopcena na zakrivljeni prostor.
Treba pokazati da je b* = ¢?¢ ,¢* omedeno na H. Tenzor energije i impulsa skalar-
nog polja dan je sa
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T -2 68
Mg g
iz ¢cega lako dobijemo neke skalarne veli¢ine:
T =g" T =0,u0" =5 4(0a0® + V) = —pa0 2V,
T% = (pu0")* + 4V + 4V (¢ ,6") |

LT :(¢,u¢’u>2 +V2+V (¢u¢“) )
preko kojih mozemo napisati:

1
= _¢,u¢,u - 59#1/ (gb’aqﬁ’a + V) s (425)

4 1
¢ " = \/ 3 LT = §T2 (4.26)
T 1 /4 1
20 = —— — —y[ =T, Tw — -T2 2
meT= g 2\/3 n 3 427

Iz toga $to su 7'i 7, T* fizikalni skalari pa moraju biti regularni na # slijedi da je v?
regularno na #.MoZemo koristiti jednadzbu (4.23) i s obzirom da se radi o stati¢nom
slucaju (¢ =0, b* = —p¢" = 0) imamo:

/ (9ij"¢7 +m*¢?) /—gd'z =0 (4.28)
£
Dokazali smo da je ¢;; pozitivno definitna matrica u £ iz ¢ega izlazi da je jedini nacin
da integral u (4.28]) iSCezava taj da ¢ isCezava u cijeloj okolini crne rupe.

Ako je masa polja m = 0 viSe ne osigurava omedenost > na H. Takoder,
(4.24]) odreduje ¢ do na aditivhu konstantu. Problem rjeSavamo fizikalnim argumen-
tom; ako stavimo rubni uvjet takav da ¢ iSCezava asimptotski, mozemo interpretirati
¢* kao invarijantnu gusto¢u vjerojatnosti, koja je kao takva fizikalan skalar, regu-
larna na ‘H. Spomenuta aditivna konstanta ne mora iS¢ezavati, ali ne pojavljuje se
u fizikalnim veli¢cinama pa je neobservabilna. Dobivamo isti zaklju¢ak kao u slucaju
masivnog polja, a to je da polje isCezava u &, a za taj slucaj imamo i Chaseov rezultat
iz 1970. [27], a to je da polje postaje singularno na horizontu sto je u kontradikciji
sa poCetnom pretpostavkom o regularnosti horizonta.

4.2 Kompleksno skalarno polje

Sljede¢i dokaz odnosi se na kompleksno, elektricki nabijeno skalarno polje ), mini-
malno vezano za gravitaciju i elektromagnetsko polje opisano vektorskim potencija-
lom A, (i tenzorskim poljem F,, = A, , — A, ,). Pripadna gustoca lagranzijana dana
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jes

£::—(sz+nfw¢ﬂ—a£;FWF@, (4.29)
gdje je e naboj polja i
do = Yo —1eA) = D),
a D, je kovarijantna derivacija. Pripadni tenzor energije i impulsa je
Ty = dudl, + dydy, — (A7 + mPP0*) g (4.30)
Invarijantnost teorije na bazdarnu transformaciju
Y= et A, A+ A, (4.31)
vodi na postojanje ocuvane elektri¢ne struje (vidi dodatak B)
Ju = i€ (@bdﬁ — ¢*du) ) (4.32)

Zbog staticnosti mozemo odabrati bazdarenje u kojem je A; = 01 Ay = 0. Takoder
vrijedi j* = 0i

0 _ . _ 00 « x

Jo=0=g"ie(d; — ¢ do),. (4.33)

Izjednacavajudi realni dio izraza (4.33) s nulom dobivamo:

@/”/J*oo = @b*w,oo

i ako pretpostavimo ¢ = ¢ (z*) - @) dobivamo ¢ g = 0, tj. ¢ = wa’ + ¢, gdje su w
i ¢ realne konstante. Iz imaginarnog dijela

S@E3D = (v07), =0

(wa:o—l—

slijedi da je 7* neovisno o z°. Dakle, odabirom A = _ (watre) mozemo dobiti da je

1 realno i vremenski neovisno polje, bez mjenjanja uvjeta na A,,. Za

Z m(fww

=Y, Px

nam treba:
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oL

e Ay, 4.34)
0, (0 (0
oL
= —pHt — jeAM), (4.35)
o0, (0 (0

Sto daje b = — (Yd** + *dH).
Slijedi
0 = — (™ +ie A%y 4 0 —ieA%ep) =0,

b = (v + ) = — (7).,
Sto je realna velicina.
Kako bi pokazali da je b*b, omedeno na horizontu racunamo
T = g"T,, = d*d;, + d,d" — 4 (d°d2, + m>ypy*) = —2d*d?, — dm> P
T, " = 2|d*d,|* + 3Tdrd, + T2 + L (a*d;)’
bb, = Y~ (didy, 4 d**dy, 4 2d"d3)

Iz omedenosti 7, 7" na horizontu d*d, i d"d; moraju biti omedeni. Iz toga i
regularnosti skalara 7" vidimo da i ¢¢)* mora biti regularno iz ¢ega slijedi da je i b"b,,
omedeno na horizontu. Istim zaklju¢ivanjem kao prije dobivamo

/b”dau =0.

o€
Uz izraze (4.34) i (4.35) racunamo jos

g_;i — Z.eAH@Z)L _ €2A277/J* . m21/}*
i

(;95* = —ieA ), — 2 A% — m*y,

¢ime jednadzba (4.23) postaje

/d4x\/—_g{¢ oL ag}

a_'c + 1/}*
oY op* oY,

= [ doymg {2 A = iy = 20— dieAr U} =0

oL
+ 1/J1# 8¢ + 1/}*
M

Koristedi, otprije poznato, A’ = 0i v, = ¢ = 0 dobivamo:
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/ { g + [m2 + goo (eAO)ﬂ W} V=gd'z = 0. (4.36)
£
Ranije smo pokazali gog < 01 g;; je pozitivno definitna u £. Ako A° # 0 izraz pod
integralom nije pozitivho definitan. Sad ¢emo pokazati da u nasem bazdarenju za
¢ # 0 mora biti A° = 0. Vratimo se o¢uvanoj struji (4.32));

30 = —2e* A%y|2. (4.37)

|4 interpretiramo kao gusto¢u vjerojatnosti nabijenih skalarnih mezona, ¢ija je inva-
rijantna gustoc¢a naboja /—j*j,. Specificni naboj polja (po mezonu), Sto je fizikalni
skalar, dakle omeden, je:

V=39V =9003%° ] 2 40)?
WE T [P 40 (2¢

Zakljucujemo da je ggo (A0)2 omedeno. Dalje racunamo b* za elektromagnetsko polje:

S R
aAa,#*m 99 9.,

L a4 — aa, amvy = ;—;AVF"” (4.39)

Ve = Aa

[Ayx — Axu] [Asp — Aol (4.38)

" 167

Lako je pokazati iz (4.38)) da vrijedi 0%,, = 0. Ista razmatranja kao prije daju
regularnost b#b, na H. Jednadzba (4.23) za elektromagnetsko polje je

oL "
/<8_14NAM+AMV8AMV) vV de—O (440)
5
Uvrstavajudi
or _ = eXpip* g™ (5“A + A (5“) = —2e%)? A*
DA, g
i
oL 1 1
= — 4 (AP — AV = —
0A,, 167 ( ) 47

u (4.40), i koristenjem opet A; = 01 Ay = 0, dobivamo:
1 o
/ goo [Egij FOF% 42 (eA%)? W} V—gd'z = 0. (4.41)
5

Ako goy # 0, Sto je uvjet da izraz u ll nije pozitivno definitan, mora biti A° £ 0.
Zakljucujemo da polje ¢ isCezava u okolini crne rupe. Iz invarijantnosti na bazdarnu
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transformaciju (4.31) slijedi da rezultat vrijedi u svim bazdarenjima.

KOMLEKSNO NEUTRALNO SKALARNO POLJE. U slutaju kada je 1) komplek-
sno, neutralno skalarno polje postupak je isti kao za nabijeno, ali s minimalnim veza-
njem polja ¢ za izmisljeno polje A,. To polje nec¢e doprinositi fizikalnim veli¢inama
(T* tenzoru) zbog bazdarne invarijantnosti teorije, a vodi na isti rezultat.

4.3 Vektorsko polje

Analiza je vrlo slicna za neutralno, realno vektorsko polje B, mase m > 0 . Pripadni
tenzor polja je

HW = B,W - BW,, (4.42)
a gustoca gustoca lagranzijana
H*H,, B"*B
L=—— " _ ;2= -1 (4.43)
167 8

Ponovo imamo minimalno vezanje za gravitaciju i lako dobivamo Proca jednadzbu u
zakrivljenom prostoru:

H"™,, +m?B" = 0. (4.44)

Dok je H*” tenzor potpuno analogan F*”, B" nije bazdarno invarijantan kao A",
nego je jednadzbom (4.44) potpuno odreden iz H", $to znaci da je fizikalno polje.

Izra¢unamo li ar g
b =B, = — z
0B, , 47

vidimo da je 8" = 0 u stati¢nom slucaju, a b,b* fizikalan skalar. Istim postupkom kao
ranije dobivamo:

/ doo [ginOiHOj +m? (30)2} —gd'z = 0. (4.45)
£
Iz svojstava metric¢kih elemenata zaklju¢ujemo da H" i B® i$¢ezavaju svugdje u &.

Ako je polje bezmaseno B* je bazdarno invarijantan, nije fizikalno polje i time ne
osigurava regularnost veli¢ine b,b*. Takvo rjeSenje sfernosimetri¢ne staticne crne
rupe sa bezmasenim neutralnim vektorskim poljem ve¢ je poznato kao Reissner-
Nordstromova crna rupa.

Za kompleksno nabijeno vektorsko polje mozemo, sli¢nim postupkom kao za ska-
larno polje, bez dodatnih pretpostavki, pokazati da slijedi isti rezultat, odnosno, ako
sve zbrojimo, pokazali smo da stati¢na, sfernosimetri¢na crna rupa ne moge imati ma-
sivnu ni bezmasenu skalarnu i masivnu vektorsku kosu, nabijenu, ni neutralnu. Vidjet
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¢emo kasnije da pri zakljuc¢ivanju treba biti oprezan i imati na umu koje smo pret-
postavke uzeli u obzir.

4.4 Stacionarno skalarno polje

Iste, 1972. godine Bekenstein je objavio da ,crna rupa u svom kona¢nom stanju
ne moze biti okruzena vanjskim skalarnim, vektorskim ili spin-2 mezonskim po-
ljem” [28,29]. Do tada su Hartle [30] i Teitelboim [|31] ve¢ razmatrali mogucnost in-
terakcije s crnom rupom slabom interakcijom, izmjenom neutrina. Hartle je zakljucio
da je takva interakcija nemoguca za Kerrovu crnu rupu, a Teitelboim za sfernosime-
tricnu crnu rupu zakljucuje kako joj se ne moze mjeriti leptonski broj izvana. Uz
spomenuti Bekensteinov rezultat, koji ¢emo u nastavku dokazati, a koji upucuje na
neocuvanje barionskog broja u fizici crnih rupa jer nema nacina za vanjskog opazaca
da izmjeri koliko je bariona preslo horizont, crne rupe se ¢ine vrlo jednostavne (Kerr-
Newman rjesenja), a 7),, samo elektromagnetske prirode.

Sada ¢emo razmotriti masivno skalarno mezonsko polje u okolini, £, stacionarne
rotirajuce (g,, o = 0) crne rupe. Po Hawkingovom teoremu [32] znamo da je okolina
osnosimetri¢na, a horizont % homeomorfan sferi. Metriku okoline moZemo pisati u
obliku:

ds* = W (dp® + dz*) + Adt* + Bdyp* + Cdtdep, (4.46)

gdje su W, A, B i C neovisni o vremenskoj koordinati ¢ i kutu simetrije ¢. Zahtjev
za kauzalnos$¢u u okolini (odsustvo zatvorenih vremenskih i svjetlosnih krivulja) vodi
na zaklju¢ak W > 0 i moze iScezavati samo u izoliranim toc¢kama p — z ravnine.
Horizont je, po definiciji, nesingularna svjetlosna hiperploha normale n,. Zbog
simetrija vrijedi n; = n, = 0;
n,nt =0=g"n,n, = ¢""n,n, + g**n.n,.

Dobivamo:

W (dp? + dz?) 2 o. (4.47)

Skalarno polje 1) mase m zadovoljava Klein-Gordonovu jednadzbu:

¥, —mPp = 0. (4.48)
Iz simetrija (v, = ¢, = 0) slijedi:
b —mP =0, (4.49)
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Mnozenjem s 1)y/—gd*z i integracijom po £ dobivamo

[ 1,w=a) 0+ W oy=g) v - miyv=glde=0. 450

&

Prvi ¢lan mozZemo napisati kao

/ (W*lw,pw)’p V—gdz — / PEW T/ —gdtr = / W on,do — / P2EW T/ —gd'z,
& o0& &

£

gdje smo koristili Stokesov teorem. n, je normala na rub okoline 9 (H i be-
skonacnost), a n,do vektorski element 3D hiperplohe €. Analogno piSemo i drugi

¢lan u (4.50) koja postaje

/ W= (¢,m, +n.) do = / (W2 4+ ¢%) W+ m?y?] /—gd'a. (4.51)
o€

&

Zelimo pokazati da integral po rubu € iS¢ezava. Da integral po beskona¢nosti
iSCezava argumentiramo kao i u staticnom slucaju, asimptotskim ponasanjem polja.

Koriste¢i relacije (4.26) i (4.27) mozemo izraziti (y% + 2 ) ¢?W " preko fizikalnih
velic¢ina, regularnih na horizontu. SCB nejednakost nam daje

(W (W m, +.n.)]° < W22 (92 +92) (n2 +n2) £ 0 (4.52)

Zadnja jednakost dolazi iz (4.47). Ostaje nam vidjeti da je do nesingularan. Moraju
postojati Kruskalove koordinate [|33] u kojima je horizont nesingularan i u kojima
mozemo izraziti n,do. U tim je koordinatama do o€ito nesingularan, a kako je inva-
rijanta slijedi da je nesingularan i u pocetnim koordinatama. 1z (4.52)) i ¢injenice da
je do nesingularan slijedi da lijeva strana jednadzbe (4.51]) iScezava. Ako uzmemo u
obzir koje smo uvjete na W trazili radi kauzalnosti, vidimo da desna strana od
iS¢ezava samo ako je ¢ £o.

4.5 Poopcen Bekensteinov dokaz za skalarna polja

Primijetimo da je klju¢no u dosadasnjim dokazima bilo V' > 0, Sto ne predstavlja
problem ako imamo skalarno polje koje zadovoljava Klein-Gordonovu jednadzbu, ali
se postavlja pitanje vrijedi li NHC za polja drugacijeg potencijala. Primjer polja od
interesa je Higgsovo polje sa potencijalom u obliku dvostruke jame i za koje je V/ < 0
u nekim podrucjima. Sada ¢emo pokazati da je pozitivnost gustoce energije polja
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dovoljan uvjet za isklju¢ivanje skalarne, minimalno vezane kose [34].
Pretpostavke:
- staticna, asimptotski ravna, sfernosimetri¢cna metrika
- minimalno vezanje polja za gravitaciju
- nenegativna gustoca energije polja
Djelovanje multipleta skalarnih polja v, x, ... minimalno vezanih za gravitaciju dano

jes

STP,X,--- = _/é[)(]’ Ja K7 "'7¢aX7 ) V —gd4$, (453)

gdje je & funkcija, I = ¢*"Y o5, J = ¢°°X.aX. K = g*P1 X s su primjeri inva-
rijanti slozenih od prvih derivacija polja, koje odgovaraju kinetickim ¢lanovima u
lagranzijanu. Mi ¢emo se u daljnjem racunu, radi jednostavnosti, zadrzati na dva
skalarna polja (poopcenje na vise je trivijalno). Tenzor energije i impulsa koji odgo-
vara djelovanju Sy , je

o0& o0& o0&
/8 —_— /B — 7/8 76 76 7ﬁ
TP = —&6° +2 (az> V0P +2 <_aj) XaX” + (_aK) (Xa?” +¥ax”). (4.54)

Opazac 4-brzine U* (U“U, = —1) opaza lokalnu gusto¢u energije

p=E+2 K%‘f) (VU + (%) (XU + <g—i> X,anﬂUﬂ] . (4.55)

Pretpostavljamo da polje ima vremenski Killingov vektor. Ako se opazac giba duz tog
Killingovog vektora imamo ¢ ,U®, x U% 1 p = &, iz Cega slijedi

& >0. (4.56)

Ako se drugi opazac giba relativno prema prvome 3-brzinom v, u slobodnopadaju¢em
koordinatnom sustavu, sugibaju¢em sa prvim opazatem vrijedi U’ = v i U = v,
gdje je vy = (1 — v2)_1/2. Kada |v| — 1, ¢lanovi u koji sadrze derivacije ocCito
dominiraju nad &, prema tome ukupno moraju biti nenegativni. Izraz u uglatoj
zagradi u (4.55) mozemo napisati kao kvadratnu formu

2TQz, (4.57)
gdje je

YaU® (57) (57%)
z = , Q=

X.aU® 2 Ge)  (57)

Uvjet da je kvadratna forma (4.57) nenegativna za svaki z je ekvivalentan uvjetu

N[

da je @ pozitivno semidefinitna Sto znaci da njene svojstvene vrijednosti i principalni
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minori a i b moraju biti nenegativni (vidi npr. [35]]). Uvjet na svojstvene vrijednosti

od @ daje
96\’ 98\ (08
i P — — .
(aK) \4<81) (aj) (4.58)
i (uzevsi u obzir da nas ne zanima trivijalno rjesenje u kojem su polja konstantna u
cijelom prostoru)
o0& 0&
(W) > 0, (E) > 0. (4.59)

Sada pretpostavljamo postojanje staticnog asimptotski ravnog rjeSenja Einsteinovih
jednadzbi za skalarno polje. Metriku izvan horizonta mozemo pisati kao

ds® = —e"dt” + e dr® + r? (d6” + sin*0dyp?) , (4.60)

gdje su v i A funkcije od r i trnu kao O(r') kada r — oco. Takoder ¢ = ¥(r) i
x = x(r). Horizont dogadaja H odgovara povr$ini r = r,, gdje e”(™) = 0 (ako postoji
viSe takvih 7, horizont odgovara vanjskom).

Zakon ocuvanja kojeg zadovoljava 7, dan s je

T, =0, (4.61)

Cija je r komponenta
1
[V=9T7] = 5V =8908, T° = 0, (4.62)

gdje crtica oznacava 9/ar i
V—g= "5 r2sind.
Jednadzba (4.62) je jednaka

v / 1 v
sind [e%ﬁTI } — §e%r25in0 [9rr0 9 T+ Gur 9" T, + 900.09" Ty + 9ppng??T, %]

a zbog stati¢nosti i sferne simetrije 7,” je dijagonalan i vrijedi T, = T,%, $to nam
omogucuje da je piSemo u obliku

|14 / 1 v
<e*?5 r2T:) — 5 (VI 4+ N + 4T fr) = 0. (4.63)
Sredivanjem izraza (4.63) i koriStenjem 7,' = 7, = —& dobivamo
(e2r2T7) = — (e%r?)' 4. (4.64)

Integrirajmo dobivenu jednadZbu po ¢ od r, do r. Clan izvrijednjen u r, i$¢ezava
jer e”) = 0, a T’ je konacan (mora biti kako bi fizikalna invarijanta 7,57 bila
konac¢na na H);
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v

Tr(r) = == [ (e20%) &do. (4.65)
r /

Primijetimo, e’(™) = (i e”("™™) > ( pa e’mora rasti s r blizu horizonta. Iz (4.65)
slijedi da, uz & > 0, dovoljno blizu horizonta mora vrijediti 7,,” < 0. Nadalje, izraz

(4.64) moZemo napisati u obliku

(1) = == (e*1?) (6 +T7), (4.66)
a (4.54) daje

st =2 | (S ) wote (57) 0+ (5w @en

Ranije izvedeni uvjeti i daju & + T.” > 0 svugdje, $to povladi (T7) < 0
dovoljno blizu horizinta (vidi ). Kada asimptotsko pona$anje e”/? — 1 stavimo
u dobivamo (T7)" < 0 . Za odrzavanje asimptotske ravnosti & mora padati
barem sa r—® u limesu r — oo (Vidi jednadzbu (4.70) i pripadni komentar.). Inte-
gral u (4.65)) tada konvergira i |T,"| pada asimptotski sa 2, ali kako je (T7) < 0
zakljuCujemo da je 77 pozitivan i asimptotski se smanjuje pove¢anjem r. Iz prijasnjih
zakljucaka o ponasanju 7,." blizu horizonta zaklju¢ujemo da postoji interval [r,, 1]
gdje (T7) > 0i da T’ mijenja predznak na nekom r.; r, > r. > 1, (moguce je viSe
takvih intervala). Sada ¢emo, pomocu Einsteinovih jednadzbi, pokazati da je takav
rezultat neostvariv. Relevantne Einsteinove jednadzbe su

e_)‘ (7’_2 — 7"_1)\/) — 7“_2 = 87TGT$ = —81G& (468)

e (r_l)\’ + r_2) —r % =87GT. (4.69)

RjeSavanjem prve dobivamo

et =1-—8rGr! / Er’dr — 2GMrt, (4.70)

h

gdje je M konstanta integracije. Asimptotska ravnost zahtjeva & = O (r—3) asimp-
totski tako da A = O (r~!). Takoder zahtjevamo e*("™) — oo tako da 2GM = 1, (M
interpretiramo kao masu crne rupe). Iz slijedi da je e* > 1 u cijeloj okolini.
(Promjena predznaka nije moguca jer bi, uz ¢” > 0, znacila promjenu signature, $to
ne odgovara regularnosti rjeSenja.). Drugu Einsteinovu jednadzbu pisemo kao

v v 1 3 2
e 2r 2 (eirz)/ = [47rGT" + — | e* 4+ — > 4nrGTre + =, (4.71)
2r 2r r
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gdje nejednakost dolazi od % + 3 > 2. U podrudju [r, ry] smo nasli 77 > 0, iz ¢ega
slijedi e~ 2772 (e27?)" > 0 u tom podruju, a $to uvriteno u daje (T7) < 0, u
suprotnosti sa ranijim zaklju¢kom. Jedini nacin za izbjeéi kontradikciju je prihvacanje
da su polja 1,Y,... konstantna u okolini £, takvih vrijednosti da sve komponente T}, *
iS¢ezavaju, tj. (vidi jedn. (4.54))

£(0,0,0,...,1,x,...) = 0. (4.72)

To je upravo rjeSenje koje nam je sluzilo kao asimptotski rubni uvjet, tj. rjeSenje je
identi¢cno Schwarzschildovo. Ako je crna rupa elektricki ili magnetski nabijena, a
skalarna polja nisu vezana za elektromagnetsko, tako da vrijedi jednadzba (4.61)),
sli¢na rasprava vodi na zaklju¢ak da crna rupa mora biti Reissner-Nordstromova.
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5 Kose i teoremi

Dokazi koje smo do sada vidjeli se oslanjaju na nekoliko vrlo vaznih pretpostavki
¢ija opravdanost nije trivijalno pitanje. Osim toga, obuhvacaju samo jednu klasu po-
lja. Sada ¢emo ukratko izloziti razli¢ite modele polja materije, isticuci pretpostavku
Cije je izostavljanje klju¢no za postojanje kose kada je ista moguca. Najvaznije re-
zultate mozemo podijeliti u dvije grupe; neabelova i skalarna polja, dok je ostalih
tek nekoliko. Detaljnije informacije se mogu naci u navedenoj literaturi. Ako nije
drugacije napomenuto podrazumijevamo opcu teoriju relativnosti u Cetiri dimenzije
prostor-vremena. Rezultate ¢emo, takoder, podijeliti po asimptotskom obliku prostor-
vremena, tj. vrijednosti kozmoloske konstante A.

5.1 Neabelova kosa
5.1.1 A=0

Vec¢ se u prvim Bekensteinovim dokazima dalo naslutiti da NHC nece nuzno vrijediti
za bezmasena bazdarna polja sa neabelovom interakcijom. Pokazat ¢emo to na pri-
mjeru Einstein-Yang-Mills (EYM) sustava sa SU(2) bazdarnom grupom (EYM-SU(2)).
Prva solitonska rjesenja ovog sustava su nasli Bartnik i McKinnon [|36], Sto je potak-
nulo traganje za analognim rjesenjima koja sadrze horizont.

Lagranzijan SU(2) bazdarne teorije se moZe pisati

1 1

— ——— [grrgre PO RO — __— [|F|?
LEYM 167 [g g nv pa} 167 “ | } )
gdje je i grupni indeks,
Fl) = AUy = A, + gein A ALY

i g je konstanta bazdarnog vezanja polja A,. Jednadzba koja odgovara Bekensteino-

voj jednadzbi (4.40) je

1 . .
/d4£lf —q |:_87T£EYM + 5 (gekal(f)A(f)) F(Z)lw = 0. (573)

Ako gledamo stati¢na polja i, zbog jednostavnosti, pretpostavimo Aéi) = 0 slijedi
|F|? > 0, ali drugi ¢lan u (5.73) nije nuzno pozitivan pa je o¢ito da postojanje takvog
nelinearnog c¢lana moze voditi na zaobilazenje NHC-a. Yasskin u [37] izlaze me-
todu kojom se za svako rjeSenje Einstein-Maxwell jednadzbi moze konstruirati skup
rjeSenja vezanih EYM jednadzbi bilo koje bazdarne grupe sa invarijantnom metri-
kom, gdje su bazdarna polja bezmaseni vektorski mezoni, a bazdarni naboji o¢uvane
veli¢ine kao izospin i hipernaboj. Sva rjeSenja imaju istu geometriju Kerr-Newman
tipa, ali bi ih Cestice razlicitih naboja mogle razlikovati. Postojanje ovih rjesenja ne
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iznenaduje s obzirom da SU(2) bazdarna grupa sadrzi U(1) kao podgrupu, a za koju
znamo da postoje upravo RN i Kerr-Newman rjeSenja. Po toj analogiji se pripadna
polja i naboji op¢ih bazdarnih grupa takoder nazivaju elektri¢nim i magnetskim. U
tom su smislu ova rjesenja uronjena abelova jer je SU(2) bazdarni potencijal produkt
U(1) diond"]i konstantne matrice, tj. svi nelinearni ¢lanovi bazdarnih polja su nula.
Uronjena U(1) rjeSenja EYM sustava su nazvana obojene crne rupﬂ

Tvrdnja da su sva stati¢na rjesenja EYM jednadzbi sa kona¢nim nabojem boje uro-
njena abelova, $to je dokazano za SU(2) bazdarnu grupu, je poznata kao ,neabe-
lov teorem celavosti”. Bizon dokazuje da je elektricni dio YM polja nula, a Cisto
magnetske EYM jednadzbe imaju dvije klase rjesenja; abelovo sa RN metrikom i
asimptotski neabelovo sa iStezavaju¢im YM magnetskim nabojem [38}/39]. Ubrzo su
i nadena takva neutralna potpuno neabelova EYM stati¢na sfernosimetri¢na SU(2)
rje$enja'’] [40-43]]. Jedini parametar za koji postoji Gaussov zakon je ADM masa
crne rupe, a za danu masu moze biti vise razlicitih rjeSenja.

Za EYM-SU(2) sustav su, osim stati¢nih sfernosimetri¢nih rjeSenja (vidi i [44]),
nadena staticna osnosimetri¢na karakterizirana s dva cijela broja; broj namatanja
i broj ¢vorova funkcija bazdarnih polja, a moguce je i proSirenje na EYM-dilaton
(EYMD) sustav [[46,47]]. Takoder se moZe pokazati da spomenuta stati¢na rjeSenja
imaju rotiraju¢a poopcenja koja, za razliku od stati¢nih, imaju neis¢ezavajuéi elek-
tricni naboj bazdarnog polja, proporcionalan zamahu crne rupe [48,49] i da postoji
grana neutralnih rotiraju¢ih crnih rupa i grana nabijenih nestati¢nih sa iS¢ezavaju¢im
zamahom [50]]. Osim rjeSenja za pojedinacne bazdarne grupe (vidi i [51-53]) poop-
¢enje na EYM-SU(N) sustav sa pripadnim stati¢nim sfernosimetri¢nim rjeSenjima se
moze naci u [54]. Jedno od prosirenja EYM sustava je dodavanje skalarnog dilaton-
skog polja i pripadna rjeSenja se nazivaju dilatonske obojene crne rupe [|55-59]]. Takav
sustav je specijalan sluc¢aj op¢enitog modela inspiriranog teorijama struna, za kojeg
postoje razlic¢ite kose kvalitativno sli¢ne obojenim crnim rupama [60-63].

Kao sto smo rekli, rjeSenje EYM jednadzbi opisuje crnu rupu sa pridruzenim poljem
bezmasenog vektorskog mezona. S obzirom da mezoni koje opazamo imaju konacnu
masu zanima nas EYM-Higgs (EYMH) sustav zbog poznatog generiranja mase Higg-
sovim mehanizmom. EYM sustavu se moze dodati triplet Higgsovog polja u adjun-
giranoj reprezentaciji, i tako dobiti crnu rupu sa kosom neiScezavajuceg magnetskog
naboja [%]ili dublet u fundamentalnoj, $to vodi na neutralna rje$enja [66}71].

Zanimljivo je primjetiti da, za razliku od (elektro)vakuumskih, neabelova stati¢na
rjeSenja nisu nuzno sferno pa ¢ak ni osnosimetricna [46,47,72-75].

Prva crna rupa s neabelovom kosom pronadena je kao rjesenje Einstein-Skyrme

7Dion je solitonsko rje$enje sa elektri¢nim i magnetskim nabojem.

18Rjesenja nose konac¢ni Yang-Mills naboj, a generatori SU(3) simetrije odgovaraju gluonima, nosi-
ocima ,naboja boje”.

19Naziv obojene crne rupe se zadrzao iako su rjeSenja neutralna i odnosi se na sva EYM rjeSenja
neovisno o bazdarnoj grupi.

20Takav se sustav moZe gledati kao crna rupa unutar ’t Hooft-Polyakov monopola (regularno soliton-
sko rjeSenje EYMH sustava [|64,/65]]) pa se ovakav tip rjeSenja Cesto naziva ,crne rupe u monopolima”.
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modela Schwarzschildove geometrije [76], gdje u lagranzijan ulazi nelinearno polje
materije sa svojstvima ujedinjenja mezona i njihovih izvora, a koje je ponudio Skyrme
1961. [77], a pripadni lagranzijan je invarijantan na SU(2) x SU(2) transformaciju.
Numericki su sfernosimetri¢an model rijeSili Droz, Heusler i Straumann [|78], a puni
spektar rjeSenja dali Bizon i Chmaj [79]. Postoje i staticna osnosimetri¢na rjeSenja
bez limesa iS¢ezavajuceg horizonta [80,[81]. Skyrme kosa se pokazuje linearno sta-
bilna i to po dva stabilna rjeSenja za istu masu, jedini globalni parametar.

Stabilnost

U definiciji kose nismo spominjali njenu stabilnost, ali je ona fizikalno vazna jer se
kvantnomehanicke fluktuacije ne mogu izbje¢i i nestabilna kosa na kozmickim ska-
lama vremena gotovo sigurno prelazi u vakuum. Na pitanje stabilnosti nije uvijek
lako odgovoriti i moze se ispitivati na razlicite nacine, a u dosta slucajeva jos nije
poznata.

Pokazuje se da su stati¢na sfernosimetricna EYM rjeSenja nestabilna za sve bazdarne
grupe, a Torii, Tachizawa i Maeda [82,[83] ispituju EYMH rjeSenja u kontekstu teorije
katastrofe [84,/85], posebno neutralna i nabijena nalaze¢i stabilna u oba slucaja, a
nabijene crne rupe imaju i po dva stabilna rjeSenja za danu masu. Takoder argu-
mentiraju da iako je Skyrme kosa stabilna, njena entropija je uvijek manja od Sc-
hwarzschildove crne rupe iste mase i zato bi se izgubila tokom formacije crne rupe,
dok monopolne imaju maksimalnu entropiju medu svim crnim rupama iste mase i
moguce je da su to konacni objekti u svemiru. Za analizu stabilnosti neabelovih kosa
vidi i [86H941.

5.1.2 A>0

Eksperimentalna vrijednost kozmoloSke konstante A je priblizno 2 - 10~3°s~2 [95]P1]i
svemir u kojem zivimo nije asimptotski ravan, ve¢ negativno zakrivljen.

Torii, Maeda i Tachizawa [|96] su prvi rijesili SU(2) EYM(A > 0) sustav, pripadne
stati¢ne sfernosimetri¢ne crne rupe nazvali kozmicke obojene crne rupe i utvrdili nji-
hovu nestabilnost. Solitonska rjeSenja istog sustava su takoder nestabilna [97,(98].

5.1.3 A<O

Kako asimptotski AdS rjesenja ne ocekujemo opaziti u svemiru, zanimanje za njih
je Cesto vezano za korespodenciju anti-de Sitter prostora i konformne teorije polja

21Noviji eksperimentalni podaci se slazu sa navedenom vrijedno$¢u.
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(AdS/CFT korespodencijg??), kod koje je odgovarajuca teorija na AdSp,; prostoru
ekvivalentna konformnoj teoriji u D dimenzija [99,100].

Crne rupe sa Yang-Millsovom kosom postoje u SU(N) EYM(A < 0) sustavu i sta-
bilne su pod uvjetom da je vrijednost |A| dovoljno velika i da nijedna magnetska
funkcija bazdarnog polja nema ¢vorove [1014103]]. Horizont ne mora biti sferno-
simetrican, ve¢ moze biti lokalno ravan ili hiperbolican [104], a i za ovaj sustav
staticna rjeSenja mogu biti osnosimetricna [105]. Za razliku od A > 0 slucaja, u
prisutnosti negativne kozmoloske konstante elektri¢ni dio bazdarnog polja ne mora
biti nula za postojanje pravih neabelovih rjeSenja i takva dionska SU(2) rjeSenja su
karakterizirana sa ADM masom i neabelovim elektri¢nim i magnetskim nabojem. Za
vise detalja vidi npr. [106,/107] i [108] za vezu sa D = 11 supergravitacijom.

5.2 Skalarna kosa

Vidjeli smo Bekensteinove dokaze da oko stati¢ne sfernosimetri¢ne crne rupe ne moze
biti staticnog sfernosimetri¢nog, svugdje regularnog skalarnog polja minimalno ve-
zanog za gravitaciju sa potencijalom V' > 0 svugdje, neovisno o teoriji gravitacije,
ni skupa omedenih stati¢nih sfernosimetri¢nih skalarnih polja minimalno vezanih,
neovisno o potencijalu, ali sa nenegativnog gustocom energije, u opcoj teoriji relativ-
nosti. Postavlja se pitanje Sto je sa ukljucenim pretpostavkama; mozemo li dokazati
odsustvo kose ili nadi rjeSenja za svaki oblik potencijala, vezanje za gravitaciju i si-
metriju problema. Istovremeno se u literaturi nalaze razni skalarni NH-teoremi i
skalarne kose i potpuni odgovor na uvjete postojanja kose jos nije dan. Djelovanje
koje pokriva Sirok raspon modela za realno skalarno polje ¢ je

R—-2A 1
167 2

Sk = /de\/—_g[

gdje £ odreduje vezanje polja za gravitaciju, i pritom ¢ = 0 odgovara minimalnom ve-

VOV~ €057~V <¢>] NGRS

zanju, a V (¢) je potencijal samointerakcije polja, uklju¢ujuéi maseni ¢lan. Analogno
djelovanje za kompleksno skalarno polje je dano sa

R—-2A 1
167 2

SK:/dDac\/—_g{

Podijelit ¢emo rezultate opet po vrijednosti kozmoloske konstante uzete u model, a

V0V — ggz/ﬂ -V (ww)} . (5.75)

radi preglednosti, i za daljnje istrazivanje, skraceni pregled dajemo u obliku tablica
u dodatku F.

22poznato i kao bazdarno-gravitacijska dualnost
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5.2.1 A=0

Prvo nadeno rjeSenje koje opisuje polje oko crne rupe izvan elektromagnetskog sek-
tora je BBMBES-] kosa [109,/110], a opisuje stati¢no sfernosimetri¢no bezmaseno ska-
larno polje konformno vezano za gravitaciju u 4 dimenzije prostor-vremena;

D-—2 pyl
§= D=0  6- Ee,
oko stati¢ne crne rupe. Tocnije, za svako rjesenje Einstein-Maxwell-¢ (¢ = 0) sustava
postoji rjeSenje Einstein-Maxwell-y) (¢ = £.) sustava. Djelovanje konformnog polja se
dobije uvrstavanjem V = 01i { = £ u Sg. Varijacijom djelovanja po ) dobivamo

jednadzbu polja

. R
;& - — 0
Vo ¥ =0

i pritom se dano vezanje naziva konformno jer je s njim pripadno djelovanje inva-
rijantno na preslikavanje definirano konformnom transformacijom, tj. promjenom
skale

g () = Q(2) g (), b = QH(2)),

gdje = oznacava sve koordinate, a () je neka funkcija sa Q?(x) > 0. BBMB kosa
je rjeSenje vezanih Ein.-Max.-i) (£ = &.) jednadzbi sa horizontom regularne geome-
trije, parametrizirano elektri¢nim nabojem e i skalarnim nabojem ¢. Linijski element,
elektromagnetsko i skalarno polje tog rjeSenja su redom:

MY? M\
ds? = — (1 - 7) dt® + (1 — 7) dr?® 47 (d6® + sin*0d¢?)

F = er 2 (6761 — 5167)

Y=q(r—M)", (5.76)

_ 4mg?

gdjeje M = /e? --. Dano rjeSenje je prvo smatrano nefizikalnim (osim za ¢ = 0)

jer skalarno polje divergira na H, no Bekenstein je [111], proucavanjem putanja
testnih Cestica u prostor-vremenu danim sa|5.76], pokazao da je H fizikalno regularan
jer vrijedi:

i) beskonacnost polja v nije povezana sa beskona¢no visokom (odbojnom) po-
tencijalnom barijerom (kao beskonacnost elektromagnetsko potencijala u r = 0 za
odgovarajuc¢i predznak naboja)

ii) ne postoje putanje testnih Cestica (slobodnih, elektricki ili skalarno nabije-
nih) koje zavrSavaju na ‘H u kona¢nom vlastitom vremenu

23Cesto nazivana Bekensteinova kosa, prvo su ju otkrili Bocharova, Bronnikov i Melnikov, §to nije
bilo poznato svugdje, zatim ju je neovisno ponovno otkrio Bekenstein.
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iii) plimne akceleracije (gravitacijskog, skalarnog ili elektromagnetskog pori-
jekla) su omedene na H

S obzirom da je za potpun opis rjeSenja potreban dodatan parametar, skalarni
naboj, rezultat je crna rupa sa (sekundarnom jer ima isti broj parametara kao RN
obitelj) kosom. Bronnikov i Kireyev [112]] su, medutim, pokazali da je to rjesenje
nestabilno pod radijalnim perturbacijama.

Iako se ovakav sustav moze poopciti i rijesiti za proizvoljnu dimenziju D > 3,
crna rupa sa bezmasenom konformnom kosom postoji samo u D = 4 [[113,/114] i
to je jedinstvena BBMB [[115] (vidi i [116]]). Ako se pretpostavi omedenost polja
svugdje i sfernosimetri¢na ne-ekstremalna RN geometrija?¥, prostor-vrijeme je nuzno
Schwarzschildovo sa poljem svugdje nula [117].

Neovisno o prihvatljivosti BBMB kao fizikalnog sustava, vaznost tog rjesenja je isti-
canje uloge vezanja promatranog polja i gravitacije i ukazivanje na to da divergencija
polja nije nuzno povezana sa prostorvremenskom singularnoscu, te je Cestica koja se
giba u danom prostor-vremenu ne mora opaziti, ako izravno ne interagira sa poljem.

Ocito pitanje je postojanje kose za neki ¢ # 0 (za £ = 0 je nema, kao $to smo
vidjeli) i £ # &. u istom modelu, i taj je problem ispitao Saa [118] i uspio dokazati
odsustvo kose za Sirok raspon vrijednosti. Pretpostavivsi stati¢nost i sfernu simetriju
polja i metrike dokazao je:

1. £€<0 --+ nema kose

2. 0< &< €& --»nema kose ¢ koja zadovoljava |¢ (r)| < €72 li

<) <& & -9
3. &< --» nema kose koja zadovoljava |¢) (1) | # £71/2

U iducem radu [[119], pod pretpostavkom regularnosti polja svugdje iskljucuje kosu
sli¢cnog sustava, ali sa opcenitijim djelovanjem

5= / P/ gl (D) R—h(d) ¢ 0,60,0),  F(&).h(d)>0  (5.77)

koje odgovara opéenitom modelu skalar-tenzor teorija, ¢iji se kratak opis moZze naci u
dodatku C. Poopcenje ovog dokaza na elektri¢no nabijenu crnu rupu su dali Banerjee
i Sen [[120].

Za proizvoljno vezanje ¢ i realno skalarno polje ¢ kvarticnog potencijala

V(¢) = A", A >0,

24Ekstremalna RN crna rupa je ona sa M? = Q? + P2.
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jedino stati¢no rjesenje Einsteinovih jednadzbi je Schwarzschildovo sa ¢ = 0 svug-
dje [121]]. Jos opcenitiji slucaj, slicno kao Banerjee-Sen, ali za opc¢u relativnost i
dopustajudi i elektricnu nabijenost polja su razmatrali Mayo i Bekenstein [[122] i do-
kazali:

* za ¢ = 0 jedino rjeSenje je RN sa ¢ =0

* oko (neutralne ili nabijene) crne rupe neutralno skalarno polje je identi¢no nula
za: ¢ < 0 i nenegativan potencijal polja i za 1/2 < £ i nenegativan, regularan
potencijal polja

* ne postoji nabijena crna rupa sa nabijenom kosom za svaki ¢ i regularan semi-
definitan potencijal polja

Pritom u svakom slucaju pretpostavljaju staticnost i sfernu simetriju polja i metrike.

Kao $to smo vidjeli, za multiplet realnih skalarnih polja minimalno vezanih za gra-
vitaciju je dovoljno pretpostaviti pozitivnost gustoce energije polja da bi dokazali da
nema sfernosimetri¢ne kose oko staticne crne rupe (slican dokaz je dao Sudarsky za
pozitivno-semidefinitan potencijal [123]]). Ako izostavimo tu pretpostavku moguce je
nacdi rjeSenja [|124]. Najzanimljiviji je ipak sustav kompleksnog polja minimalnog ve-
zanja; (5.75) sa £ = 0. Za bilo koji pozitivno semidefinitni potencijal V' (¢ *1) vrijedi
Pena-Sudarsky teorem [[127] koji kaze da nema stati¢ne sfernosimetri¢ne crne rupe
sa skupom skalatnih polja razlic¢itih od nula. Pritom su za svako polje pretpostavili
harmonicku vremensku ovisnost

Ui (1) = 61 (1)

Sto je, kako primjecuju, jedino prihvatljivo za staticnu metriku.
S druge strane, odabravsi

V= %@b*@/} (5.78)

Herdeiro i Radu [128] su iskoristili slobodu u izboru ansatza polja i pretpostavili:

= ¢ (r,0)eme=et), (5.79)

gdje je ¢ (r,0) realna funkcija, w > 0 frekvencija polja i cijeli broj m, azimutalni
broj namatanja. Naime, da bi geometrija bila stacionarna i osnosimetri¢cna tenzor
energije i impulsa skalarnog polja ne smije ovisiti o vremenskoj i odgovarajucoj kut-
noj koordinati, §to je postignuto odabranim ansatzom. Cetiri su ulazna parametra
numerickog rjesavanja Einsteinovih jednadzbi: broj namatanja m > 1, radijus hori-
zonta ry, frekvencija polja w i broj ¢vorova polja n. RjeSenja bez ¢vorova su obi¢no
najstabilnija pa su samo njih i gledali. Nakon fiksiranja broja namatanja prebrisuje
se ry — w prostor. Na taj nacin su odredili domenu postojanja kosatih crnih rupa
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(KCR) koja se s jedne strane preklapa sa Kerrovim rjesenjima, a s druge prelazi u
rotirajuée bozonske zvijezde®, bez stati¢nog limesa. Jedini globalni parametri su M i
J i postoje KCR sa istim M i J kao Kerrove crne rupe od kojih mogu imati vec¢u entro-
piju pa svakako nemamo jedinstvenost, a ni adijabatski raspad u Kerrovu crnu rupu.
Zanimljivo je, iako ne iznenaduje jer isto vrijedi za bozonske zvijezde, da KCR mogu
narusiti Kerrovu granicu J < M?2. Za astrofizitku relevantnost crne rupe je vazna
njena masa koja je u ovom slu¢aju maksimalno ~ M3,;/u, $to doseZe Sun¢evu masu
za masu polja ; ~ 10~ eV, a takve Cestice nisu poznate. Prijedlog je da se ta granica
pomakne drugacijim potencijalom i to je istrazeno dodavanjem u lagranzijan c¢lana
Aptili Byp® —Nip* [130] ali u oba slu¢aja masa (zarobljena unutar) horizonta zadrzava
tu granicu, dok ADM masa moZze rasti. Ako se ovaj rezultat moze prosiriti na opdi
potencijal, postojanje ovakve kose je moguce samo za ultralaka skalarna polja. Puna
domena postojanja KCR sa kvarticnom samointerakcijom do n = 8 je dana u [131].
Iz perspektive bozonskih zvijezda KCR rjesavaju dotadasnji problem dodavanja male
crne rupe u centar bozonske zvijezde, kao Sto se moze u druge solitone, samo $to u
ovom slucaju taj soliton mora rotirati. Pitanje stabilnosti nije razjasnjeno, ali autori
sugeriraju stabilnost nekih rjeSenja na relevantnim vremenskim skalama. Detaljnu
analizu rjeSenja daju u [[132] gdje ukazuju i na to da stacionarno skalarno polje oko
rotirajue crne rupe moze postojati i za V' = 0 ili neminimalno vezanje.

U poglavlju smo prosli kroz Bekensteinov dokaz za nepostojanje masivnog
kompleksnog skalarnog polja oko rotirajuce crne rupe pa je vazno primijetiti kako su
ga Herdeiro i Radu zaobisli, a radi se o razlici simetrije polja i pozadinskog prostor-
vremena. Prikladno su drugi ¢lanak na tu temu nazvali ,Novi zaokret za kosu crnih
rupa” jer se u viSe sluCajeva razlika simetrije pokazala klju¢cnom. Tu temu detaljnije
obradujemo u6] poglavlju.

Posebnu skupinu skalarne kose ¢ine dilatonske crne rupe, koje je prvo nasao Gib-
bons [133] u N = 4 supergravitaciji i to je rjeSenje parametrizirano sa masom,
6 elektricnih i 6 magnetskih naboja. Razna slicna rjeSenja se mogu naci u efek-
tivnim niskoenergetskim teorijama struna, a opc¢enito nose konacan dilatonski na-
boj [134-137]]. Postoje i rotirajuca rjeSenja [[138]], a kratak opis ovih teorija, metode
dobivanja rjesenja i pregled nadenih kosa (do 1992. god.) se mogu naci u [[139].

522 A>0

I za pozitivnu kozmolosku konstantu bolje su istrazene stati¢ne, sfernosimetri¢ne
crne rupe sa pridruZzenim poljima iste simetrije i sljedece se odnosi na njih. Za djelo-
vanje (5.74) sa A > 0 nema minimalno vezane skalarne kose, bezmasene ili konvek-
snog potencijala (VV” > 0), dok ima za potencijal u obliku dvostruke jame, pod uvje-

25Bozonske zvijezde su stabilne konfiguracije kompleksnih skalarnih polja vezanih gravitacijom koje
se prvi put pojavljuju u [[194].
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tom da vrijedi DEC. Dano rjeSenje je nestabilno na linearne perturbacije [|[140]. Meto-
dom vrlo slicnom Bekensteinovoj, odsustvo minimalno vezane kose konveksnog po-
tencijala dokazuju Bhattacharya i Lahiri [[141]] koriste¢i Einsteinove jednadzbe samo
za pretpostavku omedenosti kvadrata norme tenzora energije i impulsa 7, 7" = T>.
Takoder, sferna simetrija nije klju¢na u njihovom dokazu.

Konformno vezano bezmaseno ili masivno polje bez drugog potencijala samoin-
terakcije je nuzno nula [142]. Naprotiv, ako je polje bezmaseno i s kvarticnom sa-
mointerakcijom (MTZ model) rjeSenje postoji i za neutralnu i za elektri¢no nabijenu
crnu rupu [[143]. Rasprava o tom rjeSenju se moze naci u [144] ¢iji je zakljucak
da u MTZ modelu nema (prihvatljive) stabilne kose. Dokazano je da netrivijalnog
rjeSenja nema za potencijal V' = 0 neovisno o vrijednosti vezanja £ i dimenziji prostor-
vremena D > 4 [145,[146].

Spomenuti NH-teorem za realno minimalno vezano polje konveksnog potencijala
se moze dokazati i za stacionaran osnosimetrican slucaj [[147], gdje se Einsteinove
jednadzbe koriste opet samo u pretpostavci omedenosti 72, a vazna pretpostavka
dokaza je komutativnost pripadna dva Killingova vektora.

523 A<O0

Kao i u asimptotski de Sitter slucaju, ni u asimptotski anti de Sitter slucaju nema
minimalno vezane kose konveksnog potencijala ili s V = 0 . Simetri¢na potencijalna
jama

V)= 2 @),

s druge strane, i asimetricna daju netrivijalna rjeSenja od kojih su neka stabilna u
odredenom rasponu parametara jame [148].
Odabirom posebnih negativnih oblika potencijala polja minimalno vezanog za gravi-
taciju Martinez, Troncoso i Zanelli nalaze razli¢ita rjeSenja Cija je stabilnost odredena
gornjom granicom mase neutralne ili elektri¢no nabijene crne rupe [149,/150].

Realno polje potencijala V' = 0 i proizvoljnog vezanje ispituja Winstanley [145] i
pod pretpostavkom regularnosti polja dokazuje da za ¢ < 0 nema kose, za 0 < £ < 3/16
postoje stabilne i za 3/16 < £ nestabilne kose. Granicu nestabilnosti £ = 3/16 moZemo
shvatiti ako pogledamo oblik jednadzbe skalarnog polja u asimptotskom podrucju;

V, Vi) = 4EAD.

Vidimo da 46A mozemo poistovjetiti sa (negativnim) kvadratom mase polja m?2.
Breitenlohner-Freedman granica [151,/152]] kaze da polja sa

m2<%
* 4
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uzrokuju nestabilnost AdS prostor-vremena. U promatranom slucaju Breitenlohner-
Freedman granica odgovara upravo £ = 3/1s.

Za konformno vezanje i potencijal sa u > 0 nalazi stabilna rjeSenja [142],
a za isto vezanje i V = 0 ili V' oc 9" postoje stabilna rjeSenja u D > 4 sa ne nuzno
sfernosimetri¢nim horizontom.

Vratimo se malo na slu¢aj A = 0. Unato¢ raznim dokazima za skalarna polja,
Higgsova kosa u Einsteinovoj gravitaciji je moguca u obliku Nielsen-Olesen [153]]
strune probodene kroz crnu rupu [154]. Pripadni lagranzijan sustava je

L =D, DMy — }lFWFW —U (¥'y), (5.80)
A 2)2
U(w)—z(w—n) ;

gdje je ¢» kompleksno skalarno polje, D,, = V, + ieA, uobitajena bazdarna ko-
varijantna derivacija i F},, snaga polja A,. Autori su krenuli od pitanja interakcije
kozmickih struna i crnih rupa i nasli stabilno osnosimetri¢no rjeSenje. Netrivijalna
topologija i konfiguracija polja omogucuju zaobilazenje navedenih skalarnih NH-
teorema. Za isti model, ali sa uklju¢enom kozmoloskom konstantom i elektri¢nim
nabojem crne rupe, rezultat se moze poopditi na stabilna rotirajuca rjesenja [155].
Prostor-vrijeme je asimptotski lokalno ravno sa deficitnim kutom?®, $to ih ipak ne svr-
stava u asimptotski ravna prostor-vremena [[156,/157] za koja se moze dokazati da
u Cisto elektricnom slucaju abelovog modela elektri¢cno polje oko stati¢ne crne rupe
iS¢ezava. Pritom to vrijedi za lagranZijan sa nenegativnim potencijalom U (¢¢))
neiscezavajuce vakuumske ocekivane vrijednosti. Konkretno za Higgsov model (je-
dinstveni minimum potencijala), skalarno polje ima vakuumsku o¢ekivanu vrijednost
svugdje u okolini [[158]].

Spomenimo jos jedno rjesenje, takoder u Einsteinovoj gravitaciji vezanoj za ska-
larno polje sa spontanim lomom simetrije. Radi se o O(3) izovektorskom skalarnom
polju, a rjesenje je stati¢no, sfernosimetri¢no asimptotski ravno i u limesu is¢ezavaju-
¢eg horizonta daje regularnu konfiguraciju nalik Cestici [[159]. Model je razmatran
ranije i, sa drugim odabirom parametara, nadena su sli¢na rjesenja, ali ¢ija ukupna
masa divergira [160].

26Ukupan zbroj kuteva u punom krugu ne daje 360°.
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5.3 Ostala polja

Sto se tite polja spina 2, kao $to smo rekli, ne moZe se pridruZiti stati¢noj sferno-
simetri¢noj, asimptotski ravnoj crnoj rupi [29]. Koriste¢i ve¢ spomenutu metodu sa
minimalnim koriStenjem Einsteinovih jednadzbi Bhattacharya i Lahiri [161,162] su
isto dokazali za stacionarnu osnosimetri¢cnu asimptotski de Sitter 4D crnu rupu, a
isti rezultat dobivaju zamjenjujuéi polje masivnim spin-1/2 poljem (spinor). Razma-
trajudi spinore zanemaruju njihovo djelovanje na metriku jer se za njih ne moze pos-
taviti nikakav klasi¢ni energijski uvjet. Rezultat se slaze sa spomenutima Hartleovim i
Teitelboimovim, a vrijedi i za asimptotski ravno prostor-vrijeme, pod pretpostavkom
odgovarajuceg asimptotskog trnjenja spinornih polja, i Anti de Sitter ako dodamo
uvjet m? > 5/4|A|.

Spin-2 kosa je moguca ipak oko stati¢ne sfernosimetri¢ne asimptotski ravne crne
rupe u obliku gravitonske kose u teorijama sa masivnim gravitonom [163]], zbog
nelinearne interakcije. Razmatrano tenzorsko polje je i samo nosioc gravitacijske sile.
Zele¢i samo dokazati postojanje kose u takvim teorijama, autori uzimaju lagranzijan
sa dva interagirajuca spin-2 polja g, i f,., bez dodatnih polja materije;

L=+/—g ngg + m? ng —2m2V (g, f)

f 1 g su determinante pripadnih metrika, a R, i Ry Riccijevi skalari, m,* = 167G =
167, m;Q = 16mG odgovarajuca gravitacijska vezanja, i m, je zadan u terminima m,,
my 1 parametara potencijala.

Kao $to smo vidjeli u poglavlju[4.3] stati¢na sfernosimetri¢na crna rupa ne podrzava

masivno vektorsko (Proca) polje (vidi i [165]), no taj se teorem ne odnosi na ma-
sivno vektorsko polje neabelove interakcije (ENA i takva je kosa moguca [71], i
na nju se odnosi analiza stabilnosti u okviru teorije katastrofe spominjana u poglavlju
Drugi nacin zaobilazenja Bekensteinovog teorema je razlika simetrije polja i
prostor-vremena, toc¢nije, da polje ima harmonicku vremensku ovisnost, a prostor-
vrijeme je stacionarno. RjeSenje koje opisuje stacionarnu, asimptotski ravnu, osno-
simetri¢nu crnu rupu i paran broj realnih (ili proizvoljan broj kompleksnih) Proca
polja su dali Herdeiro i Radu [|166], te proSiruju NH-teorem za stati¢nu sfernosime-
tricnu crnu rupu, ako se dopusti harmonicka ovisnost polja, tj. rotacija je nuzna za
postojanje kose. Bekensteinov teorem za Proca polje oko asimptotski ravne staticne
crne rupe se moze poopciti na prostor-vrijeme sa A > 0, a isto vrijedi i za stacionaran
osnosimetrican slucaj [141,147]. Zilhdo, Witek i Cardoso [167]] numerickom inte-
gracijom Ein.-Proca sustava jednadzbi ispituju interakciju crne rupe i polja i ukazuju
na vjerojatnu stabilnost kose.

27Einstein-non-Abelian-Proca
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Crne rupe sa diskretnim bazdarnim nabojima. Kvantna kosa povezana sa dis-
kretnim bazdarnim nabojem se moze pojaviti kada lom lokalne kontinuirane bazdarne
simetrije ostavi neslomljenom diskretnu podgrupu bazdarne grupe. Uzmimo na pri-
mjer U(1) bazdarnu teoriju sa dva skalarna polja 7 i (, naboja pe i e. Efektivna ni-
skoenergetska teorija je tada teorija jednog kompleksnog polja ¢, invarijantna na
transformaciju

¢ — e,

Upadanjem (¢ kvanta u crnu rupu, pripadni naboj ostaje, u principu, mjerljiv izvana
rasprSenjem strune. [[168]]

U [[169] je detaljan opis dvaju tipova kvantne kose koja eksponencijalno trne s uda-
ljenosc¢u od horizonta, mjerljive istim tipom rasprSenja; jedan je vezan za diskretan
bazdarni naboj, a drugi za magnetski naboj boje.

Aksionska kosa. Prva poznata stabilna, dinamicka nebazdarna kosa je bezma-

sena aksionska. Rotacija crne rupe djeluje kao izvor kose, a u staticnom slucaju tu
ulogu ima postojanje i elektricnog i magnetskog naboja [|[170-172]. Tenzor energije
i impulsa ovakvog aksiona iScezava, tako da nema utjecaj na pozadinsko prostor-
vrijeme, ali je ukupni aksionski naboj razli¢it od nula u principu mjerljiv.
Razni fizikalni mehanizmi u teoriji struna i sli¢cnim teorijama (otkuda i dolaze modeli
aksionskog polja) generiraju masu aksiona i takva je staticna masivna kosa takoder
poznata [173]], a sli¢no rjeSenje se moZe naci i za Schwarzschild-de Sitter prostor-
vrijeme [|141].

5.4 ,Duljina” kose

Sudarsky [|123] je u analizi YM kose dosao do rezultata da se ona nuzno prostire dalje
od 3ry/2, gdje je ry radijus horizonta i predlaze daljnju istragu o univerzalnosti
tog rezultata. Vezano za to Nufez, Quevedo i Sudarsky objavljuju rad [174] koji
zapocinje ovakvom fizikalnom raspravom:

U nadenim stabilnim kosama je klju¢an nelinearan karakter materije; interakcija
izmedu dijela polja koje bi bilo uvuceno u crnu rupu i dijela koje bi bilo izrateno
omogucava stabilnost kose iz ¢ega mozemo pretpostaviti da duljina kose ima grani¢nu
donju vrijednost duljine, tj. raspona prostiranja od crne rupe. Isti¢u da je teorem ko-
jeg dokazuju, a kojeg cemo sada izloziti, primjenjiv na sve do tada nadene kose.

Teorem: Ako je
ds® = —e ?pdt® + p~'dr® 4+ 1* (d6* + sin*0d¢?)

linijski element asimptotski ravnog prostor-vremena sfernosimetri¢ne crne rupe,
koje zadovoljava Einsteinove jednadZzbe sa poljima materije za koje vrijedi WEC,
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¢iji je trag tenzora energije i impulsa nepozitivan i ¢ija gustoca energije raste

4

prema nuli brze od r—*, onda je funkcija

W =e T (5.81)

negativno-semidefinitna na A i pada izmedu ry i ro, gdje je ro > 2ry i za neki
r > 1o pocinje rasti prema asimptotskoj vrijednosti nula.

Teorem kaze da asimptotsko ponasanje polja ne moze poceti prije nekog

7">7’0>§T'H,

tj. da se kosa mora protezati barem do te vrijednosti. Dakle, predlazu da NHC vrijedi
u obliku ,.crne rupe nemaju kratku kosu”.

Godinu kasnije Brown i Husain [175] pokazuju da ta pretpostavka o kratkoj kosi
ne vrijedi u najSirem smislu jer su nasli sfernosimetri¢no stati¢no rjesenje crne rupe
sa pridruzenim anizotropnim poljem proizvoljne duljine prostiranja od crne rupe.
Fizikalna slika je da materija moze opstati u jakom gravitacijskom polju bez kolapsa
samo ako su joj unutarnji tlakovi dovoljno veliki, Sto se moze pojaviti u anizotropnom
fluidu. Kao i u kasnijem radu Herdeira i Radua, kojeg smo ve¢ spominjali, klju¢na je
razlika simetrije metrike i polja materije.

Stabilnost argumentiraju pokazuju¢i da dobiveno rjeSenje moze nastati sferno-
bio kad bi uspjeli pokazati da pocetna perturbacija ne raste beskona¢no s vreme-
nom.Klju¢no u zaobilazenju ranijeg teorema o kratkoj kosi je da pretpostavka o ne-
pozitivnosti traga tenzora energije i impulsa ne vrijedi za anizotropni fluid.

Hod u [[176] ispituje mogucu duljinu kose oko rotiraju¢ih crnih rupa i zakljucuje
da mogu imati ekstremno kratku stacionarnu konfiguraciju skalarnih polja. Kon-
kretno, radi se o analiticCkom rjesenju Klein-Gordon-Kerr-Newman valne jednadzbe
za linearizirano skalarno polje u rezimu velikih masa polja. U [[177] postavlja pi-
tanje fizikalnog objasnjenja za poznatu donju granicu duljine kose 3ry /2 i istice da
fotonsfera, granica podrucja gdje moZze postojati stacionarna sfernosimetri¢na konfi-
guracija i gdje ne moZze, Schwarzschildove crne rupe odgovara to¢no toj vrijednosti.
Dokazuje teorem koji kaze da asimptotsko ponasanje polja ne moze poceti prije fo-
tonsfere. Pritom ima iste pretpostavke kao Nufiez et al., a funkcija analogna funkciji
5.81|je r*T". Uz malo drugaciju definiciju duljine kose dokazuje da mora biti dulja
od radijusa fotonsfere r.. Takoder daje dokaz u prilog prijedlogu da uvijek vrijedi:

M_m(r'}/) >1

m (ry) —m(rg) ~

gdje je M ukupna masa definirana u asimptotskoj beskonacnosti, A/ —m (r,) je masa
kose izvan fotonsfere, a m (r.,) — m (ry) je masa kose izmedu horizonta i fotonsfere.
Drugim rije¢ima, podrucje izvan fotonsfere uvijek sadrzi barem 50% ukupne mase
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kose. Analiticki provjerava predlozenu granicu za velike EYM crne rupe, za koje je
taj omjer 2.08, i numericki za EYM, EYMH, EYMD, ENAP i ES crne rupe i sve ju
postuju.

S obzirom na istaknutu vaznost razlike simetrije materije i pozadinskog prostor-
vremena nekih rjeSenja u idu¢em poglavlju se bavimo restrikcijama na oblik polja
zadanima simetrijom pozadinskog prostor-vremena.
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6 (Ne)nasljedivanje simetrije

Pretpostavimo da prostor-vrijeme ima izometriju generiranu Killingovim vektorskim
poljem &,
Eegap = 0. (6.82)

Ako za polje materije v vrijedi
£ep =0

kazemo da ono nasljeduje tu simetriju?¥| Za elektromagnetsko polje vrijedi

£§Fab =bx Fab,

gdje je b konstantna funkcija ako je F,;, nesvijetlosno, tj. ako vrijedi F, F'® # 01 F,; *
Fab o£ 0. [[178-183]. ProSirenje tog rezultata na prostor-vrijeme sa crnom rupom je
dano u [184]]. Nasljedivanje simetrije skalarnih polja je dokazano za neke specijalne
slucajeve [[185-188]] i moZe se pokazati da ako je simetrija nasljedena na pocetnoj
hiperplohi bit ¢e nasljedena kroz cijelo prostor-vrijeme [189,190]. Najopcenitiju
analizu za skalarna polja se moze naci u [191] i nju ¢emo ovdje izloziti.
Pretpostavljamo da je prostor-vrijeme rjeSenje gravitacijske jednadzbe polja oblika

B = 87Ty, (6.83)

gdje je F,, neki polinom Riemannovih tenzora i T, je tenzor energije i impulsa polja
materije. Na primjer, u opc€oj teoriji relativnosti £, je Einsteinov tenzor

1
Eab = Rab - iRgab + Agab-

Koristeéi

££Rabcd = £§€abc... = 0; ££Va = va££7
iz (6:82) i (6:83) slijedi

£¢T,, = 0. (6.84)

Pitanje je, dakle, sto mozemo zakljuciti o simetriji polja iz (6.84).

28Koristimo apstraktnu indeksnu notaciju ¢ija je prednost da nismo vezani za odredeni koordinatni
sustav. Kratak opis i definicije koristenih operacija se mogu naéi u dodatku D.
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6.1 Realno skalarno polje

Tenzor energije i impulsa realnog skalarnog polja ¢ opéenitog potencijala V' (¢) je

Tab - va¢vb¢ - (%chbvcgb + V <¢)) Gab- (685)

Kao i u poglavlju [4| izrazit ¢emo potencijal preko kontrakcija tenzora energije i im-
pulsa i dimenzije prostor-vremena D:

T D—2 |DT,T%—T?
V =——==
() D 2D \/ D—-1 ’

iz Cega, koristeci (6.84), imamo

_ v
-5

Dakle, kada god je V'(¢) # 0 simetrija je nasljedena. Da bi nesto mogli reéi o

0=£:V(9) £¢¢.

simetriji polja kada V'’ (¢) = 0 (npr. bezmaseno polje ¢iji je potencijal jednak nuli)
napisat ¢emo T, u obliku

T+2V
Tab - VG¢Vb¢ + D_9 Gab
i uvesti veli¢inu
T+ 2V
T (g)a = abfb = (£§¢) (d¢)a _'_ D o 2 ga'

Djelujuéi na nju Liejevom derivacijom i koriste¢i pretpostavku o simetriji (6.84)) i
V' (¢) = 0 ($to povladi £¢V (¢) = 0) dobivamo

0=£T(§) = (£c£ecg) do + (£¢9) d (£c0) -
Jos jedna kontrakcija sa £ nam daje
1
0=ie£cT(€) = (£e£e®) (£ed) + (£60) (Ecked) = SEe ((£e0)) .

Slijedi da je £.¢ konstanta duZ orbite od £{* (£¢¢p = a, £ca = 0), tj. ¢ je linearna
funkcija od (, parametra orbite Killingovog vektora £*. Wymanovo rjesenje iz 1981.
je upravo bezmaseno skalarno polje sa linearnom ovisnos¢u o vremenu u staticnom
prostor-vremenu [[192].

6.2 Kompleksno skalarno polje

Dvije su uobicajene parametrizacije kompleksnog skalarnog polja;
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Kartezijeva v =p+1i0
polarna = Ae'®,

Pretpostavljamo da je polje netrivijalno i definiramo

f=£cf, f=Ee(Eef)

za svaku skalarnu funkciju f. Nasljedenost simetrije polja odgovara p = ¢ = 0 ili
A = & = 0. Ako barem neka od funkcija { p, 6, A, d} iSCezava kazemo da je simetrija
djelomic¢no nasljedena. Tenzor energije i impulsa kompleksnog skalarnog polja je

Top = Vo Vpy)™ — % (VVY  +V (™)) gap- (6.86)

Sada ne mozemo izraziti potencijal preko kontrakcija od T,,. Napisat ¢emo (6.86) u
obliku

T+V
Toy = VapVip + Vo Vyo + g Jab

T+V
=V, AV, A + A’V oV, + ﬁgab.

Ideja je u obje parametrizacije izvuci informacije iz nekih kontrakcija jednadzbe
(6.84) sa Killingovim vektorom £”. Prvo ¢emo rastaviti

£T(6)=0 (6.87)

na projekciju duz £°,
0= iekeT (€) = £¢ (Tué*E") , (6.88)

i na vanjski produkt sa &2,

0=ENET () =£(ENT(E)).

6.2.1 Kartezijeva parametrizacija
Koristec¢i kontrakciju

T+V
N
D—2""

Twg'€" = p* + % +
gdje je N = £,£* norma od £, i (6.88) imamo

T+V
D -2

N
£ <p2 +6° + N> = £¢ (p2 + 6% + 55 v) = 0. (6.89)
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Dakle, duz orbita od £* vrijedi

N
040+ 55V =0 £ev = 0. (6.90)
Vise informacija moZemo dobiti postavljaju¢i neke uvjete, npr. jaki energijski uvijet,
iz kojeg slijedi v > 0 u domeni gdje je t* = £* vremenski.
Za konkretan slucaj ¢cemo pretpostaviti D = 4 i uobicajeni maseni potencijal

V =2ty =P (p* + 0?), (6.91)

gdje je u masa skalarnog polja. postaje

N
o4 0%+ 5} 1 (p* + %) = v. (6.92)

Pretpostavimo li djelomi¢no nasljedivanje simetrije, npr. ¢ = 0, na nekoj otvorenoj
okolini invarijantnoj na djelovanje Killingovog vektora £, O C M, mozZemo integri-
rati (6.92)) duz orbita od £* u toj okolini. (6.92) se svodi na

-2 2 N 2 2

o+ KPS = A, K= i A=v— Ko, (6.93)
gdje £cx = £.X = 0. (6.93) ima tri tipa rjeSenja; linearno, oscilatorno i eksponenci-
jalno (vidi dodatak E za potpun skup rjeSenja), od kojih je samo jedno omedeno ili
oscilatorno, a da simetrija nije nasljedena (tip II);

p = \/gsin (VE(=G)), & A>0.

Poblize razmatranje tog rjeSenja daje vrlo stroge uvjete na £, naime, mora biti pros-
torno Killingovo vektorsko polje konstantne norme i ortogonalno na hiperplohu.
Analogan rezultat slijedi za pretpostavku p = 0.

U slucaju kada p, ¢ # 0 moZemo pretpostaviti neka ogranicenja, primjerice o = bp,
b = 0 $to nas vodi opet na istu klasu rje$enja, a odabir b = konst. (to odgovara
a = konst.) svugdje mozemo zakljuciti da su p i,6 konstante. S obzirom da za
ovakav odabir parametara tenzor energije i impulsa kompleksnog skalarnog
polja ¢ = p + i 0 odgovara tenzoru energije i impulsa (6.85) realnog polja

¢ = pV1+12,

mozemo konstruirati rjeSenja sa ¢ iz poznatih rjesenja sa ¢.

6.2.2 Polarna parametrizacija

Umjesto (6.89) sada imamo
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. N
2 2.2 2 —
£§(A + A%a +—D 2V(A)) 0
iz Cega slijedi da duz orbita od £“ vrijedi

. N

Opet, ako vrijedi jaki energijski uvjet u D = 4 imamo A\ > 0 za vremenski £°. Pret-
postavimo li dalje djelomi¢nu nasljedenost simetrije u obliku A = 0, iz (6.94) odmah
slijedi & = 0, tj. a je linearna funkcija Killingovog parametra (. 1z (6.87) tada dobi-
vamo

A%ada = 0.

Po poctetnoj pretpostavcije A # 0, dakle ¢ je konstanta unutar O;. Ovakva, lokalizirana
Einstein-Klein-Gordon rjeSenja odgovaraju poznatim rjeSenjima u kontekstu bozon-
skih zvijezda, kao kandidata za kompaktne astrofizicke objekte [[193-4196].S druge
strane, pretpostavimo li & = 0, D = 41V = p?)*) dobivamo opet diferencijalnu
jednadzbu (6.93)) sa zamjenom p — A i istim zakljuccima kao ranije; jedino rjeSenje
sa nenasljedenom simetrijom i omedenom ili periodi¢cnom amplitudom A je

A:\/ésin(\/ﬁ((—co)), Ky, A >0

i £* mora biti prostorno Killingovo vektorsko polje konstantne norme i ortogonalno
na hiperplohu.

6.3 Stacionarno prostor-vrijeme sa crnom rupom

S obzirom da nas zanimaju stacionarne crne rupe, sada ¢emo se okrenuti upravo
takvom prostor-vremenu. Killingov vektor stacionarnog prostor-vremena oznac¢imo
sa k* = (0/0t)", a osnosimetri¢nog m® = (9/dp)" . Pretpostavljamo da m* ima kom-
paktne orbite i prostornog je tipa u okolini crne rupe £. Ako je k* ortogonalan na
hiperplohu, k£ A dk = 0, kaZemo da je prostor-vrijeme stati¢no.

Ako je prostor-vrijeme stacionarno tada £,A = 0 povlaci £, = konst. Ako je
k°k, < 0 u cijeloj £ (kao u slucaju staticnog prostor-vremena) i potencijal je (6.91)),
tada £, = 0 povlaciili £,A = 0 ili je A tipa I u odnosu na parametar ¢ ako je y = 0,
odnosno tipa IIT ako je p > 0.

Sli¢no, ako je prostor-vrijeme osnosimetri¢no £,,A = 0 povladi £,,a = konst. S
obzirom da vrijedi m®m, > 0, za potencijal i pretpostavku £,,a« = 0 dobivamo
dajeili £,,A = 0ili je A tipa II za parametar ¢ ako je 1 > 0 i m® ortogonalan na hi-
perplohu i konstantne norme (tip I rjeSenje za . = 0 je iskljuceno zbog kompaktnosti
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orbita od m®). Analogno vrijedi zamijenom parametara A i a sa p i 0. Primijetimo
da za svako rjesenje tipa II u stacionarno osnosimetricnom prostor-vremenu imamo
£LA=0 (. £kp = 0ili £,0 = 0).

Prisutnost crne rupe moze zadati dodatni uvjet na skalarno polje. Na Killingovom
horizontu H [{] (povrsina £%¢, = 0) imamo ( [5]], poglavlje 12)

Rapt" £ 0,

Sto, koriStenjem Einsteinovih jednadzbi, daje

Tt Zo. (6.95)

Tom se jednakosS¢u moze dokazati konstantnost elektricnog skalarnog i magnetskog
skalarnog potencijala na svakoj povezanoj komponenti Killingovog horizonta [197,
198]] i nuzno nasljedivanje simetrije na H [{] bezmasenog realnog skalarnog polja ¢
kanonskog tenzora energije i impulsa. Na primjer, ako je prostor-vrijeme stati¢no
sa pripadnim H [k|, ili stacionarno sa H [x], gdje je x* linearna kombinacija k% i
kutnog Killingovog vektora kompaktnih orbita, imamo £,¢ = 0. Dakle, pretpostavke
o stacionarnosti i osnoj simetriji polja u Bekensteinovim dokazima su zapravo suvisSne
u staticnom i stacionarnim osnosimetri¢nim slucajevima.

Za kompleksno skalarno polje jednadzba povladi

£p 202 £eo, £AZ 0L Afca

Ako polje ne iS¢ezava na H [{] moZemo zakljuditi £« 2o,

Stacionarno prostor-vrijeme sa rotiraju¢om crnom rupom tipi¢no ima ergopodrucje
gdje je k%, > 0. U tom podrudju potencijal sap#0ifpa=0dajuili£,bA=0
ili A je tipa II u odnosu na parametar ¢, ali £* mora biti ortogonalan na hiperplohu,
tj. prostor-vrijeme je staticno i nema ergopodrucja. Dakle, za odabrani potencijal
iSCezavanjef,a = 0, £,p = 0 ili £,0 = 0 povlaci £,¢) = 0, barem u ergopodrucju.

Prisjetimo se rjeSenja Herdeira i Radua iz poglavlja|5.2.1 na stranici 34 Prostor-

vrijeme je stacionarno i osnosimetri¢no sa Killingovim horizontom H [y], gdje je x* =
k*+Qpym® i konstanta 2y predstavlja kutnu brzinu horizonta. U ansatzu za skalarno
polje (5.79) imaju £, A = £,,A = 0 iz Cega odmah slijedi £,«, £,,a = konst.

Sumirajmo ukratko rezultate ovog poglavlja za skalarna polja. Pretpostavili smo da
postoji izometrija generirana Killingovim vektorom £° i da je prostor-vrijeme rjesenje
jednadzbi oblika (6.83) iz ¢ega slijedi (6.84), Sto je glavna jednadzba iz koje dalje
izvlacimo informacije. Za realno skalarno polje potencijal polja mozemo pisati preko
kontrakcija tenzora energije i impulsa i primjenom Liejeve derivacije zakljucujemo da
je simetrija nasljedena kada vrijedi V' (¢) # 0. Kada imamo V"’ (¢) = 0, iz kontrakcije
T, sa Killingovim vektorom i primjenom Liejeve derivacije zakljucujemo da je polje
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¢ linearna funkcija Killingovog parametra orbite. U sluc¢aju kompleksnog skalarnog
polja v takav postupak nije moguc¢. Prikazali smo polje u dvije parametrizacije, po-
larnoj i Kartezijevoj. Kontrakcijama 7, sa Killingovim vektorima i primjenom Liejeve
derivacije smo ovaj put dobili diferencijalnu jednadzbu za funkcije polja. Radi jednos-
tavnosti, pretpostavili smo djelomi¢nu nasljedenost simetrije i analizirali svaki slucaj
posebno. Nasljedenost simetrije u amplitudi polja povlaci linearnu ovisnost o para-
metru orbite u fazi polja. Dodatna pretpostavka da je potencijal uobicajeni maseni
(6.91) i da je simetrija nasljedena u fazi polja daje nekoliko tipova rjeSenja pripadne
diferencijalne jednadzbe, od kojih je jedno nedivergirajuce, a sa nenasljedenom si-
metrijom (tip II) uz uvjet da je £* prostornog tipa, konstantne norme i ortogonalan
na hiperplohu. (Analogni zakljucci vrijede za funkcije Kartezijeve parametrizacije.)
Zatim smo primijenili op¢enite rezultate na stacionarno prostor-vrijeme sa crnom ru-
pom i vidjeli da postojanje Killingovog horizonta zadaje dodatne uvjete na simetriju
polja. Na kraju smo se okrenuli HR kosi i vidjeli kako iz pretpostavke o amplitudi
odmabh slijedi da faza mora biti upravo takva kakvu su i pretpostavili.

Zaklju¢ujemo da je razlika u simetrijama polja i metrike moguca i moze, kao Sto
smo vidjeli, rezultirati postojanjem kose. Ipak, simetrija polja je upravljana simetri-
jom prostor-vremena i za konkretan odabrani potencijal, rjeSenja sa nenasljedenom
simetrijom su vrlo strogo odredena. Rezultati vrijede u sluc¢aju djelomi¢nog nasljedi-
vanja, s obzirom da sasvim opcenit slucaj nije razraden (osim u spomenutom slucaju
posebno odabrane proporcionalnosti funkcija pi o, tj. Ai ).
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7 Eksperimentalna provjera

Koriste¢i teleskope koji mjere u podrudju infracrvenih valnih duljina, analizirane su
orbite zvijezda nase galaksije vrlo blizu centra Sagitarius A* (Sgr A*) i jak su dokaz
da se radi o supermasivnoj crnoj rupi ¢ija je masa otprilike 4 - 10° M, gdje je Mg masa
Sunca. Teorijsko predvidanje je da velika zakrivljenost prostor-vremena blizu crne
rupe stvara tamnu sjenu okruZenu sjajnim fotonskim prstenom i oblik sjene je pri-
blizno kruzan. OpaZzanje sjene i njenog oblika je novi test za op¢u teoriju relativnosti
(vidi sliku 7.1). Dijametar sjene je proporcionalan masi crne rupe i skoro neovisan
o njenom zamahu. 2000. godine Falcke, Melia i Agol [199] pokazuju da je sjena
Sgr A* observabilna u submilimetarskim valnim duljinama, pod pretpostavkom da
je akrecijski disk opticki tanak u tom dijelu spektra. Autori stoga tvrde da je realno
ocekivanje slikanja horizonta Sgr A* u narednih nekoliko godina.

Zbog obrnute proporcionalnosti kutne razlucivosti i dijametra teleskopa, za razlu-
¢ivanje sjene Sgr A* potreban je teleskop dijametra pribliznog Zemljinom. Event Ho-
rizon Telescope (EHT) je projekt u kojem se koristi tehnika istovremenog prikupljanja
podataka iz teleskopa diljem Zemlje (VLBI@) [200] i efektivno se ostvaruje teleskop
dijametra jednakog razmaku najudaljenijih teleskopa. Pocetni podaci su potvrdili
ocekivanje da se radi o masivnoj crnoj rupi, a daljnjim prikupljanjem i analizom
podataka rade se precizne slike u razli¢itim (pretezno submilimetarskim) valnim du-
ljinama.

Osim Sgr A*, EHT ispituje i M87, izvor radio mlazova, i ocekuju se odgovori na
neka pitanja vezana za kosu crnih rupa jer se sjena ,Celave” crne rupe razlikuje
od sjene u prisustvu kose. U [201] autori se okre¢u Kerrovoj crnoj rupi sa skalar-
nom kosom ¢ija se sjena drasti¢no razlikuje od sjene Kerrove crne rupe. Opcenito
predvidanje je manja sjena od one Kerrove istih asimptotskih naboja.

Posljedica pretpostavke da crne rupe nemaju kosu je da se svi visi multipolni mo-
menti gravitacijskog polja (sjetimo se rasprave iz Il.poglavlja) neutralne crne rupe
mogu izraziti kao funkcije M i J. Konkretno, kvadrupolni moment ¢, najnizi koji ¢e
se mjeriti, zadovoljava

J2
-
Observabilna provjera ove relacije je jo$ jedno ispitivanje postojanja kose oko Sgr A*.

g2 =

Razni predlozeni testovi NHC-a se mogu grupirati u dvije grupe: ispitivanje svojstava
prostor-vremena u podrucju daleko i blizu od horizonta. Primjer za prvu grupu je
precizno opazanje orbitalne dinamike zvijezda oko Sgr A*. Testovi svojstava jakog
gravitacijskog polja crne rupe se temelje na gravitacijskim valovima generiranima
upadanjem objekata zvjezdanih masa u crnu rupu ili na elektromagnetskom zracenju
emitiranom iz akrecijskog diska. U modeliranju se uglavnom modificira Kerrova me-
trika parametarskim deformacijama. Pod [202,203]] navodimo jo$ neke od radova

29Very Large Baseline Interferometry
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na temu testiranja teorijskih predvidanja o poljima oko crne rupe.

Slika 7.1: Opca teorija relativnosti predvida da je sjena ¢elave crne rupe kruzna (sredina),

a u prisustvu kose moze biti izduljena (lijevo i desno)

Preuzeto sa

http://www.eventhorizontelescope.org/science/general _relativity.html,17.8.2016.
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8 Rasprava i zakljucak

Hipoteza da crne rupe nemaju kosu kaze da su crne rupe u kona¢nom stanju u pot-
punosti opisane sa tri parametra; masom, zamahom i elektri¢cnim nabojem, koji su
definirani integralima u prostornoj beskonacnosti. Svako dodatno polje koje bi pri-
donosilo takvom integralu se naziva kosa. Hipoteza je potkrijepljena teoremima je-
dinstvenosti Israela i Cartera i dokazana je u raznim modelima. Prvi, Bekensteinovi,
dokazi su posebno zanimljivi zbog opcenitosti primjenjene metode i isticanju vaznih
ukljucenih pretpostavki. Prva oplepriznata kosa je rjeSenje Einstein-Yang-Mills sus-
tava SU(2) bazdarne grupe, a njeno postojanje je omoguceno neabelovom prirodom
interakcije polja, Sto vodi i na rjeSenja u sustavima sa drugim bazdarnim grupama,
kao i u modelima prosirenima dodavanjem dilatonskog ili Higgsovog polja. Ako
se pretpostavi razlika simetrije polja materije i prostor-vremena, takoder se mogu
larno polje usko vezano uz bozonske zvijezde. Treca vazna pretpostavka o kojoj ovisi
postojanje kose je pretpostavka o vezanju polja i gravitacije. Njena je modifikacija
dovela do prve, konformne kose. Jos je nekoliko nacina zaobilazenja Bekensteinovih
dokaza i pronalazenja kose, a ukljucuju negativhu gustoc¢u energije polja, kona¢nu
kozmolosku konstantu, specijalne odabire potencijala, druge teorije gravitacije, di-
vergenciju polja na horizontu ili neku kombinaciju navedenog.

Skoro pedeset godina nakon formuliranja hipoteze o kosi nemamo potpun zadovo-
ljavajué¢i odgovor na njenu odrzivost. S obzirom na sva nabrojana rjeSenja i definiciju
kose, ocito je da crne rupe mogu imati kosu. S druge strane, vec¢ina od njih je nesta-
bilna, mikroskopski mala ili egzoti¢na, sa negativnom gustocom polja ili odstupanjem
od opce teorije relativnosti (npr. masivna gravitonska kosa). To nas navodi na za-
kljucak da hipoteza vrijedi za astrofizicke crne rupe. U skladu s tim, napomenimo jo$
jedan rezultat. Na pocetku smo rekli da gledamo gole izolirane crne rupe, tj. one u
¢ijoj okolini nema materije i izvora zracenja. Osim fizikalne pretpostavke da ¢e nakon
dovoljno vremena vecina materije prije¢i horizont ili se izraciti u beskonacnost, ra-
zlog takvog modela je ipak uglavnom jednostavnost, jer znamo da su crne rupe u
svemiru Cesto dio binarnog sustava ili su povezane s akrecijskim diskom i/ili mlazo-
vima materije. Postavlja se pitanje mijenja li to NH teorem; je li masa i dalje jedini
parametar stati¢ne crne rupe, tocnije, mijenjaju li se njeni doprinosi multipolnim mo-
mentima prostor-vremena? Okolna materija iskrivljuje geometriju horizonta plimnim
silama i mijenja ukupne momente mjerljive iz beskonac¢nosti. Giirlebeck [204] do-
kazuje da se doprinost crne rupe multipolnim momentima koji opisuju gravitacijsko
polje u beskonacnosti ne mijenja i zakljucuje da ,,iako crna rupa stavi periku, i dalje
izgleda celavo”.

U ovom radu smo sazeli rezultate u podrucju istrazivanja kose crnih rupa, od njene
definicije i prvog pojavljivanja u literaturi do mogucih skorih opazanja. Nakon de-
finiranja kose, prosli smo kroz Bekensteinove dokaze njenog nepostojanja u raznim
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modelima. Zatim smo naveli pronadena rjeSenja i istaknuli zasto se prijasnji dokaze
ne odnose na njih. Posebno smo izdvojili teorem o duljini kose i proucili nasljedivanje
simetrije skalarnih polja. Na kraju smo se okrenuli eksperimentalnoj provjeri rezul-
tata upoznavsi se sa idejom i ciljevima projekta Event Horizon Telescope.
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Dodaci

Dodatak A Varijacijski princip
Varijacijski princip kaze da djelovanje

5= [ £l ou)v=aats

poprima ekstremalnu vrijednost u klasi¢noj konfiguraciji polja (u rjesenju pripadnih
jednadzbi polja), odnosno, ne mijenja se u prvom redu variranja polja oko takve
konfiguracije. Pripadna promjena polja i njihovih derivacija je

Ok = O + 00k, Orp —> Gy + 0Pk -

Transformacija gustoce lagranzijana pritom je

£l60,01) > L0+ 300, 0n + 801s) = Lo 0us) + 5000+ 50 —(600),0 (A
Slijedi:
_ — g4, — % oL — 4 —
o5 =3 [ £lononv=ats = [ |52 60+ (600, v=ats =0

Drugi ¢lan u uglatoj zagradi je jednak

/ ( oL 6@) /g — / ( oL ) S/ —gd's
% % M

8¢k,u a(bk,u
oL oL
=13 5¢kﬁd3x—/(a ) Sr/—gd z,
i ¢k,u v ¢k,u "

pri ¢emu smo koristili Stokesov teorem:
/V#V“\/ lg|d"x = /n“V“\/ |y|d" e, (A.2)
1% ov

gdje je OV rub volumena V, a v determinanta inducirane metrike na njemu. Integral
po rubu 0V propada jer varijacije polja trnu u beskonacnosti po kojoj se integrira.
Dobivamo:
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Funkcionalna der1vac1ja - je definirana tako da zadovoljava

> ] Spur/—gdiz =0

5S

u kriti¢noj tocki i iz toga dobivamo jednadZzbu gibanja polja

e (o)
3¢k agbk,u "
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Dodatak B Ocuvana struja
Pogledajmo kako invarijantnost lagranzijana vodi na postojanje ocuvane struje. U
varijacijskom principu (dodatak A), iz (A.1) imamo

oL oL
5L = 5 b0k + M(m)#. (B.1)

Ako u (B.1)) uvrstimo (vidi (A.3)))
oc _ oS < oc )
0p, Oy, OPrp)

oL oS
0L = ———0 + —00y.
(aﬁblw gbk)u 5¢k %

Izraz %&;ﬁk = j* se naziva Noetherina struja. I vidimo da vrijedi
o

dobivamo

oug" =0,

tj. Noetherina struja je o¢uvana, ako vrijedi jednadzba gibanja polja (A.4) i la-
granzijan je invarijantan na infinitezimalnu transformaciju.
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Dodatak C Skalar-tenzor teorije

Skalar-tenzor (ST) teorija je opceniti naziv za teoriju gravitacije u kojoj gravitacijsko
polje nije predstavljeno samo metrickim tenzorom g,,,, kao u op¢oj teoriji relativnosti,
nego i skalarnim poljem ¢. Opcenito djelovanje je

w (9)

Ssr = /d4x\/—_g {(bR - TV%V,AD = V() + Lin (g, ¥) |,

gdje je R Riccijev skalar, a £,, (9., %) je gustoca lagranZijana polja materije ukupnog
oznacenih sa ¢/, minimalno vezanih za gravitaciju. Neki oblik ST teorije je moguce
rjeSenje za dva velika problema kozmologije; inflacija i tamna energija. Pojedine ST
teorije se razlikuju po funkcijama w (¢) i V (¢). Prototip ST teorija je Brans-Dicke
teorija [205] sa w (¢) = konst. 1V (¢) = 0.

Hawking [206] je dokazao da su stacionarne crne rupe koje su posljedica gravita-
cijskog kolapsa mogu biti rjesenja Brans-Dickeove teorije ako i samo ako su rjeSenja
i OTR-a. Taj je rezultat poopéen [207] kasnije na opcenite ST teorije za stacionarno
vakuumsko prostor-vrijeme, osim u slucaju kada;

i) je rjeSenje linearno nestabilno ili

ii) skalarno poje je neminimalno vezan za gravitaciju i divergira negdje u prostor-
vremenu ili

iii) skalarno polje ne zadovoljava WEC.
Ovo vrijedi takoder i za tzv. f(R) teorije, u kojima se Hilbertovo djelovanje (2.7)
zamijenjuje sa

[ r#v=givs
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Dodatak D Apstraktna indeksna notacija

Odlika apstraktne indeksne notacije [5] je da se ne uvodi odredena baza, ve¢ se
indeksima naznacuje tip tenzora. Tenzor tipa (k,[) se oznacava slovom sa k kontra-
varijantnih i [ kovarijantnih malih latini¢nih slova,

ai ...a

T ' kbl...bl :
Pritom isto slovo mora predstavljati isto mjesto u indeksima sa obje strane jednadzbe.
Vanjski produkt tenzora, recimo 7% i S¢,, se pise
b

Ako odaberemo koordinatni sustav oznake komponenata pisemo grc¢kim slovima.
Simetrizacija i antisimetrizacija se oznacavaju oblim i uglatim zagradama, redom, i
definiramo:

1
T(al---al)al+1--- = ﬁE :Taﬂ(l)”'aw(l)al+l---
™

1
ﬂal...al]al+1... - ﬁZéﬁTaw(l)'“aw(Z)alﬁLl“‘7
™

gdje se sumira po svim permutacijama od 1,...11i ¢, je +1 za parne i —1 za neparne
permutacije.

Potpuno antisimetri¢ni tenzor tipa (0,0) se naziva diferencijalna l-forma. Nekoliko
operacija sa diferencijalnim formama:

1. Vanjski produkt

(p+9q)!
plq!

(Oé /\ 6)a1..‘apb1...bq = a[al---ap/Bbl...bq}

2. Vanjska derivacija

(dw) = (p + 1) v[alwag...ap_,_l]

al...ap+1
3. Kontrakcija s vektorom
ixf=0,  (ixw)y o =X"Whay 0,

4. Hodgeov operator

1

(*w)ap+1...am = Zjwal...apf

ai...ap
Ap+1.--Gm
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Takoder vrijedi teorem
£Xd - de

i Cartanova formula
£Xw = (dZX + Zxd) w
iz koje slijedi
£xf=ixdf = X°V,f,

gdje je f je oznaka za funkciju, tj. O-formu.
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Dodatak E Diferencijalna jednadzba

Promatramo nelinearnu obi¢nu diferencijalnu jednadzbu

(W (@) + ry (2)" = A

gdje su « i A realne konstante. Podijelit cemo rjesenja na nekoliko slucaja:

A>0 (tip D; y(r) =V +C, C = konst.

A <0 nema realnih funkcija

A>0 (tip 1II); y(z) = \/ésin (Vk (x — x0))
A= 0; nema realnih netrivijalnih funkcija; y (z) = 0

A < 0; nema realnih funkcija

A>0 (tp TMa); y(x)= /2 sinh (\/‘H‘ (x — $0)>
A=0 (tip HIb); y(z)= CetVIslx ¢ = konst.

A<O(p o) y(x) = Blervintoa) o 1 eyt
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Dodatak F Tablice sa rezultatima za skalarna polja

OZzZNAKE: V je potencijal polja materije, ¢ je oznaka za realna, a 1) za kompleksna

skalarna polja,

2 2
Voas = 56" = S0Py P =v'w,

L je gustoca lagranzijana sustava.

Ako ne pisSe drugacije, podrazumijeva se D = 4 dimenzije prostor-vremena, a nave-

dena simetrija se odnosi i na metriku i na skalarna polja.

A>0

L NH - teorem

KOSA

- ako vrijedi DEC, V' = 0 ili konveksan,
sfernosimetri¢no [140,/148]
bez koriStenja Einsteinovih jednadZzbi:
- V konveksan, stati¢no [141]]
-V konveksan, stacionarno, komutativnost

B = gVuovro — v

Killingovih
vektora [[147]]

- V-dvostruka jama,

sfernosimetri¢no [140,/148]

B24 _ 1v,¢Vig —V — £4? -V = 01li V;nqs, sfernosimetri¢no [142]

-V = ag¢*, sfernosimetri¢no,

0 < M < 4/3/16A, RNdS

geometrija,
nabijena ili neutralna crna
rupa [143]

- pretpostavka: ¢ regularan, sfernosimetri¢no:
R1_63rA _ %V#d)vuqs _ %R(ﬁQ 0<& EH# 1/6 [145]
§#0, &, D > 4[146]

Tablica F.1: Pronadene kose i dokazani teoremi za skalarna poljai A > 0
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A=0

NH - teorem

KOSA

Tor — 3VudVHo

- ¢ nuzno divergira na sfernosimetri¢nom

horizontu [27]

2 %vﬂ¢vu¢ - Vmas

16m

- sfernosimetri¢no [25]]

167 — 3VudV'6 — 1567

- pod pretpostavkom da je polje omedeno na H i
geometrija neekstremalna [[117]]

- D # 4, sfernosimetri¢no [[113-116]]

- BBMB, divergira na # [[109,/110]

e — 3VueVie -V

- skup polja nenegativne ukupne gustoce energije,
sfernosimetri¢no [34]]

- V pozitivno semidefinitan, stati¢no [[123]]

- V negativno definitnitan:

viSe kosa, npr. [[124-126]

thr — 3 VoV 6 =V = § R

- ¢ proizvoljan, V = \¢*, A > 0, stati¢no [[121]]
-V =0, D dimenzija, sfernosimetri¢no, £ # 1/6
(uvjeti na |¢[!) [118];

ST poopcenje na el. nabijenu crnu rupu [|120]]

& IV, VR -V

- V pozitivno semidefinitan, ¢ oc e”*?,

sfernosimetri¢no [127]]

- Vinas, Stacionarno
prostor-vrijeme,

¥ = ¢ (r,0)e’me=wt [128,132];

skalar-tenzor poopcenje [131]

f(@)R—h(d) VoV
f(), h($) >0

- pod pretpostavkom da je ¢ omedeni D > 3 [|119]

—3[(D*¢)" Doty + ER[YP +V

f ) D, =0, —ieA,

- sfernosimetri¢no, V' regularan, pozitivno
semidefinitan:
£<012< € e=0
¢ proizvoljan, e, A, # 0 [122]

P(¢,V,0V")

- stacionarno, osnosimetri¢no, Siroka klasa teorija
sa

nekanoskim skalarnim poljem [208]

Horndeski-Galileon

- sfernosimetri¢no [209]]

- linearno scalar-Gauss—-Bonnet
vezanje, sfernosimetri¢no [210]]
- jos nekoliko kosa;
ovisnost polja o

vremenu, npr. [211-213]]

Tablica F.2:

Pronadene kose i dokazani teoremi za skalarna poljai A =0




A<O

L NH - teorem KOSA
-V = 0 ili konveksan, sfernosimetri¢no,
pretpostavka:
ngfrA _ %V,@V“qb v ¢ regularan [148]]
- V sa lokalnim min. u nuli ili neg. lokalnim
ekstremom, stati¢no i ako vrijedi PET,
D dimenzija [214]]
Rl—ﬁi/l o %v#(bquﬁ_v_ %¢2 -V =0il Vmas,
sfernosimetri¢no [142]]
- sfernosimetri¢no: [|145]
0 < £ < /6 stabilna,
- pretpostavka: ¢ regularan, £ < 0, 1/s < ¢ < 3/16 nestabilna
B=2h _ 1y 4hgp — §Rp? sfernosimetri¢no [145]]
167 27k 2 - D > 4, ¢ nema ¢vorova [105]]
0 < & < & stabilna,
. < & nestabilna
HS2h — IV, oV —V - -V o cosh® (cg),
ﬁ FrFE,, sfernosimetri¢no [1150]
Rl—ﬁgrA _ % V. pVig —V - V konveksan, stati¢no [141] ili stacionarno
sa komutiraju¢im Killingovim vektorima [[147]

Tablica F.3: Pronadene kose i dokazani teoremi za skalarna poljai A < 0
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