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Sazetak

U ovom radu pokazali smo dva nacina za racunanje entropije crnih rupa
koristec¢i tehnike konformalne teorije polja. U prvom je izracunata entropija
(2+1)-dimenzionalne crne rupe Cije asimptotske simetrije u beskonacnosti
zadovoljavaju Virasoro algebru. Zakljucili smo da je efektivna kvantna teorija
polja za gravitaciju, ako postoji, konformalna. Stoga smo za brojanje stanja
za poluklasi¢nu crnu rupu iskoristili Cardyjevu formulu za entropiju.

U drugom racunu izraCunata je entropija N-dimenzionalne crne rupe s ak-
sijalnom simetrijom. U tom sluc¢aju pronadena je Virasoro algebra u pri-
bliznim simetrijama u blizini horizonta. Jednakom logikom kao i za (2+1)-
dimenzionalni slucaj, upotrijebili smo Cardyjevu formulu.

Rezultat dobiven za oba slucaja slaze se sa Bekenstein-Hawkingovom entropi-
jom.



Thermodynamics and Symmetries in the
Near-Horizon Region of Black Holes

Abstract

We demonstrate two ways of calculating the black hole entropy by using
conformal field theory techniques. First we calculate the entropy of a (2+1)-
dimensional black hole whose asymptotic symmetries at infinity satisfy the
Virasoro algebra. We conclude that, if there is such a theory as an effective
quantum field theory for gravity, it should be a conformal one. To count
the microstates of the semiclassical black hole we used Cardy’s formula for
entropy in conformal field theory at high temperatures. In the second part
we calculated the entropy of an N-dimensional axially symmetric black hole.
In this case the Virasoro algebra is found for the near-horizon asymptotic
symmetries. Following the same line of thought, again we used the Cardy
formula to obtain the entropy. In both cases the results are consistent with
the Bekenstein-Hawking formula for entropy.
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1 Uvod

1.1 O crnim rupama

Crne rupe su dijelovi prostor-vremena iz kojih ne mogu iza¢i ¢ak ni objekti koji se
gibaju brzinom svjetlosti. Ideja o crnim rupama dolazi jos iz vremena prije otkri¢a opce
teorije relativnosti [1], kad je u sklopu Newtonove teorije izracunato Kkoliki bi trebao
biti polumjer R sferno simetri¢nog tijela mase M da bi se neko drugo tijelo moglo
odvojiti od njegovog gravitacijskog utjecaja (makar na beskonac¢noj udaljenosti), ako
se kre¢e brzinom svjetlosti, ¢ (tj. koji je polumjer sferi¢cnog tijela mase M ako je
njegova druga kozmicka brzina jednaka c). Zanimljivo, rezultat koji se dobije:

_2GM

c2

R (1.1)

jednak je polumjeru crne rupe najpoznatijeg rjeSenja Einsteinovih jednadzbi, Schwarz-
schildovog prostor-vremena [2].

Teorija koja se u klasi¢nom rezimu danas smatra ispravnom je opca teorija relativnosti
(skraceno: OTR). Poznat je niz rjeSenja Einsteinovih jednadzbi, koje su centralni
matematicki rezultat OTR-a, koja sadrze crne rupe. Osim Schwarzschildovog, koje
opisuje sferno simetri¢nu, vremenski invarijantnu crnu rupu, najvaznije je Reissner-
Nordstromovo, koje opisuje nabijenu, nerotirajucu, te Kerrovo prostor-vrijeme, koje
sadrzi nenabijenu, ali rotiraju¢u crnu rupu.

Crne rupe mogu nastati kad se uslijed gravitacijskog kolapsa dovoljno masivno tijelo
urusi tako da mu je sva masa otprilike unutar Schwarzschildovog radijusa. Smatra
se da je tijelo dovoljno masivno ako mu je masa M veca od 2 — 3 mase sunca, tj.
M > 2, 3M¢) [4]. Vec¢ za urusenu zvijezdu mase M > 1.4M, (tzv. Chandrasekharova
granica [3]) plin degeneriranih elektrona ne moze sprijeciti urusavanje takozvanog
bijelog patuljka, dok za zvijezde mase M > 3M to ne moze uciniti ni plin degeneri-
ranih neutrona. Vrlo je vjerojatno, po trenutnim saznanjima o nuklearnoj materiji, da
se tad dogada urusavanje materije u crnu rupu.

Stacionarne crne rupe mogu se opisati pomocu samo tri veli¢ine: mase M, naboja @ i
angularnog momenta .J. To je posljedica poznatog teorema o kosi crnih rupa [5]. To
znaci da bez obzira na to od kakve je materije nastala i kako je tekao proces stvaranja
crne rupe, nakon Sto se postigne stacionarno stanje, ona se uvijek moze opisati samo
s te tri velicine. Ovaj teorem je doveo do znacajnog otkrica o termodinamickim
svojstvima crnih rupa.

Mozemo zamisliti da neka koli¢ina uobicajene materije upadne u ve¢ nastalu crnu
rupu. Prije nego Sto prijede horizont, imala je neku koli¢inu entropije S. Nakon sto
prijede horizont, nemamo nacina da kao promatraci izvana izmjerimo Sto se dogodilo
s tom entropijom. Ono S§to znamo jest da je prije ukupna entropija bila S, a nakon
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upada materije u crnu rupu, i nakon dovoljno dugo vremena, vidimo samo stacionarno
stanje crne rupe, tocno opisano s tri parametra. Kad bi postojalo samo jedno stanje
crne rupe opisane s te tri veli¢ine, entropija svake takve crne rupe bila bi jednaka
0. To bi znacilo da se u procesu upadanja uobicajene materije u crnu rupu ukupna
entropija smanjila te da je drugi zakon termodinamike narusen. Bekenstein je ovaj
problem rijeSio tako da je pretpostavio da i crne rupe imaju entropiju [6].

1.2 O termodinamici crnih rupa

U opcoj teoriji relativnosti, koja je klasi¢na teorija, crne rupe zadovoljavaju zakone
analogne termodinamickim [7].

¢ 0. zakon Povrsinska gravitacija « je konstantna na horizontu dogadaja crne rupe,
uz uvjet da tenzor energije impulsa zadovoljava dominantni uvjet na energiju?.

Povrsinska gravitacija x je analogna temperaturi 7' u termodinamici, a ovaj
zakon odgovara nultom zakonu termodinamike koji kaze da je temperatura
konstantna u cijelom sustavu koji je u termodinamickoj ravnotezi.

e 1. zakon Ako stacionarnu crnu rupu mase M i angularnog momenta J, s
povrsinskom gravitacijom « i angularnom brzinom (2, perturbiramo tako da,
nakon postizanja novog stacionarnog stanja, ima masu M + JM i angularni
moment J + 0./, vrijedit ¢e da se ukupna masa promijenila za:

AM = 22 dA + QdJ (1.2)
8

Ovaj zakon analogan je prvom zakonu termodinamike koji opisuje kako se
mijenja unutarnja energija U nekog sustava: dU = T'dS — pdV.

e 2. zakon Ukupna povr$ina horizonta u asimptotski ravhom prostor-vremenu
se ne smanjuje u vremenu, tj. dA > 0. Ovaj zakon vrijedi uz pretpostavku da
tenzor energije-impulsa zadovoljava slabi uvjet na energiju? i da vrijedi hipoteza
kozmicke cenzure®.

Ovaj zakon odgovara drugom zakonu termodinamike ¢ija je tvrdnja da se ukupna
entropija ne moze smanjiti.

Vidimo da se povrsinska gravitacija « i povrSina horizonta A crne rupe u opcoj teoriji
relativnosti ponasaju redom kao temperatura i entropija u termodinamici. Bekenstein

1Ako je T tenzor energije impulsa, a V¢ i W bilo koja dva kauzalna vektorska polja, dominantni
uvjet za energiju kaze da je V*WeT,, > 0, tj. energija ne moZe putovati brze od svjetlosti. [5]

2Slabi uvjet na energiju za tenzor energije-impulsa 7% kaZe da svako vektorsko polje vremenskog
tipa W vrijedi T, W*W?° > 0

3Hipoteza kozmicke cenzure kaze da goli singulariteti (tj. singulariteti koji nisu sakriveni ho-
rizontom) ne mogu nastati kao rezultat gravitacijskog urusavanja (kolapsa) u asimptotski ravnom
prostor-vremenu.



je slijedeci ove usporedbe pretpostavio da je entropija crne rupe proporcionalna njenoj
povrsini, ali nije znao koji je tocan faktor proporcionalnosti. Hawking je u svom
slavnom poluklasi¢nom racunu [9] dobio temperaturu crne rupe, koja zraci kao crno
tijelo, a temperatura je u prirodnom sustavu jedinica jednaka:

K
oo

T (1.3)

Kao posljedicu tog racuna, dobili smo i koeficijent proporcionalnosti izmedu entropije
i povrSine u Bekensteinovoj pretpostavci. Ovu vezu izmedu povrSine i entropije
nazivamo Bekenstein-Hawkingovom formulom za entropiju crne rupe:

S:

A
T (1.4)

1.3 O podrijetlu entropije crnih rupa

Entropija mjeri broj mikroskopskih stanja koja zadovoljavaju makroskopsko stanje
nekog sustava. Kako bismo zbilja pokazali da opravdano tu veli¢inu nazivamo entro-
pijom, trebali bismo u nekoj teoriji kvantne gravitacije prebrojati sva mikroskopska
stanja i pokazati da logaritam njihovog broja odgovara entropiji.

Danas postoji niz racuna koji koriste tehnike novih teorija i ¢iji se izracuni slazu s
Bekenstein-Hawkingovom formulom u raznim posebnim slu¢ajevima. Oni su koncep-
tualno razlic¢iti, od onih u teoriji struna [10,11], do kvantne gravitacije s petljama
(eng. loop quantum gravity) [12, 13], preko entropije zapleta (eng. entanglement
entropy) [14] i brojanja stanja preko dualne konformalne teorije polja [15,16]. Zbog
toga Sto su svi ti pristupi toliko raznoliki prirodno se namece pitanje Sto im je za-
jednicko i zaSto uspijevamo dobiti jednaki odgovor na pitanje kolika je entropija
crne rupe bez obzira na detalje kvantne teorije gravitacije. Jedan argument zasto
bi takav mehanizam trebao postojati je i ¢injenica da je Hawkingova temperatura, a
time i entropija crne rupe, dobivena poluklasi¢nim racunom u formalizmu kvantne
teorije polja u zakrivljenom prostor-vremenu. Nije jasno kako bi taj ra¢un mogao
prepoznati postojanje mikroskopskih stanja u kvantnoj gravitaciji jer prostor-vrijeme
tretira potpuno klasi¢no.

U ovom radu opisat ¢emo jedan takav mehanizam. Zapocet ¢emo s radom Stro-
mingera [17], koji zapocinje s racunom entropije (2+1)-dimenzionalne BTZ crne
rupe kao uvodom u centralni rad Carlipa [18] koji je prvi izracunao entropiju aksi-
jalno simetricne crne rupe koriste¢i tehnike iz konformalne teorije polja, za bilo koji
broj dimenzija prostor-vremena. Prije toga, u sljede¢em poglavlju, predstavit ¢emo
matematiCke alate kojima smo se koristili u racunima.



2 Priblizne simetrije

2.1 Izometrije

Izometrije metrike su koordinatne transformacije koje ¢uvaju metriku. Kazemo da
je vektorsko polje £ infinitezimalni generator izometrije metrike g,;, ako je Liejeva
derivacija metrike u smjeru polja jednaka nuli:

Efgab = 0. (21)

Polje £* nazivamo jo$ i Killingovim vektorskim poljem. Ako raspiSemo ovu jednadzbu
preko kovarijantnih derivacija:

‘C&gab = fcvcgab + gacvbfC + gcbvagc =
= Vafb + ngaa (22)

mozemo do¢i do Killingove jednadzbe:

Vb + V& = 0. (2.3)

Neka je y* = x* 4 e£" koordinatna transformacija koju generira vektorsko polje £/, a
e je infinitezimalni parametar. Kako bi ova transformacija bila izometrija, mora biti
zadovoljena sljedeca jednadzba:

Oz + &) O(z° + €£P)
oz ox”

9op (2 + €€) = g (2), 2.4

a ona je ekvivalentna Killingovoj jednadzbi (2.3).

Kao primjer, navest ¢emo izometrije AdS; prostor-vremena [21]. Metrika na AdS;
jest:

ds? = 1>(—cosh® pdt® + dp? + sinh®pdp?). (2.5)

Killingove vektore mozemo pronaci rjeSavajuci Killingovu jednadzbu. RjeSenja su
sljededi vektori:



£, = % (tanh(p)e ""T99, + coth(p)e )9, + ie7119)9,)
fo=3 (0 +0)
€1 = % (tanh(p)e 99, + coth(p)e'T9a, — icit+9)9,)
1= % (tanh(p)e =29, — coth(p)e 90, + ie " F9)0,)
f=3 (0~ ,)
£ = % (tanh(p)e'*=?)9, — coth(p)e' ™99, — i T9)g,) . (2.6)

Mozemo provjeriti algebru ovih vektora. Komutator vektora je opcenito za vektore V'*
i W* dan izrazom:

[V, W)* = VPo,W® — W,V (2.7)
Vrijede sljedece relacije:
i[él;f—ﬂ = 28
i[€1, 0] = &
il€-1, &) = =€ (2.8)

i analogne relacije za &,. Takoder, &,, i &, komutiraju za bilo koji izbor m, n:

[Ems &) = 0. (2.9)

Znaci da je grupa izometrija od AdS;:

SL(2,R) x SL(2,R). (2.10)

Ona je izomorfna SO(2, 2) grupi.

2.2 Pribligne simetrije

Kazemo da neki sustav ima pribliznu simetriju kad postoji malo odstupanje nekog pa-
rametra od vrijednosti za koje bi simetrija bilo potpuna. Medu poznatijim primjerima
je priblizna izospinska simetrija protona i neutrona, gdje je masa protona za 0.1%
manja od mase neutrona. Masa je u ovom primjeru parametar koji neznatno narusava
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simetriju izmedu tih dviju Cestica u nuklearnim interakcijama. U ovom radu zanimat
¢e nas priblizne simetrije metrike.

Pribliznu izometriju metrike moze se definirati tako da se umjesto nule na desnoj
strani Killingove jednadzbe (2.3) nalazi nesto razli¢ito od nule. To nije nuzno jedini
nacin, ali nas drugi pristupi ne¢e zanimati. Ovakve priblizne simetrije koristimo kad
Zelimo naci koordinatne transformacije koje cuvaju metriku samo u jednom podrudju,
a ne u cijelom prostor-vremenu. Najjednostavniji primjer i jednostavan model za BMS
simetriju* [19] je asimptotska simetrija 2-dimenzionalne euklidske ravnine [20].

Ako na ravnini definiramo standardne polarne koordinate r i #, egzaktne simetrije
pronasli bismo rjesavajuci jednadzbe:

Legay = Leg™ =0, a,b € {r,0}. (2.11)

Rjesenja s parametrima a,b i ¢ koji su proizvoljne konstante opisuju redom translacije
i rotacije.

& = f(0) = acosf + bsind

§o =c+ %(%f(@) (2.12)

Medutim, moZemo se zapitati i kakve koordinatne transformacije ¢uvaju samo asimp-
totsku strukturu euklidske ravnine. Metrika i inverzna metrika su redom

af
1 0 1 0
— : af _
s = i . 2.13
- (0 T2> ap ! (0 r12> ( )

Zahtijevat ¢emo da priblizna izometrija mijenja samo gy ¢lan metrike, i to do na red
r—*. Kako na ovaj na¢in Zelimo dopustiti veé¢i broj koordinatnih transformacije nego
kod egzaktnih simetrija, tj. Zzelimo da je prostor rjesenja za priblizne bogatiji nego
za egzaktne simetrije, ocekujemo da ¢emo to dobiti kad stavimo da je A > 2. Za
A < 2 otito bismo narusili asimptotsku strukturu metrike jer bi to postao dominantni
doprinos za r — oo.

Leg™" = Leg™® =0 (2.14)
1
Leg” = = (2.15)

4BMS (Bondi-Metzner-Sachs) su koordinatne transformacije koje ¢uvaju svojstvo asimptotske
ravnoce (eng. aysmptotic flatness.)



Rjesavanjem ovih jednadzbi dobivamo da su za 2 < A < 3 Killingovi vektori:

& =9(0) + - f(0).

U ovom slucaju su, za razliku od egzaktne simetrije, f i g proizvoljne funkcije. To znaci
da se prostor rjeSenja znatno povecao, jer se od 2-parametarske funkcije f i konstante
c prosirio na proizvoljne funkcije f i g, tj. beskonacno parametarske funkcije.

Za slucaj A > 3, dobivamo isti prostor rjesenja kao za egzaktnu simetriju, jer smo na
taj nacin dali prejaku restrikciju na promjene metrike generirane takvim transformaci-
jama.

Primijetimo jos jednu ranije spomenutu karakteristiku ovih simetrija, a to je da su one
priblizne simetrije, ali samo u jednom dijelu prostora, primjerice u blizini horizonta ili
na rubovima prostor-vremena. Tako, u ovom slucaju, blizu ishodista znatno mijenjamo
metriku ako dodajemo neke ¢lanove reda veli¢ine r2*¢, gdje je € po volji veéi od 0.

2.3 Priblizne simetrije u hamiltonijanskoj formulaciji i povrsinski
naboji

U hamiltonijanskoj formulaciji OTR-a, formuliranoj u dodatku A, jasno su povezani
generatori simetrija i odgovarajuc¢i ocuvani naboji. Takoder, jednostavno je proSirenje
na asimptotske (priblizne) simetrije i njima pridruzene naboje [8].

U dodatku smo povrsinski doprinos hamiltonijanu zanemarili. Medutim, ovdje ¢emo
ga zadrzati i pisati:

H= / d"YovVh (NH + N“H,) + 7{ d" 2V (NHP + NOHP), (2.16)
P 17)

by

gdje smo s pov. oznacili veli¢ine analogne hamiltonijanskim i impulsnim ograni¢enjima,
ali na rubu (ili povrsini). 4, je metrika na rubu, a 4’ njena determinanta. Vazno je
napomenuti da, za razliku od hamiltonijanskih i impulsnih ograni¢enja koja iS¢ezavaju
(kao u dodatku A), povrsinske velicine ne¢e nuzno biti jednake nuli.

Kako su N i N povezani s vremenskim vektorskim poljem ¢#, normalom n* na ¥ i
vektorima baze v* tangencijalnim na >:

th = Nn* + NP (2.17)

vidimo da vrijedi:



NH + NaHa = t'uHu
NP 4 Naﬂgov. — tur}_[ﬁov. — t#QM_ (218)

Definirali smo povrSinska ogranicenja slovom () anticipirajuc¢i njihovo znacenje u
smislu povrsinskog naboja.

Jednako kao $to smo mogli napisati uz pomo¢ (2.18) hamiltonijan kao generator
promjena duz vektora ¢, tako moZemo napisati i za bilo koji drugi vektor ¢ generator
duz tog vektorskog polja. Zvat ¢emo ga generatorom L,

Le = /E d" LoV (") + jé A" 2V Q) . (2.19)

by

Za egzaktne simetrije imamo uvjet da je na rubu 0¥ varijacija dh,, = 0. Kad vrijedi
takav uvjet, povrsinski doprinos generatoru ponisti doprinose varijacije volumnog
dijela koji nisu kanonskog oblika, tj. one koje se ne mogu napisati kao

/ A"V h () 0hay + () 0pas) (2.20)
)
Na taj nac¢in imamo dobro definirane jednadzbe gibanja

0

gi = o, (2.21)
P = —88%. (2.22)
q;

U pribliznim simetrijama mozemo dopustiti da se na rubu generira neka promjena
dhay # 0, kao u primjeru u potpoglavlju Priblizne simetrije. Stoga u varijaciji volumnog
dijela moramo zadrzati sve povrsSinske doprinose, kako bi odredili varijaciju dodanog
povrsinskog dijela.

5/dn1x¢ﬁ(%gu) :/dn1$\/E((...)ab5hab+(--~)ab5pab) +]§ d"?aVI(...)

ox.
(2.23)
02 dodajemo kako bismo imali kanonske varijacije kao i u slucaju egzaktnih sime-
trija.
592 =46 7{ A" 2V (QueM) = — jq{ A" 2xVh () (2.24)
ox. ox.

Kako bismo pronasli povrsinski dio, moramo jednadzbu (2.24) funkcionalno inte-
grirati. U funkcionalnoj integraciji veli¢ine §2 pojavit ¢e se konstanta integracije.
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Obi¢no se uzme da je ona jednaka nuli za neku ”prirodnu” pozadinu, primjerice
slucaj kad nametnemo takve rubne uvjete na asimptotsku simetriju da je ona jednaka
egzaktnoj.

Asimpotske simetrije su po definiciji deformacije £* plohe 3; koje ¢uvaju neke rubne
uvjete. Ti rubni uvjeti su oblika danog u prethodnom potpoglavlju. Iz asimptotskih
simetrija izbacujemo one koje su dio skupa egzaktnih simetrija, tj. one &“ kojima
povrsinski naboj 2 iScezava. Asimptotska simetrija mora ¢uvati zadane rubne uvjete
i u isto vrijeme rezultirati nabojem 2 # (0. Takoder, mora sadrZzavati izometrije
ukupnog prostor-vremena.



3 Racun entropije crne rupe uz pomoc¢ pribliznih sime-
trija

Ovo poglavlje je razdvojeno na dva dijela. U prvom ¢emo u 3-dimenzionalnom
AdS prostor-vremenu izracunati entropiju crne rupe koja se slaze sa Bekenstein-
Hawkingovom formulom. Zatim ¢emo generalizirati taj pristup na N dimenzija, pri
¢emu je N po volji odabran broj. Racuni se temelje na radovima Stromingera (1998.)
i Carlipa (1998.).

3.1 Entropija BTZ crne rupe pomocu konformalne teorije polja

Metrika AdS; je vakuumsko rjeSenje trodimenzionalne gravitacije s negativhom koz-

moloskom konstantom A = —lig oblika
2 r’ 2 r’ ! 2 27,2
ds :—<l—2+1)dt+(l—2+1) dr* 4+ red¢”. (3.1

U prethodnom poglavlju o pribliznim simetrijama najavili smo kako ¢e nas zanimati
koordinatne transformacije koje ¢uvaju samo asimptotski oblik metrika. U ovom
slu¢aju dopustit ¢emo da se transformacijom u metrici generiraju promjene oblika
[22]:

Legpy = O(1) (3.2)

Odredivanje ovih uvjeta inspirirano je ¢lankom [23]. Oni bi trebali zadovoljavati

sljedeca tri uvjeta:
e daju fizikalno relevantna rjeSenja

e da su povrsinski integrali (u smislu definiranom u poglavlju 2.3) konacni i
integrabilni

e da skup pribliznih simetrija koje dobijemo rjeSavanjem jednadzbi sadrze u sebi
egzaktne simetrije od AdSs.
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Grupa simetrija AdS; je SL(2,R)xSL(2,R). Grupa asimptotskih simetrija trebala
bi sadrzavati tu grupu. Mozemo provjeriti kakvu metriku u beskonacnosti ima
AngZ

2 2 /72 o Pdr® o
ds® =17 /I°(=dt” + —— + I7d¢”). (3.3)
r
Ako promijenimo koordinate
T 1
= 3.
=T (3.4)

i pogledamo kakva je metrika u beskonacnosti do na konformalni predfaktor, tj. za
p=1:

ds? = —dt? + 12de?, (3.5)

nalazimo da opisuje topologiju R x S?, tj. cilindar. Svojstva 2-dimenzionalne konfor-
malne teorije polja na cilindru su nam poznata i znamo da konformalna grupa sadrzi
upravo SL(2,R) xSL(2,R). To nam sugerira da je vjerojatno to asimptotska grupa
simetrije, Sto ¢emo i pokazati.

Kako bismo nasli vektorska polja £* koja zadovoljavaju uvjete (3.2), moramo rijesiti 6
vezanih diferencijalnih jednadzbi pogadanjem. U ovom slucaju vektorsko polje koje
zadovoljava te jednadzbe je:

_ & _
E=1TT+T7)+ 272(53T+ +02T7) + O(1/r)
r — 12 -
=T +T - 2—7&((9&* —PT)+0(1/r")

€ = —r(0, T +0_T7) +O0(1)r), (3.6)

gdje smo uveli pokratu 9. = 3(1 % + -2), a T* su proizvoljne funkcije od r, ¢ i ¢ takve

¢
daje 0.TF = 0.

Za funkcije T+ napravit ¢emo eksplicitni odabir koji zadovoljava gore navedeni
uvjet:
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Komutatori odgovarajucih vektorskih polja su:

[fna Sm} = (n - m)fn-ﬁ-m
[gm ng} = (n - m)gn—l—m
60, &) = 0.

Sad znamo da je grupa asimptotske simetrije za AdS3 generirana dvjema kopijama
Virasoro algebre bez centralnog naboja (opisane u dodatku B), jedna za vektorsko polje
¢ i jedna za vektorsko polje . To je grupa simetrije za konformalne transformacije i
sadrzi SL(2,R) xSL(2,R).

Brown i Henneaux [22] izracunali su Poissonove zagrade generatora L, = HI[,] i
L, = H[¢,] povezanih sa vektorskim poljima (3.6) i dobili:

3

C
[Lrw Lm] = ( - m)Lner + E(n - n>6m+n,0
(

n —m) Ly ym + —(n* = 1)6mino

12

Sto je Virasoro algebra s centralnim dodatkom. Izracunato je i da je centralni naboj ¢
jednak:

3l
=—. 3.7
‘TG (37)
Taj rezultat mozemo reproducirati pozivajuci se na rezultate iz potpoglavlja 2.3.
Koristimo izraze iz dodatka A za hamiltonijanska i impulsna ogranicenja (s proSirenjem

kozmoloskom konstantom A):

&0 = HE + HE,

R —2A 1

+ 26(parp™ — mﬁ)

H, = =2V, p™ (3.8)

H=—

gdje je R Riccijev skalar, a d broj dimenzija prostor-vremena.

Henneaux i Teitelboim [23] integrirali su jednadzbu (2.24) u 3-dimenzionalnoj gravi-
taciji:

1 _
2. = dzvVh (%(G“b"’d (Vodea — deaVy) € + Qp“b&,) + O(d?), (3.9)

0% (00)
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gdje je du = Legap, a potez na veli¢inama oznacava da su izracunate uz pomo¢ metrike
9ab = Gab — dap- Gabcd je definirana s Gabcd = hc(ahb)d — haphea.

Ako uvrstimo u gornju jednadzbu ranije zadane asimptotske uvjete (3.2) za d,, te
umjesto £ stavimo vektore koji generiraju odgovarajuce priblizne simetrije, mozemo
izraCunati 2.

Kako bismo dobili centralni naboj C%, ¢,., moramo izratunati Poissonovu zagradu:

definiranu na standardni nacin:

09, 62;, 02, 5o@§m) 3.11)

o n—1 —
{Qﬁmggm}—/zd I(ahab Sp  Ohay Op

pazedi pritom da se izraCuna u prirodnoj pozadini, kako bi nevazna konstanta integra-
cije bila jednaka nuli. Pozadina je u ovom slucaju metrika bez generiranih promjena
dap-

Aditivne konstante za nul-generatore L, i L, biramo tako da generatori i¢ezavaju za
crnerupe s M = J = 0:

1 _
M = 7 (Lo + Lo), (3.12)

Glavna pretpostavka koju ¢emo nadalje koristiti, a koju smo ranije spomenuli, jest
postojanje kvantne gravitacije na prostor-vremenu koje ima asimptotsku simetriju
kao AdS;. Tada promoviramo L, i L, u operatore i pretpostavljamo da moZemo
koristiti klasi¢cne rezultate (3.12) i (3.13). Kako smo pronasli da je asimptotska
simetrija konformalna, pretpostavit ¢emo da je teorija polja koja sluzi za efektivni opis
kvantne gravitacije na energijama ispod Planckove, konformalna teorija polja. Ovu
pretpostavku ¢emo provjeriti na primjeru BTZ crne rupe.

BTZ crna rupa [31] je rjeSenje u (2+1)-dimenzionalnoj gravitaciji s negativhom

kozmoloskom konstantom A = —3. U nerotirajuem slu¢aju, njena metrika je
oblika:
r2 2 r2 —p2\ !
4t = =T ( P *) dr? + r*dg?, (3.14)

gdje je konstanta r2 = 8GMI*. Ova metrika zadovoljava uvjete da asimptotski i u
blizini horizonta izgleda jednako kao AdS;. Njena Bekenstein-Hawking entropija
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moze se jednostavno izracunati ako primjetimo da je na horizontu metrika oblika
r2d¢?. To znaci da joj je povrsina jednaka A = 277, tj.

A [12M

Zelimo vidjeti moZemo li reproducirati ovaj rezultat tako da koristimo ranije izvedeni
formalizam, tj. pretpostavljaju¢i da postoji efektivna kvantna teorija gravitacije koja je
konformalna, s izracunatim centralnim nabojem. Koristit cemo Cardyjevu formulu
koju smo izveli u dodatku B.

U poluklasi¢nom rezimu mozemo pretpostaviti da je spektar crne rupe gotovo konti-
nuiran. Klasi¢na crna rupa je znatno degenerirano stanje. Ako je masa dovoljno velika
(a pretpostavili smo da je kozmoloska konstanta puno manja od Planckove skale),
vrijedi da je svojstvena vrijednost operatora L, > [, Sto znaci da je i Ly > c. U izvodu
Cardyjeve formule vidimo da kad je £ > c vrijedi da je inverzna temperatura 5 < 1.
To znaci da moZzemo iskoristiti Cardyjevu formulu za asimptotsko ponasanje broja
stanja u konformalnoj teoriji polja na visokim temperaturama.

xan 2M
=2.2 — =Am — 3.1
S T 5 T 5C (3.16)

gdje je u prvoj jednakosti faktor 2 dosao od cinjenice da imamo jednake doprinose od
LO i [_/0.

Vidimo da je rezultat dobiven na ovaj nacin to¢no jednak Bekenstein-Hawkingovoj
entropiji.

3.2 Entropija n-dimengionalne crne rupe pomocéu konformalne te-
orije polja

Metrika u n-dimenzionalnom prostor-vremenu s crnom rupom moze se opcéenito
zapisati kao:

ds® = —N2dt* + f*(dr + N"dt)* + 0,5(dz® + N?dt)(dx" + NPdt) (3.17)

gdje su koordinate na horizontu oznacene grc¢kim slovima a i 3, f je neka funkcija
koordinata, a N je funkcija protoka vremena (eng. lapse function) za koju blizu
horizonta odredenog s r = r, trazimo da tezi u nulu kao

N2 =h(x*)(r—ry) +0((r —ry)?), (3.18)
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gdje je h(z*) neka funkcija koja opisuje oblik horizonta i ovisi o dvjema koordinatama

na horizontu.

Jednako kao i u proslom potpoglavlju, radit ¢emo u hamiltonijanskom formalizmu
opisanom u dodatku A i potpoglavlju o pribliznim simetrijama. Hamiltonijan ima dva
doprinosa, volumni i povrsinski. Povrsinski dio dolazi od ¢injenice da tretiramo jedan
dio prostor-vremena (u ovom slucaju horizont) kao rub. Ranije smo (u 2.3) izracunali
varijaciju volumnog doprinosa.

6Hy =0 / A" H, =
by

OH 0H
= [ d" 'z Shap + —— P4 ) —
/E (5hab ’ 5pab Pab
1 R - R R
- &2 { VI (Wb — WPnE) (E'V Shay — Vo&'8hay) + 26%6p," — £ p™8hay}
167TG on

(3.19)

Povrsinski dio integrira se preko cijelog ruba od %, Sto ukljucuje i prostornu be-
skonacnost i horizonte crnih rupa. Zasad nismo nametnuli nikakve rubne uvijete.

Rubne uvjete ¢emo nametnuti na horizontu u duhu pribliznih simetrija. Oni moraju
biti takvi da rjeSenja (3.17) budu rjeSenja za crne rupe, a parametri deformacije (ili
generatori infintezimalnih difeomorfizama) moraju imati konzistentno ponasanje u
blizini horizonta kako bi ocuvali uvjete dane na metriku.

U proslom potpoglavlju imali smo analizu Browna i Henneauxa koja je opravdala
nametnute rubne uvjete. Ovdje dajemo uvjete do kojih se dolazi heuristicki.

Ako nametnemo rubne uvjete na horizontu:

N® = 0(1) (3.20)

te

(at - Nrar)gab - O(N)gab
VolNs + V5N, = O(N) (3.21)
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slijedi za ekstrinzi¢cnu zakrivljenost K,, = V,n, za plohu konstantnog vremena u
blizini horizonta:

K, = O(]-/N?))
Kon“ = O(l/N)
Kap = 0(1) (3.22)

Moze se pokazati da su ti rubni uvjeti (3.20), (3.21) i (3.24) ocuvani za sljedece rubne
uvjete parametara deformacije:

£ = O(N?)
' =O(N)
£ =0(1), (3.23)

gdje su parametri povrSinskih deformacija £ povezani s generatorima difeomorfizama
s:

¢ = N¢'
£ = ¢+ Nog', (3.24)

Kako bismo ocuvali strukturu u beskonacnosti (do sada smo govorili o horizontu)
okvirno zahtijevamo da parametri deformacije dovoljno brzo trnu u beskonacnosti.
Kako bismo se rijesili povrsinskog doprinosa u (3.19) moramo hamiltonijanu dodati
jos$ jedan povrsinski doprinos:

- 1

Tl = ——= ¢ d" 20 {n"VEVH + . + [nE KV} (3.25)
87TG %

Nametnut ¢emo daljnje (heuristicki dobivene) uvjete na metriku blizu horizonta:

of/f=O(N)
5K,y ) Kyp = O(N).

Sad imamo da povrsinski dio u sljedec¢oj jednadzbi iscezava:

A, A,

S(H[E)+ J[€]) = v. P "2 h (warét .1

rG /

T=r4

6K, , + 6nTéTK) , (3.26)
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gdje smo s v. d. oznacili volumne doprinose.

A, A~ A A~

Ako s L[¢] ozna¢imo ukupni generator povrsinskih deformacija L[§] = H[¢] + J[¢],
znamo da e se racunanjem Poissonove zgrade pojaviti centralni ¢lan [22]:

{L[&]»L[éﬂ} =L [{51,52}513} + K[él;éZ] (3.27)

gdje je K&, &) moguéi centralni ¢lan algebre.

{&,&}sp je Liejeva zagrada za algebru povrsinskih deformacija [24]:

{€,&Y5p = £10.6 — 0.8
{61, &)50 = 80,65 — &85 + 9 (E108s - d0,8)) (3.28)

Za stacionarnu crnu rupu u koordinatama K,, = K,3 = 0 povrsinski doprinos u
Poissonovoj zagradi jednak je

{LI&], L)Y — vd. =

1 _ 1 o Ot o o 1 e At 5
(3.29)
gdje je
(0,60)" = {41, &) sp = €10uEs — E50,E (3.30)

kao u (3.28). Taj je izraz antisimetrican na zamjenu 1 <« 2 i rubni ¢lanovi su

A

konzistentni s pretpostavkom da je L[] generator povrSinskih deformacija u prostor-
vremenu s horizontom.

Od sad ¢emo promatrati samo aksijalno simetri¢ne crne rupe s odabranim koordina-
tama za koje vrijedi:

Dpar = 0. (3.31)

Nadalje, proucit ¢emo svojstva samo dijela povrsinskih deformacija koje zadovoljavaju
sljedeca svojstva:

e Ogranicit ¢emo se na povrsinske deformacije koje generiraju promjene samo u
r — t ravnini.
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e Za r, definirano tako da vrijedi fdr = Ndr,, zahtijevamo da ¢' ovisio r it u
blizini horizonta kao ¢ — r,, za raslojavanje u vremenu za koje vrijedi N, = 0.

e Na horizontu vrijedi da je N? = 0. Time rub za koji smo definirali rubne uvjete
ostaje fiksiran na horizontu.

Prvo svojstvo daje oblik £¢:

N9t
£ = N =~ (3.32)
Drugo svojstvo daje
t_ _i t
0,8 = =10 (3.33)

za r = r,. Da bismo vidjeli koje deformacije zadovoljavaju trec¢e svojstvo, gledamo

difeomorfizme od ¢ = —+5. Tre¢i uvjet zna¢i da difeomorfizmi ne smiju mijenjati
NZ:
0=CL tt—i(a—ma)gwi?" (3.34)
- ég - N2 t (o) N4 . .

Ova jednadzba nam sugerira da za angularnu brzinu na horizontu

Q=—N%ry) (3.35)

&' razdvojimo na lijeve i desne modove:

atStL = Q@¢§tL

Ol = =048 (3.36)
Sad imamo iz (3.35) i (3.36):
4N?
52 = —TatftL
§r=0 (3.37)

RjesSenje (3.36) za lijeve modove na horizontu je:

2mni

5tL,n = —%exp (T(t — Tyt quﬁ)) (3.38)
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gdje smo odabrali 7" kao proizvoljni period i oznakom n cijelog broja naglasili da se
radi o modovima Fourierovog razvoja. Ako zZelimo opc¢enito rijesiti jednadzbu (3.36)
znamo da je prostor rjeSenja sigurno vedi, tj. n ne mora biti cijeli broj. Ovo je joS jedan
od heuristickih izbora kako bi se lakse sveo izvod na onaj u prethodnom potpoglavlju.
Predfaktor je odreden zahtjevom da povrsSinske deformacije zadovoljavaju Wittovu
algebru (opisanu u dodatku B):

{&m, Eatop = i(n —m)EL .. (3.39)

Ako uvrstimo (3.38) u povrsinski ¢lan (3.29) mozemo dobiti:

{L[&) L&)} = v. d. + %; T (3.40)

gdje je A povrSina ruba r = r,.

Preostaje nam razluciti centralni ¢lan od ovog rezultata, kao u jednadzbi (3.27). Po
uzoru na Brown-Henneaux ¢lanak [22] izra¢unat ¢emo centralni ¢lan K [ém, én] Kao
i u prethodnom pretpoglavlju, znamo da kad su zadovoljene jednadzbe ogranic¢enja

A

H¢] iS¢ezava. Tad se jednadzba (3.40) svodi na povrsinske ¢lanove:

g 3 e 5 5 - 5
16 TZn 5m+n J[{grm gn}SD] + K[éma gn] (341)
Sto je jednako
A B3, = i(n —m)J[Eman] + Kl[m, &nl. (3.42)
87TGT m-+n m+n msSn
Sad mozemo uvrstiti &,u (3.25) i dobiti za zadovoljene jednad?be ogranitenja:
. A T
J[ga] = 167G 5511,0 (3.43)
C .. AR, T
Centralni naboj Virasoro algebre tad je dan s:
3A
= 2mG T (3.45)

te istom logikom kao u Stromingerovom izvodu, imamo entropiju:

. /CLO . A

Ona se slaze s op¢im izrazom za Bekenstein-Hawking entropiju.
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4 Zakljucak

U prvom dijelu ovog radu izracunali smo entropiju (2+1)-dimenzionalne BTZ crne
rupe. Racun se temeljio na pronalazenju netrivijalnih (u smislu da odgovarajuci
povrsinski naboj nije jednak nuli) asimptotskih simetrija AdS; prostor-vremena u
beskonacnosti. Pokazano je da je algebra tih simetrija Virasoro algebra te je na temelju
toga uzeto da je, ako takva teorija postoji, efektivna teorija kvantne gravitacije na
energijama dovoljno ispod Planckove konformalna te da mozemo Kkoristiti tehnike iz
konformalne teorije polja. Izveli smo Cardyjevu formulu za entropiju 2-dimenzionalne
konformalne teorije polja te je upotrijebili za racunanje entropije BTZ crne rupe ¢ija
je kozmoloska konstanta dovoljno ispod Planckove skale, a masa puno veca od same
kozmoloske konstante (u prikladnim prirodnim jedinicama). BTZ crnu rupu mogli
smo koristiti jer lokalno asimptotski izgleda kao AdSs;.

U drugom dijelu uzeli smo opcenitu N-dimenzionalnu metriku i na komponente
metrike nametnuli uvjete kako bi u tako opisanom prostor-vremenu mogao postojati
horizont. Uvjeti su raznoliki i dobiveni heuristicki. Pokazano je da je algebra pribliznih
simetrija u blizini horizonta koji cuvaju dane uvjete jednaka Virasoro algebri te je istom
logikom koriStena Cardyjeva formula za dobivanje entropije. Vazno je napomenuti da
ovaj racun vrijedi samo za aksijalno simetri¢ne crne rupe te se ne moze poop¢iti na
sferno simetri¢ne [18].

Oba racuna pokazala su slaganje s Bekenstein-Hawkingovom formulom, t;.

A

S=1a

(4.1)

Osvrnimo se na vaznost ovih rezultata. Bekenstein-Hawkingova formula dobivena je
poluklasi¢nim racunom. Moguce je da je takva formula tek aproksimacija punog izraza
za ovisnost entropije o povrsini (i mozda drugim svojstvima) crne rupe. S druge strane
ovdje smo tu istu formulu dobili pretpostavkom da smo uspjeli prepoznati efektivnu
teoriju gravitacije na energijama koje su ispod Planckove, a iznad klasi¢ne teorije, a
to je u ovim izvodima neka konformalna teorija. To je najbolje §to mozemo ovakvim
pristupom. Nismo uspjeli identificirati mikrostanja koja pridonose entropiji, ali smo
ih uspjeli prebrojati do energije (ili preciznosti) na kojoj bi vrijedila pretpostavljena
efektivna teorija.
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Dodaci

Dodatak A Hamiltonijanska formulacija opcée teorije re-
lativnosti

U klasi¢noj mehanici do hamiltonijanske formulacije teorije dolazimo na sljedec¢i
nacin [25,26]:

Nademo gustocu lagranzijana .# kao funkciju generaliziranih koordinata g; i ¢;

Definiramo kanonski impuls:

0L
i = - A.l
i = 5, (A.1)
e Gustoca hamiltonijana .77 definirana je s:
H = ZPiQi — L4, Gs)- (A.2)
e Nademo jednadzbe gibanja:
oA
¢ = B (A.3)
Pi
: oA
Di = — E (A.9)
4;

Kako bismo hamiltonijanski formulirali OTR trebamo definirati sto ¢e odgovarati
generaliziranim koordinatama i kanonskim impulsima te kako odrediti vremenski
parametar kojim ¢emo evoluirati te veli¢ine.

Raslojit ¢emo prostor-vrijeme u 3-dimenzionalne hiperplohe prostornog tipa para-
metrizirane vremenskom funkcijom ¢ na prostor-vremenu. Svaka hiperploha ¥ ima
vremenski vektor normale n® i prostorne tangencijalne vektore. Vektorsko polje t°
definirano je vremenskom funkcijom ¢:

1OVt = 1. (A.5)

Na 3}; inducirana metrika h,, povezana je s metrikom prostor-vremena g:

hab = Gab + NNy (A6)
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Vektorsko polje razdvojit ¢emo na dijelove koji su okomiti i paralelni ¥,. Funkcija
protoka vremena (eng. lapse function) N i vektor pomaka (eng. shift vector) N® su
redom te projekcije:

N = —gabt“nb
N® = hit*. (A.7)

Sad mozemo izraziti g,:

1

m(ta — No)(ty — Np), (A.8)

Gab = hab — NNy = hab -

Sto pokazuje da je koristenje novih varijabli ekvivalentno koristenju g,;.

Domena ovisnosti D(S) nekog skupa S je skup svih dogadaja kauzalno povezanih s
S.

Cauchyjeva ploha mnogostrukosti M je skup ¥ za koji vrijedi da je D(X) = M.
Intuitivho mozemo razmisljati o plohi ¥ kao ¢itavom prostor-vremenu u ”jednom
vremenskom trenutku” ¢. Ako prostor-vrijeme sadrzi Cauchyjevu plohu kazemo da je
globalno hiperbolicko. Postojanje Cauchyjevih ploha omogucava formulaciju pocetnih
vrijednosti i razvoja h,, u vremenu.

Kao u klasi¢noj mehanici, hamiltonijansku gusto¢u 7# dobit ¢emo pomocu gustoce
lagranzijana .Z. Ona je jednaka:

& = J=gR. (A.9)

Izrazit ¢emo je pomocu novih varijabli. MoZe se pokazati da je tada .Z jednaka:

% = NVhR. (A.10)

Nadalje, ako Einsteinovu jednadzbu

1
Rap — éRgab =Gw (A.11)

kontrahiramo s vektorima n® i n®, mozemo izraziti zakrivljenost R kao:

R = 2(Gann® — Rynn®). (A.12)

Iz Gauss-Codazzijeve jednadzbe [27] koja daje vezu prostorne zakrivljenosti R i R
imamo sljededi izraz:
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1
Gannb = 5(<3>R — K, K% + K?), (A.13)

gdje je K, ekstrinzi¢na zakrivljenost hiperplohe ¥; definirana s

Kab = Vanb; (A14)

a K je njen trag jednak

K = K°. (A.15)

Nadalje mozemo i drugi ¢lan u (A.12) izraziti pomoc¢u novih varijabli, koriste¢i vezu
izmedu Riccijevog tenzora R, i Riemannovog tenzora R .q:

Rynin® = Rcacbnbn“ =
= —(V,V. = V.V, )nn® =
= —n*(V,V.— V.V, )n =
= (Van®)(Venf) — Vo (nVen®) — (Ven)(Van®) + Ve (n®Vnt) =
= K? — K, K% — V,(n*Vn) + Ve (n"V,n) (A.16)

U lagranzijanskoj formulaciji dijelovi lagranzijana koji se mogu napisati kao divergen-

cije ne mijenjaju jednadzbe gibanja (ako nema nestandardnih povrsinskih doprinosa
akciji) te se mogu zanemariti. Stoga je krajnji rezultat:

Ryn'n’ = K? — K, K (A.17)

Sad mozemo napisati cijeli lagranzijan u novim varijablama:

L =+—gR =
— NVh(®R + K4, K™ — K?) (A.18)

Kako bismo nasli kanonski moment

0L

< A.19
D (A.19)

Pab =

moramo izraziti K, na sljedec¢i nacin:
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1

(A.20)

Ky =V, = §£ngab
= %En(hab — NaMyp)
:%@mb
) (n°Vehap + hey Van® + heVipn©)
2?\[ (N Vehay + hayVaNn® + hae Ve N1)
~3 N N (Lohes — Lxvehea)
_ Wh;hd (et = Defia = Dafc) .

gdje je D, kovarijantna derivacija definirana metrikom h,;,. Sad znamo da je

0K, 1
Ohap
OK?  h®K
Ohg N

Takoder, vrijedi i [27] sljedeca jednakost:

0 OR

— =0
ahab

Sad moZemo nac¢i kanonski impuls p®:

w 0L
ahab
_ \/E(Kab _

Konac¢no, hamiltonijanska gustoca jednaka je:

H = pPhy, — L =

hK).

(A.21)

(A.22)

N
— _\/EN(?))R + ﬁ (pabpab _ p2/2) + QPQbDaBb —

:\/E(N<—
:\/E(N<—



gdje smo u posljednjoj jednakosti zanemarili povrSinski doprinos.

Za kraj, do¢i ¢emo do jednadzbi ograni¢enja. Hamiltonijan moZemo napisati kao
volumni integral gustoce preko neke hiperplohe > prostornog tipa:

H:/%d‘gx (A.24)
)

JednadZzbe ogranicenja dobivamo variranjem H po N i N“. Varijacija po N daje nam
da je prvi ¢lan u (A.23) jednak nuli:

1 11
=R+ 5p"pay = 570" =0 (A.25)

Varijacija po N daje ogranicenje na impuls:

pab
D, (ﬁ) =0. (A.26)

Dodatak B Wittova i Virasoro algebra

Wittova algebra [28] definirana je relacijama

To je ujedno i algebra generatora lokalnih konformalnih transformacija u 2-dimenzionalnoj
konformalnoj teoriji. Virasoro algebra je centralna ekstenzija Wittove algebre:

(L, Ly = (m — 1) Lypsy, + G- (B.2)

Iz zahtjeva da je i u Virasoro algebri zadovoljen Jacobijev identitet

([La, Ls), Le] + [[Le, Lal, L) + [[ Ly, Le), La) = 0 (B.3)

moZze se pokazati da centralna ekstenzija c,, ,, mora biti oblika

&
Cmn = E(mg - m)5m+n,07 (B4)

gdje je c proizvoljna konstanta. Konacno, Virasoro algebra je oblika
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_(m3 - m)5m+n,0
_ _ — C
[Lm, Ln] = (m — n)L,,H_n —+ E(m?’ - m)5m+n70

[Lyn, L] =0, (B.5)

do na konstantu ¢ koju zovemo centralni naboj i koja ovisi o detaljima interakcije u
konformalnoj teoriji.

Dodatak C Cardyjeva formula

U ovom dodatku izvest ¢emo Cardyjevu formulu [29]. Ona daje entropiju na visokoj
temperaturi u 2-dimenzionalnoj konformalnoj teoriji polja.

Za neku kvantnu teoriju polja mozemo napisati particijsku funkciju:

7 = Tre PH — Z e PE, (C.1)

stanja

Iskoristit ¢emo to $to znamo [32] za

]32 v C.o
H == 7 .
2m <Q) (€.2)

u pristupu integrala po putevima napisati amplitudu

(Fle=™T|I) = /quifOTdT(;quV(Q)). (C.3)

Ako Zelimo izracunati (C.1) mozemo u (C.3) napraviti zamjene 7" — —if i |I) =
|F) = |n) i tako dobiti:

7 — / qu— foﬁ drL(q) _ / qu— OB dedDmi’(q)’ (C4)
p.r.u. p.ru
gdje je sada
1 dg?
Lig)==— 4+V(q C.5
(@) =52 (@), (C.5)

tj. lagranzijan koji odgovara hamiltonijanu H u euklidskom prostoru. Pokrata "p.r.u.”
oznacava “periodicki rubni uvjeti” i naglasava da su pocetno i zavrsno stanje jed-
naki.
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Naglasili smo da integral po putevima ima periodicke rubne uvjete u "vremenskoj”
koordinati, jer za racunanje particijske funkcije umjesto amplitude izmedu dva razlicita
stanja |I) i |F'), ratunamo trag i vrijedi, u izrazu preko lagranzijanske gustoc¢e u
(C.49):

o(Z,0) = (&, 5). (C.6)

Sad vidimo da je kvantna teorija polja u euklidskom prostoru u D+1 dimenzija, ¢ija je
vremenska koordinata ide od 0 do f3, istog oblika kao kvantna statisticka mehanika u D
dimenzija. To znaci da ako Zelimo prouciti neku teoriju polja na kona¢noj temperaturi,
samo trebamo napraviti Wickovu rotaciju u euklidski prostor i nametnuti periodicki
uvjet (C.6). Tu ¢emo cinjenicu koristiti u daljnjem racunu.

Ako zelimo izrac¢unati termodinamicke veli¢ine u 2-dimenzionalnom CFT-u, mozemo
upotrijebiti gore navedeni formalizam. Zelimo li izra¢unati particijsku funkciju za
takvu teoriju na konacnoj temperaturi § kao u (C.1), primijetit ¢emo da je ona ekviva-
lentna nekom integralu po putovima s vremenskom koordinatom koja je periodi¢na s
periodom f3, a potpis je euklidski. Kako je i prostorna koordinata periodi¢na, radi se o
integralu po putevima po torusu.

Zato Sto su obje koordinate periodicne, a zarotirali smo teoriju u euklidski potpis,
vremenska koordinata ¢ i prostorna ¢ su na neki nacin ravnopravne. To znaci da
particijsku funkciju mozemo racunati kao trag po Hilbertovom prostoru stanja za
konstantni ¢ gdje vrijedi periodi¢ni uvjet na koordinatu ¢, tj. ¢ ~ ¢ + 2w, a generator
evolucije u vremenu je Hamiltonijan:

/= TI'H(0727T)6_6H, (C.7)

gdje smo naglasili po kojem Hilbertovom prostoru racunamo trag. Sad je § vremenski
parametar. Takoder, particijsku funkciju mozemo racunati tako da uzmemo trag po
Hilbertovom prostoru konstantog ¢ gdje su stanja periodi¢na u vremenskoj koordinati:
t ~ t+ B, a generator evolucije u ¢ je angularni moment J:

7 = TI'H(Q’O)eiQﬂJ, (C8)

gdje je 27 kutni parametar analogan S u (C.7).

Mogli smo izrac¢unati particijsku funkciju na ova dva nacina jer je prostor euklidski, i
to bismo mogli napraviti za bilo koju kvantnu teoriju polja. Medutim, u konformalnoj
teoriji, zato Sto je ona invarijantna na skalu, vremenska Hilbertova stanja mozemo
zarotirati za 90° i reskalirati faktorom %” da bismo dobili prostorna. Dakle, u CFT
vrijedi:
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71,2
TI"H(B,O)ef%J = TYH(0,27T)6_4TH- (C.9)

Sad iz jednakosti particijskih funkcija (C.7) i (C.8) te jednakosti (C.9) imamo svojstvo
particijske funkcije:

Z(8) = Z(—). (C.10)

Ako zelimo izracunati particijsku funkciju za niske temperature § — oo, mozemo
napraviti aproksimaciju:

Z(B) =Y e ~ exp (—BEvaruum). (C.11)

stanja

Za visoke temperature iskoristimo ranije pokazano svojstvo (C.10). Sad mozemo
napisati za visoke temperature, tj. 5 — 0:

2
Z(ﬁ) ~ exXp (_%Evakuum) (C12)

Energiju vakuuma (ili Casimirovu energiju) mozemo izraziti [30] pomoc¢u centralnog
naboja teorije:

C
Evakuum - _E- (C].B)

Sad imamo sljededi izraz za particijsku funkciju na visokim temperaturama:
Z(B) e (C.14)
= eX —_— . .
P {33

Iz dobro poznatih formula za veze izmedu termodinamickih veli¢cina, mozemo naci
entropiju i energiju:

2
S = (1 - B805)InZ = 2;; (C.15)
w2

Ako izrazimo temepraturu pomocu energije F, imamo konacan izraz za entropiju koji
ne ovisi o temperaturi, a vrijedi asimptotski, za visoke temperature, u smislu da vrijedi
aproksimacija (C.12):
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