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Uvod

U ovome radu predstavit ¢emo neke osnove aktuarske matematike, s naglaskom na
konstrukciju glatke funkcije [, koja predstavlja broj zivih osoba u dobi x. Potreba
za prvim aktuarima pojavila se u 18. stolje¢u, kada su ih zaposljavala drustva za
zivotna osiguranja kako bi stvorila znanstveni temelj za upravljanje imovinom i obve-
zama drustva. Obveze su ovisile o broju smrti koje bi se dogodile medu osiguranim
zivotima tijekom svake godine. Modeliranje smrtnosti postalo je tema od komerci-
jalnog, ali i znanstvenog interesa, Sto je privlac¢ilo mnoge znacajne znanstvenike i
matematicare aktuarskoj problematici. To je za rezultat imalo, medu ostalim, i da
su mnoga rana djela na polju vjerojatnosti bila usko povezana s razvojem rjesenja
aktuarskih problema.

U prvome poglavlju rada predstavit ¢emo modele dozivljenja, uz definicije os-
novnih pojmova kao sto su intenzitet smrtnosti i cjelobrojno buduce trajanje zivota.
Predstavit ¢emo buducéi zivotni vijek kao sluc¢ajnu varijablu i pokazati kako se unutar
tog okvira mogu izracunati vjerojatnosti smrtnosti i dozivljenja. Takoder uz mnostvo
primjera, uvodimo i donekle specificnu aktuarsku notaciju.

U drugom poglavlju definiramo tablicu smrtnosti. Za tablicu tabeliranu samo po
cjelobrojnim dobima, pokazujemo, koristec¢i pretpostavke o razlomljenoj dobi, kako
izracunati vjerojatnosti dozivljenja za sve dobi. Zatim diskutiramo neka svojstva
nacionalnih tablica smrtnosti iz Australije, Engleske i SAD-a. Nakon poopcéenja ne-
kih rezultata, predstavljamo nekoliko opcija za aproksimaciju intenziteta smrtnosti,
a zatim u posljednja dva potpoglavlja predstavljamo Karupov i Spragueov interpo-
lacijski polinom, koji bi se mogli iskoristiti za izgladivanje empirijskih podataka [,
danih samo za cjelobrojne dobi z.

Konacno, u tre¢em poglavlju donosimo racun na temelju Karupove interpolacije,
pri ¢emu koristimo stvarne podatke iz aktualnih Tablica aktuarske matematike za
Republiku Hrvatsku (vidi [4]). Pronalazimo eksplicitnu formulu za [, na segmentu
[0,101] izrazenu po kra¢im segmentima [i,i+1],7 = 0,1,...,100 te donosimo graficki
prikaz tako dobivene funkcije [, ali i na temelju nje izvedene aproksimacije intenziteta
smrtnosti p,.



Poglavlje 1

Modeli dozivljenja

1.1 Slucajna varijabla buducéeg zivotnog vijeka

Mnoge police osiguranja osiguravaju benefit prilikom smrti nositelja police. Kad
osiguravajuce drustvo izdaje takvu policu, datum smrti nositelja police nepoznat je,
pa osiguravatelj ne zna tocno kada ¢e morati isplatiti benefit. Kako bi procijenio
vrijeme isplate, osiguravatelju je potreban model smrtnosti ljudi, iz kojeg se mogu
izracunati vjerojatnosti smrti u pojedinoj zivotnoj dobi.

Pocnimo uvodenjem notacije. Neka (z) oznacava zivot starosti x, pri ¢emu je
x > 0. Smrt od (x) moze nastupiti u svakoj dobi vecoj od (x) te preostalo trajanje
zivota od () modeliramo neprekidnom slu¢ajnom varijablom koju oznacavamo s T
Dakle, x + T, predstavlja slu¢ajnu varijablu ukupnog trajanja zivota, tj. starosti
prilikom smrti za ().

Neka je F, funkcija distribucije sluc¢ajne varijable T, odnosno

Fx(t) = ]P)(T:c < t)'

Tada F,(t) predstavlja vjerojatnost da (z) ne dozivi dob x + ¢, te F, nazivamo
funkcijom distribucije preostalog trajanja zivota u dobi x. U mnogim primjenama
vezanima uz zivotno osiguranje vise nas zanima vjerojatnost dozivljenja nego smrti
te stoga definiramo S, kao

Su(t) = 1— F,(t) = P(T, > t).

Vidimo da S,(t) predstavlja vjerojatnost da (x) dozivi jos barem t godina te S,
nazivamo funkcijom dozivljenja.

Uz danu interpretaciju skupa sluc¢ajnih varijabli {7 },>¢ kao svih moguéih pre-
ostalih trajanja zivota pojedinaca, potrebna nam je veza izmedu bilo koja dva pred-
stavnika te kolekcije. Kako bismo dosli do toga, uzmimo u obzir Ty i T, za nekog
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pojedinca trenutno starog x godina. Slucajna varijabla Tj predstavlja buduéi zivotni
vijek tog pojedinca pri rodenju, odnosno pri rodenju je dob prilikom smrti tog poje-
dinca predstavljena s Ty. Taj pojedinac mogao je umrijeti i prije nego navrsi x godina
— vjerojatnost tog dogadaja bila je P(Ty < z), ali uzimamo da je ipak prezivio. Bududi
da je prezivio do dobi z, pa je Ty > x, njegov buduéi zivotni vijek predstavljen je s
T, te je sada odgovarajuc¢a dob prilikom smrti « + T,.. Ako pojedinac umre unutar
sljede¢ih t godina, tada je T, < ti Ty < x +t. Neformalno, zahtijevamo da dogadaji
{T, <t} i{Ty <z +t} budu ekvivalentni, uzimajuéi u obzir da je pojedinac dozivio
dob z. To zapisujemo formuliranjem sljedece pretpostavke za sve z > 01izasvet > 0:

P(T, <t)=P(Ty < x+t|Th > x). (1.1)
Prisjetimo se iz teorije vjerojatnosti (npr. vidi [3]) da za dva dogadaja A i B
vrijedi
P(AN B)
P(B)

pa ako interpretiramo dogadaj {Ty < = + t} kao dogadaj A i dogadaj {Ty > x} kao
dogadaj B, mozemo desnu stranu jednadzbe ((1.1)) zapisati kao u gornjoj jednakosti,
odakle imamo

P(A|B) =

Pla <To <z+t)

P(T, < t)= :
odnosno,
F.(t) = 1.2
() Sl (12)
Takoder, koriste¢i S, (t) =1 — F,(t), imamo
So(l' + t)
Sa(t) = —5 7= 1.3
() =" (13)
Sto se moze zapisati i kao

Ovo je vrlo vazan rezultat. On pokazuje da vjerojatnost dozivljenja od dobi x do
dobi x 4+ t mozemo interpretirati kao produkt

1. vjerojatnosti dozivljenja od rodenja do dobi x, i
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2. vjerojatnosti dozivljenja dobi x + t kad je osoba ve¢ dozivjela dob z.

Primijetimo kako S, (¢) mozemo shvatiti kao vjerojatnost da (0) dozivi barem dob
x4+t uz uvjet da (0) dozivi dob x, pa ovaj rezultat mozemo izvesti iz standardne
vjerojatnosne jednadzbe koju smo veé¢ zapisali u nesto drukéijem obliku

P(AN B) =P(A|B)P(B),
gdje su dogadaji A = {To >z +t} i B = {1y >z}, paje

P(A|B) =P(Ty > =+ t|Ty > x),
sto je po jednadzbi (|1.1)) jednako vjerojatnosti P(T, > t).
Sliéno, bilo koja vjerojatnost dozivljenja za (x), primjerice dozivljenja jos t +
u godina moze se podijeliti na vjerojatnost dozivljenja prvih t godina, a potom i
narednih u godina, uz uvjet dozivljenja dobi x + ¢t. Odnosno,

Sy(t +u) = gt

— So(z+t) So(z+t+u)
= 5:(t) = Z5m “swin

— St 1) = S (£)Sera(u) (L5)

Vec¢ smo vidjeli da ukoliko znamo vjerojatnosti dozivljenja u trenutku rodenja,
tada koriste¢i formulu takoder znamo i vjerojatnosti dozivljenja za istog poje-
dinca u bilo kojoj buduéoj dobi. Formula dodatno poopcava taj rezultat. Ona
pokazuje da ukoliko znamo vjerojatnosti dozivljenja u bilo kojoj dobi (> 0), znamo
i vjerojatnosti dozivljenja u bilo kojoj buduéoj dobi = + (> x).

Kako bi bila valjana, bilo koja funkcija dozivljenja za distribuciju zivotnog vijeka
mora zadovoljavati sljedece uvjete.

Uvjet 1. S,(0) = 1; odnosno, vjerojatnost da (x) prezivi 0 godina je 1.
Uvjet 2. limy_,o, S, (t) = 0; odnosno, svaki Zivot mora zavrsiti u nekom trenutku.

Uvjet 3. Funkcija doZivljenja mora biti nerastuca funkcija od t; ne moze biti vjero-
jatnije da (x) prezivi jos npr. 10.5 godina nego jos 10 godina, buduéi da se prvo mora
dogoditi da prezivi jos 10 godina.

Ovi uvjeti su nuzni i dovoljni, pa stoga svaka funkcija S, koja je funkcija od ¢(> 0)
za fiksan z(> 0) i koja zadovoljava ova tri uvjeta definira distribuciju zivotnog vijeka
od dobi x, pa posljedi¢no, koriste¢i formulu i za sve kasnije zivotne dobi, vece
od x.

Za sve takve distribucije, uvodimo jos tri dodatne pretpostavke:
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Pretpostavka 1. S,(t) je diferencijabilna za sve t > 0. Primijetimo da zajedno s
uvjetom@ odozgo to znaci %Sx(t) <0 za svet > 0.

Pretpostavka 2. lim; ,, tS,(t) =0
Pretpostavka 3. lim; ., t25,(t) =0

Posljednje dvije pretpostavke osiguravaju postojanje o¢ekivanja i varijance slucajne
varijable T},. To nisu posebno restriktivna ograni¢enja — ne trebamo se brinuti o
distribucijama s beskona¢nim ocekivanjem ili varijancom u kontekstu pojedincevog
buduceg zivotnog vijeka. Ove tri dodatne pretpostavke vrijede za sve distribucije
koje su prikladne za modeliranje ljudskog zZivotnog vijeka.

Primjer 1.1. Neka je Fy(t) = 1 — (1 — 15)5 za 0 < t < 120.
Izracunajmo vjerojatnost da

(a) novorodence dozZivi dob 30 godina,
(b) osoba stara 30 godina umre prije dobi od 50 godina,
(¢) osoba stara 40 godina doZivi dob 65 godina.

Rjesenje. (a) So(30) =1 — Fy(30) = (1 — 32)5 = 0.9532

120
(b) Iz formule (1.2]) imamo F3p(20) = %&()30) = 0.0410.

(¢) 1z formule (L3) imamo Sy(25) = 5255} = 0.9395.

]

Primijetimo da je u gornjem primjeru Sy(120) = 0, Sto znaci da u ovom modelu
dozivljenje iznad 120 godina nije mogucée. U ovom sluc¢aju prema dobi 120 se odno-
simo kao granicnoj dobi modela. Opcenito, ako postoji grani¢na dob, oznacujemo
je grékim slovom w. U modelima u kojima ne postoji grani¢na dob, ¢esto je ipak
prakticno uvesti ju u izracunima.

1.2 Intenzitet smrtnosti

Intenzitet smrtnosti (mortaliteta) je vazan i fundamentalan koncept u modeliranju
buducéeg zivotnog vijeka. Oznacavamo intenzitet smrtnosti u dobi x sa

1
= 1i —_ < . .
. dllg%+ d:l:]P)<TO < x+dz|Ty > x) (1.6)
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Iz jednadzbe (|1.1)) vidimo da je ekvivalentan nacin definiranja

1
Ha dxlgr()l-l- de(Tx < dz),

Sto se moze zapisati u terminima funkcije dozivljenja S, kao

fy = lim i(1 — Sp(dz)). (1.7)

dz—0+ dx

Primijetimo da intenzitet smrtnosti ovisi o jedinici vremena — ako vrijeme mjerimo
u godinama, tada se i p, mjeri u godinama.
Intenzitet smrtnosti najbolje mozemo shvatiti ako uoc¢imo da za vrlo mali dx

formula ([1.6)) daje aproksimaciju

Dakle, za vrlo mali dx mozemo pu,dz interpretirati kao vjerojatnost da zivot koji
je dosegao dob x zavrsi prije dostizanja dobi x 4+ dz. Npr. pretpostavimo da imamo
muskarca starog to¢no 50 godina i da je intenzitet smrtnosti u toj dobi 0.0044 po
godini. Mala vrijednost od dx moze biti jedan dan, odnosno 0.00274 godina. Tada
je priblizna vjerojatnost da ¢e ta osoba umrijeti na dan svog pedesetog rodendana
jednaka 0.0044 x 0.00274 = 1.2 x 107°.

Intenzitet smrtnosti mozemo povezati s funkcijom dozivljenja u trenutku rodenja,
Sp. Bududi da je

S, (d) = %

formula (1.7 daje

Dakle, imamo

-1 d

Haz = W%SO(Z')- (1.9)

Iz standardnih rezultata teorije vjerojatnosti (npr. vidi [3]) znamo da je vjero-
jatnosna funkcija gustoce za slucajnu varijablu T}, koju oznacavamo s f, povezana s
funkcijom distribucije F} i funkcijom dozivljenja S, preko
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d d
= —F = ——
ult) = S Fo(t) =~ 5.(0),
odakle, uz jednakost slijedi
_ Jo(z)
Mo = So(z)’

Takoder mozemo povezati intenzitet smrtnosti u bilo kojoj dobi x + t,t > 0, s
distribucijom od 7). Pretpostavimo da je x fiksan i ¢ varijabilan. Tada je d(x+t) = dt

pa je

! d
Hott = 75w + ) d(z + 1)
1 d
= _—SO(;U n t) ESO(:B + t)
1 d

—ma(so(x)sz(t))

T So(z +t) Esx(t)
-1 d
= s

S()(LL’ + t)

Dakle

Bl
Ova veza daje nacin pronalaska pi,4; uz dani S,(t). Takoder mozemo koristiti

jednakost (|1.9)) kako bismo pronasli formulu za S, (¢) u terminima funkcije intenziteta
smrtnosti. Koristimo ¢injenicu da za derivabilnu funkciju h vrijedi

(1.10)

d 1 d
%ln h(x) = m%h(x),

pa iz jednadzbe (1.9)) imamo

d
o = —%lnSo(m),

odakle integriranjem na (0, y) dobivamo
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/Oy pedr = —(In So(y) — In Sp(0)).

Bududéi da je InP(7p > 0) =In1 = 0, imamo

So(y) = exp {— /Oy uzdx} :

odakle slijedi

T+t
expq— [ ppdr ot x
= { ’ } :exp{—/ ,urdr+/ urdr} (1.11)
0 0

exp {— [§" prdr}

ot supstitucija s=r—x t
= exp {—/ u«rdr} PR exp {—/ umds}-
T 0

Ovo znaci da ukoliko znamo pu, za sve x > 0, mozemo izracunati i sve vjerojat-
nosti dozivljenja S, (t) za proizvoljne x i t. Drugim rije¢ima, intenzitet smrtnosti u
potpunosti opisuje distribuciju zivotnog vijeka, jednako kao sto to ¢ini i funkcija Sp.
U biti, cesto je prikladnije opisivati distribuciju zivotnog vijeka pomocu intenziteta
smrtnosti nego pomocu funkcije dozivljenja.

Primjer 1.2. Kao u pm’mjer’u neka je Fo(r) =1 — (1 — 1””70)% za 0 < 2 < 120.
Tzvedimo izraz za jig.

o=

Rjesenje. Bududi da je Sy(z) = (1 — :%)°, slijedi

d 1 T\ "8 1
5@ =5 (1= 135) (‘Eo) ’
pa je

1 d 1 r -1 |
He = gy ™) = 730 ( 120) 720 — 62

Alternativno, mogli bismo koristiti

d d (1 x 1 L
Ly = _%]nso(x) = —% (gln (1— m)) = 720 (1_L) - 720 — 62

120
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Primjer 1.3. Neka je p, = Bc®,x > 0, gdje su B i ¢ konstante takve da je 0 < B < 1
i ¢ > 1. Ovaj model zove se Gompertzov zakon smtrnosti. [zvedimo izraz za

S (t).
Rjesenge. 1z jednakosti (1.11])) imamo

T+t
Se(t) = exp {—/ Bcrdr} :

Ako ¢" izrazimo kao exp{rInc}, imamo

T+t B

T+t T+t B
/ Bc'dr = B/ exp{rinc}dr = o exp{rinc}|, (" =),
» . nc

Inc

odakle slijedi

nc

S(t) = exp {I‘—Bcﬂc (¢ - 1)}.

1.3 Aktuarska notacija

Notacija koristena u prethodnom tekstu, S, (), F,.(t) i f.(t), standardna je u statis-
tici. Aktuarska znanost razvila je svoju vlastitu notaciju, Medunarodnu aktuarsku
notaciju. Ona sazima vjerojatnosti i funkcije koje su od najveceg interesa i koristi
aktuarima. Oznaka za intenzitet mortaliteta, ., dolazi upravo iz Medunarodne aktu-
arske notacije. U ovom potpoglavlju donosimo sazetak relevantne aktuarske notacije
i prepisujemo dosad spomenute bitne rezultate u terminima te notacije. Aktuarska
notacija za vjerojatnosti dozivljenja i smrtnosti je

tPz = ]P)(T:c > t) = Sx(t)v (112)
tqgc:P(Tm St) = 1_Sz(t) :Fw(t)v (1'13)
ultte =Plu < T, <u+t) =S (u) — Sp(u+t). (1.14)

Dakle,

e ;p, je vjerojatnost da (x) dozivi barem dob x + ¢
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® g, je vierojatnost da (z) umre prije navrsene dobi x + ¢

e .|:q: je vjerojatnost da (x) dozivi jo§ u godina i potom umre u sljede¢ih ¢
godina, odnosno u starosti izmedu = 4+« i * + v + ¢t godina. Ova vjerojatnost
zove se odgodena vjerojatnost smrtnosti, buduéi da je to vjerojatnost da
smrt nastupi u nekom odgodenom intervalu.

U slucaju da je vrijednost indeksa t jednaka 1, mozemo izostaviti taj indeks, pa
ps predstavlja vjerojatnost da (x) dozivi barem dob x + 1. Sli¢no, ¢, je vjerojatnost
da (z) umre prije dobi z + 1. U aktuarskoj se terminologiji ¢, zove stopa smrtnosti
u dobi z.

Sljedece jednakosti slijede izravno iz gornjih definicija i prethodnih rezultata u
ovom poglavlju:

tPe + ¢z = 1,

u|tQm = uwPz — u+tPz

t+uPz = tPz uPzx+t, iz formule " (115)
L4 o,z formule (T3] (1.16)
+ = ————2Po, 1z formule ({1.9)). .
M o Az Do
Sli¢no,
1 d d

o4+t = ——— —tPx —> —tPx = —tPzMlz+rt; 1.17
M+t D dttp dttp tPz hx+t ( )

() _ :
Mottt = S—(t) - fx(t) = (Palla+t, iz formule " (1-18)

¢
Dy = €XP {—/ ,uHSdS} ,iz formule (1.11)). (1.19)
0

Kako je F, funkcija distribucije i f, pripadna funkcija gustoce, slijedi

R0 = [ fs)is,

Sto u aktuarskoj notaciji mozemo zapisati kao

t
tdz :/ spx,ua:+sds- (120)
0



POGLAVLJE 1. MODELI DOZIVLJENJA 11

Ovo je vrlo vazna formula i moze se interpretirati na sljede¢i nacin: uzmimo
neko vrijeme s, gdje je 0 < s < t. Vjerojatnost da je (x) ziv u trenutku s je ¢p,, a
vjerojatnost da (x) umre u starosti izmedu = + s 1 * + s + ds (pri ¢emu je dozivio
dob = + s, a ds je vrlo malen) grubo govoreéi iznosi fi,,sds. Dakle, spgfi,ysds moze
se interpretirati kao vjerojatnost da (x) umre izmedu dobi z + s i = + s + ds. Kako
bismo dobili vjerojatnost smrti prije dobi z+¢, to mozemo sumirati na svim moguc¢im
intervalima od s do s + ds u kojima moze nastupiti smrt, Sto zahtijeva integriranje
buduéi da se radi o infitezimalnim intervalima. Ova vrsta interpretacije je vazna u
tome Sto moze biti primijenjena i u kompliciranijim situacijama.

U posebnom slucaju kad je ¢t = 1, formula (1.20) postaje

1
Qx:/ spx,ux-‘rsds'
0

Kada je g, malen, slijedi da je p, blizu 1, pa je i 4p, blizu 1 za 0 < s < 1, pa
imamo

1
VERS / lux+sd5 ~ Hz+1/2 = Hat1/2 ((l‘ + 1) o :C)’
0

gdje druga aproksimacija slijedi iz pravila pravokutnika za numericku integra-
ciju (gdje se vrijednost funkcije p na segmentu aproksimira s vrijednoséu funkcije u
polovistu tog segmenta).

Primjer 1.4. Kao u pm’mjem neka je Fo(z) =1 — (1 — %0)% za 0 < x < 120.

Izracunajmo qu @ o1/ 20 v = 20 ¢ x = 110 te komentiragmo rezultate.

_Sola+1) (1N
Pe =g @) ~ 120—2)

sto daje ¢qo9 = 0.00167 i ¢110 = 0.01741, a iz rjeSenja primjera [1.2] imamo figoL =
0.00168, odnosno M0l = 0.01754. Vidimo da je piy11/2 dobra aproksimacija za g,
kad je stopa smrtnosti mala, ali i ne tako dobra aproksimacija, barem u terminima
apsolutne greske, kad stopa smrtnosti nije blizu 0. [

Rjesenje. Imamo

1.4 Ocekivanje i standardna devijacija od T

U ovom potpoglavlju promatramo o¢ekivani buduéi zivotni vijek od (z): E[T}], sto
se u aktuarskoj notaciji oznacava s €., a naziva jos i potpuno ocekivanje zivota.

Kako bismo evaluirali é,, ¢itamo iz formula ((1.17)) i (1.18)
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d

Iz definicije ocekivanja imamo

0 0

Sada mozemo iskoristiti (1.21]) kako bismo evaluirali ovaj integral (koristimo par-
cijalnu integraciju uz u =t i dv = (4p,) dt):

. 0o d - 00

U prvom potpoglavlju pretpostavili smo lim; .., t;p, = 0, pa gornja jednakost
postaje

éy = / iDadt. (1.22)
0

Sliéno, za E[T?] imamo (koristimo parcijalnu integraciju uz u = t? i dv = (%tpx) dt)

E[T?] = / . pattadt
0
0
0

Dakle, imamo integralne izraze za E[T,] i E[T?]. Za neke distribucije varijable
T,, mozemo integrirati direktno, dok u ostalim sluc¢ajevima trebamo koristiti tehnike
numericke integracije kako bismo evaluirali integrale u formulama i (1.23).
Varijanca od T, tada se moze izracunati kao

(1.23)

Var(T,) = E[T7] — (é,)°.

Primjer 1.5. Neka je kao u pm'mjeru Fo(x) =1—(1— %)% za 0 < x < 120.
Izracunajmo é, i Var(T,) za

(a) =30
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(b) = = 80.

Rjesenje. Imamo

_Seledtt) _(__t N
e =050 @) 120—2) -

Sjetimo se da ta formula vrijedi za 0 < ¢ < 120 — z, buduéi da u ovom modelu
dozivljenje dobi veée od 120 nije moguce. Tehnicki, imamo

1
, _{(1— )T st < 120,
tle —

0 zax+t>120.

Stoga je gornja granica integracije u jednadzbi (|1.22)) jednaka 120 — z, i

120—z " 3
8, = / - dat
0 120 — z

Iz supstitucije y = 1 — 57— slijedi t = (120 — 2)(1 — y), sto daje

1
é, = (120 — x)/ yody = 2(120 — ).
0

Odatle je é39 = 77.143 i egg = 34.286. Uoc¢imo da je u ovom modelu ocekivanje
buduceg zivotnog vijeka uvijek jednako g godina potrebnih do dozivljenja dobi 120.
Kako bismo izracunali varijancu, potreban nam je E[T?], pa iz (1.23)) imamo

120—x 120—x t
E[T?] = 2/ tpadt = 2/ t (1 - )

Uz istu supstituciju kao gore imamo

o=

E[T?) = 2(120 — x)? /01 (y% - y%dy) = 2(120 — z)? (g - %) :

Konacno,

Var(T,) = E[T?] — (¢,)°

xT

e (2(0-8)-(2))

= (120 — 2)*(0.056515)
= ((120 — 2)(0.23773))?
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pa je Var(Tsy) = 21.396% i Var(Ty) = 9.5092.
Budu¢i da znamo da u ovom modelu svi zivoti zavrsavaju do dobi 120, ima smisla
da je nesigurnost oko buduceg zivotnog vijeka vec¢a za mlade dobi nego starije. [

Svojstvo modela u prethodnom primjeru je da mozemo doci do egzaktnih formula
za velicine od interesa, kao $to je é,, ali za mnogo modela to nije moguce. Na primjer,
kada modeliramo smrtnost koriste¢i Gompertzov zakon, ne postoji eksplicitna formula
za €, te moramo koristiti numericku integraciju kako bismo izra¢unali momente od
T,.

1.5 Cjelobrojno buduce trajanje zivota

K,ie,

U brojnim primjenama u osiguranju ne zanima nas samo buduce trajanje Zzivota
pojedinca, nego i podatak koji se zove cjelobrojno buduce trajanje zivota. To je
slucajna varijabla koja se definira kao najvece cijelo preostalog buduceg trajanja
zivota i oznacava s K, za osobu staru x godina. Dakle, imamo

Mozemo razmisljati o cjelobrojnom buducem trajanju zivota kao o cijelom broju
godina koje ¢e pojedinac jos dozivjeti u buducénosti. Za ilustraciju, razmotrimo si-
tuaciju gdje osoba starosti # ima pravo na isplate 1 u trenucima 1,2,3..., uz uvjet
da je u tim trenucima i dalje ziva. Tada je broj izvrsenih isplata jednak broju cijelih
godina koje je (z) dozivio nakon trenutka 0, i upravo to je cjelobrojno buduée trajanje
zivota.

Do vjerojatnosne distribucije od K, dolazimo na na¢in da uzimamo da je za
k =0,1,2,... K, = k ako i samo ako (z) umre izmedu navrSenih dobi = + k i
r+k+1 Stogazak=0,1,2,...

P(K,=k) =Pk <T, < k+1)

= k¢

= kPz — k+1Px

= kPz — kPz Px+k
= kPz Qx+k-

Ocekivana vrijednost od K, oznacava se s e,, pa imamo
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= i KP(K, = k)

(1.24)

1
g = uMg i
’SO o

ol

=

=

8

|

ol

+

=

&

Primijetimo da je donja granica sumacije k = 1. Sli¢cno imamo

E[K2] =) KP(K, =k)
k=0
= (1P2 — 2Px) + 4(2P2 — 3D2) + (3P0 — aDz) + 16(4ps — 5P2) + - ..
= 1Dz + 32Dz + 93Px + Tape + ...

k=1 k=1

=2 io: kkpx — €.
k=1

Kao sto je i s potpunim ocekivanjem trajanja zivota, postoji vrlo malo distribucija
od K, ¢iji se E[K,] i E[K?] mogu analiticki izracunati. Za realisti¢nije modele kao
sto je Gompertzov, te vrijednosti mozemo izrac¢unati pomoc¢u primjerenih softvera,
kao Sto je Excel. Tako u principu moramo evaluirati beskona¢nu sumu, u nekoj dobi
vjerojatnost dozivljenja postaje dovoljno mala da bi se mogla zanemariti, pa tu dob
mozemo smatrati efektivnom ogranicavaju¢om dobi modela.

Potpuno i cjelobrojno ocekivano bududée trajanje zivota, ¢, i
€x
Kako je cjelobrojno buduce trajanje zivota cijeli dio buduceg zivotnog vijeka, prirodno

je zapitati se postoji li jednostavna veza izmedu €, i e,. Vezu mozemo aproksimativno
zapisati kao
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00 0 it

Ako aproksimiramo svaki od ovih integrala koristec¢i pravilo trapeza za numericku
integraciju, imamo
J+1 ~ 1
fj tPdt & §(jpr + j+1pa:)7
dakle

~ Z ]p;r ]—sz - + Z]pz

Dobili smo aproksnnacuu koja se cesto koristi u praksn

1

1.6 Zavrsne napomene

Unato¢ tomu sto su zakoni smrtnosti kao sto je Gompertzov model privlaéni zahva-
ljujuci svojoj jednostavnosti, oni rijetko mogu valjano predstavljati smrtnost u cijelom
rasponu zivotnih dobi. Jednostavno prosirenje Gompertzovog zakona je Makehamov
zakon (Makeham, 1860.), koji modelira intenzitet smrtnosti kao

py = A+ Bc”. (1.26)

Ovo je vrlo slicno Gompertzovom zakonu, ali dodan je fiksan pribrojnik koji ne
ovisi o dobi, koji omogucuje bolju prilagodbu za slucajeve smrti uslijed nezgode.
Dodatni pribrojnik poboljsava prilagodbu pocetnog modela podacima o smrtnosti za
mlade dobi.

U novije vrijeme, Gompertz-Makehamov pristup je dodatno poopéen u GM (r, s)
(Gompertz-Makeham) formulu,

fiz = hy(x) + exp(hi(z)),

gdje su hl i h? polinomi u z, stupnjeva r i s, respektivno. I Gompertzov i Make-
hamov zakon su posebni slucajevi GM formule.

U odjeljku 1.2. istaknuli smo vaznost intenziteta smrtnosti. Ovdje treba istaknuti
i kako je prilikom analize podataka o smrtnosti intenzitet smrtnosti prirodna veli¢ina
za procjenu, dok distribucija zivotnog vijeka nije. Za generalnije distribucije, veli¢ina
fq‘;(é)) koju aktuari zovu intenzitet smrtnosti u dobi x, poznata je i pod imenom stopa
hazarda u analizi dozivljenja i stopa neuspjeha u teoriji pouzdanosti.




Poglavlje 2

Tablice smrtnosti

2.1 Osnovno o tablicama smrtnosti

Uz dani model dozivljenja i vjerojatnosti dozivljenja ;p,, mozemo konstruirati tablicu
smrtnosti za taj model pocevsi od neke inicijalne dobi zy sve do maksimalne dobi
w. Definiramo funkeiju {l,} za ry < < w na sljedeéi nacin: neka je xo proizvoljan
pozitivan broj (koji nazivamo bazom tablice) i za 0 < t < w — z( definiramo

l$0+t = lacg tPxzg -

Iz te definicije za o < x < x 4+t < w, imamo

lirt = l:pg z+t—zoPxo
= laco z—zoPzo tPz

- l:c tPzx,
odakle slijedi

tPx = la:th/l:v- (21)

Za bilo koji x > x(p, mozemo interpretirati [, ; kao oc¢ekivani broj prezivjelih u
dobi x + t od ukupno [, nezavisnih pojedinaca dobi x. Ova interpretacija prirodnija
je ako je [, cijeli broj, i temelji se na ¢injenici da je broj prezivjelih do dobi x + ¢
slucajna varijabla binomne distribucije s parametrima [, i ;p,. Naime, pretposta-
vimo da imamo [, nezavisnih Zivota starosti x, pri ¢emu svaki zivot ima vjerojatnost
dozivljenja dobi x + ¢ jednaku ;p,. Tada je broj prezivjelih do dobi z + ¢ binomna
slucajna varijabla £; s parametrima [, i ;p,. Oc¢ekivana vrijednost broja prezivjelih
tada je

17
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E[‘Ct] = loc tPz = l:r:+t-

Uvijek koristimo tablicu u formi [, /1,, zbog ¢ega je i baza tablice proizvoljna — ne
bi bilo razlike za model dozivljenja kad bismo, primjerice, sve vrijednosti [, pomnozili
sa 100.

Prema, mozemo koristiti funkciju [, kako bismo izracunali vjerojatnosti dozivljenja,
isto kao i vjerojatnosti smrtnosti. Na primjer,

l31 l30 - 131

g0 =1—7—=—, (2.2)
l30 l30
te
l l lss — 1
15|3OQ40 =15 P40 30955 = i (1 - E) = u- (2-3)
Lao lss Lao

U principu, tablica smrtnosti definirana je za sve z od inicijalne dobi zy do
grani¢ne dobi w. U praksi je vrlo ¢esto da je tablica smrtnosti predstavljena, a u
nekim slucajevima i definirana samo za cjelobrojne dobi. U toj je formi tablica smrt-
nosti koristan nacin sazimanja distribucije zivotnog vijeka, budu¢i da svojim jednim
stupcem omogucava racunanje vjerojatnosti dozivljenja ili smrti kroz cjelobrojni ras-
pon godina, pocevsi od cjelobrojne dobi. Uobicajeno je u tablici smrtnosti tabeliranoj
po cjelobrojnim dobima uz [, prikazati i vrijednosti d,, gdje je

dy =1y — L. (2.4)

Te vrijednosti omoguéuju nam racunanje ¢, — iz (2.4]) imamo

T

Do ovog izraza takoder mozemo doé¢i ako interpretiramo d, kao ocekivani broj smrti
izmedu dobi x i x + 1 od [, zivota starosti tocno z, pa koriste¢i ponovno binomnu
distribuciju, imamo

dy =l qa. (2.5)
Primjer 2.1. Tablica predstavlja isjecak tablice smrtnosti. lzracunajmo
((l) l40;
(b) 10P30,
(¢) gss,
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[ & i

30 10000.00 34.78
31 9965.22  38.10
32 9927.12  41.76
33 9885.35 45.81
34 9839.55 50.26
35 9789.29 55.17
36 9734.12  60.56
37 9673.56 66.49
38 9607.07 7299
39  9534.08 80.11

Tablica 2.1: Isjecak tablice smrtnosti

(d) 5430,

(e) vjerojatnost da osoba starosti 30 umre izmedu navrsenih 35 i 36 godina.

Rjesenje. (a) Iz jednakosti (2.4)),
lao = l39 — d39 = 9453.97.

(b) Iz formule ([2.1) imamo

lygg  9453.97
= — = = 0.94540.
1OP50 = G T 710000
(c) Iz formule (2.5) imamo
dss 55.17
=-— = = 0.00564.
5 = Ty T 0789.29
(d) Prema jednakosti ([2.2)) slijedi
l3g —1
5430 = 30[ 35 = 0.02107.
30

(e) Ta vjerojatnost jednaka je 5|qso, pa prema ([2.3)) slijedi

o s _ 9% _ g 00552

l30 B l30

5430 =
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2.2 Pretpostavke o razlomljenoj dobi

Tablica smrtnosti {l, }.>., pruza to¢no iste informacije kao odgovarajuéa distribucija
dozivljenja, S,,. Ipak, tablica smrtnosti tabelirana po cjelobrojnim dobima ne sadrzi
sve informacije iz pripadnog modela dozivljenja, buduéi da vrijednosti [, za cjelo-
brojne dobi z nisu dovoljne za izracunavanje vjerojatnosti koje sadrze necjelobrojne
dobi, poput o7p305. Uz dane vrijednosti [, samo u cjelobrojnim dobima, potrebna
nam je dodatna pretpostavka ili neke dodatne informacije kako bismo izracunali vje-
rojatnosti za necjelobrojne dobi. Specifi¢nije, potrebna su nam dodatne pretpostavke
o vjerojatnosnoj distribuciji slu¢ajne varijable buduc¢eg zivotnog vijeka na intervalima
izmedu cjelobrojnih dobi. Koristimo termin pretpostavka o razlomljenoj dobi
kako bismo opisali takve pretpostavke. U ovom potpoglavlju pretpostavljamo da je
tablica smrtnosti dana samo za cjelobrojne dobi i opisujemo dvije najkorisnije pret-
postavke o razlomljenoj dobi.

Uniformna distribucija smrti

Pretpostavka o uniformnoj distribuciji smrti (eng. uniform distribution of deaths,
odnosno UDD) najceséi je oblik pretpostavke o razlomljenoj dobi. Ona moze biti
formulirana na dva razlicita, ali ekvivalentna nacina.

UDD1

Za cijeli broj z i za 0 < s < 1, pretpostavimo

sz = SQz- (26)

UDD2
Podsjetimo se da je K, najvece cijelo od T, i definirajmo slu¢ajnu varijablu kao
razlomljeni dio od T}, odnosno

T, =K, + R,.

Pretpostavka UDD2 tada je da za cijeli broj z vrijedi R, ~U(0,1) te je R, neza-
visna od K.

Pokazimo ekvivalenciju tih dviju pretpostavki. Pretpostavimo najprije da vrijedi
UDD1. Tada za cijeli x1 0 < s < 1 imamo
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P(R, <s)=Y» P(R,<s K,=k)
k=0

=Y P(k<T.<k+s)

k=0

0
= § kEPz sQz+k
k=0

UDD1
= Z k:prs(qgc-i-k)
k=0

00
=S E EPzqz+k
k=0

=s) P(K,=k)
k=0
= S.

Ovime smo dokazali da vrijedi R, ~ U(0,1). Kako bismo dokazali nezavisnost R,
i K, primijetimo

PR, <s$,K,=k)=Pk<T,<k+s)
= kpxS(QJ:—i—k)

= S kPz Qa+k
— P(R, < s)P(K, = k),

pri ¢emu zadnja jednakost slijedi iz R, ~ U(0,1). Ovime smo dokazali da UDD1
povlaci UDD2.

Kako bismo dokazali obratnu implikaciju, pretpostavimo da vrijedi UDD2. Tada
za cijeli x 1 0 < s < 1 imamo

(T, < s)
(K, =0,R, <)
=P(R, < s)P(K, = 0),

Sq.’E

P
P

gdje zadnja jednakost slijedi iz pretpostavke o nezavisnosti K, i R,. Dakle,
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Formulacija UDD2 objasnjava zaSto se ova pretpostavka zove uniformna distribu-
cija smrti, ali u prakticnim primjenama korisnija je formulacija UDD1.
Izravna posljedica je da za 0 < s < 1 vrijedi

lovs = Iy — 5ds. (2.8)

To slijedi buduéi da je
lz+s

Ly’

sz = 1-
a uvrstavanje sq, umjesto ;q, daje

gL =L _ohs
ly ly
odakle mnozenjem s [, i izrazavanjem [, dobivamo upravo jednakost (2.8]).
Dakle, pretpostavljamo da je [, linearno opadajué¢a funkcija od s. Diferencira-
njem jednakosti (2.6) u odnosu na s, dobivamo

d
%sCIm:qgc; OSSS]-a
pri ¢emu znamo da lijeva strana predstavlja funkciju gustoc¢e od T, u tocki s,
s obzirom da diferenciramo funkciju distribucije. Iz ((1.20) uostalom znamo da je

funkcija gustoce za T, u s jednaka sp, piz1s, pa pod UDD za 0 < s < 1 vrijedi

4z = sPz Hz+s- (29)

Lijeva strana ne ovisi o s, $to znaci da je funkcija gustoce konstanta za 0 < s < 1,
sto takoder slijedi iz pretpostavke o uniformnoj distribuciji od R,. Buduéi da je ¢,
konstanta u odnosu na s, a sp, opadajuca funkcija od s, vidimo da je p,.s rastuca
funkcija od s, sto je primjereno za sve dobi koje su od interesa osiguravateljima.
Ipak, ako primijenimo aproksimaciju na uzastopne dobi, dobivamo funkciju intenzi-
teta smrtnosti koja nije neprekidna, s prekidima u cjelobrojnim dobima, kao Sto je
ilustrirano u primjeru 2.4} Iako je to nepozeljno, ne smatra se ozbiljnim nedostatkom.

Primjer 2.2. Uz dano psy = 0.999473, izracunajmo o.4qso2 pod pretpostavkom uni-
formne distribucije smrti.

Rjesenje. Primijetimo da fundamentalni rezultat u (2.7)) zahtijeva da = bude cijeli
broj. Zato ¢emo vjerojatnost o.4qs0.2 zapisati na nacin da sadrzi samo vjerojatnosti u
cjelobrojnim dobima:
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)
049402 = 1 —04pao2=1— ;ﬁ
40.2
—1_ l10 0.6P40 — 1 0.6P40
l4o 0.2P40 0.2P40
1-0.6
— 120 9108 x 107
1-— O.QQ40

O

Primjer 2.3. Iskoristimo istu tablicu smrtnosti kao u primgjeru |2.1| © pretpostavku
UDD kako bismo izracunali

(a) 17933,
(b) 1.7q335.
Rjesenje. (a) Primijetimo da je

17933 =1 —17p33 =1 — (P33)(0.7P34)-

ps3 mozemo direktno izra¢unati iz tablice smrtnosti koriste¢i l34/ls3 = 0.995367 i
07P3a = 1 — 0.7q34 = 0.996424, pa je 1.7g33 = 0.008192.

(b) Kako bismo izracunali 1 7gs35 koriste¢i UDD, raspisujemo:

1.7G335 = 1 — 1.7P33.5

=1- lg52
l33.5
_ l35 — O.2d35
I35 — 0.5d33
= 0.008537.

Primjer 2.4. Pod pretpostavkom o uniformnoj distribuciji smrti, izracunajmo
limy 1 pgo4s koristeci pyo = 0.999473 te limy o4 pra11¢ koristeci pyy = 0.999429.

Rjesenge. 1z formule (2.9)) imamo p,1; = ¢,./¢p.. Uvrstavanjem z = 40 dobivamo
Hm fiag+¢ = qao/pao = 5.273 x 1074,
51—

dok uvrstavanje x = 41 daje

: o —4
tl_l)Ig:L Hai+¢ = qan = 5.71 x 107",
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Primjer 2.5. Uz dano gz = 0.010413, ¢;1 = 0.011670 ¢ pod pretpostavkom UDD
121aCUNGIMO 0.7G70.6-

Rjesenje. Bududi da su smrti uniformno distribuirane izmedu dobi 70 i 71 te izmedu
dobi 71 i 72, imamo

0.7970.6 = 0.4970.6 T (1 - 0.4Q70.6)0.3Q71-

Koristeéi isti argument kao u rjeSenju primjera [2.3] odnosno prg = o0.6p70 0.4P70.65
imamo

P _ 1 — g0
0.6P70 1 —0.6g70

a buduci da je 0.3q71 — 0.3(]71 = 3.501 x 10_3, dobivamo 0.7970.6 — 7.678 X 10_3. ]

049706 = 1 — 0.4pr06 = 1 — =4.191 x 1072,

Konstantni intenzitet smrtnosti

Druga pretpostavka o razlomljenoj dobi je da je intenzitet smrtnosti konstantan
izmedu cjelobrojnih dobi. Dakle, za cjelobrojni z i 0 < s < 1, pretpostavljamo da je
[z+s NEOVISNO O S 1 obiljezavamo ga s p. Vrijednost p; mozemo pronadi koristeci

1
Py = €XP {—/ ,qursds} )
0

Dakle, pretpostavka da je za 0 < s < 1 iz, = p daje p, = e #=, tj. pu* = —logp,.
Nadalje, pod pretpostavkom konstantnog intenziteta smrtnosti za 0 < s < 1 imamo

sPz = €Xp {—/ M;du} — 6_,“:;8 — (px)s
0

Slicno, za t,s >0it+s <1,

sPz+t = €XP {_/ :U'::du} = (pz)s'
0

Dakle, pod pretpostavkom o konstantnom intenzitetu smrtnosti, vjerojatnost dozivljenja
perioda od s < 1 godina u dobi = 4 ¢ nezavisna je od ¢, pod uvjetom da je s+t < 1.
Pretpostavka o konstantnom intenzitetu smrtnosti vodi do step funkcije intenzi-
teta smrtnosti na rasponu uzastopnih dobi zivota. Po svojoj prirodi ova pretpostavka
daje konstantan intenzitet smrtnosti na intervalu od navrsene dobi x do navrsene dobi
x + 1, premda bismo ocekivali da intenzitet smrtnosti neprestano raste. Ipak, ako
pravi intenzitet smrtnosti polako raste tijekom godine (izmedu navrsavanja uzastop-
nih dobi), pretpostavka o konstantnom intenzitetu smrtnosti je razumna.
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Primjer 2.6. Uz dano pyy = 0.999473, 1zracunajmo ¢.4qa0.2 pod pretpostavkom kons-
tantnog intenziteta smritnostu.

Rje§enje. 0.4940.2 = 1-— 0.4P40.2 = 1-— (p40)0'4 =2.108 x 1074 O

Primjer 2.7. Uz dano g0 = 0.010413 i g7y = 0.011670, wzracunajmo o7q0.6 pod
pretpostavkom konstantnog intenziteta smrtnosti.

Rjesenje. Kao u rjesenju primjera [2.5] piSemo

0.7970.6 = 0.4970.6 + (1 - 0.4Q70.6)o.3Q717

nge j€ 0.49r06 =1 — (p70)0‘4 =4.178 x 1073, a03qrn =1— (p71)0‘3 = 3.515 x 1073, sto
daje 0.7970.6 = 7.679 x 10_3. ]

Primijetimo da smo u primjerima [2.2]1[2.6] odnosno primjerima [2.5 i 2.7 koristili
po dvije razlic¢ite metode za rjesavanje istog problema, i rjeSenja se podudaraju do na
osmu, odnosno do na petu decimalu, respektivno. Opéenito vrijedi da pretpostavke o
uniformnoj distribuciji smrti i konstantnom intenzitetu smrtnosti daju vrlo slicne re-
zultate. Razlog tomu mozemo vidjeti iz sljede¢ih aproksimacija. Pod pretpostavkom
konstantnog intenziteta smrtnosti,

*

=1—€e" ~p

*

pod uvjetom da je p* maleniza 0 <t <1,
e =1— e 2yt

Drugim rijecima, aproksimacija od ;q, jednaka je aproksimaciji od ¢, pomnozenoj s
t, sto je upravo ono Sto daje i pretpostavka o uniformnoj distribuciji smrti.

2.3 Nacionalne tablice smrtnosti

Tablice smrtnosti koje se temelje na iskustvu mortaliteta na cijeloj populaciji jedne
drzave redovno se objavljuju u mnogim drzavama svijeta. Obi¢no se izraduju odvo-
jene tablice za muskarce i Zene, a ponekad i za neke druge grupe pojedinaca, npr. u
ovisnosti o pusackim navikama.

Tablica prikazuje vrijednosti ¢, x 10°, gdje je ¢, vierojatnost smrti unutar
jedne godine za odabrane navrsene dobi z, odvojeno za muskarce i Zene, za popu-
lacije Australije, Engleske i Walesa te SAD-a. Ove tablice konstruirane su koristeci
evidenciju smrti u pojedinoj dobi, ili mali broj uzastopnih godina i procjenu popula-
cije u sredini tog perioda. Relevantno razdoblje istaknuto je u naslovu svakog od tri
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Australska tablica Engleska tablica  Americka tablica

smrtnosti smrtnosti smrtnosti
2000.-2002. 1990.-1992. 2002.

x  Muskarci Zene Muskarci Zene Muskarci Zene
0 567 466 814 632 764 627
1 44 43 62 55 53 42
2 31 19 38 30 37 28
10 13 8 18 13 18 13
20 96 36 84 31 139 45
30 119 45 91 43 141 63
40 159 88 172 107 266 149
50 315 202 464 294 570 319
60 848 510 1392 830 1210 758

70 2337 1308 3930 2190 2922 1899
80 6399 4036 9616 2961 7028 4930
90 15934 12579 20465 15550 16805 13328
100 24479 23863 38705 32489 - -

Tablica 2.2: Vrijednosti ¢, x 10° iz nekih nacionalnih tablica smrtnosti

stupca. Podaci za najstarije dobi iznimno su nepouzdani. Iz tog razloga, tablica za
SAD ne prikazuje vrijednosti g, za dob 100 i starije.

Za sve tri nacionalne tablice te neovisno o spolu, vrijednosti ¢, prate isti uzorak
kao funkcija dobi, z. Iz tablice opazamo sljedece Cinjenice:

e Vrijednost g relativno je visoka. Stopa smrtnosti po rodenju, tzv. perinatalna
smrtnost, visoka je zbog komplikacija koje mogu proizaci iz kasnijih stupnjeva
trudnoce i samog procesa poroda. Vrijednost ¢, ne postize ponovno tako visoku
razinu sve do dobi od otprilike 55 godina (vidi i [I} str. 51., slika 3.1])

e Stopa smrtnosti mnogo je niza nakon navrsene prve godine — manja je od 10%
svog iznosa u prvoj godini, te pada do dobi oko 10 godina.

e Na spomenutoj slici [T}, str. 51., slika 3.1] vidimo da muska i Zenska smrtnost
znacajno divergiraju u kasnim tinejdzerskim godinama, pri cemu muska smrt-
nost strmije raste. Ovakva pojava nije prisutna samo medu mladim odraslim
muskarcima iz razlicitih populacija diljem svijeta, nego je i znacajka povijes-
nih populacija u drzavama poput Ujedinjenog Kraljevstva, gdje su se podaci o
smrtnosti prikupljali kroz poprilicno mnogo vremena. Ovaj fenomen ponekad
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se naziva ”izbo¢ina nesreca” (eng. "accident hump”), budué¢i da mnogo smrti u
toj dobi kod muskaraca nastupi uslijed nesrece.

e Stopa smrtnosti raste od dobi 10, pri ¢emu je zbog spomenute ”izboc¢ine nesrec¢a”
rast relativno velik izmedu dobi 10 i 20 za muskarce, nakon cega slijedi skromniji
rast izmedu dobi 20 i 40, te postojani rast nakon dobi 40.

e Za svaku dob, svih Sest vrijednosti ¢, usporedive su, pri ¢emu je za svaku drzavu
stopa smrtnosti za Zene u pojedinoj dobi uvijek malo manja nego za muskarce.

e Gompertzov model predstavljen u prvom poglavlju relativno je jednostavan,
s obzirom da zahtijeva samo dva parametra te je u sklopu njega intenzitet
smrtnosti jednostavnog funkcijskog oblika, p, = Bc®. U prvom smo poglavlju
ustanovili da ovaj model ne pristaje dobro u svim dobima. Iz slike [I], str.
51., slika 3.1] jasno je da ovaj model ne moze dobro opisati perinatalnu smrt-
nost, niti ”7izboc¢inu nesre¢a”. Ipak, stope smrtnosti u kasnijim dobima bolje
se ponasaju te se Gompertzov model cesto pokazuje korisnim u starijim do-
bima. Primjerice, na slici [I, str. 52., slika 3.2] mozemo vidjeti krivulju stope
smrtnosti muskaraca starije dobi u SAD-u 2002. godine zajedno s Gompertzo-
vom krivuljom prilagodenom tablici smrtnosti za isto razdoblje. Mozemo uociti
kako Gompertzova krivulja poprilicno dobro prianja stvarnim podacima, $to je
posebno impresivno uzmemo li u obzir da je Gompertz ovaj model predlozio
1825.

Zadnja opaska vezana uz tablicu je da uoc¢imo da smo usporedivali tri naci-
onalne tablice smrtnosti koriste¢i vjerojatnosti umiranja unutar jedne godine, g¢,, a
ne intenzitet smrtnosti, u,. To je iz razloga Sto se vrijednosti u, ne objavljuju ni za
koju dob u americkim tablicama smrtnosti. Takoder, vrijednosti u, ne objavljuju
se za dob 0 u drugim dvjema nacionalnim tablicama — postoje tehnicki problemi u
procjeni u, unutar godine u kojoj se intenzitet smrtnosti rapidno mijenja, kao sto je
to izmedu dobi 01 1.

2.4 Dodatne opaske vezane uz tablice smrtnosti

U ovom poglavlju najprije ¢emo sazeto ponoviti neke poznate rezultate. Pretposta-
vimo da poznajemo vjerojatnosti dozivljenja ;p, (a priori ili u danom modelu koji je
opisan s F(t), S.(t), pt.). Neka je za zo < x < w {l,} tablica smrtnosti. Kao §to iz
zadanih veli¢ina [, mozemo naéi vjerojatnost dozivljenja ((2.1)), tako iz I, mozemo
nadi i vjerojatnost smrti. Ovdje dajemo poopéenja jednadzbi (2.2)) i (2.3)):
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l I, —1 I, —1
Q:vzl_ple_ :7—1 = I lm+17 tszl_tpx: - I 17+t7 (210)
uPzr — u+tPx = l+ - —; == I x +t‘ (211)

Najcesce je pocetna dob xy = 0, a tablice smrtnosti sadrze samo [, za cjelo-
brojne z, kao $to smo ranije spomenuli. U Hrvatskoj se uzima [y = 100000; u LAT
A1967-70 (u daljnjem LAT) je o = 34489. (Tablica LAT dolazi kao prilog knjizi [2].)
Medutim, to je nevazno jer ionako su u svim racunima relevantni odgovarajuci kvoci-
jenti. Uocimo da je u LAT [;09 = 0.12332121 i podrazumijeva se da je l1;90 = 0; dakle
w = 110.

Sto se tice veli¢ine d,, uz formule i uocimodajel, =0pajed, 1 = l,_ 1.

Takoder,
w—1
l, = Z dy (2.12)
k=x

Naime, Zz;; dp, = “,:;;(lk — liy1) = I — 1y, = 1. Jos je ocitiji zdravorazumski
dokaz: imamo njih I, u dobi z. Svi moraju umrijeti: netko u [x,z + 1 >, netko u
[+ 1,z +2 > ... Na ovaj nacin, polazeéi od T}, F,(t), Sz(t), fu(t), thzs tDzs Gz (2 1
stvari 4po, tj. So(t) je dovoljno), izgradimo tablice koje zorno opisuju smrtnost nase
populacije, odnosno modela. Problem je medutim u tome $to mi u praksi nemamo
nista od toga — barem ne a priori. U praksi imamo empirijske podatke i iz njih
izvedemo veli¢ine p, i ¢, konstruiramo tablice, a nakon toga sve ostalo — u obrnutom
poretku. U stvari, trazimo teorijski model. Prve tablice smrtnosti konstruirao je
Sir Edmund Halley 1693. Kod nas se one objavljuju kao sluzbeni akt u Narodnim
novinama (vidi [4]). Mogu i ne moraju biti odvojene po spolu. Mi é¢emo u nasim
primjerima koristiti LAT.

Dakle neki popis stanovnistva ili drugi empirijski izvor pomazu nam da utvrdimo,
odnosno procijenimo veli¢ine ¢,. Sad [y utvrdimo proizvoljno, a onda je dy = lyqo,
ly = lp — dy 1 induktivno dalje: d, = lqu, lys1 =1l —d,Ve =1,2,...,w— 1. Nakon

lp—1 Lot ..
toga stav1 Se 1@y = = “”,tpx = l . Time smo rekonstruirali, odnosno reetablirali

formule (2.1] . ) te . Sad dalJe modeliramo na sljedeé¢i nacin:

Glatka interpolacija — Karup-King

Najprije interpoliramo: od ¢vorova [y, [y, l5,... proizvedemo neprekidnu, ¢ak i deri-
vabilnu funkciju I(z) = [, x € [0, 00]. To se moze, ali ipak ne uz Lagrangeov interpo-
lacijski polinom budué¢i da on nec¢e dati monotonu funkciju, sto [, po prirodi stvari
mora biti.
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Sada stavimo 1 d
=——1,=—(1 ! 2.1
o . dxlx (In(l,)),z >0 (2.13)

Sad je bitno provjeriti da smo konzistentni. Naime, ako smo veli¢ine [, izracunali iz
unaprijed danog modela u kojem smo imali F(t), S, (t) i ., onda moramo vidjeti da
je formula 1} suglasna s ranijom deﬁnicijom intenziteta smrtnosti u, iz jednakosti

(1.9): p, = So(w deU( x). Vidimo da povlaci I, = lg.po, a kako je iz ([1.12))

o = So(t), slijedi _11 L], = loSo RE) dm(loso( x)) = —#@)%So(x). Dalje je lagano.

Sad kad imamo p,, onda najprije imamo fx )] pdt = f;(oo) —lidt = =1, + 1, =1
dakle

a odavde i1

Dalje,

Aiwﬁ:—[f%mw@mdﬁ:4mm@)1mm) m%

= [, = lpexp (—/ Lt dt).
0

Dalje, (2.16)) za x + n umjesto x daje l,., = lpexp <— fOHn L dt) . Dijeljenjem s

(2.16)) dobivamo
Z:L”Jrn xT+n T
=exp | — e dt + e dt
Lo 0 0

T+n
E2 nDz = €XP <— / [t dt) :

Primijetimo da i (2.16]) i (2.17]) vrijede i za necjelobrojne x i n. Dalje,

T+n T+n
/ Lo dt:—/ Uodt =1, — lppn

ly —lynn, 1 [
:n%:—l e :l_/ lypuy dt

T+n lt T+n
= / Z_“t dt = / t—axPx Mt dt.

(2.16)

(2.17)



POGLAVLJE 2. TABLICE SMRTNOSTI 30

Nakon supstitucije y =t — & dobivamo

ndez = / yPz Moty dy. (2-18)
0

Posebno, za n = 1 dobiva se

1
0

S obzirom da sve ovisi (i moze biti izrazeno pomoéu) ., bilo bi vazno tu funkciju za-
ista i znati. Medutim, ono ¢ime raspolazemo samo su vrijednosti [, za cjelobrojne x,
te Pe, Qo, Pz, tq 2a x,t € N. Interpolaciju za [, ne znamo eksplicitno provesti, a pogo-
tovo se ne mozemo nadati nekom analitickom zapisu funkcije p,. Zato pribjegavamo
razli¢itim interpolacijama, odnosno procjenama.

(A) Iz (2.17) znamo da je ,p, = exp (— f;”n L dt>. Posebno, za n = 1 imamo

Inp, = — f;“ pe dt = —pi, 1 ako smo uzeli py ~ i, 1,Vt € [z, 2 4+ 1]. Sli¢no,

x+1 T x+1
—L(Inp, +lnp, 1) =1 (fgc+ e dt + 7 dt) =1 (J;fl it dt) ~L2op, =

pe ako smo uzeli py & ., Vt € [x — 1,z + 1]. Dakle,

1
[y R —§(lnpm +Inp, q). (2.20)

(B) Ovdje pretpostavimo da je [, kvadratna funkcija na [x-1,x+1]. Tada je
lel - lirl

20,
Naime, 1, = —i(lx)’. A sad se lako vidi: ako je f(x) = az®+ B+ na segmentu
x € [xg — h,zo + h], onda je f'(z) = W Sad se to primijeni na
f(x) =lp,x € [xg— 1,20 + 1].

L1y A (2.21)

(C) Uzmimo da je [, dovoljno puta derivabilna. Taylorov razvoj oko x daje (pisemo
znak jednakosti umjesto aproksimacije zanemarujuéi repove) I, = I, + hll, +

Ry B4 b Odavde je

2! 3! " 4!
loo =1, — 20 + 20" — gzg’ + glgj”),
loso = 1y + 20U + 21" + gl;” + glg(f“),
ooy =1, — U+ %l - éz + 2—14l§;'”>,

1 1 1 .
_ / i e A 1 ()
ot = lo L 5l 4+ 2 4+ 10,
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Od prve jednakosti oduzmemo drugu, od trece ¢etvrtu pa dobivamo [, o —1,10 =
—(4l + %l;”), lom1—lppr = — (20 + %l;f’). Odavde je I, 9 —lpyo — 8(lp—1 — lp11) =
121, Sad p, = — & daje

(8(lx—1 - la:—H) - (la:—Z - lx+2))' (2'22)

2.5 Karupov interpolacijski polinom

Neka je dan konacan niz tocaka (zo,vo), (Z1,%1),--, (Tn,¥n),n € N, na grafu ne-
poznate funkcije f; dakle vrijedi f(x;) = y;,i = 0,1,...,n. Opéenito, problem in-
terpolacije je problem nalazenja funkcije g definirane na segmentu [xg, x,], ili Sire,
takve da vrijedi g(x;) = y;,7 = 0,1,...,n. (Ovdje i u daljnjem pretpostavljamo da je
rg < 1 < -+ < x,.) Posebno, zelimo da funkcija g ima ¢im vise dobrih svojstava.
Uzmemo li, npr. funkciju g kao Lagrangeov interpolacijski polinom, g ¢e biti ne samo
neprekidna, nego i beskona¢no puta derivabilna. Problem je, medutim, u tome sto
vrijednosti ¢'(x;) nisu ni u kakvoj vezi s f’(z;). Ako pak zelimo da se u tockama x;
podudaraju i derivacije funkcija f i g (mozda ne samo prve derivacije, nego eventu-
alno i neke derivacije viseg reda), mozemo se posluziti Hermiteovim interpolacijskim
polinomom. No, tu se javljaju dva problema. Prvo, Hermiteov polinom je polinom
visokog stupnja. Drugo, i vaznije, mi mozda i zelimo neku kontrolu nad derivacijama
funkcije g, ali najcesée ne poznajemo derivacije funkcije f pa Hermiteova metoda nije
upotrebljiva.

Karupova metoda kao rezultat daje derivabilnu funkciju ¢ koja je po dije-
lovima (na svakom pojedinom segmentu [z;,z;11]) jednaka restrikciji nekog poli-
noma 3. stupnja. U c¢emu je prednost u odnosu na Lagrangeov interpolacijski
polinom? (Sjetimo se da je on beskona¢no puta derivabilan.) Prije svega u kon-
troli stupnja; Lagrangeov polinom bit ¢e stupnja n — 1, dok Karupova metoda
operira s polinomima stupnja 3, ma kako n bio velik. Drugo, ukoliko imamo be-
skonacan niz tocaka (xo,vo), (z1,¥1), (T2, y2), ... Lagrangeova metoda vise nije pri-
mjenjiva. Doduse, mozemo konstruirati Lagrangeove interpolacijske polinome za sva-
kih n toc¢aka i pomicudi "prozor” (tj. najprije za (xo,yo), (1,1),- - -, (Tn, Yn), potom
(Tra1, Ynt1), (Tna2, Ynao)y - -+ (Ton, Yon) 1td.) 1 sve to ”zalijepiti”, ali sada gubimo de-
rivabilnost u tockama lijepljenja. S druge strane, Karupova metoda primjenjuje se
induktivno, bez razlike, tj. neovisno o tome je li niz ¢vorova konacan ili beskonacan.

U daljnjem ¢emo pretpostaviti da je dan niz (zo,yo), (1,91),- -+, (Tn, Yn),n € N,
pri ¢emu je x; 1 —x; = 1,¥i = 0,1,...,n—1. (Slucajevi kad évorovi nisu ekvidistantni
ili kad je x;41 — x; = const. # 1 rjeSavaju se odgovarajuéom zamjenom varijabli.)
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Ideja: Pogledamo 4 uzastopne tocke: (z;_1,yi—1), (Ti, ¥i), (Tiv1, Yiv1)s (Tivo, Yiva),

a interpoliramo samo na segmentu [x;,z;41]. Lagrangeovom metodom interpolirali
bismo polinomom 1. stupnja, a Karupovom metodom polinomom 3. stupnja: y(h) =
a+ bh + ch? + dh3,h = x© — x; € [0,1], pri ¢emu koeficijente a, b, c,d tek trebamo
odrediti. Uoc¢imo da za h =01 h = 1 dobivamo x = x; i * = x;,1, respektivno. Sad
uvjeti y(0) = y;, y(1) = y;41 daju jednakosti

(1)
(2)

a = Y;.

a+b+C+d:yi+1.
Nadalje, zahtijevat ¢emo da derivacije u rubnim tockama, dakle 3'(0) i 3/(1)
poprimaju unaprijed zadane vrijednosti koje ¢emo odrediti na sljede¢i nacin.

Pogledajmo prvo lijevi kraj, tj. tocku x;. Pogledajmo Lagrangeov interpolacijski

i (3) 1 e L ' . T . ‘ .. .
polinom L;” koji prolazi tockama (z;_1,vyi—1), (Zi, i), (Tiz1, Yir1). Uotimo da je
nas lijevi kraj z; ovdje sredisnja tocka. Sad je plan da postignemo

y'(0) = (L) ().

Dakle, zelimo da derivacija funkcije y u lijevom kraju segmenta s kojim radimo (to
je [zi, x;41]) bude jednaka derivaciji Lagrangeovog polinoma u prozoru duljine 2
kojemu je x; srediSnja tocka. Potpuno analogno postupimo u desnom kraju z;,1.
Pogledamo tocke (z;, ¥;), (Tiv1, Yit1), (Tiv2, Yire), pogledamo pripadajuéi Lagran-
geov polinom LS’BI i zahtijevamo

y'(1) = (L)) (wi41).

Lema 2.1.
@ _ 1
L7 (z) = §<$ — ) (7 — Tig1)yio1 — (T — 221) (T — Tig1)Ys
1
+ 5@ = zin) (@ — 2i)yin
G Gedi L2 ) = vt L) = 4 L (2.0 0) = vty (imai
Dokaz. Ocito vrijedi L, (x;—1) = yi—1, L;” (x:) = vi, L;” (zi11) = yir1 (imajmo
na umu da je x4 — x; = x; — T = 1). ]
Lema 2.2.

1

(ngs)),(xi> = §(Z/i+1 — Yi-1)
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Dokaz.
1 1
(L) (2) = (@ = zin)yior + 5 (@ — i)Yz
— (v —2iq)ys — (T — 2im1) s
1 1
+ 5(96 — ) Yiy1 + 5(33 — Ti1)Yit1,
a sad je uvrstavanjem x; tvrdnja ocita. O]

Korolar 2.1.
(Lz(i)l)/(xiﬂ) = (Yis2 — ¥i)
Sad uvjet (3) i Lema [2.2] daju

(5) b= %(yi—&-l — Yic1),
a iz uvjeta (4) i Korolara [2.1| dobivamo

(6) b4 2c+3d = 5(yir2 — ui)
Sustav jednadzbi (1),(2),(5),(6) lako je rijesiti. Dobiva se

a =Y,
1

b= = (yir — vic1),
2<y+1 Y 1)

1
c= 5(—yi+2 + 4yip1 — By + 2y,-1),

1
d= §(yz‘+2 — 3Yiy1 +3Yi — Yi1)

Time smo dobili funkciju y(h). Lako se vidi da y(h) mozemo pisati u obliku (ako
sredimo izlucujudi zadane velic¢ine y;_1, ¥i, Yit1, Yitr2)

1 1 1 1
y(h) = _§h(h_1)2yi71+§(h_1)<3h2_2h_2)yi_§h(3h2_4h_1)yi+1+§h2(h_1)yi+2

Na ovaj nacin zavrsili smo interpolaciju na segmentu [z;, z;11]. Dobivenu funkciju na
tom segmentu (to je gornji y(h)) ozna¢imo sada s g;.

Sad se premjestimo jedan korak udesno. Interpoliramo na segmentu [x;,1, T2,
a u konstrukeiji koristimo tocke (x;,y;), (Tiv1, Yir1), (Tiv2, Yir2), (Tivs, Yirs). Uotimo
da su ovdje relevantni Lagrangeovi polinomi Lﬁ)l te Lii)Q. Dobivenu funkciju na tom
segmentu oznacimo s g;41. Uocimo da je po konstrukciji g, (2i11) = (Lﬁ)l)’(:cm);
dakle, dobili smo g/ (@iy1) = ¢;(@iy1).
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Zakljucak: ako zalijepimo ¢; s g;11, dobit éemo funkciju na segmentu [x;, ;2]
koja je derivabilna i u spojnoj tocki x;;; (jasno, derivabilnost u ostalim tockama
uopde nije sporna).

U primjeni kre¢emo od segmenta [z, x1] na kojem brinemo samo o derivaciji na
desnom kraju i onda se korak po korak pomi¢emo udesno, kako je prethodno opisano.

2.6 Spragueov interpolacijski polinom

Spragueova metoda interpolacije je poopéenje Karupove metode i koristi se takoder
zbog svojih prednosti u odnosu na Lagrangeovu metodu (jednake derivacije u tockama,
interpolacije, tj. neprekidnost derivacije) i Hermiteovu metodu (ne moraju eksplicitno
biti poznate derivacije u danim tockama). Obje metode oslanjaju se na aproksima-
ciju derivacije u danim tockama na temelju Lagrangeovih interpolacijskih polinoma.
Izmedu ostalog, ove metode koriste se u aktuarskoj matematici.

Kao i kod Karupove metode, pretpostavit ¢emo da su tocke interpolacije ekvidis-
tantne s razmakom 1 te koristimo iste oznake. Ovdje za interpolaciju na segmentu
[x;, x;11] umjesto polinoma treéeg, konstruiramo polinom petog stupnja, ¢ije su prve
i druge derivacije u rubnim tockama jednake odgovaraju¢im derivacijama Lagrange-
ovih polinoma LZ@, odnosno Lg?l. Da bismo osigurali neprekidnost derivacija prvog i
drugog reda aproksimacije na segmentu [x;, 2;11], gledamo prethodne dvije i naredne
dvije tocke, tj. promatramo 6 uzastopnih toc¢aka: (z;_o,vi2), (Ti—1,Yi-1), (Ti, ¥s),
(Zit1, Yir1)s (Tiva, Yir2), (Tigs, Yirs). Stavimo y(h) = a + bh 4 ch® + dh® + eh* + fh°,
gdje je h = x — x; € [0,1], kao kod Karupa. Takoder, za h = 01 h = 1 dobivamo
r = x;, tj. * = x;41, odnosno interpolacijski polinom mora prolaziti kroz tocke (x;, y;)
i (241, Yis1). Zapisimo derivacije aproksimacije:

v (h) = b+ 2ch + 3dh* + 4eh® + 5fh*,
y"(h) = 2c + 6dh + 12eh?® + 20 fh*.

Analogno kao u Lemi [2.2] i Korolaru 2.1 moze se pokazati

1
(L§5))/(xi) = —(Yi—2 — 8Yi—1 + 8Yit1 — Yit2)

12
(L(5))'(27‘ ):i( — 8yi + SYisa — Yiss)
i+1 i+1 12 Yi—1 Yi Yit2 — Yi+3)s

odnosno za drugu derivaciju

1
(Ll@)”(%) = ﬁ<_‘%_2 + 16y;-1 — 30y; + 16yi11 — Yit2)

1
(Lgi.)1)”<xi+1) = E(—?Jiq + 16y; — 30y;41 + 16Yit2 — Yiys3)-
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Dakle, imamo sustav od 6 jednadzbi:

y(0) =a =y
yl)=a+b+c+d+e+ f=yin
1
y'(0)=0b= 12( — 8yi—1 + 8Yiy1 — Yiv2)
1
y(1) =b+2c+3d+4e+5f = 2(% — 8y + 8Yit2 — Yit3)
" o 1
y"'(0) = 2c = 12( Yieo + 16y;_1 — 30y; + 1641 — Yiso2)

1
y"(1) =2c+6d+ 12+ 20f = 2( Vi1 + 16y; — 30y;41 + 16yi12 — Yits)

RjeSenje tog sustava je:

a =1Y;
1
b= E(yi—Q — 8yi—1 + 8Yiy1 — Yit2)
1
1
d 24( 9yl 2 + 39yl 1 — 70?/1 + 66yz+1 — 33yl+2 + 7yz+3)
1
€= 24(13,% — 64y, + 126y; — 124y,41 + 61y,40 — 12y;43)
1
f= 24( 5Yi—2 + 25yi—1 — 50y; + 50yiy1 — 25¥iq2 + 5Yiy3)
Sredivanjem dobivamo izraz za y(h) preko 6 zadanih veli¢ina y; o, ..., Y13 :

1
y(h) = ——h(h 1)3(5h + 2)yi_o + ﬂh(h 1)(25h% — 39h% + 16)y;_1
1

1
12(h — 1)(25h* — 38h* — 3h* + 12h + 12)y; + Eh(25h‘l — 62h* + 33h* + 8h + 8)yi 1
1
- ﬂh(h — 1)(25h* — 36h* — 3h — 2)y; 0 + ﬂh3(h —1)(5h — T)yiss

Ovime smo demonstrirali postupak nalazenja interpolacije na segmentu [z;, z;y1].
Ostatak procesa analogan je kao kod Karupove interpolacije.



Poglavlje 3

Primjena rezultata uz Karupovu
interpolaciju

U ovome poglavlju, koriste¢i podatke za muskarce iz [4] izvest ¢emo konkretnu formulu
za [, u svakoj dobi, pri ¢emu ¢emo provesti Karupovu interpolaciju.

3.1 Racunanje koeficijenata

Neka su dane vrijednosti [, zan = 0,1,2,...,100, 101, pri cemu je [y = 100000, l1¢; =
0. Trazimo funkciju k na segmentu [0, 101] tako da k bude derivabilna na (0, 101) te da
vrijedi k(n) =1, Vn i k'(t) < 0,Vt € (0,101). Ovdje ¢emo radi potpunosti na jednom
mjestu ponoviti neke rezultate iz prethodnog poglavlja, no s drukcijim oznakama.
Stavimo k; = k|si41,¢ = 0,1,2,...,100. Svaki k; trazimo u obliku k;(i + h) =
fi(R), fi(h) = a; + bih + c;h* + d;h3 (i =1,2,...,99) uz uvjete

fi(0) = 1, fi(1) = liya, f;(0) = %(lm — i), fi(1) = %(ZH-Q) — i (3.1)

Uvjeti (3.1)) daju jedinstveno odredene a;, b;, ¢;, d; jednadzbama

a; = lz
1
bi = §(Zi+1 - li—l)
(3.2)
al+bl+cz+dz :li—i-l

1
bi + 2CZ' + 3dl = §(li+2 - lz)

36
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Jedinstveno rjesenje sustava (3.2) je

a; = 1,
1
b; = §(li+1 —liz1),
1 (3.3)
¢ = 5(_li+2 + 4lip1 — 5l + 21;_1),
1
d; = §<li+2 —3lip1 4+ 3L — 1),

tako da dobivamo

1 1
fi(h) = li 4+ = (liga = Lic)h + S (=liga + 4lipy — 5l + 2;_1)h?
2 2 (3.4)

1
+ §(li+2 — 3l7;+1 + 3l; — li_l)hg,
1
fi(h) = §(li+l —lic1) + (—ligo + 4y — 5L+ 20,1)h
2 2 (3.5)
+ §(Zi+2 — 3li+1 + 3l; — li_l)h .

Dodatno moramo konstruirati funkcije fo(h) 1 figo(h). Uvjeti na funkciju fy su fo(0) =
lo, fo(1) =11, f§(1) = f1(0) = 1(Is — ly), odakle slijedi rezultat

1 1
fo(h) =1y + 5(—12 + 4l — 3lo)h + 5(12 — 2y + lp)h?, (3.6)
1
fo(h) = 5(—12 + 4l — 3l) + (I — 21 + lo)h. (3.7)
Sad jos uoc¢imo da vrijedi
1

Kad se uzme u obzir da je [y = 100000,l; = 99488, 1, = 99426, nejednadzba (3.8)

postaje 450h < 737, tj. h < 1,638, a to pokazuje da je f{(h) < 0,Vh € (0,1), dakle,

fo opada na cijelom segmentu [0, 1], kako smo i zeljeli.

Analogno, moramo definirati figo(h) za h € [0,1] tako da zadovoljava uvjete

f100(0) = Lo, froo(1) = 0, f1o0(0) = fie(1) = 3(lior — log) = ilog. Trazimo figo u
a100 = l10o

obliku fig0(h) = a0 + brooh + ci00h?® pa imamo uvjete < aigo + bigg + oo =0 1z
bioo = —3lgo

kojih slijedi c190 = —a100 — b100 = —l100 + %lgg pa dobivamo

1 1
fro0(h) = lioo — 5199h + (—l100 + §l99)h2> (3.9)
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1
fioo(h) = —5199 + (—2l100 + lgg) - (3.10)

Jos zelimo da fi99 opada na cijelom intervalu [0, 1], dakle zelimo da vrijedi fi,,(h) <
0,Vh € (0,1). Uocimo da je fipg(h) < 0 <= (=200 + log)h < 3lg9. Kad se uzme
u obzir da je lgg = 309 i l19p = 188, dobivamo nejednadzbu —67h < %309, odnosno
h > —i’—gi, Sto znaci da f opada za sve h > _%’ pa posebno i na segmentu [0, 1].

Ovime smo konstruirali funkciju k& na cijelom segmentu [0, 101]. Osigurali smo
da vrijedi k(n) = l,,Yn = 0,1,2,...,101 i postigli da je k derivabilna na cijelom
intervalu (0,101). Naime, derivabilnost na svakom intervalu (i,7 + 1) neupitna je, a
u ¢vornim tockama ¢ = 1,2, ...,100 imamo lijevu i desnu derivaciju i one su jednake
jer vrijedi f{(1) = f;,,(0),Vi =0,1,...,100. Sad je jo§ preostalo osigurati da & bude
padajuca funkcija na cijelom segmentu [0,101]. To znaci da sve funkcije f; budu
padajuce na segmentu [0, 1]. Ve¢ smo postigli da su funkcije fo i fio0 (dvije rubne,
jedine dvije koje su kvadratne) padajuce. Ostaje vidjeti sto je s funkcijama f; za
i=1,2,...,99.

Uzmimo proizvoljan i,1 < i < 99. Znamo da je f;(0) = I; > ;i1 = fi(1) i
vrijedi f;(0), fi(1) > 0. Funkcija f; je derivabilna na cijelom R i osim toga vrijedi
F10) = 3(lisa — lim1) < 0, f{(1) = 3(liz2 — ;) < 0. Kako je f/ neprekidna funkcija,
znamo da je f/(h) < 01 u nekoj okolini oko h = 0, a takoder i u nekoj okolini oko
tocke h = 1. Zanima nas ponasanje funkcije f/ na [0, 1]. Jedini na¢in da f/ poprimi
pozitivnu vrijednost negdje u intervalu (0, 1), s obzirom da je f/ kvadratna parabola,
je da joj je tjeme u nekoj tocki hy € (0, 1), da ta tocka bude maksimum, te da vrijedi
fl(ho) > 0. Nadimo to tjeme; treba rijesiti jednadzbu f/'(hg) = 0. Iz slijedi da
je

(_li+2 + 4li+1 — 5lz + 2[1‘_1) + 3(lz‘+2 — 3lz‘+1 + 3[1 — li_1>h0 =0. (311)
Jos uo¢imo da je relevantan predznak od f/”(hg). 1z dobivamo

f"(h) = 3(liya — 3liw1 + 3l; — 1i1). (3.12)
Razmotrimo prvo moguénost da je (to se zaista moze dogoditi u praksi)
livo —3liv1 +3l; — ;1 = 0. (3.13)

Ako vrijedi (3.13)), onda zapravo imamo

1 1
fl(h) = ll + §(li+1 — li_l)h + 5(—li+2 + 4li+1 — 5[1 + 2li_1)h2 (314)

1
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Ako dakle vrijedi (3.13)), onda je f/ linearna funkcija pa nema problema — s obzirom

da su vrijednosti f/(0) i f/(1) negativne, jasno je da ¢e tada f! biti negativna i za sve
h izmedu 0 i 1.

Dakle, jedini nacin da se problem dogodi je da istodobno budu ispunjeni sljedeéi

uvjeti:

livo—3liv1 +3l; —1;1 #0 (3.16)

livo — 4lip1 + 5l — 21,4

3([,‘4.2 — 3li+1 + 3[2 — li—l)

livo —3liy1 +3l; — ;1 <0 (ovo znaci da f; u tocki hg ima maksimum) (3.18)

hy = € (0,1) (ne smeta ako je hg =01ili hg = 1) (3.17)

1
§(lz'+1 — L) + (=liyg + 4lipy — 5l + 2,1 ho
3
+ 5 (live = 3lisa + 3L — li_)h2 >0 (3.19)

(ovaj uvjet znaci da je f!(hg) > 0)

Ukoliko su svi uvjeti - ispunjeni, graf funkcije f/ na segmentu [0, 1] dvaput
sijeCe os apscisa i imamo problem — funkcija f/ nije monotona, tj. nerastuca.

Provjerom na stvarnim podacima vrijede li sva ta 4 uvjeta za pojedine 7,7 =
1,2,...,99, nalazimo da je jedini problem u funkciji f;. Nademo da je

fi(h) = 99488 — 287h + 435.5h — 210.5h%,
fi(h) = —287 + 871h — 631.5h2,
"(h) = 871 — 1263.5h,

pa izlazi hg = 0.68963: to je tocka maksimuma funkcije f/ i f/(ho) = 13.333. Sad
uo¢imo sljedece: svaku od funkcija f;,7 =1,2,...,99 mozemo zamijeniti funkcijama
i, takoder zadanima na intervalu [0, 1] sa

gi(h) = a; + bih + (¢; + v)I* + (d; — 27)h* + vh? (3.20)
Uoc¢imo da je
gi(h) = b + 2(c; +7)h + 3(d; — 27)h* + 4yh? (3.21)
Sad primjecujemo da je
gi(0) = a; = fz(o)
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Dakle, i funkcija g; zadovoljava trazene rubne uvjete i sad mozemo pokusati naci
tako da g; bude padajuca na ¢itavom intervalu (0, 1). To znaci da trazimo 7 takav da
bude g(h) < 0,Vh € (0,1).

Znamo da je

1

9;(0) = b; = §(li+1 —li—1)

1
9i(1) = b; +2¢; + 3d; = §<li+2 —1;)
U konkretnom sluc¢aju imamo ¢ = 1,by = —287,¢; = 435.5,d; = —210.5, pa je

gy (h) = —287 4 (871 4 27)h + (—631.5 — 6v)h* + 4vh?
gl (h) = 871 + 2y + (—=1263 — 12y)h + 12vh>.

Kritiéne tocke za funkciju gj(h) rjesenje su jednadzbe ¢f(h) = 0; dakle
1 1
hio = 5= (1263 + 127 £ (1263 + 129)?) — 483(871 + 27))3) (3.22)
f)/

Funkcija pod korijenom neka se oznaci sa s(vy). Pokazuje se da s(y) ima minimum
u tocki 79 = 119.75 te da je s(y) > 0. Dakle, pod korijenom u ({3.22)) uvijek imamo
pozitivnu vrijednost i najmanju vrijednost dobivamo za v = 119.75. Uzmimo

v =120 (3.23)
Sada imamo

gi(h) = —287 4+ 1111h — 1351.5h% + 480h3
g/(h) = 1111 — 2703k + 1440h*

Kritiéne tocke funkcije gj su

1 1
hia = 2880(2703 + v906849) = 2880(2703 + 952, 286),
odnosno h; = 0.608 te hy =~ 1.269. Vidimo da je samo h; kandidat za ekstrem funkcije
g1 naintervalu (0, 1), stoga direktnim uvrstavanjem provjeravamo i dobijemo ¢} (hy) ~
—3.230. Bududi da u tockama 0 i 1 funkcija ¢ takoder ima negativne vrijednosti, to
znaci da g] ne mijenja predznak na (0, 1), odnosno da je funkcija g; padajuc¢ana (0, 1),
Sto smo i zeljeli osigurati. Ovime smo izveli konkretnu interpolaciju i opravdali sve
potrebne detalje.
Rekapitulirajmo: interpoliranu funkciju [ oznacimo s k koja je slozena od k;.
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1.
1 1 )
ko(h) = lo + 5 (=l + 4l = 3lo)h + 5 (I = 21 + lo) %,
1 1
2.
1 1 )
ki(h) =11 + 5(l2 —lp)h + 5(—l3 + 41y — 51y + 21y + 240)h
1
+ 5(53 — 3y + 31, — Iy — 480)h* 4 120h*
1 1
k1(0) = Flz = lo) = —287, k(1) = Sls —h)
3.
1 1 )
kz(h) - ll + §(Zi+1 - li_l)h -+ 5(—li+2 + 4li+1 - 5[1 + 2[1_1)h
1
+§(zi+2 —3lig1 + 3l — i_)R?
1 1
ki (0) = 5 Uir =), ki(1) = S Ulivz = 1)
4.

1 1
k100(h) = li00 — Elggh + (—li00 + 5599)]12

1 1
K100(0) = —5199, k100(1) = —2l100 + 5199

3.2 Graficki prikaz

Interpoliranu funkciju [ oznacenu s k i sastavljenu od k; na gore prikazan nacin
definirali smo u programu jezika Matlab i potom graficki prikazali. Rezultat mozemo
vidjeti na slici Vidimo da je funkcija [, uistinu i naocigled izgladena.

Kao sto je ve¢ ranije receno, tesko je do¢i do analitickog zapisa funkcije pu, i stoga
ju aproksimiramo pomocu vrijednosti [,. Tocnije, ovdje smo koristec¢i vrijednosti [,
za sve x izmedu 0 i 1 s korakom 0.05 te aproksimacijske formule i
konstruirali pripadne grafove za u,. Slika dobivena je uz aproksimaciju u, iz
formule , tj.
la:—l - l:c+1

Mg = 2lz 9
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x 10
10 . . .

L - broj Zivikh mudkih osoba u dobd @
i

] 20 40 &0 20 100
o - dob ke azabe

Slika 3.1: Izgladena funkcija [, dobivena Karupovom interpolacijom

a slika [3.3| uz aproksimaciju iz ([2.22)), tj.

Mz (8(l$—1 - l:c—i—l) - (lz—2 - l:v+2))-

~ ol

Kod obje aproksimacije u slu¢aju pojavljivanja nule u nazivniku cijeli smo rezul-
tat izjednacavali s nulom. Vidimo da se nijedna od ove dvije aproksimacije ne ponasa
tako dobro kao aproksimacija [, Sto je razumljivo s obzirom da je sam proces dobi-
vanja aproksimacije [, puno sofisticiraniji te je ovdje u oba slucaja u, dobivena kao
aproksimacija na temelju aproksimacije. Ipak, s obzirom na nedostupnost egzaktnih
formula za p,., i ovakve aproksimacije u praksi mogu dobro posluziti.
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Sazetak

U ovome radu najprije predstavljamo modele dozivljenja, pri ¢emu definiramo os-
novne pojmove aktuarske matematike i uvodimo pripadnu notaciju. Poseban na-
glasak stavljamo na tablice smrtnosti i ono $to iz njih mozemo izvesti, kao Sto su
primjerice vjerojatnosti smrti i dozivljenja te aproksimacija intenziteta smrtnosti.
Sredisnje mjesto rada zauzima upravo interpolacija empirijskih podataka o broju
zivih osoba pojedine cjelobrojne dobi pomoc¢u Karupove metode, sto na kraju rada i
graficki prikazujemo.



Summary

In this thesis we firstly introduce survival models, wherein we define fundamental
notions of actuarial mathematics and introduce actuarial notation. Special attention
is given to the life tables and all that can be derived from them, such as death and
survival probabilities or approximation of the force of mortality. The centrepiece of
the thesis is the very interpolation of empirical data about the number of persons
alive at particular integer age using Karup’s method, which is graphically displayed
at the end of the thesis.
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