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Uvod

Homoloska algebra se u 20. stolje¢u razvila kao neprocjenjiv alat u matematici. Kako
su se razvijale (ko)homoloske teorije, bila je sve vec¢a potreba za teorijom koja bi ih
objedinila u jedan jezik. Upravo je to jedna od osnovnih motivacija za razvoj teorije
kategorija, koja ubrzo postaje jezik u kojem se homoloska algebra proucava. Moduli
i linearna preslikavanja ¢ine kategoriju te se pojam modula poopcuje kroz teoriju
Abelovih kategorija dok se kohomoloske teorije proucavaju kao funktori koji djeluju
na kolancanim kompleksima.

U ovom radu uvodimo osnovni jezik teorije kategorija, pojam funktora, prirodne
transformacije te limesa. Svojstva kategorije modula, poput postojanja direktnih suma,
jezgri i kojezgri te prisutnost prvog teorema o izomorfizmu aksiomatski se daju za Abe-
love kategorije. U ovom kontekstu dobivamo rezultate koristeéi iskljuc¢ivo univerzalna
svojstva, a ne koriste¢i elemente. Ovakav pristup nam omogucuje prvenstveno da ne
ponavljamo argumente za kategorije koje izgledaju kao kategorija modula, ali to nisu.
Definiramo aditivnu strukturu na kategoriji koja se Cesto javlja u primjenama. Radi
se o tome da izucavajuci preslikavanja u odredenim kategorijama, poput kategorija
Abelovih grupa ili vektorskih prostora, dobivamo bogatiju strukturu nego sto je to sam
skup. Apstraktno izuc¢avamo svojstva takvih kategorija i pokazujemo da je to nuzan
kontekst u kojem ima smisla pric¢ati o matricama. Uvodimo pojam Abelove kategorije,
sto je kategorija s aditivnom strukturom, ali koja uz to posjeduje i jezgre te kojezgre,
u kojima imamo dobro definiran pojam slike morfizma te u kojoj vrijedi prvi teorem o
izomorfizmu. Posebno izucavamo pojam egzaktnosti bez kojeg kohomoloske teorije ne
bi niti imale smisla. Zatim paznju posve¢ujmo lokalizaciji kategorija, konceptu koji
uvelike poopcéuje pojam lokalizacije prstena u algebri. Dok za prstene uvodimo inverze
nekom skupu elemenata, ovdje uvodimo inverze skupu morfizama te dajemo uvjete
(tzv. Oreovi uvjeti) uz koje ¢emo imati strukturu razlomaka morfizama. Nastavljamo
definirajuci kategorije kolancanih kompleksa, nuznih da bi se definirala kohomologija.
Dokazana su neka osnovna svojstva kohomologije i veze s egzaktnoséu. Naime, u svo-
jevrsnom smislu kohomologija mjeri koliko je kompleks daleko od egzaktnog. Konacno,
uvodi se pojam derivirane kategorije, kao lokalizacije kategorije kompleksa po skupu
kvazi-izomorfizama - to su oni morfizmi kompleksa koji su izomorfizmi preslikani na
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kohomologiju. Cilj je poistovjetiti komplekse s izomorfnom kohomologijom, jer upravo
je to centralni pojam u homoloskoj algebri. Osnovna motivacija za ovaj pojam su
derivirani funktori. Jedan od velikih problema u teoriji je mnostvo funktora koji
nisu egzaktni, primjerice hom-funktori, ve¢ samo lijevo egzaktni. Derivirani funktor
prosiruje djelovanje lijevo egzaktnog funktora s Abelove kategorije na kategoriju
kompleksa i to na nac¢in da se dobiju svojstva egzaktnosti u odredenom smislu. Rad
zakljucujemo s dokazom egzistencije i jedinstvenosti deriviranog funktora.
Zahvaljujem se svome mentoru, prof. dr. sc. Pavlu Pandzi¢u koji mi je pomogao
odabrati temu koja odgovara mojim interesima te na nesebi¢noj podrsci i pomodi.
Takoder se zelim zahvaliti svojoj obitelji koji su mi uz neizmjernu ljubav i podrsku
omogucili skolovanje te otvorili vrata u svijet. Konacno se zahvaljujem svojim prija-
teljima, posebice kolegama s fakulteta, bez ¢ije pomodi i prijateljstva ne bih uspio.



Poglavlje 1

Teorija kategorija

1.1 Osnove teorije kategorija

U ovom odjeljku uvodimo najvaznije pojmove u teoriji kategorija te izricemo neke
bitne rezultate bez dokaza. Citatelja upuéujemo na [7], [2], [4], [3], [6].

Univerzumi

Prije nego sto krenemo s ekspozicijom osnova teorije kategorija, potrebno je nesto reci
o fundacijama koje ¢emo koristiti. Teorija kategorija je visoko apstraktna matematicka
teorija te bi bi zeljela uhvatiti totalnost odredenih matematickih objekata, poput
kolekcije skupova i grupa, koje prema Russelovom paradoksu ne mogu ¢initi skup.
Ipak, unutar ZFC-a mozemo razmatrati kategorije skupova, grupa i sli¢no, koristeci
predikate prvog reda poput (G, -) je grupa” i tako formirati totalnost svih grupa.
Tako u tom okviru s obzirom na veli¢inu klase objekata kategorije su male ili velike, u
prvom slucaju ako imamo skup objekata, a u drugom ako imamo pravu klasu objekata.
Cesto se koristi i pojam lokalno male kategorije za veliku kategoriju ¢ije su hom-klase
skupovi. S malim kategorijama ne¢emo imati problema, no, s velikim kategorijama
smo dosta ograniceni u konstrukcijama, a tipi¢ni primjeri kategorija, poput skupova ili
grupa, ¢ine lokalno male kategorije. Jedan od nacina da prosirimo mogucnosti je uzeti
neko konzervativno prosirenje ZFC-a poput NBG teorije skupova, ili nekonzervativno
poput MK teorije skupova, koje aksiomatiziraju pojam klase, a tada predikatima prvog
reda moZzemo formirati ,klasu svih klasa” (za koju se koristi naziv konglomerat) te za
posljedicu pricati o malim, velikim i vrlo velikim kategorijama. Konkretniji pregled
moze se prona¢i u sjajnom clanku Michaela Shulmana ([10]). Kako bismo izbjegli
takva teorijsko-skupovna razmatranja, okre¢emo se rjesenju Alexandra Grothendiecka
te uvodimo pojam univerzuma.
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Definicija 1.1.1. Skup U zovemo univerzum ako vrijedi:

(i) yexeU=yel,

(7i7) ako je I € U i {xy}aer indeksirana familija elemenata iz U, onda je Uyer o € U,

)

(i) v e U= Px) elU,
)
)

(i) Nel.

Zahtjev N € U sprjecava () i V,, prazan skup i skup hereditarno konac¢nih skupova,
da budu univerzumi. V,, primjerice zadovoljava sve aksiome ZFC-a osim aksioma
beskonac¢nosti. Nije tesko vidjeti da univerzum, ako postoji, zadovoljava sve aksi-
ome ZFC-a, dakle je njegov model, a tada prema Godelovom drugom teoremu o
nepotpunosti slijedi da postojanje univerzuma ne mozemo dokazati unutar ZFC-a (uz
pretpostavku da je ZFC konzistentan). Stoga ZFC-u dodajemo aksiom:

Za svaki skup x postoji univerzum U takav da je x € U.

Ocito je rije¢ o nekonzervativnom prosirenju ZFC-a, jer kao Sto smo veé¢ naveli,
svaki je univerzum U model ZFC-a te dokazuje njegovu konzistentnost. Drugim
rije¢ima, fundacijski okvir u kojem radimo je jac¢i od uobicajenog. Ipak, neznatno je
jaci bududi da je postojanje univerzuma ekvivalentno postojanju nedostiznih kardinala
(zaista, U je univerzum ako i samo ako postoji nedostizni kardinal x takav da je
U = V), a to su najslabiji veliki kardinali koji se proucavaju u teoriji skupova.
Hijerarhija velikih kardinala seze puno dalje od toga, i nakon cijelog 20.-og stoljeca,
jos uvijek se postojanje mnogih od njih nije pokazalo inkonzistentno sa ZFC-om. U
radu Penelope Maddy Believing the Azioms ([8]) daje se vrlo sistematican pregled
nekih aksioma u teoriji skupova s afirmativnim i negativnim arguementima za svaki
od njih.

Skup z € U zovemo U-malim. U nastavku se ne¢emo posebno obazirati na ovaj
formalizam, ako ne bude potrebe, osim u poglavlju 1.3 Lokalizacija kategorija gdje
nam se moze dogoditi da moramo prije¢i na ve¢i univerzum od pocetnog kako bi imali
egzistenciju, sto ne bismo mogli unutar ZFC-a, osim za male kategorije, koje nam
nisu interesantne u ovom kontekstu.
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Kategorije, funktori i prirodne transformacije

Definicija 1.1.2. Kategorija € se sastoji od
« skupa objekata Ob ¥,

« za svaki uredeni par (a,b) objekata u Ob %, skupa morfizama Home (a,b) tako
da vrijedi (a,b) # (¢,d) = Homy(a,b) N Homg (¢, d) = ()

« za svaka tri objekta a,b,c u Ob %, kompozicije

o: Homg(a,b) x Homyg (b, c) — Homg(a,c), (f,g)— gof

« za svaki objekt a u Ob ¥, identitete 1, € Homy(a, a),
te vrijedi

e asocijativnost kompozicije: (hog)e f = ho(ge f), za svaka Cetiri objekta a, b, c,d u
Ob € te proizvoljne morfizme f € Homy/(a,b), g € Homg (b, ¢), h € Homy(c, d),

o neutralnost identitete: fol, =1, f = f, za svaka dva objekta a,b u Ob % te
proizvoljan morfizam f € Home(a, b).

Za kategoriju € kazemo da je U-kategorija ako je Homy(a,b) € U za sve objekte
aibu®, adajelU-mala ako je U-kategorija i Ob ¥ € U. Primjetimo da je svaka
kategorija V-mala za neki univerzum V. Ako ne naglasimo drugacije, smatrat ¢emo
da su sve kategorije s kojima radimo U-kategorije, za neki fiksan univerzum . Skup
morfizama u kategoriji € ¢emo oznacavati s Mor ¢. Ponekad ¢emo umjesto a € Ob C'
jednostavno reéi da je a objekt u kategoriji €, a slicno ¢emo reci i da je f morfizam
u ¢ podrazumijevajuéi da je f € Homg(a,b) za neke objekte a i b u €. Koristit
¢emo oznaku f: a — b za morfizam f € Home(a,b) te ¢emo a zvati domenom, a b
kodomenom morfizma f i oznacavat ¢emo ih s dom f i cod f kada ne ekspliciramo
objekte a 1 b. Indeks u oznaci Homy (a, b) ¢emo ispustati kada je jasno u kojoj kategoriji
se objekti @, b i morfizam f nalaze. Takoder, ponekad ¢emo koristiti konkatenaciju za
kompoziciju morfizama, pa ¢emo umjesto g o f jednostavno pisati gf.

Za kategoriju € definiramo kategoriju €°P tako da uzmemo Ob %P := Ob (),
te Homgon (a,b) := Homg (b, a), a kompoziciju definiramo g o°? f := f o g. Lako je
provjeriti da je to zaista kategorija koju zovemo dualnom kategorijom kategoriji € te
da je (¢°P)** = ¢. Ponekad ¢emo pisati f°P € Homgos (a,b) za f € Homg (b, a), radi
naglasavanja. U teoriji kategorija, kao $to ¢emo ubrzo vidjeti, svi pojmovi imaju svoje
dualne verzije, koje dobijemo tako da ,obrnemo” morfizme i kompoziciju. Tako svaku
tvrdnju ,,z ima svojstvo ¢ u kategoriji ¥” mozemo zamijeniti logicki ekvivalentnom
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tvrdnjom ,x ima svojstvo ¢°P u kategoriji €°P”. Za posljedicu imamo da svojstvo ¢
vrijedi za sve kategorije ako i samo ako ¢°P vrijedi za sve kategorije, ili opcenitije, ako
vrijedi implikacija: ¥ modelira teoriju T" povlac¢i da €°P modelira teoriju 7', onda je
@ teorem teorije T" ako i samo ako je ¢°? teorem teorije T'. Naime, ako je ¢ teorem
teorije T, tada za svaku kategoriju ¢ koja je model teorije T imamo da ¢ vrijedi u
€°P, a tada P vrijedi u (€¢°P)”” = €, odnosno, ¢°? vrijedi u svim modelima teorije
T. Obratan smjer dobijemo buduéi da je (¢°?)°® = ¢. Taj princip zovemo princip
dualnosts i koristit ¢emo ga svakom prilikom, a nekad i implicitno.

Ako su kategorije € 1 & takve da je Ob% C Ob 2 i Homy(a,b) C Homgy(a,b)
za sve objekte a i b u €, kazemo da je € potkategorija kategorije . Ako, Stovise,
vrijedi Homg (a, b) = Homgy(a, b) za sve objekte a i b u €, onda kazemo da je € puna
potkategorija.

Definicija 1.1.3. Morfizam f: a — b u kategoriji € se naziva izomorfizam ako postoji
g: b — a takav da je gf = 1,1 fg = 1,. Lako je vidjeti da je takav ¢ jedinstven i
oznacavat ¢emo ga s 1.

Ocito je f~1 takoder izomorfizam. Ako izmedu objekata a i b u kategoriji € postoji
izomorfizam f, kazemo da su a i b izomorfni te to oznacavamo a = b. Lako je vidjeti
da je = relacija ekvivalencije na Ob C'. Izomorfizam f izmedu objekata a i b éemo
ponekad oznacavati f: a = b. Za izomorfizam ponekad kazemo i da je invertibilan
morfizam.

Primjer 1.1.4.

(7) Kategoriju ¢iji su objekti U-mali skupovi, a morfizmi funkcije medu njima
oznacavamo Sety,. Obicno nec¢emo eksplicitno pisati indeks U, ako je iz konteksta
jasno o kojem se univerzumu radi.

(#) Kategoriju ¢iji su objekti U-male grupe, a morfizmi homomorfizmi medu njima
oznacavat ¢emo s Grpy, ali kao i sa skupovima, ne¢emo posebno naglasavati
univerzum U u kojem radimo.

(7ii) Opcenito, za sve algebarske strukture s odgovarajuéim homomorfizmima medu
njima imamo odgovarajuc¢u kategoriju. Isticemo kategoriju monoida Mon, kate-
goriju prstenova s jedinicom Ring te kategoriju (lijevih) R-modula Mod(R) za
neki prsten R, te posebne slucajeve kategoriju Abelovih grupa Ab = Mod(Z) i
kategoriju vektorskih prostora nad poljem k, Vect, = Mod(k).

(7v) Primjeri kategorija u geometriji su kategorija topoloskih prostora i neprekidnih
funkcija Top te kategorija diferencijabilnih mnogostrukosti i glatkih preslikavanja
Diff. Za kategoriju metrickih prostora imamo nekoliko kandidata za morfizme,
primjerice uniformno neprekidne funkcije, kontrakcije i Lipshitzove funkcije.
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Kategorija u kojoj su identitete jedini morfizmi naziva se diskretnom kategorijom.
Primjetimo da je diskretna kategorija u principu skup, pa posebno svaki skup
mozemo shvatiti kao kategoriju. Diskretnu kategoriju s jednim objektom ¢emo
oznacavati s *.

Kategorija s jednim objektom moze se poistovjetiti s monoidom. Zaista, posto-
janje identitete i asocijativnost kompozicije daju nam strukturu monoida na
hom-skupu Hom (x, x).

Kategorija s jednim objektom u kojoj su svi morfizmi invertibilni poistovjec¢uje
se s grupom.

Kategorija u kojoj svi hom-skupovi sadrze najvise jedan element poistovjecuje
se s preduredajem. Ako su Hom(a,b) i Hom(b, a) oba neprazni, nuzno je a = b.
Preduredaj u kojem su svi izomorfni objekti jednaki zovemo parcijalni uredaj.
Morfizme u preuredaju obi¢no oznacavamo s a < b. Zahtjev da su izomorfni
objekti jednaki u parcijalnom uredaju nije nista drugo nego antisimetri¢nost
relacije < medu objektima.

Definicija 1.1.5. Morfizam f: a — b u kategoriji € se naziva

monomorfizam ako za sve morfizme g, h: o' — a vrijedi fg = fh = g = h,
epimorfizam ako za sve morfizme g, h: b — b vrijedi gf = hf = g = h,
bimorfizam ako je monomorfizam i epimorfizam,

rascijepljeni monomorfizam ili sekcija ako postoji g: b — a takav da je gf = 1,,

rascijepljeni epimorfizam ili retrakcija ako postoji g: b — a takav da je fg = 1,.

Monomorfizam i epimorfizam su medusobno dualni pojmovi te ¢emo koristiti
oznake f: a — b za monomorfizam i g: a — b za epimorfizam. Ocito je sekcija
(retrakcija) monomorfizam (epimorfizam) te je svaki izomorfizam bimorfizam, no
manje je oc¢ito da bimorfizmi nisu nuzno izomorfizmi u svakoj kategoriji. Klasi¢an
primjer je inkluzija prstenova s jedinicom Z — Q koja je bimorfizam koji o¢ito nije
izomorfizam prstenova. Lako se vidi da je bimorfizam koji je sekcija ili retrakcija
nuzno izomorfizam.

Ocito je kompozicija monomorfizama (epimorfizama, bimorfizama, izomorfizama)
opet monomorfizam (epimorfizam, bimorfizam, izomorfizam). Takoder ako je kompo-
zicija g f monomorfizam, onda je i f monomorfizam, odnosno, ako je gf epimorfizam,
onda je i g epimorfizam.
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Definicija 1.1.6. Funktor izmedu kategorija ¢ i Z odreden je funkcijom F': Ob% — Ob %
te familijom funkcija F,,: Home/(a,b) — Homg(Fa, Fb), za sve objekte a i b u kate-
goriji € tako da vrijedi F,,(1,) = 1pa, za sve objekte a u €, te Foe(gf) = Fyego Fupf,

za sve objekte a, b, ¢ i morfizme f:a — b, g: b—cu .

Obi¢no ¢emo pisati F'f za neki morfizam f: a — b umjesto F,,f. Za funktor
F: % — 2 ponekad kazemo da je kovarijantan funktor s kategorije € u kategoriju
2, dok F: €°° — 2 ponekad nazivamo kontravarijantnim funktorom s kategorije
% u kategoriju Z. Za svaku kategoriju € postoji istaknuti funktor 14: ¢ — € koji
na objektima i morfizmima djeluje kao identiteta. Takoder, jasno je da funktore
F:¢— 2iG: 2 — & mozemo komponirati tako da komponiramo odgovarajuée
funkcije iz definicije 1.1.6 te je takva kompozicija asocijativna i vrijedi 1g o F = F
te Foly =F za F: ¥ — 2. Tako mozemo formirati kategoriju Caty, Ciji su objekti
U-male kategorije, a morfizmi funktori medu njima. Jasno, to vise nece biti U-mala
kategorija.

Za svaki funktor F': € — 2 mozemo definirati F°P: €°P? — 2°P tako da uzmemo

F°Pq = Fa, Vae€Ob¥,
FPf = Fuf, VYa,be ¥, Vf € Homyg(a,b).

Lako je provjeriti da je to zaista funktor, odnosno, da ¢uva identitete i kompoziciju te
da vrijedi (F°P)? = F.

Definicija 1.1.7. Neka je F': € — Z funktor.

e I je izomorfizam ako postoji funktor G: ¥ — € takav da je GF = 1g i
FG = 14. Kao i kod izomorfizma objekata u kategoriji, takav G je nuzno
jedinstven i oznacavat ¢emo ga F'~!. Za kategorije € i 2 izmedu kojih postoji
izomorfizam kazemo da su izomorfne kategorije i piSemo ¢ = .

e F' je vjeran ako je F,, injekcija, za sve objekte a,b u % .
o F'je pun ako je Fy, surjekcija, za sve objekte a,b u % .

F' je potpuno vjeran ako je F,, bijekcija, za sve objekte a,b u €.

F' je konzervativan ako reflektira izomorfizme, tj. ako vrijedi da je f izomorfizam
¢im je to F'f.

Svaki funktor ¢uva izomorfizme, tj. F'f je izomorfizam kad god je to f, sto lako
slijedi buduc¢i da svaki funktor ¢uva kompozicije i identitete. Svaki potpuno vjeran
funktor je konzervativan.
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Vjeran funktor reflektira monomorfizme i epimorfizme, Sto slijedi direktno iz
injektivnosti na hom-skupovima, a onda i bimorfizme, ali ne nuzno i izomorfizme.
Razlog tome je Sto inverz morfizma F'f ne mora biti u slici funktora F'.

Ako imamo dva funktora ¢ija je kompozicija dobro definirana te ako oba funktora
zadovoljavaju neko od svojstava iz definicije 1.1.7, onda to zadovoljava i njihova
kompozicija.

Primjer 1.1.8.

(i) Za neku fiksnu kategoriju € te za neki objekt ¢ u €, s Ajc: I — € ¢emo
oznacavati konstantni funktor koji svakom objektu u I pridruzuje objekt ¢, a
svim morfizmima u I identitetu na c. U slucaju I = %, pisat ¢emo jednostavno
¢ za konstantan funktor A.c.

(71) Neka je kategorija € U-kategorija. Tada za svaki objekt a u ¢ imamo funktore
Homg (a, —): € — Sety i Homg(—, a): €°P — Sety koje objektima pridruzuju
hom-skupove, a za morfizam f: x — y u € definiramo Homy(a, f) := fo —,
odnosno Homg (f, a) := —o f, koje zovemo post- i predkompozicija, a eksplicitno
ih opisujemo sa s — fos, s — so f. Prvi od definiranih funktora zovemo
kovarijantnim hom-funktorom, a drugi kontravarijantnim hom-funktorom.

Definicija 1.1.9. Neka je {%;}ic; familija kategorija. Definiramo kategoriju [[;c; %;
tako da uzmemo

ObI[% = [[Ob%. Homyy . ({a;}, {b:}) := [] Home(ay.by).
iel i€l iel
Kategoriju [[,c; 6; zovemo produktnom kategorijom familije kategorija {%; }ics.

Funktor F': €x2 — & ponekad zovemo i bifunktorom. Homg (—, —): €°Px%€ — Sety
je tipican primjer bifunktora za U-kategoriju €.

Definicija 1.1.10. Za funktore F': 4 — % + & : G definiramo koma kategoriju, u
oznaci (F' | G), ¢iji su objekti morfizmi ¢: F'c — Ge u kategoriji &, za neke objekte
cu €, eud,amorfizmi uredeni parovi (f,g) € Moré x Mor & takvi da komutira
dijagram

Fe Ge
Ff Gg
S0/

Fc Geé'
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Od posebne vaznosti ¢e nam biti slucaj ¢ : ¥+ — € <+ € : 14 kad ¢emo koma
kategoriju (¢ | 1) oznacavati s ¢/% 1 ponekad zvati kategorijom objekata pod c i
dualno, (1¢ | ¢) ¢emo oznacavati s €' /c te zvati kategorijom objekata nad c.

Definicija 1.1.11. Neka su F,G: ¢ — 2 funktori. Familiju morfizama {a.}.cobe,
pri ¢emu je a.: Fc — Gec morfizam u & za sve ¢ u €, zovemo prirodnom transforma-
cijom izmedu funktora F' i G ako za svaki morfizam f: ¢ — ¢ komutira dijagram

0%

Fe Ge

Ff Gy

Qe
Fd—— G

Morfizam «, zovemo komponentom prirodne transformacije o u c.

Prirodnu transformaciju ¢emo obi¢no oznacavati a: F' = G. Za svaki funktor
F postoji prirodna transformacija 1p: F = F, (1g). := lp.. Akoje a: F = G i
f: G = H, onda mozemo definirati (foa), 1= B.oa.. Lako se vidi da je foa: FF = H
prirodna transformacija. Tako definiranu kompoziciju zovemo vertikalnom kompo-
zicijom, ali ¢eSée ¢emo je zvati samo kompozicijom. Prirodna transformacija 1z je
identiteta za kompoziciju prirodnih transformacija te je ta kompozicija ocito asocija-
tivna. Na taj smo nacin za kategorije € i & definirali kategoriju [¢, Z] ¢iji su objekti
funktori izmedu ¢ i 2, a morfizmi prirodne transformacije. Homg o(F,G) cesée
¢emo oznacavati s Nat(F, G).

Primjetimo da u slucaju da je kategorija I U-mala, a kategorija € U-kategorija
imamo da je i kategorija [, €| ponovo U-kategorija. To se jednostavno vidi, buduéi da
je Nat(F, Q) C [Iicon s Homg (F'i, Gi). Ovo nam daje jednostavan kriterij za odrediti
wvelicinu” kategorije (€, 2] - to je V-kategorija za univerzum V za koji je € V-mala, a
2 V-kategorija.

Prouc¢imo sad situaciju prikazanu u dijagramu

pri cemu su F,F": ¢ - 21 G,G": 2 — & funktori, a a: F = F'i : G = G
prirodne transformacije.
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Za proizvoljan morfizam f: ¢ — ¢ u % imamo komutativnu kocku

G/

Qe
G'Fe G'F'c
ﬂy b/
Gag
GFe GF'c
G'Ff G'F'f
GF’
GF/f G f
G'Fc G'F'd
Pry” g
Gay
GFd GF'd

pri ¢emu su stranice kocke komutativne zbog prirodnosti od o i 8. Definirajmo
(B*)e = Prr.oGa, =G a.° fr., Yce Ob¥E.

Ovakva definicija je dobra zbog gornjeg komutativnog dijagrama te je ocito rije¢ o
prirodnoj transformaciji f % o: GF = G'F’ (napisati odgovarajudi algebarski dokaz
je trivijalno, ali gornja komutativna kocka ih nudi nekoliko odjednom). Operaciju
x zovemo horizontalna kompozicija prirodnih transformacija. Specijalni su slucajevi
(lgxa).=Ga.za G =G, f=1g, te (B*1p). = Bpc za F = F', a = 1. U skladu s
tim uvodimo i posebne oznake F'ao = 1p x a te aF = ax 1p, a prirodno je onda uvesti
konvenciju da se * zamijeni konkatenacijom, dok ¢emo o eksplicitno pisati. Vertikalna
i horizontalna kompozicija su vezane zakonom zamjene koji u slucaju dijagrama

/\/_\
\/U

glasi (8" o B)(Boa) = (5'F)o(Ba), sto se lako pokazuje da zaista vrijedi.

Za prirodnu transformaciju a: F' = G kazemo da je izomorfizam ako postoji
prirodna transformacija f: G — F takva da je foca = 1p, a0 = 15. Kao i dosada,
takav 3 je nuZno jedinstven te uvodimo oznaku 3 = a~!, odnosno F' = G i kazemo
da su F'i G izomorfni funktori. Da je « invertibilna prirodna transformacija moze se
karakterizirati time da su sve komponentne «, invertibilni morfizmi.
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Yonedina lema i Yonedino ulaganje

Za U-kategoriju € definiramo funktor Y: ¢ — [¢°P, Sety,| formulom ¢ — Home (—, ¢).

Teorem 1.1.12. (Yonedina lema) Neka je € U-kategorija, F': €°° — Sety funktor i
c objekt uw €. Tada je Nat(Ye, F) = Fe, i dani izomorfizam je prirodan u c i u F.

Korolar 1.1.13. Y je potpuno vjeran funktor.
Dokaz. Prema Yonedinoj lemi vrijedi Nat(Ye, Y¢') = Hom(c, ). O

Stoga, funktor Y nazivamo Yonedinim ulaganjem. Primjetimo da tada imamo
da Hom(—, ¢) & Hom(—, ) povlaci ¢ = ¢, jer potpuno vjerni funktori reflektiraju
izomorfizme.

Lako se pokaze i sljedeéi korolar.

Korolar 1.1.14. Za U-kategorije € i P, funktor [—,Y]: [2,€] — [Z,[€°", Sety]]
definiran s

[FY] =YoF YF:. 9 %

[a,Y] =Ya, VF,F':%2—%Na:F=F

je potpuno vjeran.

Limesi

Prouc¢imo sad jednu od najvaznijih kategorijskih konstrukcija.

Definicija 1.1.15. Za kategoriju ¢ kazemo da je t terminalan objekt ako za svaki
objekt ¢ u € postoji jedinstveni morfizam !.: ¢ — ¢t. Dualno, inicijalan objekt i je
terminalan u €°P, ili eksplicitno, 7 je takav da za svaki objekt ¢ u & postoji jedinstveni
morfizam !.: i — ¢. Objekt koji je i terminalan i inicijalan zovemo nul-objektom.

Terminalan objekt je jedinstven do na jedinstveni izomorfizam, tj. ako su a i b oba
terminalni postoji jedinstveni morfizmi a — b i b — a, a njihove kompozicije su tada
nuzno identitete na a i b, jer su 1,: @ — a i 1,: b — b jedini morfizmi u Hom(a, a),
odnosno Hom (b, b). Takoder je lako vidjeti da objekt izomorfan terminalnom je i sam
nuzno terminalan.

Ako kategorija ¢ ima nul-objekt 0, onda za sve objekte a i b postoji jedinstveni
morfizam 0,5 a — 0 — b koji zovemo nul-morfizmom. Ocito je fo0=01i00 f =0,
za proizvoljan morfizam f. Primjetimo da nema potrebe pisati indekse u oznaci
nul-morfizma, $to obi¢no niti ne¢emo raditi.

Neka su I i € neke kategorije, A;: € — [I,%] funktor koji svakom objektu ¢
u ¢ pridruzi konstantan funktor Ajc: I — %. Jasno, nismo rekli kako A; djeluje
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na morfizmima, no nemamo puno izbora. Naime, iz prirodnosti lako slijedi da
je Nat(Ayre, Ajd) = Homg(c,d), tj. prirodna transformacija izmedu konstantnih
funktora nuzno ima sve komponente jednake nekom morfizmu s ¢ u d. Dakle, za
morfizam f: ¢ — d definiramo (A;f); = f.

Za neki funktor F': I — €, konus nad F' s vrhom c¢ je prirodna transformacija
a: Arc — F. Morfizam konusa je morfizam u koma kategoriji (A; | F'), pri ¢emu je
F: % — [I,%] konstantan funktor pridruzen funktoru F.

Definicija 1.1.16. Uz prethodne oznake, terminalan objekt 7: A;lim; = F u
(A; | F) nazivamo univerzalnim konusom, a (lim; F, ) limesom funktora F'. Dualno,
kolimes funktora F je (colim; F),¢) pri ¢emu je t: F = Aj colim; F univerzalni kokonus.

Limesi i kolimesi, kao terminalni, odnosno inicijalni objekti, su nuzno jedinstveni
do na jedinstven izomorfizam. Ako ,raspakiramo” definiciju limesa vidjet ¢emo da
su oni opisani tzv. univerzalnim svojstvima. Neka su dane neke kategorije I i € te
funktor F': I — €. Tada je (L, m) limes funktora F' ako i samo ako je F'f em; = 7y
za svaki morfizam f: j — j' u I te ako za svaku familiju morfizama ¢;: ¢ — F'i za
koju je F'f o p; = ¢y, za sve morfizme f: j — j' u I, postoji jedinstveni morfizam
Nier @it ¢ = L takav da je mj(N;jer @i) = @5

o Ar i Pj

hm]F
AN
Ef

Fj'

Fy

Kolimesi se opisuju univerzalnim svojstvima dualno, a morfizam induciran familijom
i+ Fi — ¢ ¢emo oznacCavati V,c; ;. Neka su F,G: I — € funktorii a: F' = G pri-
rodna transformacija. Tada mozemo definirati lim; a := A;e;(um;): limy F — lim; G,
te je takvo preslikavanje funktorijalno, zbog jedinstvenosti induciranog morfizma
univerzalnim svojstvom. Dakle, ako postoje limesi svih funktora iz [I, %], tada je
lim;: [I,%] — € funktor.

Komponente univerzalnih (ko)konusa nazivat ¢emo kanonskim morfizmima. Kad
govorimo o limesima, obi¢no ne govorimo o limesu funktora kako smo to maloprije
definirali, ve¢ o limesu u kategoriji ¢ oblika [ ili limesu nad dijagramom F' u kategoriji

% .
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Primjer 1.1.17. Neka je € kategorija.

(7) Neka je {a;}icr familija objekata u €. Produkt familije objekata {a;} limes
je funktora a: I — €, i — a; te ga oznacavamo s [[;c; a;. Dualno, koprodukt
familije {a;} je kolimes istog funktora te ga oznacavamo s [[;c; a;. Univerzalno
svojstvo produkta glasi: (p,{m;}), m: p — a; je produkt ako za svaku familiju
morfizama ¢;: ¢ — a; postoji jedinstveni ¢: ¢ — p takav da je m;0 = @;. Dualno
za koprodukt.

(#1) Neka su f,g: a — b morfizmi u % te neka je I kategorija x = e, a F': [ - €
funktor koji dva netrivijalna morfizma u I Salje u f i g. Ujednacitelj morfizama
f 1 g je limes funktora F, a koujednacitelj njegov kolimes. Ujednacitelj i
koujednacitelj oznac¢avamo redom s eq(f, g) i coeq(f, g). Univerzalno svojstvo
glasi: (e, ¢) je ujednacitelj morfizama f, g ako je fe = ge te ako za svaki morfizam
h o' — a za koji je fh = gh postoji jedinstveni morfizam h': @' — e takav da je
eh’/ = h. Lako se vidi da je € nuzno monomorfizam.

(#ii) Povlak je limes nad dijagramom a — ¢ < b, a kopovlak kolimes dijagrama
a < ¢ — b. Lako je rekonstruirati univerzalna svojstva po uzoru na prethodne
primjere.

Kazemo da je kategorija U-potpuna ako ima sve limese indeksirane U-malim
kategorijama, a konacno potpuna ako ima limese indeksirane konac¢nim kategorijama.
Dualno se definira kopotpunost.

Propozicija 1.1.18. Kategorija Sety je U-potpuna i kopotpuna.

Za funktor F': ¢ — 2 kazemo da je U-neprekidan ako cuva U-male limese.
Preciznije, za U-malu kategoriju I te proizvoljan funktor G: I — €, vrijedi da ako je
(lim G, ) limes funktora G, onda je (F'lim G, F'r) limes funktora F'G. Koneprekidan
funktor c¢uva kolimese. Moze se provijeriti da su i kovarijantni i kontravarijantni
hom-funktori neprekidni. Stovise, njihova neprekidnost karakterizira limese (takvu
definiciju limesa moze se pronaéi u [6]).

Navodimo bitan rezultat ¢iji dokaz mozemo pronadi u [7].

Teorem 1.1.19. Neka je F': [ — €. Tada je limes od F' ujednacitelj para morfizama
[L Fi = [l FJ', gdje su paralelni morfizmi inducirani familijama morfizama
{Ffom} i{ny} za morfizam f: j — 5/ uw I, pri ¢emu sum odgovarajucéi kanonski
morfizmi.

Korolar 1.1.20. Ako kategorija € ima sve konacne produkte i sve ujednacitelje parova
morfizama, onda ima i sve konacne limese. Ako ima i sve U-male produkte, onda ima
1 sve U-male limese.
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Korolar 1.1.21. Neka je F': € — 2 funktor koji cuva U-male produkte i ujednacitelje
parova morfizama te je € U-potpuna. Tada je U-neprekidan. Ako F c¢uva konacne
produkte i ujednacitelje te je € konacno potuna, onda je F konacno neprekidan.

Moze se pokazati (v. [7]) da za bifunktor F': I x J — € vrijedi

limlim F'(i,5) = lim lim F (7, j

i€l jeJ (4 3) jeJ il (47)

¢im svi dani limesi postoje i da je izomorfizam dan to¢no morfizmima induciranim
univerzalnim svojstvima (jasno, izomorfizam nije samo na razini objekata, veé i
univerzalnih konusa). Ipak, situacija je slozenija ako bismo zeljeli komutiranje limesa
i kolimesa. Naime inducirani morfizam

colim lim F'(i, j) — lim colim F'(i, j).
jed el il jeJ

nije nuzno izomorfizam. Stoga uvodimo jos neke pojmove kako bismo tretirali danu
situaciju.

Definicija 1.1.22. Kategorija € je filtrirana ako:
(i) Ob¥% # 0,
(77) za sve objekte a i b u € postoji objekt ¢ i morfizmi f: a — ¢, g: b — ¢,
(7it) za sve morfizme f,g: a — b u % postoji morfizam h: b — ¢ takav da je hf = hg.

Filtrirane kategorije su kategorifikacija pojma usmjerenog skupa. Zaista, ako je
kategorija preduredaj, svojstvo (3) postaje suvisno, a svojstvo (2) tocno kaze da svaka
dva objekta imaju gornju medu. Kolimes funktora F': I — % zovemo filtriranim
ako je I filtrirana kategorija. Sljedeci teorem kaze da filtrirani kolimesi komutiraju s
konac¢nim limesima u Set.

Teorem 1.1.23. Neka je I konacna, a J U-mala filtrirana kategorija te F': IxJ — Sety
bifunktor. Tada je inducirani morfizam

lim ¢;;: colim lim F(i, /) — lim colim F (i, ).
Vi colinlig FG,) = Wiy eqlips F(0. )

izomorfizam ¢im postoje svi navedeni (ko)limesi, gdje su t;j: F(i,7) — colimye s F(i, k)
kanonski morfizmi za proizvoline i € I, j € J.

Kategorija € je povezana ako za sve objekte a i b u € postoje objekti {ay,...,a,},
pri ¢emu je a1 = a i a,, = b, takvi da je Hom(a;, a;11) U Hom(a;41, a;) neprazan, za
svei=1,...,n—1.
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Definicija 1.1.24. Kazemo da je funktor F': € — D kofinalan ako je koma kategorija
d/F neprazna i povezana, za sve objekte d u 2.

Kofinalni funktori imaju sljede¢e bitno svojstvo:

Teorem 1.1.25. Neka je F': J — I kofinalan, a G: I — € proizvoljan funktor. Tada
ako postoji colim(GF), onda postoji i colim F' i vrijedi colim F' = colim(GF').

Lema 1.1.26. Neka je F': J — I pun te neka je i/ F koma kategorija neprazna za
sve objekte i u I. Ako je I filtrirana kategorija, onda je F' kofinalan funktor.

Adjungirani funktori

Neka su dani funktori F': ¢ - 2iG: 92 — €.
Teorem 1.1.27. Ekvivalentno je:
(i) Postoji prirodni izomorfizam ®: Homg(F—,—) = Homg(—,G—).

(ii) Postoje prirodne transformacije

n: ly = GF
e: F'G = 1y
za koje vrijedi
FnoelF =1p (1.1)
T]GOGé =l¢g (1.2)

Ako za funktore F' i G vrijedi jedna od ekvivalentnih tvrdnji iz prethodnog teorema,
kazemo da je (F,G) adjungirani par funktora ili kratko adjunkcija te pisemo F 4 G.
Koristit ¢emo i oznaku F' : € &2 % : G za adjungirane funktore, pri ¢emu ¢emo
podrazumijevati F' 4 G. Za F kazemo da je lijevo, a G desno adjungiran funktor.
Prirodne transformacije 1 i € zovemo jedinica, odnosno kojedinica adjunkcije, redom,
a identitete (1.1) i (1.2) identitetama trokuta.

Necemo raspisivati dokaz teorema 1.1.27, ali spomenimo samo da je jedinica
adjunkcije dana formulom 7, = ®(1r.), a kojedinica ¢4 = ® '(1g4), i obratno,
izomorfizam ® mozemo zadati formulama ®f = G f o1,, odnosno ® g = g;0 Fyg, za
morfizme f: Fc—dig: c — Gd.

Direktno se provjeri da F' - G povlaci G°? 4 F°P, pa tvrdnje koje vrijede za desnu
adjunkciju mozemo dualizirati u tvrdnje koje vrijede za lijevu adjunkciju.
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Propozicija 1.1.28. Ako je F': € = & : G adjungirani par, onda je F' koneprekidan,
a G neprekidan funktor.

Za dani funktor F': ¥ — 2, njemu desno adjungiran funktor, ako postoji, je-
dinstven je do na izomorfizam. Zaista, to slijedi odmah iz Yonedine leme (odnosno,
korolara 1.1.13), bududéi da za sve objekte d u & imamo

Hom(—, Gd) = Hom(F—,d) 2 Hom(—,G'd) = YGEYG = G= G

zbog korolara 1.1.14.

Adjunkcija je u opéem slucaju najbolje sto mozemo ako zZelimo invertirati neki
funktor. Zaista, izomorfizam je posebni slucaj adjunkcije gdje su jedinica i kojedinica
identitete. Buduéi da su izomorfizmi kategorija u praksi poprili¢no rijetki, puno ¢esce
se proucavaju ekvivalencije kategorija, a ekvivalenciju ¢ini adjungirani par za koji
su jedinica i kojedinica izomorfizmi. Dat ¢emo i karakterizaciju ekvivalencije, ali
prije toga trebamo jos jedan pojam. Kazemo da je funktor F': € — & esencijalno
surjektivan ako za svaki objekt d u & postoji objekt ¢ u € takav da je Fec = d.

Propozicija 1.1.29. Funktor F': € — 2 je ekvivalencija kategorija ako i samo ako
je potpuno vijeran i esencijalno surjektivan.

1.2 Aditivne i Abelove kategorije

U definiciji kategorija pretpostavljamo skup morfizama izmedu svaka dva objekta.
Ipak, u matematici ¢esto nije slucaj da je prostor funkcija samo skup, veé¢ na sebi nosi
bar nesto strukture od objekata u danoj kategoriji (otuda i ucestalost naziva prostor
funkcija), primjerice homomorfizmi Abelovih grupa opet ¢ine Abelovu grupu, prostor
linearnih operatora je opet vektorski prostor i slicno. Opca teorija koja proucava
tu problematiku je teorija obogacenih kategorija (eng. enriched, v. [1]). Ovdje
¢emo proucavati poseban tip strukture na kategoriji, konkretno aditivnu strukturu
(obogacenje u kategoriji Abelovih grupa) te é¢emo pokazati kako takve kategorije
poopcéuju pojmove poput prstena i modula nad prstenom, na taj nacin dajuéi nam
apstraktan kontekst u kom je moguce raditi homolosku algebru. U ovom odjeljku
fiksiramo univerzum U u kojem radimo te svi pojmovi ovisni o odabiru univerzuma ce
znaciti odgovarajuéi ,{-pojam”.

Aditivne kategorije

Definicija 1.2.1. Neka je o7 kategorija te neka za sve objekte a, b u &/ na skupu
Hom,, (a,b) imamo strukturu Abelove grupe takvu da je kompozicija morfizama u .o/
bilinearna. Tada za kategoriju &/ kazemo da je predaditivna ili Ab-obogacena.
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Primjer 1.2.2.

(i) Neka je R prsten. Tada je kategorija lijevih R-modula Mod(R) predaditivna. Za
R-module M i N skup Hom (M, N) ima strukturu Abelove grupe uz operaciju
(f +9)(x) := f(z) + g(x). Bilinearnost slijedi iz linearnosti homomorfizama
modula. Specijalno, predaditivne su: kategorija Abelovih grupa Ab = Mod(Z) i
Vect = Mod(k), kategorija vektorskih prostora nad poljem k.

(7) Kategorija konac¢no generiranih modula Mod(R) je predaditivna buduéi da je
puna potkategorija kategorije Mod(R).

(7ii) Kategorija prstenova s jedinicom Ring je predaditivna s operacijom zbrajanja
definiranom po toc¢kama kao u primjeru (7).

(iv) Neka je o predaditivna kategorija. Tada je kategorija o7-predsnopova [€¢°P, </
predaditivna za proizvoljnu kategoriju ¥. Na skupu Nat(F,G) definiramo
komponente prirodne transformacije (a + ), := a, + (. Prirodnost i biline-
arnost slijede iz bilinearnosti u 7. Posebno, Sh(X;.e/), kategorija o/-snopova
na topoloskom prostoru X je predaditivna kao puna potkategorija kategorije

[OX)™, #].

Napomenimo kako je pojam predaditivne kategorije autodualan, tj. ako je &7
predaditivna, onda je to i &/°P. Primjetimo da je u predaditivnoj kategoriji Abelova
grupa endomorfizama End(a) = Hom, (a, a) prsten s jedinicom, za sve objekte a u
o/, pri ¢emu je mnozenje dano kompozicijom. Obratno, ako je R prsten s jedinicom,
definiramo predaditivnu kategoriju s jednim objektom a te Hom(a, a) := R pri ¢emu
je komporzicija dana mnozenjem u R. Na taj nac¢in smo poop¢ili pojam prstena s
jedinicom, preciznije predaditivna kategorija je horizontalna kategorifikacija (v. [1])
pojma prstena. U 1.3 Lokalizacija aditivne i Abelove kategorije dajemo bar jedan
argument kako ovo poopcenje nije samo kategorijski kuriozitet, ve¢ ima stvarne
matematicke implikacije, kao $to je ¢injenica da lokalizacija prstena (uz odgovarajuce
pretpostavke) ponovo jest prsten i tu ¢injenicu prosiruje na veéu klasu matematickih
objekata.

Napomena 1.2.3. Iz bilinearnosti kompozicije u predaditivnoj kategoriji lako slijedi da
monomorfizme, i dualno, epimorfizme, mozemo karakaterizirati na iduéi nacin: f je
monomorfizam (epimorfizam) ako i samo ako vrijedi implikacija fg = 0 povlaci g =0
(9f = 0 povlaci g = 0).

Lema 1.2.4. Neka je o7 predaditivna kategorija i neka je t terminalan objekt u < .
Tada je t nul-objekt u <.
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Dokaz. Bududi da je o7 predaditivna, Hom,, (¢, a) je neprazan za proizvoljan objekt
a u <. Fiksirajmo neki objekt a u .27. Zelimo pokazati da je Hom,,(t,a) jednoclan.
Oznac¢imo a: a — t jedinstveni morfizam s a u t. Ocito je a nula u trivijalnoj grupi
Hom,, (a,t). Za proizvoljan f € Homy(t,a) vrijedi aof = 1; jer je End(t) trivijalan
prsten. Posebno je a epimorfizam. S druge strane, za proizvoljan f € Homy (¢, a)
je fa = 0,4, sto slijedi direktno iz bilinearnosti kompozicije i neutralnosti od a.
Pretpostavimo sada da imamo morfizme f, g € Homy(¢,a). Tada je fa =0, = ga,
sto povlaci f = g jer je a epi. Dakle, Hom(t,a) je jednoclan za sve objekte a u
g O

Napomena 1.2.5. O¢ito vrijedi i dualna tvrdnja za ¢ inicijalan objekt u predaditivnoj
kategoriji <.

Definicija 1.2.6. Neka je {a;},., familija objekata u kategoriji %7 s nul-objektom.
Biprodukt familije {a;},., jest trojka (b, {m;}icr, {ti}tier) pri ¢emu su m;: b — a,
L a; — b za koje vrijedi m;e; = 6;; (u smislu Kroneckerovog simbola) te je (b, {m;}icr)
produkt, a (b, {¢;}ier) koprodukt familije {a;},., u kategoriji «/. Biprodukt ¢emo
oznacavati @;cr a;.

Napomena 1.2.7. Morfizam f; @ fo: a1 ® ay — a) & @, jedinstveno je odreden kao
morfizam za koji vrijedi 7 o (f1 & f2) e t; = fimit; = fidi;. Zaista, ako vrijedi
mihi; = f;0;;, tada slijedi da je mh = fi VO = fim i 7hh =0V fo = foms, no, tada je
h = fimi A fama = f1 @ fa.

Lema 1.2.8. Neka je {a;}i=1.. n familija objekata u predaditvnoj kategoriji </ s nul-

objektom te neka su m;: b — a; i ;2 a; — b morfizmi uw &/ za koje vrijedi miL; = 0;;.
Tada je (b,{m;},{t:}) biprodukt familije {a;} ako i samo ako je I | v;m; = 1.

Dokaz. Pretpostavimo da vrijedi .7 ; ¢;m; = 1, te definirajmo

n

/\ Ji= sz‘fz' \/ gi ‘= ZgﬂTi
=1 =1 =1

i=1
za familiju morfizama f;: ¢ — a;, odnosno g;: a;, — c. Iz bilinearnosti te m;t; = ¢,
slijedi
7Tj(/\ fz> = I (\/ gz‘)Lj =g, Vi=1,...,n
i=1 i=1

Neka je h: ¢ — b takav da je mh = f;, i = 1,...,n. Tada slijedi

h = (Z LﬂTZ’)h = ZLﬂTz’h = szfz = /\ Jis
i1 i=1 i=1 i=1
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a time je onda pokazano univerzalno svojstvo produkta. Analogno se pokazuje
jedinstvenost induciranog morfizma \/}"; g;, odnosno univerzalno svojstvo koprodukta.
Obratno,

n n n
Wj(Z’/i”i) :Zﬁjbiﬂi225ijﬂi:7rj, ijl,...,n,
i=1 =1 =1

pa univerzalno svojstvo produkta povlaci 2" | v;m = 1;. O
Propozicija 1.2.9. Neka je & predaditivna kategorija. Ekvivalentno je:

(i) &/ ima sve konacne produkte,

(ii) < ima sve konacne koprodukte,
(iii) </ ima sve konacne biprodukte.

Dokaz. Prvo primjetimo da je zbog dualizacije dovoljno pokazati (i) < (iii).

(i) = (uii) Iz leme 1.2.4 slijedi da 7 ima nul-objekt, buduéi da je terminalan
objekt nularan produkt. Neka je {a;},—1, ., familija objekata u </ i (p, {m;}) njen
produkt. Za sve 1 = 1,...,n definirajmo ¢;: a; — p kao morfizam

Lii=0A...AOAL, AOA...AD

pri ¢emu je 1,, na i-tom mjestu. Tada ocito vrijedi m;¢; = d;;, a onda iz dokaza leme
1.2.8 slijedi i 31 ; ¢;m = 1,. Prema istoj lemi je tada (p, {m;},{¢;}) biprodukt familije
{Gi}.
(73) = () Trivijalno.
O

Definicija 1.2.10. Predaditivnu kategoriju .27 sa svim kona¢nim produktima (ekvi-
valentno koproduktima, biproduktima) nazivamo aditivnom kategorijom.

Primjer 1.2.11.

(i) Mod(R) je aditivna. Nul-objekt je, jasno, trivijalni modul, a produkt modula
M i N je kartezijev produkt M x N s operacijama definiranim po tockama:
(m,n) + (m'n') == (m+m/,n+n'), a(m,n) = (am,an).

(7) Kategorija konacno generiranih modula Mod(R) je aditivna buduéi da za

L
epimorfizme f: R™ — M ig: R™ — N preslikavanje R™™" = R™IR" e MUN
epimorfizam kao koprodukt epimorfizama, tj. koprodukt konac¢no generiranih
modula je kona¢no generiran.
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(7i1) Kategorija prstenova s jedinicom Ring nije aditivna bué¢i da Ring nema nul-
objekt. Naime, nul-morfizam ne ¢uva jedinicu.

(iv) Za aditivnu kategoriju 7 kategorija o/-predsnopova [¢°P, <7 je aditivna za
proizvoljnu kategoriju €. Nul-objekt je nul-funktor koji svakom objektu u ¢
pridruzuje 0 u &7, a svakom morfizmu nul-morfizam. Produkt funktora F' i
F’ definiramo po to¢kama: (F' x F')(f) := Ff x F'f za proizvoljan morfizam
f, a projekcije w i 7’ su prirodne transformacije ¢ije su komponente u ¢ dane
projekcijama Fe x F'c — Fci Fex F'e — Fle.

Oc¢ito je dualna kategorija aditivne kategorije opet aditivna. Pokazimo sada
da postojanje svih konac¢nih biprodukata nije samo tehnicki ukras, ve¢ potpuno
karakterizira aditivnu strukturu predaditivne kategorije. U vezi s tim dajemo sljedeci
teorem:

Teorem 1.2.12. Neka je & aditivna kategorija. Tada za sve objekte a i b u <7 te
proizvoljne morfizme f,g: a — b vrijedi

f+9=Vie(f@g)eoA,

pri cemu su Ng:a—a®a iV a®a— a definirani s A, := 1, N1,, V=1,V 1,
te ih nazivamo dijagonala 7 kodijagonala, redom.

Dokaz. 1z leme 1.2.8 slijedi:

Vo (f@g)eAa=Vio(fDg)o(um +tam) oA,
=Vio(f@g)onnemoAy+ Vo (fDg)opomeol,
=VyotiofomoelAg+ Vyotgogomol,
=f+yg

]

Ne samo da postojanje konacnih biprodukata u predaditivnoj kategoriji potpuno
karakterizira aditivnu strukturu, kategorije sa svim konac¢nim biproduktima su gotovo
pa aditivne! Naime, vrijedi:

Teorem 1.2.13. Neka kategorija </ ima sve konacne biprodukte. Tada za sve objekte a,
b u o/ na Homy(a,b) imamo strukturu komutativnog monoida takvu da je kompozicija
morfizama bilinearna. Nadalje, ako za svaki objekt a u <7 postoji v,: a — a takav da
je Vg + 1, = 04, onda je Hom (a,b) Abelova grupa za sve objekte a, b u <.
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Dokaz. Neka su a i b proizvoljni objekti u 7 te f,g: a — b morfizmi u /. Definiramo
fHg:=Vpe(f®g)oA,

i tvrdimo da na taj nacin dobivamo strukturu komutativnog monoida. Pokazimo prvo
da je dijagonala A prirodna transformacija (dualno, kodijagonala). Neka su dani neki
objekti a i b te morfizam f: a — b. Tvrdimo da je Ayo f = (f & f) o A,. Oznacimo
projekcije mi: a®a — a, m: bd b — b i tada imamo

molye f=f meNyef=f=Nof=fAF,

7T1°(f®f)°Aa = f°7T1°Aa = f7 WQO(f@f)oAa = f°7r2°Aa = f = (f®f)oAa = f/\fa

odnosno, A je prirodna. Sliéno pokazujemo i jednakost (f & g) o A = f A g, odnosno
vrijedi f + g = V o f A g. Pokazimo da je kompozicija bilinearna u odnosu na +:

(f+g)eh = Vio(f@g)eAach = Vio(fBg)e(h®h)e Ay = Ve (fhD fh)oAq = fh+gh,

he(f+9) = hoVie(f@g)eAa = Vie(h@h)o(fDg)oAq = Vo (hfOhg)e Ay = hf+hg.
Pokazimo da je nulmorfizam neutralan element. Lako se vidi da je f & 0 = ¢y fm.
Naime ;0 (01 fm1)o¢; je jednako f zai = j = 1, a 0 inace, Sto jedinstveno karakterizira
f @ 0. No, tada je o¢ito f +0 = Vo0 fomeA, = f. Analogno za 0+ f = f.
Uocimo sada da vrijedi (f 4+ g) Ah = f A0+ g A h. To direktno slijedi iz bilinearnosti,
neutralnosti 0 s obzirom na + te univerzalnog svojstva produkta. Sada imamo

(f+9)+h=Vo(f+g)Ah
o(f/\0+g/\h)
Vo(fAO)+Ve(gnh)
=(f+0) (9+h)
=f+(g+h)

Preostaje jos pokazati komutativnost. Definirajmo preslikavanje v,,: a b — b @ a
formulom ~,, := m A m;. Iz univerzalnog svojstva produkta odmah slijedi da je
Yab ' = Yoa- Tvrdimo da je fi & fo = Yya © (f2 ® f1) © Yap za proizvoljne fi: a — a/,
fa: b — V. Neka su dane projekcije kao na dijagramima

a®b b’@a
2 1
:fYab :’7”
b b®a a<7a @b"*b’

1 2
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Tada vrijedi

;o Yyar © (f2 ® f1) o Yab oty = priay © (f2 @ f1) © Yav o L
= fi°Pt() © Yab ° L)
= fﬂTz‘bj
= fi0s
pri ¢emu je t transpozicija skupa {1, 2} te i, j € {1,2} pa prema napomeni 1.2.7 slijedi
tvrdnja. Nadalje, v, o A, = A, jer je

7T1°’7aoAa:7TQOAa:1a7
TaoYgo Ay =m0 A, = 1,.

Dualno, Vj 0, = V,. Sada imamo

f+9=Vie(fBg)eA,
=Viono(g® f)ovacl,
= Vo (9@ f)o A,
=g+ /f

Dakle, imamo strukturu komutativnog monoida.

Neka za svaki objekt a u o/ postoji v,: a — a takav da je v, + 1, = 0, i neka je
f:a— bproivoljan. Tada je vof + f = (Vs + 1) o f = 0,0 f = 04, pa na Hom, (a, b)
imamo strukturu Abelove grupe. [

Neka su f: @, a; — @™, d;ig: @, a, — @, a/ te definirajmo f; = 7. f1;,
i=1,....m j=1,...,n,¢g;=mlgt,i=1,...,1,j=1,...,m pri Cemu su 7 i
kanonski morfizmi. Tada morfizme f i g mozemo reprezentirati matricama (f) i (g)
tako da je (f);; = fi;, odnosno (g);; = g¢i;, te je zbog leme 1.2.8 kompozicija gf dana
standardnim mnozenjem matrica

() ()i =

gikfk:j

13 TM:

! ! !
T 9Ty f L

b
Il

1
m

_ w;'g(z Lm) 13
k=1

=9t
= (9.f)ij
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Takoder, iz bilinearnosti odmah slijedi da je suma morfizama dana sumom njihovih
matricnih reprezentacija. Iz ovoga je jasno da su aditivne kategorije opc¢eniti kontekst
u kojem prsteni matrica imaju smisla.

Definicija 1.2.14. Neka su &7 i &/’ predaditivne kategorije. Funktor F': &/ — &/’
zovemo aditivnim ako je restrikcija F': Hom, (a,b) — Hom . (Fa, Fb) homomorfizam
Abelovih grupa za sve objekte a, b u 7.

Propozicija 1.2.15. Neka je F : & = B : G adjungirani par izmedu predaditivnih
kategorija. Tada je F aditivan ako i samo ako je G aditivan funktor te je bijekcija
®,p: Homgy(Fa,b) = Hom, (a, Gb) homomorfizam Abelovih grupa za sve objekte a u
g, buRB.

Dokaz. Zbog dualnosti je dovoljno pokazati jedan smjer. Pretpostavimo da je G
aditivan. Tada je ®,, g = Ggon, za sve objekte a u &7, b u X te sve g: Fla — b, pri
¢emu je n: 1, = GF jedinica adjunkcije. Sada lako slijedi

up(g+9)=Glg+9)ona=GCGgona+ Gy ona=Lupg+ Papyg’
Nadalje, iz prirodnosti jedinice slijedi

GFfona:na’of}

GEP o oy = G+ Ff)en, = (GFf + GFf) e,

:na’o(f+f/)
=GFE(f+f)°na

za sve morfizme f, f': a — a’ u &/, no, iz univerzalnog svojstva jedinice sada slijedi
F(f+[)=Ff+Ff. O

Teorem 1.2.16. Neka je o7 aditivna, a </’ predaditivna kategorija. Funktor F: of — o’
je aditivan ako i samo ako cuva binarne biprodukte.

Dokaz. Pretpostavimo da je F' aditivan i neka su a i b objekti u o7, m 9, 1 2 kanonski
morfizmi biprodukta a®b. Relacije m;t; = 0;; 1 t1m1 +tome = 145 zbog funktorijalnosti
i aditivnosti od F' ostaju ocuvane u «/’. Pokazimo da je (F'(a @), Frry, F'my) produkt
od Fai Fbu &'. Neka su f:¢c — Faig: c— Fbmorfizmi u «’. Definiramo
fANg:=Fuiof+ Fiyog te ocito vrijedi

F7T10(FL10f+FL20g):f
FWQO(FL10f+FL2og):g

Neka je h takav da vrijedi F'rioch = f i Frgeh = g. Supstitucijom u izraz Fiyof+ Figog
dobivamo h = f A g. Dakle, (F(a ®b), F'my, F'my) je produkt od Fa i F'b. Dualno je
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(F(a®b), Fty, Fuy) koprodukt. Obratno, ako F' ¢uva binarne biprodukte za morfizme
fyg: a — bu o vrijedi

F(f+g)=FVy,oF(f®g)oFA,
=Vmo(Ff®Fg)oAp,
=Ff+ Fyg.

[]

Napomena 1.2.17. Uoc¢imo i da aditivan funktor izmedu aditivnih kategorija nuzno
cuva nul-objekte. Naime, nul-objekt je karakteriziran time da je identiteta jednaka
nul-morfizmu, a aditivan funktor ¢uva oboje.

Korolar 1.2.18. Neka je F' : o = B : G adjungirani par izmedu aditivnih kate-
gorija. Tada su F i G aditivni te je bijekcija ®,p: Homyg(Fa,b) = Hom (a, Gb)
homomorfizam Abelovih grupa za sve objekte a u <7, b u AB.

Dokaz. I je koneprekidan, a G neprekidan funktor, pa oba ¢uvaju binarne biprodukte
(preciznije, cuvaju binarne koprodukte, odnosno produkte, no to su nuzno biprodukti
u aditivnoj kategoriji sto vidimo iz dokaza propozicije 1.2.9). Primjenimo prethodni
teorem. Da je ®,;, homomorfizam Abelovih grupa slijedi iz propozicije 1.2.15. O

Definicija 1.2.19. Neka je &7 aditivna kategorija. Funktor a': (Z, <) — & zovemo
kolancem u 7. Objekt a'n ¢emo oznacavati s a”, a morfizam a'(n < n + 1) ¢emo
oznacavati s d i nazivamo ga n-tim diferencijalom. Kolanac a' nazivamo kolancanim
kompleksom ako vrijedi d? o d"~' = 0, za sve n € Z. Kolancani kompleks a* je konacan
ako su a" = 0 za gotovo sve n € Z.

Kolanac mozemo vizualizirati kao dijagram

Napomena 1.2.20. Funktor a,: (Z, <) — & zovemo lancem, a odgovarajuéi kompleks
lancanim kompleksom. Lancani i kolanc¢ani kompleksi su usko vezani uz homologiju i
kohomologiju. Ako imamo kolanac a*: (Z, <) — &7, onda mozemo definirati lanac u o7,
a.: (Z,<)® — o, tako da a dokomponiramo funktorom -(—1): (Z, <) — (Z, <).
Konkretno, a,, :=a " id, := d~". Analogno svaki lanac u .o/ definira kolanac u 7, pa
je iz nase perspektive svejedno ho¢emo li proucavati lancane ili kolancane komplekse.
Ovdje ¢emo prucavati kolanc¢ane komplekse i skraceno ih zvati kompleksima.
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Abelove kategorije

U ovom odjeljku proucit ¢emo dodatnu strukturu na aditivnim kategorijama.

Definicija 1.2.21. Neka je ¥ kategorija s nul-objektom i neka je f morfizam u %.
Ujednacitelj eq(f,0) zovemo jezgrom od f i oznacavamo ga s ker f. Koujednacitelj
coeq(f,0) nazivamo kojezgrom od f i oznacavamo ga s coker f.

Napomena 1.2.22. Striktno govoredi, jezgra i kojezgra su uredeni par prirodne transfor-
macije (univerzalnih (ko)konusa) i objekta. Iz povijesnih razloga, uobicajeno je s ker f,
odnosno coker f oznacavati odgovarajuée univerzalne objekte (te ih zvati jezgrom,
odnosno kojezgrom), sli¢no kao i za (ko)produkt. Ipak, mi ¢emo ponekad jezgrom
(kojezgrom) zvati kanonski morfizam iz univerzalnog objekta (u univerzalni objekt).
Pouzdajemo se da ¢e iz konteksta uvijek biti jasno na Sto to¢no mislimo.

Lako se vidi da jezgru p: ker f — ¢ morfizma f: ¢ — d mozemo opisati sljede¢im
univerzalnim svojstvom: pu: ker f — ¢ je jezgra ako vrijedi fu = 0 te za svaki
morfizam g: ¢ — ¢ takav da je fg = 0 postoji jedinstveni ¢': ¢ — ker f takav da
komutira dijagram

ker f a c f d

A

/

g
o
i dualno za kojezgru: v: d — coker f je kojezgra ako vrijedi vf = 0 te za svaki
morfizam ¢g: d — d’ takav da je gf = 0 postoji jedinstveni ¢': coker f — d' takav da
komutira dijagram

c / d Y . coker f

/

9
p
Primjer 1.2.23.

(i) U kategoriji Mod(R) jezgra morfizma f: M — N je dana praslikom f~1(0).

Kojezgra je dana kvocijentom N/f(M) gdje je f(M) skupovno-teorijska slika
od f.
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(71) U Grp jezgra morfizma f: G — H je praslika jedinice f~!(eg), a kojezgra je dana
kvocijenom H/f(G)% gdje je f(G)" := {hah™! | x € f(G),h € H} normalni
zatvarac slike f(G). Univerzalno svojstvo slijedi iz teorema o homomorfizmu
buduéi da je f(G)" C ker g za homomorfizam g takav da je gf = 0. Primjetimo
da je kojezgra Abelove grupe dana u prethodnom primjeru samo specijalni slucaj
buduéi da je svaka podgrupa Abelove grupe normalna.

(7i) U kategoriji (¢, 2] gdje je 2 kategorija sa svim jezgrama, jezgru prirodne
transformacije n: F' = G definiramo ovako: kern je funktor koji objekt c iz
¢ salje u objekt kern.. Komponente prirodne transformacije pu: kern = F
su jezgre p.: kernm. — Fec. Preostaje nam definirati kako kern djeluje na
morfizmima. Ako je f: ¢ — ¢ neki morfizam u ¢ imamo komutativni dijagram

He Ne
ker 7, Fe Gce
(kern) f 3 Ff Gf
ker 7. He Fd i Gd

pri ¢emu je morfizam (kern)f induciran univerzalnim svojstvom bududéi da je
Ne o Ffop.=Gfon.opu. =0 ¢ime je automatski zadovoljena i prirodnost
od p. Univerzalno svojstvo je lako provjeriti, inducirana transformacija ¢e za
komponente imati morfizme inducirane jezgrama u Z. Dualno za kojezgre.

Napomena 1.2.24. Primjetimo da zahtjev fu = 0 da bi u bila jezgra nije suvisan, on
sprjecava da identiteta bude jezgra! Osim, naravno, ako je f nul-morfizam. Prema
tome, imamo da je ker(0: @ — b) = a, odnosno, dualno, coker(0: a — b) = b. Vrijedi i
obrat: neka je p: ker(f: a — b) — a izomorfizam. Tada je fu=0= f=0ou"' =0.
To zapravo nije iznenadujuce, imavsi na umu intuiciju o nul-morfizmu iz, primjerice,
linearne algebre.

[z univerzalnih svojstava jezgre i kojezgre lako se vidi da je jezgra morfizma nuzno
monomorfizam, a kojezgra nuzno epimorfizam. To odmah slijedi iz jedinstvenosti
faktorizacije. Takoder, lako je provjeriti da je u predaditivnoj kategoriji f mono-
morfizam ako i samo je ker f = 0 i dualno, f je epimorfizam ako i samo ako je
coker f = 0. Nadalje, u predaditivnoj kategoriji iz bilinearnosti trivijalno slijedi da je
eq(f,g) = ker(f — g) i dualno za koujednacitelj i kojezgru. Time smo zapravo utvrdili
propoziciju

Propozicija 1.2.25. Neka je o/ aditivna kategorija i neka svaki morfizam v <7 ima
jezgru. Tada je o/ konacno potpuna. Dualno, &7 je konacno kopotpuna ako svaki
morfizam u </ ima kojezgru.
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Dokaz. Trivijalno, bududi da 7 ima sve konac¢ne produkte i sve jezgre, a onda prema
gornjoj primjedbi ima i sve ujednacitelje. To je dovoljno jer svaki konac¢ni limes
mozemo prikazati pomocu konac¢nih produkata i ujednacitelja. O

Pokazimo sad korisnu lemu:

Lema 1.2.26. Neka su f:a — b, g: b — ¢ morfizmi u kategoriji € s nul-objektom.
Tada

(i) ako je g monomorfizam, onda ker(gf) postoji ako i samo ako postoji ker f te je
ker(gf) = ker f,

(ii) ako je g izomorfizam, onda coker(gf) postoji ako i samo ako postoji coker f te
je coker(gf) = coker f.

Dokaz.

(i) Nekaje u: ker f — ajezgraod finekajeh: ' — atakavdaje gfh = 0. Bududéi
da je g monomorfizam, to slijedi fh = 0, pa postoji jedinstveni h’: a’ — ker f
takav da je uh' = h. Kako je josi gfu =0, to je u: ker f — a jezgra od gf.
Neka je sada u: ker(gf) — a jezgra od gf te neka je h: @’ — a takav da je
fh = 0. Slijedi da je gfh = 0 pa postoji jedinstveni h': a’ — ker(gf) takav
da je uh' = h. Kako je gfp = 01 g monomorfizam, to je fu = 0, odnosno
w: ker(gf) — a je jezgra od f.

(i) Neka je v: b — coker f kojezgra od f te neka je h: ¢ — ¢ takav da je
hgf = 0. Tada univerzalno svojstvo kojezgre od f povlaci da postoji jedinstveni
h': coker f — ¢ takav da je h'v = hg, odnosno K'vg~! = h. Bududi da je jos i
vgtgf =vf=0,tojergt: c— coker f kojezgra od gf. Za obrat primjenimo
upravo dokazano na gf i g lgf.

Jasno, vrijede i dualni rezultati.

Definicija 1.2.27. Neka je f morfizam u kategoriji € s nul-objektom. Slikom
morfizma f zovemo kercoker f i oznacavamo ju s im f. Dualno, koslika od f je
coker ker f i oznacavamo ju s coim f.

Napomena 1.2.28. Upozoravamo na zlouporabu notacije u prethodnoj definiciji po
uzoru na napomenu 1.2.22.
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Napomena 1.2.29. Neka je f: a — bneki morfizam i neka su pu: ker f — a, v: b — coker f,
t: im f — bik:a— coim f njegova jezgra, kojezgra, slika i koslika, redom. Kako je
fu =0, iz univerzalnog svojstva koslike slijedi da postoji jedinstveni f’: coim f — b
takav da je f'k = f. Nadalje, 0 =vf =vf'x = vf' =0 jer je k epimorfizam. Sada
univerzalno svojstvo slike povladi da postoji jedinstveni f: coim f — im f takav da

je of = f', odnosno f = vfk.

ker f a a b —2— coker f

coim f --~-~im f

Definicija 1.2.30. Neka je .o/ aditivna kategorija za koju vrijedi:
(AB1) Svaki morfizam u & ima jezgru i kojezgru.

(AB2) Za svaki morfizam f u ./, inducirani morfizam f: coim f — im f je izomor-
fizam.

Tada kategoriju .« zovemo Abelova kategorija.

Aksiom (AB1) i propozicija 1.2.25 daju da je Abelova kategorija kona¢no potpuna i
konac¢no kopotpuna, dok aksiom (AB2) nije nista drugo nego dobro poznati 1. teorem
o izomorfizmu. Takoder, jasno je da je pojam Abelove kategorije autodualan, tj. ako
je o/ Abelova, onda je to i @&7°P. Do kraja odjeljka, sve kategorije ¢e biti Abelove.

Primjer 1.2.31.

(7) Kategorija Mod(R) je Abelova. Jezgre i kojezgre smo dali u primjeru 1.2.23,
dok je slika dana skupovno-teorijskom slikom, a koslika kvocijentom M/ ker f
za morfizam f: M — N. Kako za module vrijedi 1. teorem o izomorfizmu,
zadovoljen je i (AB2).

(7i) Kategorija Mods(R) opéenito ne mora biti Abelova jer podmodul konac¢no
generiranog modula nije nuzno kona¢no generiran. Uzmimo prsten polinoma
u prebrojivo mnogo varijabli R = Z[X;, Xs,...]. R je o¢ito kona¢no generiran
R-modul. Pogledajmo ideal I u R koji se sastoji od svih polinoma kojima
je slobodni koeficijent 0. Tada on nije konac¢no generiran buduéi da u njemu
nije sadrzana jedinica. Naime, za svaki konacan skup polinoma nuzno postoji
n € N takav da se X, ne pojavljuje u niti jednoj od njihovih homogenih
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komponenti. Tada polinom X, ne mozemo generirati tim skupom. Dakle,
kanonski epimorfizam R — R/I nema jezgru u Mod;(R).

(7ii) Za Abelovu kategoriju &7 i proizvoljnu kategoriju &, kategorija <7-predsnopova
[€°P, o] je Abelova, a to pokazujemo kao i za jezgre u primjeru 1.2.23 tako
da definiramo sve funktore i prirodne transformacije po tockama, Sto mozemo
prikazati u komutativnom dijagramu:

ker n, fla Fa o Ga Va coker 1,
? v v ?
3 coim 7, = im 7, 3
(kern) f } Ff } Gf (cokern) f
i (coim n) f (imn) f i
ker n, ™ i Fb - i Gb 7 coker n,
1 Ry l Ly
v / v /
coim 1 it mn,

Morfizmi prikazani isprekidanim strelicama su inducirani univerzalnim svoj-
stvima.

Propozicija 1.2.32. Za proizvoljan morfizam f: a — b vrijedi da je f monomorfizam
ako i samo ako je im f = a. Dualno, f je epimorfizam ako i samo ako je coim f = .
Posebno je svaki monomorfizam jezgra nekog morfizma (svoje kojezgre), a svaki
epimorfizam kojezgra nekog morfizma (svoje jezgre).

Dokaz. Buduéi da je f monomorfizam, ker f = 0, a prema napomeni 1.2.24, koslika
k:a — coim f je izomorfizam, pa je fr: a — im f trazeni izomorfizam. Stovise,
f = rfi, paje f jezgra (v: im f — b je slika od f). Obratno, ako je im f = a, to je
i coim f = a, a onda je prema napomeni 1.2.24 jezgra od f nul-morfizam, pa je f
monomorfizam. ]

Za monomorfizam (epimorfizam) kazemo da je normalan ako je jezgra (kojezgra)
nekog morfizma. Kategoriju u kojoj su svi monomorfizmi normalni nazivamo nor-
malnom kategorijom, a u kojoj su svi epimorfizmi normalni, nazivamo konormalnom.
Prethodna propozicija kaze da je svaka Abelova kategorija binormalna. Naziv norma-
lan potjece iz teorije grupa. Naime, monomorfizam grupa je normalan ako i samo ako
mu je slika normalna podgrupa kodomene. To se lako vidi bududi da je jezgra uvijek
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normalna podgrupa, dok je inkluzija normalne podgrupe N < G jezgra kanonskog
epimorfizma G — G /N. Tako je kategorija Abelovih grupa Ab normalna, a kategorija
grupa Grp nije.

Teorem 1.2.33. (epi-mono rastav) Svaki morfizam u Abelovoj kategoriji dopusta
rastav kao kopomoziciju epimorfizma i monomorfizma. Stovise, svaki epi-mono rastav
je jedinstven do na jedinstveni izomorfizam, tj. ako su gf i ¢'f' dva epi-mono rastava,
postoji jedinstveni izomorfizam ¢ takav da komutira dijagram

N
N

Dokaz. Egzistencija takvog rastava dana je u napomeni 1.2.29. Pretpostavimo da
vrijedi gf = ¢'f' pri ¢emu su f i f’ epimorfizmi, a ¢ i ¢’ monomorfizmi. Prema lemi
1.2.26 imamo

ke f & ker(gf) = ker(g' f') = ker ',

a prema propoziciji 1.2.32 tada imamo da su f i f’ kojezgra istog morfizma, pa postoji
jedinstveni izomorfizam ¢ takav da je of = f’. No,

gf =g f' =gf=gef=9=4dv¢
jer je f epimorfizam, a onda imamo i da su dani rastavi izomorfni. m

U napomeni 1.2.29 smo proizvoljan morfizam f: a — b rastavljali na kompoziciju

a4 — coim f — im f b

sto ima svoje prednosti u kategorijama gdje slika i koslika imaju svoju konkretnu
skupovnu realizaciju, poput kategorija modula. Ipak, u svijetlu prethodnog teorema,
u nastavku ¢emo morfizam f faktorizirati kroz njegovu sliku

a im f b

te ¢emo ponekad epimorfizam a — im f zvati koslikom morfizma f, a monomorfizam
im f — b njegovom slikom. To, jasno, nije problem zbog aksioma (AB2).

Korolar 1.2.34. Svaki bimorfizam u Abelovoj kategoriji je izomorfizam.
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Dokaz. Neka je f monomorfizam i epimorfizam. Tada su 1o f i fo1 dva epi-mono
rastava istog morfizma, pa prema prethodnom teoremu postoji izomorfizam ¢ takav
daje pol=filopw=f, odnosno p = f, dakle, f je izomorfizam. m

Kategoriju u kojoj su svi bimorfizmi izomorfizmi zovemo balansirana kategorija. U
balansiranim kategorijama vrijedi sljedeci rezultat:

Propozicija 1.2.35. Neka je F: € — 2 vjeran funktor i neka je € balansirana.
Tada je F konzervativan.

Dokaz. Buduéi da je F' vjeran, on reflektira monomorfizme i epimorfizme, pa ako je

Ff izomorfizam, f je bimorfizam u %, a po pretpostavci je onda i izomorfizam. [

Egzaktnost

Promotrimo sad kompleks

i komutativni dijagram

im f BN ker g — coker ¢

SN
N/

ker 1) — coker f —Q—p—» im g

Morfizmi ¢ i 9 su inducirani univerzalnim svojstvima jer je g¢ = 0 i kf = 0
(Sto slijedi iz gf = 0). Takoder, napomenimo da je ¢ monomorfizam jer vrijedi
[ = t, a p i ¢ su monomorfizmi i sliéno je ¢ epimorfizam. Ako oznac¢imo x = vpu,
onda je ¢ jezgra od x, a ¥ kojezgra od x. Provjerimo. Neka je h: d — ker g neki
morfizam za koji vrijedi yh = 0. Tada je vuh = 0, a kako je ¢ jezgra od v, to
postoji jedinstveni h': d — im f takav da vrijedi th’ = ph Sto povladi uph’ = ph,
odnosno ph' = h jer je p monomorfizam. Dakle, h se jedinstveno faktorizira kroz
im f, pa je o zaista jezgra. Sli¢no se dobije da je 1 kojezgra. No, sada imamo da je
coker (p = coim y = im y = ker . Za posljedicu imamo propoziciju
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Propozicija 1.2.36. FEkvivalentno je:
(i) ¢ je izomorfizam,
(ii) 1 je izomorfizam,

(i) coker v =0,

(iv) kery = 0.

Dokaz. Ekvivalencija (iii) < (iv) slijedi iz prethodne rasprave, dok (i) < (4i7) vrijedi
buduéi da je ¢ epimorfizam ako i samo ako je coker p = 0, a ve¢ znamo da je ¢
monomorfizam. Tvrdnja tada slijedi iz korolara 1.2.34. Ekvivalencija (ii) < (iv) se
dobije analogno prethodnoj. O]

Ako vrijedi nesto iz prethodne propozicije, kazemo da je kompleks

f g

egzaktan u b. Za neki dijagram kazemo da je egzaktan ako je egzaktan u svim objektima
(osim u rubnima gdje niti nema smisla govoriti o egzaktnosti). Linearne dijagrame
¢emo Cesto zvati nizovima. Kompleks a* zovemo dugi egzaktni niz ako je egzaktan
dijagram. Ponekad za dugi egzaktni niz kazemo da je aciklicni kompleks.
Od posebne vaznosti su tzv. kratki egzaktni nizovi. Kratki egzaktni niz je kompleks
oblika
f g

a b c

egzaktan u b, ili, ekvivalentno, egzaktan niz

f g

jer, kao sto je pokazujemo u sljedecoj lemi, egzaktnost u a je ekvivalentna tome da je
f monomorfizam, a egzaktnost u ¢ tome da je g epimorfizam.

Lema 1.2.37. Neka je dan niz

egzaktan w b. Tada je f epimorfizam ako ¢ samo ako je g nul-morfizam. Obratno, ako
je f epimorfizam, a g nul-morfizam, tada je dani niz egzaktan u b.
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Dokaz. Neka je dani niz egzaktan u b. To znaci da je inducirani morfizam ¢: im f — ker g
izmorfizam. Ako je f epimorfizam, onda je b = coim f, odnosno morfizam ¢: im f — b
je izomorfizam, a onda i za u: kerg — b vrijedi = 1!, odnosno yu je iomorfi-
zam. No, onda je g nuzno nul-morfizam. Obratno, ako je g nul-morfizam, onda je u
izomorfizam, pa je i ¢ izomorfizam, odnosno f je epimorfizam.

Neka je f epimorfizam, a g nul-morfizam. Tada su ¢ i p izomorfizmi, pa je i
© = p~ 1 izomorfizam. O

Sljedec¢a propozicija nam daje vezu izmedu jezgri i egzaktnosti:

Propozicija 1.2.38. Neka su f:a — b i g: b — ¢ morfizmi u Abelovoj kategoriji.
Tada je f jezgra od g ako i samo ako je niz

f g

egzaktan.

Dokaz. Neka je f jezgra od g. Tada je gf = 0 i inducirani morfizam ¢: im f — kerg
je izomorfizam. Dakle, dijagram je egzaktan u b. Egzaktnost u a slijedi jer je
f monomorfizam. Obratno, ako je gornji niz egzaktan, onda imamo izomorfizam
a = im f = ker g te je taj izomorfizam faktorizacija morfizma f kroz ker g pa je f
jezgra od g. O

Kao i ranije, propoziciju mozemo dualizirati pa imamo rezultat da je dijagram

f g

egzaktan ako i samo je g kojezgra od f.
Definicija 1.2.39. Neka je F': &/ — /' aditivan funktor izmedu Abelovih kategorija.

(7)) Kazemo da je F' egzaktan ako svaki kratki egzaktni niz

f g

u of preslikava u kratki egzaktni niz

Ff Fg
0 Fa Fb Fe 0
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(i1) Kazemo da je F' lijevo egzaktan ako svaki egzaktni niz

f g

u of preslikava u egzaktni niz

Ff Fg
0 Fa Fb Fec

(7i1) Kazemo da je F' desno egzaktan ako svaki egzaktni niz

! g

u of preslikava u kratki egzaktni niz

Ff Fg
Fa Fb Fe 0

Ocito je F egzaktan funktor ako i samo ako je lijevo egzaktan i desno egzaktan te je
F lijevo egzaktan ako i samo ako je F'°P desno egzaktan. Dajemo vaznu karakterizaciju
egzaktnosti:

Teorem 1.2.40. Neka je F': o7 — &' aditivan funktor izmedu Abelovih kategorija.
(i) F je lijevo egzaktan ako i samo ako cuva konacne limese.
(i) F je desno egzaktan ako i samo ako c¢uva konacne kolimese.

(iii) F je egzaktan ako i samo ako cuva konacne limese i konacne kolimese.

Dokaz. Dovoljno je pokazati (i) jer (ii) onda slijedi po dualnosti, a (7i7) iz (¢) i (ii).
Pretpostavimo da je F' lijevo egzaktan. Tada ¢uva jezgre prema propoziciji 1.2.38,
a onda i ujednacitelje jer je eq(f’,¢') = ker(f’ — ¢') za proizvoljne morfizme f’ i ¢'.
No, teorem 1.2.16 daje da F' ¢uva i konacne produkte, a onda mora cuvati i sve
konacne limese. Obratno, ako F' ¢uva sve konacne limese, posebno ¢uva i jezgre, a
onda rezultat slijedi iz propozicije 1.2.38. O]

Vratimo se za trenutak u situaciju kad imamo kompleks

f g
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egzaktan u b. Kako egzaktan funktor ¢uva konac¢ne limese i kolimese, to je F'(im f)
slika od F'f, a F(ker g) jezgra od Fg te je Fy: F(im f) — F(ker g) izomorfizam, pa
je

Ff Fg
Fa Fb Fe

egzaktan u F'b. Drugim rijecima, egzaktni funktori egzaktne dijagrame salju u egzaktne
dijagrame.

Korolar 1.2.41. Neka je F': of — &' aditivan funktor izmedu Abelovih kategorija.
(i) F je egzaktan ako i samo ako je desno egzaktan i cuva monomorfizme.
(i) F je egzaktan ako i samo ako je lijevo egzaktan i cuva epimorfizme.

Dokaz. Neka je F egzaktan. Ocito je tada desno egzaktan, a za monomorfizam
f:a— b, dijagram egzaktan u a

F salje u dijagram

F
0 Fa / Fb

egzaktan u Fa, pa je F'f monomorfizam. Obratno, neka je F' desno egzaktan i ¢uva
monomorfizme i neka je

0 a / b g c 0
kratki egzaktni niz. Tada je
0 Fa i Fb ik Fec 0
egzaktan u Fa jer je F'f monomorfizam, a u Fbi Fc jer je F desno egzaktan. O]

Propozicija 1.2.42. Neka je o/ Abelova kategorija i x objekt u <. Tada je hom-
funktor Hom, (x, —): o/ — Ab lijevo egzaktan funktor.
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Dokaz. Neka je dan egzaktan niz

u /. Prema propoziciji 1.2.38, to je ekvivalentno tvrdnji da je f jezgra od g. Tvrdimo
da je i niz

o — o —

Hom,, (x,b) g0 Hom, (z, ¢)

0 —— Homy(z,a)

egzaktan u Ab. Buduéi da je f monomorfizam, ocito je to i f o — jer

(fo=)(h)=(fo—)(W)= fh=[fh =h=1.

Preostaje pokazati da je im(f o —) = ker(go —). Neka je h € ker(go —). Tada je
gh = 0, pa jer je [ jezgra od g, postoji jedinstveni h': x — a takav da je fh' = h,
dakle h € im(f o —). Obratno, ako je h € im(f o —), onda je h = fh' za neki b/, a
tada je (go—)(h) = gh = gfh' =0 jer je gf = 0, odnosno, h € ker(go —). O

Jasno, dualizacijom imamo rezultat da je i Hom, (—, x): &/°? — Ab lijevo egzak-
tan. Opéenito, niti jedan od njih ne mora biti desno egzaktan. U vezi s tim dajemo
sljededi rezultat:

Teorem 1.2.43. Neka je o/ Abelova kategorija i P objekt u o/ . Tada je ekvivalentno:

(i) Za svaki morfizam f: P — a 1 svaki epimorfizam g: b — a u <, postoji
h: P — b takav da komutira dijagram

(7i) Hom (P, —): &/ — Ab je egzaktan funktor.

Dokaz. 1z prethodne propozicije te korolara 1.2.41, dovoljno je pokazati da je (i) ekvi-
valentno s tim da Hom, (P, —) ¢uva epimorfizme. Pretpostavimo da je P projektivan
i uzmimo proizvoljan epimorfizam ¢g: b — a. Tvrdimo da je

go—: Hom (P, b) — Hom (P, a)
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epimorfizam. No, za proizvoljan morfizam f: P — a iz projektivnosti od P slijedi
da postoji h: P — b takav da je gh = f, pa je g o — surjektivno. Obratno, neka
Hom,, (P, —) ¢uva epimorfizme. Uzmimo proizvoljne f: P — a i g: b — a, takav
da je g epimorfizam. Kako je po pretpostavci g o —: Hom, (P,b) — Homy (P, a)
epimorfizam, to postoji h: P — b takav da je gh = f, a to je tocno projektivnost od
P. O

Objekt P koji zadovoljava (7) ili (i) iz prethodnog teorema nazivamo projek-
tivnim objektom. Dualan pojam je injektivni objekt; to je objekt I za kojeg je
Hom,/ (—,I): &/ — Ab egzaktan.

Lema 1.2.44. Biprodukt injektivnih objekata je ponovno injektivan.
Dokaz. Neka su I i I’ injektivni objekti u /. Bududi da je
Hom (—, I & I') =2 Homy (—, I) ® Homg (—, I'),

za epimorfizam f u 27°P, imamo da su Hom, (f, I) i Hom,(f, ") epimorfizmi, a onda
je 1 njihov biprodukt epimorfizam. Dakle, Hom (f,1 & I') je epimorfizam, pa je
Hom,, (—, I & I') egzaktan. O

Navedimo jos neke korisne rezultate za Abelove kategorije.
Lema 1.2.45. (4-lema) Neka je of Abelova kategorija.

(1) Za komutativan dijagram

. f ) g . h p
e { IS v 4]
a’ ! v g c U d

u kojem su retci egzakini, a o epimorfizam, ako su B ¢ & monomorfizmi, onda je
i v monomorfizam.

(ii) Za komutativan dijagram
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u kojem su retci egzaktni, a € monomorfizam, ako su B i 6 epimorfizmi, onda je
iy epimorfizam.

Dokaz. Vidi [6]. O

Korolar 1.2.46. (5-lema) Za komutativan dijagram

" f ) g . h p k .
/ /
a/ f b/ g C/ h/ d/ k/ 6/

u kojem su retci egzaktni, o epimorfizam, a € monomorfizam vrijedi:
(i) Ako su B i § monomorfizmi, onda je i v monomorfizam.
(ii) Ako su i 6 epimorfizmi, onda je i~y epimorfizam.
(1ii) Ako su (B i 6 izomorfizmi, onda je i vy izomorfizam.
Dokaz. (1) i (i7) slijede direktno iz 4-leme, a (ii7) iz (i) i (ii) te 1.2.34. O
Kao direktnu posljedicu 5-leme imamo tzv. kratku 5-lemu:

Korolar 1.2.47. (kratka 5-lema) Neka je dan komutativan dijagram

u kojem su retci egzaktni.
(i) Ako su a iy monomorfizmi, onda je i f monomorfizam.
(i) Ako su « iy epimorfizmi, onda je i B epimorfizam.

(iii) Ako su a iy izomorfizmi, onda je i B izomorfizam.



40 POGLAVLJE 1. TEORIJA KATEGORIJA

Lema 1.2.48. Neka je dan komutativan dijagram

u kojem su retci egzaktni. Tada postoji jedinstveni morfizam ~v: ¢ — ¢ takav da je
~vg = ¢'B. Ako su « i B izomorfizmi, onda je to i .

Dokaz. Prema dualu propozicije 1.2.38 morfizam ¢ je kojezgra od f. Imamo

gBf=4fa=0
pa je v: ¢ — ¢ induciran univerzalnim svojstvom kojezgre. Ako su « i 8 izomorfizmi,
onda je i v prema 5-lemi (s desne strane mozemo dodati nul-morfizme). O]
Neka je
f g
0 a b c 0

kratki egzaktni niz te neka postoji h: b — a takav da je hf = 1,. Tada dani niz
zovemo rascijepljenim.

Propozicija 1.2.49. Niz

0 a a®b b 0

je egzaktan i rascijepljen.

Dokaz. Prema propoziciji 1.2.38 dovoljno je pokazati da je ¢, jezgra od m, buduci
da je m, epimorfizam. Neka je f: ¢ — a ® b takav da je m,f = 0. Tada slijedi da
je i wmf = 0, a onda imamo (.7, f = t,7.f + tympf = f, dakle f se faktorizira
kroz a. Morfizam 7, f: ¢ — a je jedinstven morfizam za koji je t,m.f = f jer je ¢4
monomorfizam. Time smo pokazali univerzalno svojstvo jezgre. O]

Pokazat ¢emo da su svi rascijepljeni nizovi tog oblika u sljede¢oj lemi.

Lema 1.2.50. (lema o cijepanju) Neka je dan kratki egzaktni niz

/ g
0 a b c 0

Tada je ekvivalentno:
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(i) postoji h: b — a takav da je hf = 1,,
(ii) postoji h: ¢ — b takav da je gh = 1,
(177) b= a @ c pri cemu su f i g kanonski morfizmi biprodukta.

Dokaz. Zbog dualizacije je dovoljno pokazati (i) < (iii), pri cemu je (iii) = (i)
trivijalno. Pretpostavimo, dakle, (i) te definirajmo P := fh. P je idempotentan,
tj. Po P = fhfh = fh = P. Oznac¢imo s 7p: b - im P i (tp: im P — b kosliku
i sliku morfizma P. Zbog jedinstvenosti epi-mono faktorizacije postoji jedinstveni
izomorfizam ¢: a = im P takav da je oh = 7p i f = tpp. Buduéi da je hf = 1,,
vrijedi

o =¢hf =npf = mpipp =7pf =9 =7mptp = limp.

Definirajmo @) := 1, — P te oznac¢imo s mg: b — im @) i ¢ : im ) — b njegovu kosliku

i sliku. Imamo
QoQ=(1,—P)(1, - P)
=1,—P—-—P+PoP,
a onda i tomgLomg = Lomg Sto povlaci Toig = limg jer je to monomorfizam, a mg
epimorfizam. Takoder vrijedi
mplg =0 mpLomg =0

<:>7TP(1b — LPﬂ'P) =0

S ap—mplpip =0 ’

Sap—7mp=0
a slicno se dobije i mgtp = 0. No, to znaé¢i da imamo m;t; = 0;; za i,j € {P,Q} te

tpmp +1omg = P+ (@ =1, a onda prema lemi 1.2.8 imamo b = im P @ im (). Imamo
komutativan dijagram s egzaktnim retcima

L TQ .
0——imP r b m@ ——0

a onda prema lemi 1.2.48 postoji jedinstveni izomorfizam : ¢ = im @ za koji je
g = mg iz Cega slijedi da je hf = 1,, g(to¥) = 1.1 fh + (1o¥0)g = 1, pa prema lemi
1.2.8 slijedi (iit). O
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Lema 1.2.51. (lema o zmiji) Za komutativan dijagram

pri cemu su retci egzaktni, postoji morfizam 6: ker~y — coker a takav da je niz
0
0 — ker a — ker § — kery — coker « — coker § — coker y — ()

egzaktan.

Dokaz leme o zmiji moZemo pronadi primjerice u [6]. Napomenimo samo da su
morfizmi izmedu jezgri i kojezgri inducirani univerzalnim svojstvima.

1.3 Lokalizacija kategorija

Ranije smo ve¢ dali kategorifikaciju pojma prstena, a u ovom odjeljku ¢emo poopéiti
lokalizaciju prstena. Kada radimo teoriju prstenova, lokalizacijom nazivamo formalno
uvodenje inverza s obzirom na operaciju mnozenja u prstenu, a pouceni primjerom da
elementi prstena definiraju endomorfizme predaditivne kategorije s jednim objektom,
lokalizacija kategorije ¢e formalno uvoditi inverze s obzirom na kompoziciju u kategoriji.
Pokazat ¢emo i da taj prosireni pojam lokalizacije poopcuje klasican pojam, odnosno
lokalizacija predaditivne kategorije s jednim objektom ¢e to¢no odgovarati lokalizaciji
prstena. U ovom odjeljku posebno naglasavamo univerzum u kojem se nalaze hom-
skupovi, buduéi da ¢e lokalizacija opéenito povecavati univerzum. Ako ne kazemo
drugacije, kategorija € Ce biti U-kategorija, a kategorija Set kategorija U-malih
skupova.

Lokalizacija kategorije

Definicija 1.3.1. Neka je € U-kategorija, a S neki skup morfizama u . Kategoriju
€[S~ s funktorom Q: € — €[S™!] nazivamo lokalizacijom kategorije ¢ u odnosu
na skup S ukoliko vrijedi:

(i) Qs je izomorfizam u €'[S™!] za sve s € S.
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(i) za proizvoljan funktor F': € — & takav da je F's izomorfizam u kategoriji 2
za sve s € S, postoji jedinstveni funktor F': €[S™!] — 2 takav da komutira
dijagram

Konstruirajmo lokalizaciju. Za objekte u kategoriji ¢’[S™!] uzmimo objekte iz €,
a da bi definirali morfizme, promotrimo sljede¢u konstrukciju:

Put izmedu objekata ci d u €[S™!] je konacan niz (c1, g1, - - -, Ca_1, gn_1, Cn) tako da
c; €0Ob€[S™Y,i=1,...,n,¢1 = ¢, ¢, =d, g; € Homg(c;, c;r1)U(Homeg (ciy1, ¢;)NS).
Svaki par objekata c, d iz €[S™!| odreduje inkluzije

to(c,d): Homyg(c,d) — Homyg(c,d) U (Homeg(d, c) N .S)

t1(c,d): Homg(d,c) NS — Homg(c,d) U (Homy(d,c) N S)
te buduéi da su domena i kodomena morfizma jedinstveno odredene, put mozemo
skrac¢eno zapisati (¢;, f1,...,ti, fn), @ € {0,1}, k = 1,...,n. Nadalje, definiramo
elementarne transformacije puta:

(i) zamjena (...,e1f,019,...) 1 (... t1(gef),...),
(ii) zamjena

) (

) ( ..,Llf,LQf,...)i(...,Llldomf,...),
(79) zamjena (...,.of, 01 f,...)1 (... t1lecods,---),

) (

(iv) zamjena (..., ¢11domf,tof,. .. )1 (.. staf, . 0).

Kazemo da su dva puta ekvivalentna ako se jedan iz drugoga mogu dobiti primje-
nom konacno mnogo elementarnih transformacija (ocito je to relacija ekvivalencije).
Kompoziciju puteva definiramo kao konkatenaciju, Sto ocito inducira kompoziciju
klasa ekvivalencije puteva. Sada Homgg-1)(c,d) definiramo kao klase ekvivalencije
puteva izmedu c i d. Identiteta na ¢ u €[S™!] je klasa reprezentirana putem (;1.).
Funktor @ definiramo kao identitetu na objektima, a na morfizmima Qf := (¢ f).
Elementarne transformacije (i) i (i) daju da je (Qs)™" = (135), Vs € S.

Teorem 1.3.2. Kategorija €[S™'] je lokalizacija kategorije € u odnosu na S te je
ona jedinstvena do na jedinstven izomorfizam.
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Dokaz. Jedinstvenost do na jedinstveni izomorfizam se pokazuje analogno svakoj
univerzalnoj konstrukciji. Preostaje jos pokazati univerzalno svojstvo. Za funktor
F: € — 2 definirvamo F(u;, f1,... 1, fn) i= (Ffn)' "> o ... o (Ff;)""*". Definicija
nece ovisiti o izboru reprezentanta jer je F' funktor, tj. cuva kompozicije i identitete.
Nadalje, FQf = F(u..f) = Ff paje FoQ = F. Neka je G: €[S™'] — 2 proizvoljan
funktor za koji vrijedi G o @) = F'. Sada imamo:
G f1, - tinfn) = G((biy fa) o0 (1 f1)

_ G((an)l—an o o (Qf1)1—221>

= (GQf) e o (GQA) T

_ (an)l—an o .o (Ff1>172ll

= F(Lilfla N Linfn .

O

Napomena 1.3.3. 1z konstrukcije morfizama u lokalizaciji je jasno da €’[S™!] vise neée
nuzno biti U-kategorija.

Neka je S neki skup morfizama u ¢, Qs: € — ¢[S™!] funktor lokalizacije te neka
je QF: €°P — €[S funktor induciran s Qs. Tada je S°P neki skup morfizama
u 6P te su Q¥ s = (Qs)° invertibilni u €[S, za sve s°P € S°P, pa posebno
postoji jedinstveni F': €°P[(SP) '] — €[S~ takav da je F o Qger = Q¥

QY o
Gor — e G[STP

QS/
F

P[5 7]

Ako oznacimo
15" (¢, d): Homgos (¢, d) — Homyos (¢, d) U (Homgeos (d, ¢) N SP)
3P (e,d): Homgon (d, ¢) N SP — Homyon (¢, d) U (Homgop (d, ¢) N SP)
ocito vrijedi ;¥ (¢, d) = 1;(d, ¢) pa imamo:
PPt fa) = (QF LR QP A7)
Qo f,)TE P P (Qg fr) 2

_ (stl)l—%l o o (an)l—%n
= Linfna ey [/ilfl
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odakle ocito slijedi da je F potpuno vjeran. Nadalje, @3 na objektima djeluje kao
identiteta, pa je posebno F bijektivan na objektima, dakle F' je izomorfizam kategorija.
Time smo pokazali propoziciju:

Propozicija 1.3.4. Neka je S neki skup morfizama u kategoriji €. Tada je S°P neki
skup morfizama u €°° te vrijedi €°P[(SP) ] = €[S~1°".

Lokalizacija kategorije po lokaliziraju¢em skupu

lako je nedvojbeno korisno, bar iz teoretskih razloga, imati dobro definiran pojam
lokalizacije za sve kategorije, ¢injenica je da o morfizmima u lokalizaciji u opéem
slu¢aju ne¢emo modci reéi nista pametno. Ponekad cak niti je li lokalizicija trivijalna
ili ne. Prihvativsi takvo ¢injeni¢no stanje, iduéi zadatak je bar definirati dobru klasu
morfizama, po kojoj ¢e lokalizacija biti jednostavno opisiva. U teoriji lokalizacije
nekomutativnih prstena, uvjeti koje dajemo su poznati kao Oreovi (QDystein Ore). Uz
te uvjete dat ¢emo alternativnu konstrukciju lokalizacije, analognu lokalizaciji prstena
u algebri, te pokazati da je tako definirana kategorija izomorfna lokalizaciji kako smo
je u pocetku definirali (teorem 1.3.9).

Definicija 1.3.5. Neka je € kategorija te neka je S neki skup morfizama u € takva
da vrijedi:

(LS1) Za sve objekte ¢ u ¢, identiteta 1. na ¢ je u S.
(LS2) Za sve morfizme f, g u S kompozicija fg je u S, ukoliko je definirana.

(LS3) Za sve morfizme f u € te morfizme s u S sa zajednickom domenom, postoje
morfizmi g u € it u S takvi da komutira dijagram

(LS4) Za sve morfizme f, g u €, ako postoji s u S takav da je fs = gs, onda postoji
t u S takav da je tf = tg.

Tada S zovemo desno lokalizirajuc¢im skupom u kategoriji €. S zovemo lijevo lokalizi-
rajucim skupom u kategoriji € ako je S°P desno lokalizirajuéi skup u €°P, odnosno
ako umjesto (LS3) i (LS4) vrijede njihovi duali koje ¢emo oznacavati (LS3*) te (LS4*).
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Skup morfizama S koji je i lijevo i desno lokalizirajuéi skup zovemo lokalizirajucim
skupom.

Napomena 1.3.6. Kako to ¢esto biva u matematici, razliciti autori koriste razli¢ite
konvencije u terminologiji, pa tako ono sto mi zovemo desno lokaliziraju¢im skupom,
neki autori zovu lijevo lokalizirajuéim i obratno. Ubrzo ¢emo vidjeti da desno (lijevo)
lokalizirajué¢i skupovi dopustaju jednostavan opis morfizama u lokalizaciji preko
kolimesa u kategoriji Set te ¢emo tada dati lako pamtljivu heuristiku za odredivanje
sto je lijevo, a sto desno lokalizirajué¢i skup u nasem smislu. Takoder, umjesto termina
(lijevo, desno) lokalizirajuéi skup, ¢esto se u literaturi kaze da skup dopusta (lijevi,
desni) racun razlomaka sto je savrseno opravdana terminologija uzevsi u obzir da
je lokalizacija kategorije poopcenje klasi¢ne lokalizacije prstena te ¢e morfizmi u
lokalizaciji zaista izgledati kao razlomci, ako su dani uvjeti (LS1)-(LS4) (ili njihovi
duali), sto ¢emo pokazati u sljedecoj napomeni.

Napomena 1.3.7. Primjetimo da nam (LS1) i (LS2) uz primjenu elementarnih trans-
formacija puteva daju da svaki morfizam u ¢’[S™!] moZemo reprezentirati putem
(t1f1, 1281, - - L1 fn, t28n). Nadalje, iz (LS3) slijedi da za svaki put (i2s,¢1f) postoje
morfizmi ¢ i ¢ takvi da je (135,01 f) = (119, t2t). Naime, (135, 01.f) = Qf o (Qs)”"' pa
posebno na f i s mozemo primjeniti (LS3), odnosno postoje morfizmi g it (t € 5)
takvi da je tf = gs te imamo

QtoQf =QgoQs= Qf(Qs)" = (Q1) ' Qg = (125,11f) = (119, tat).

No, tada slijedi da za svaki put oblika (¢1f1, 1281, - .., t1fn, t28s) Postoje morfizmi f u
€ isu S takvi da je (111,281, .01 fn, t25n) = (11.f,125) = (Qs) o QF.

Napomena 1.3.8. Neka smo u situaciji iz (L.S3), te neka je F' proizvoljan funktor za
koji je F's invertibilan za sve s u S. Kao i u prethodnoj napomeni, vrijedi

tf =gs= FtoFf=FgoFs= Ffo(Fs) ' =(Ft) " oFy,

tj. lijevi razlomak uvijek mozemo zamijeniti desnim razlomkom, sto smo i napravili u
prehodnoj napomeni za Q).

Dakle, svaki morfizam iz Homeg-1)(c,d) mozemo reprezentirati pomocu dva
morfizma f i s takvih da je s € d/S, f € Homg(c, cods), pri ¢emu je d/S puna
potkategorija kategorije morfizama pod d d/€ (eng. coslice category, under cate-
gory) ¢iji su objekti morfizmi u S s domenom d. Za svaki s € d/S definirajmo
q¢s: Home(c,cods) — Homyg-1)(c, d), qsf := (Qs)_l o@f. Neka je p: s — s proi-
zvoljan morfizam u d/S. Tada imamo da je Qp = Qs' o (Qs)_1 invertibilan te

s (pf) = (Q(ps)) " o Q(pf) = (@s) ™ = (Qp) ' = QpoQf = qsf
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odnosno, komutira dijagram
Home (¢, cod s) s Homgg-1)(c, d)

be__

qs’

Home (¢, cod s)

no, tada preslikavanja ¢, preko univerzalnog svojstva kolimesa induciraju preslikavanje
Tea: colimyeq/g Home(c, codt) — Homgs—1(c, d). Kada bismo imali da su 7.4 bijek-
cije za sve parove objekata ¢, d € €, lako bismo mogli definirati kategoriju S™'€ ¢&ji
bi objekti bili objekti iz €, a morfizmi Homg-14(c, d) := colimyeq/g Home (c, cod t) te
bi preslikavanja 7.4 definirala izomorfizam kategorija S™'% = ¢’[S™!], §to bi nam dalo
kategorijski opis morfizama u lokalizaciji. Nazalost, nije ocito zasto bi preslikavanja 7.4
nuzno bila bijektivna, no, koristeéi 7 moZemo definirati kompoziciju u S~1% te pokazati
da je tako definirana kategorija lokalizacija kategorije ¥, tj. da zadovoljava univer-
zalno svojstvo iz definicije 1.3.1. Prije svega, izracunajmo colimyeq/s Home(c, codt).
Definiramo H(c,d) :={(s, f) | s € d/S, f € Homg(c,cod s)}/_, pri ¢emu je relacija
~ definirana tako da (s, f) ~ (¢, g) ako i samo ako postoje morfizmi p i g takvi da je
ps € S te komutira dijagram

Iz aksioma (LS1)-(LS4) slijedi da je ~ relacija ekvivalencije (v. [9]). Nadalje,
definirajmo ts: Homg(c,cods) — H(c,d), tsf = [s, f]. Neka su sada s € d/S,
f € Homg(c,cods) te p morfizam u € takav da je ps € S. Tada imamo da je
(s, f) ~ (ps,pf) jer komutira dijagram
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pa posebno imamo da je tsf = 1y (pf) za sve morfizme p: s — s’ u d/S. Neka je
dana familija funkcija ¢4: Homg(c,cod s) — a takva da za sve morfizme p: s — '
u d/S vrijedi psf = py(pf). Definiramo ¢: H(c,d) — a formulom ¢[s, f] := @, f.
Pretpostavimo za trenutak da je ¢ dobro definirano i neka je ¢: H(c,d) — a funkcija
takva da je ¥, = @5, Vs € d/S. Tadaje s, f] = osf = ¢[s, [, zasve [s, f] € H(c,d),
tj. 1 = p. Nadalje, oc¢ito komutira dijagram

Homg (¢, cod s)

Ps
&
peo_ H(c,d)——ﬁo———+a
Lg!
Ps’

Hom (¢, cod )

pa ¢im dokazemo da je ¢ dobro definirano, imat ¢emo colimyeq/s Home (¢, cod t) = H(c, d).
No, ako je (s, f) ~ (t,g), onda postoje morfizmi p, ¢ u € takvi da je pf = qg, ps = qt,
ps € S, pa imamo ¢[s, f] = psf = vps(pf) = pu(a9) = w19 = #[t, g]. Sada mozemo
eksplicitno zapisati i meq[s, f] = (Qs)_1 o Qf. Surjektivnost od 7.4 je sada ocita, no i
dalje ne znamo je li m,q nuzno injektivno. Uzmimo sad neke objekte a, b, ¢ u €. Zelimo
definirati kompoziciju o: H(a,b) x H(b,¢) — H(a,c) tako da komutira dijagram

(o}

H(a,b) x H(b,c) H(a,c)

Tab X The Tac

Homcg[sfl](a, b) X Homcg[s—l](b, C)

Home(s-1)(a, ¢)

Dakle, za proizvoljne morfizmef, g u € te s,t u S mora vrijediti

Wbc[sv f] °© Wab[tag] = (Qs)il © Qf ° (Qt)il ° Qg
= (Qs) o (Qu) ' QhoQf

= Q(us) ™" » Q(hg)
= Tacus, hyl

za sve morfizme h u € i v u S takve da je ht = uf. Neka su dani takvi h i u te
definirajmo [s, f] o [t, g] := [us, hg]. Prvo naglasimo da zbog (LS3) uvijek postoje h i
u s danim svojstvima. Nadalje, iz aksioma (LS1)-(LS4) slijedi da definicija ne ovisi
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ni o izboru reprezentanata, ni o izboru h i u (v. [9]). Kompoziciju u $~'¢ moZzemo
prikazati sljede¢im komutativnim dijagramom

NN

i obratno, svaki takav dijagram odreduje kompoziciju u S~'%. 1z te obzervacije lako
slijedi asocijativnost kompozicije, kao i da je identiteta na ¢ dana klasom [1., 1.]. Time
smo u potpunosti definirali kategoriju S™!1% te vrijedi

Teorem 1.3.9. Neka je S desno lokalizirajuci skup u kategoriji €. Tada je kategorija
S™IE lokalizacija kategorije € te je izomorfizam S™'€ = €[S dan funktorom

W(Cid) = ¢ Tl g,
Dokaz. Funktor Q': € — S~'% definirajmo kao identitetu na objektima, a na mor-

fizmima formulom Q'f := [leays, f]. Tada imamo da vrijedi Q1. = [1., 1] te

Q'(fg) = [1e, fgl = [1e, f] o [y, 9] = Q'f 2 Q'g, pa je Q' zaista funktor. Neka je
s~ada F: ¥ — 2 funktor takav da Jje F's invertibilan za sve s € S. Definiramo
Fls, f] = (Fs)_1 o F'f. Sada imamo F[l., 1. = (Flc)_lFlc = 1p. te

F([s, f]o[t,g]) = Flus, hg]

= F(u )*%F(hg)
= (Fs)" o (Fu)™ e Fho Fyg
= (Fs) e Ffo(Ft) o Fg
Fls, f]e Flt,g]

za neke morfizme h u € i wu S takve da je it = uf. Nadalje, FQ'f = F[lcodf, fl=Ff.
Neka je G proizvoljan funktor za kojeg vrijedi GQ' = F. Tada imamo da za sve mor-
fizme f iz €, s iz S vrijedi G[leoa s, f] = Ff 1 GJs, 1cods] = (G[leods, s])f1 = (Fs)fl,
odnosno GJs, f] = G[s,1eods] © Glleoas, f] = (Fs) "o Ff = F[s, f]. Dakle, S™'%
je lokalizacija kategorije € pa se posebno funktor Q: ¢ — ¢[S™!] faktorizira kroz
SIE te vrijedi mo Q' = Q. S druge strane, €[S je takoder lokalizacija kategorije
%€ pa se Q' faktorizira kroz €[S™!] te vrijedi 7' o Q = @’. Sada zbog jedinstvenosti
faktorizacije funktora kroz lokalizaciju slijedi 77’ = lg[s-1) te 7' = 1g-14. O
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Napomena 1.3.10. Jasno, zbog propozicije 1.3.4 odmah imamo da vrijedi i dualan
rezultat ukoliko je S lijevo lokalizirajuci skup u €.

Napomena 1.3.11. Morfizme u lokalizaciji sada mozemo dobiti kao kolimes funktora
Homg (¢, cod —) za neki fiksan ¢. Otuda naziv desno lokalizirajuéi skup, varijabilni
dio je u desnom argumentu Hom funktora. Primjetimo slicnost s terminologijom za
lijevo, odnosno desno adjungirani funktor.

Nazalost, ¢ak ni u slu¢aju lokalizacije po desnom (lijevom) lokalizirajué¢em skupu,
S neée nuzno biti U-kategorija. Razlog tome je $to d/S nije nuzno U-mala
kategorija, pa onda ni H(c,d) nije nuzno U-malen. U slucaju derivirane kategorije,
uglavnom ¢emo biti u takvoj situaciji. Ipak, mozemo dati neke uvjete uz koje nece
do¢i do povecanja univerzuma.

Lema 1.3.12. Neka je S desno lokalizirajuci skup morfizama u €. Tada je c¢/S
filtrirana kategorija za sve objekte ¢ u €.

Dokaz. 1z (LS1) slijedi da je 1. € ¢/S pa je ¢/S neprazna. Neka su s, s’ objekti u
c¢/S. 1z (LS3) slijedi da postoje morfizmi ¢ i ¢/, pri ¢emu je t € S, takvi da je ts = t's’.
Definiramo s” := ts = t's’ $to je morfizam u S prema (LS2), pa slijedi da je s” € ¢/S
tedasut:s— it s — s morfizmi u ¢/S. Uzmimo sada s, s’ objekte u ¢/S
te par paralelnih morfizama f,g: s — s’. Posebno imamo da je fs = s = gs, pa
prema (L.S4) postoji t € S takav da je tf = tg. Definiramo s” :=ts' (f, g i s’ imaju
istu kodomenu, pa je ovo zaista dobro definirano). Iz (LS2) slijedi da je s” € ¢/S, a
t: s — s morfizam u ¢/S takav da je tf = tg. Dakle, ¢/S je filitrirana. O

Korolar 1.3.13. Neka je S desno lokalizirajuci skup u € te neka je za sve objekte c
u € kategorija c/S kofinalno U-mala, tj. neka za svaki ¢ postoji U-mala kategorija I i
kofinalan funktor F: I — ¢/S. Tada je S™'€ U-kategorija.

Dokaz. Neka su ¢, d objekti u € te F': I — d/S kofinalan funktor. Tada je prema
teoremu 1.1.25 colimgeq/s Home (¢, cod s) = colim;c; Homg (¢, cod Fi), no I je U-mala,
pa je zbog kopotpunosti od Set colim;c; Homg (¢, cod F'i) U-malen. Sada slijedi da je
Homg-14(c, d) U-malen. ]

Korolar 1.3.14. Neka je S desno lokalizirajuci skup u € te neka je S" C S U-malen
podskup od S takav da (Ve € Ob %) (Vs € ¢/S5)(3s' € ¢/S")(Ip: cods — cods’) ps = '.
Tada je S~*€ U-kategorija.

Dokaz. Neka je ¢ objekt u €. Inkluzija I: ¢/S" — ¢/S zadovoljava uvjete leme 1.1.26,
pa buduéi da je ¢/S filtrirana prema 1.3.12, I je kofinalan funktor. Bududi da je S’
U-malen, a € U-kategorija, ¢/ S’ je U-mala kategorija. Dakle, ¢/S je kofinalno U-mala
za sve objekte ¢ u %, pa je prema korolaru 1.3.13 S~1¢ U-kategorija. O]
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Napomena 1.3.15. Zbog teorema 1.1.25, dovoljno je da je J kofinalno {/-mala.
Nakon ove digresije s univerzumima, pokazimo iznimno bitno svojstvo funktora

lokalizacije.

Teorem 1.3.16. Neka je € U-kategorija i neka je S desno lokalizirajuci skup u € .
Tada funktor Q: € — S™'€ cuwva konacne kolimese.

Dokaz. Neka je V univerzum takav da je ¢/S kofinalno V-mala za sve objekte ¢ u €.
Tada vrijedi

Q(colim F') = colim(QF)
& Homg-14(Q cohm Fi,c) = hm Homg-14(QF1,c), Ve € Ob ¥
< colim Homcg(cohm Fz cod s) = hm colim Homg (F'i, cod s), Ve € Ob ¥
sec/S i€l sec/S
& colim lim Homg (F'i, cod s) = lim colim Homy (F'i, cod s), Ve € Ob %
s€c/S i€l i€l sec/S

no, posljednji izomorfizam je upravo onaj iz teorema 1.1.23.
Pokazimo da ¢e izomorfizam Homg-14 (colim;e; F'i, ¢) = lim;e; Homg-14(F', ¢) biti
prirodan u c. Fiksirajmo neki objekt ¢ u % i oznac¢imo kanonske morfizme:

tatr: Homeg(d, codt) — colim Homy(d, cod s),

se€c/S

: lim Homg (F%, cod t) — colim lim Homg (Fi, cod s),
el sec/S i€l

;. Fi — colim F.
Tada je izomorfizam iz teorema 1.1.23 dan formulom V, lim;(¢g; s). Nadalje, izomorfi-
zam V/,(ts o ®,): Homg-14(colim F', ¢) = colim,e./g lim;er Home (Fi, cod s) induciran

je univerzalnim svojstvom prikazanim u komutativnom dijagramu

D,

Home (colim F, cod s) lim; Home (F'%, cod s)
Leolim Fs ls
s(ts o @
colim; Homg (colim F',cod s) -------- colimy lim; Homg (F7, cod s)

pri ¢emu su ®;: Homg (colim F', cod t) = lim;e; Homg (Fi,cod t) dani s f +— (fi)ier-
Sada imamo da je izomorfizam «.: Homg-14(colim F',¢) = lim;e; Homg-14(F1, c)
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dan formulom a, = V lim;(tp;s) o V(15 0 @), tj.

o] = (Vimors) o Viee 20 ) e

. <\/ liZIn(LFi,s)> (ee(gpi);)
= liZm(LFm)(gﬂi)i

= (LFz‘,t(gﬂz‘))z‘

= [t, gilie;

Sada za proizvoljne morfizme [s, f]: ¢ — d i [t,g]: colim F' — ¢ u S™'¥ te morfizme
hu % iuusS takve da je ht = uf imamo komutativan dijagram

[t 9] [t, gruil;
(6%
Homg-14(colim F', ¢) —— lim; Homg-14(F'i, ¢)
[Saf]of hmi([shﬂo—)

Homg-14(colim F', d) T lim; Homg-1¢(Fi, d)

[87 f] ° [t>g] = [US, hg] % [US, hgp“z]z - ([87 f] °© [tag:ui])i

sto je to¢no prirodnost od a. O]

Lema 1.3.17. (,svodenje na zajednicki nazivnik”) Neka je S desno lokalizirajuci
skup u kategoriji € i neka su @,: ¢ — d morfizmi uw ST'€. Tada postoji s € d/S te
f,g: ¢ — cods morfizmi u € takvi da je ¢ = [s, f] i ¢ = [s, g].

Dokaz. Neka su ¢ = [s, f] i ¢ = [t,g]. Kako su domene od s it jednake, moZzemo
primjeniti (LS3) te dobiti morfizme s’ i ¢’ takve da je s's =t't i ' € S. Posebno je
onda i s's € S zbog (LS2). No, otprije znamo da je [s's, s'f] = [s, f] ¢cim je s's € S, a
analogno i [t't,t'g] = [t, g]. Definirajmo f':=¢§'f, ¢’ :=t'g te u := s's = t't, pa imamo
© = [u, f'], ¥ = [u, ¢'], ¢ime je lema dokazana. ]

Teorem 1.3.18. Neka je S desno lokalizirajuci skup v €. Tada vrijedi:
(i) ako € ima sve konacne koprodukte, onda ih ima i ST'C,

(ii) ako € ima sve konacne koujednacitelje, onda ih ima i S™'€,
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(iii) ako je € konacno kopotpuna, onda je to i ST'F.
Dokaz. Kako smo iskazali, tim redom i pokazimo:

(7) Neka je I konacan skup, a {c;},;;

53

familija objekata u S™1%. Tada zbog teorema

1.3.16 imamo da je Q(IT;ies ¢i) = ier ¢iy pa bududi da postoji [1;¢; ¢; koprodukt

u %, to je Q(Il;es ¢;) koprodukt familije {¢;};,.; u S~'F.

(71) Neka su ¢, ¥: ¢ — d morfizmi u S~'%. Tada prema lemi 1.3.17 ¢ i ¢) moZemo
reprezentirati redom sa [s, f] i [s,g]. Neka je h koujednacitelj morfizama f
igu %, pa prema teoremu 1.3.16 imamo da je Qh koujednacitelj od Qf i
Qg u S™'¢. Tvrdimo da je Q(hs) koujednacitelj od ¢ i ¢ u S~'%. Ocito je
Q(hs)op = QhoQf = QhoQg = Q(hs)o1. Nadalje, neka je x morfizam u S~1%
takav da je x o = xyo1. No, tada slijedi da je x o (Qs)*1 cQf =x°(Qs) ' oQy,
pa bududi da je Qh koujednacitelj od Qf i Qg, postoji jedinstveni y’ takav da
je xo (Qs)_1 = x' o Qh, sto vrijedi ako i samo ako postoji jedinstveni y’ takav

da je x = X' o Q(hs). Time je tvrdnja pokazana.
(7¢) Direktno slijedi iz (7) i (7).

]

Propozicija 1.3.19. Neka je S desno lokalizirajuci skup u € @ neka je % puna

potkategorija kategorije € tako da vrijedi:
(i) Sz =S N Mor A je lokalizirajuéi skup u A,

(ii) za svaki morfizam s: b — c u S, pri cemu je b objekt u B, postoji objekt v/ u A

i morfizam t: ¢ — b takav da je ts € S.

Tada je B[S '] puna potkategorija kategorije €[S™].

Dokaz. 1z (i) slijedi da je Sy~ '8 lokalizacija kategorije 2. Ako s Q i Qs oznacimo
pripadne funktore lokalizacije, a s i: 4 — % inkluziju kategorija, oc¢ito mozemo

inducirati funktor i': Sz ' % — S~'€ tako da komutira dijagram

i

B ¢

Qz Qv

-/

Sy B —— §-lg

te ocito i’ na objektima djeluje kao identiteta.
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Fiksirajmo objekte a i b u % te neka su p, ¢’ : a — b morfizmi u Sy ' i neka su
oni reprezentirani kao razlmoci

0= (Quzs) " Quf, ¢ =(Qzs) " Qunf

pri ¢emu je kodomena od f i s objekt @’ u 4, a kodomena od f’i s objekt ' u 4.
Pretpostavimo da je i’ = '¢’, odnosno

(('Qus) ' 0 i'Quf = (1Qus) " o' Quf’
=(Qyis) " o Quif = (Quis) ' o Quif
=(Qes) ' oQuf = (Qus) ' o Qe f

Tada slijedi da su dani razlomci ekvivalentni u €', pa postoji objekt ¢ u € i morfizmi
p:d — ¢ p: b — ctakvida je pf = p'f’, ps = p's’ i ps € S. Prema (ii) postoji
t: c— V' takav da je b u A i spt € S, a onda imamo i komutativan dijagram

20

/.

a
f/ Sl

b/

<

oy

iz Cega slijedi da je p = ¢’, odnosno i’ je vjeran.
Neka je sada ¢: a — b morfizam u S™'4. Reprezentirajmo ga razlomkom
= (Qg¢s)™ ' o Qguf, pri cemu je kodomena od f i s objekt ¢ ne nuzno u %A. Iz
(17) slijedi da postoji morfizam ¢: ¢ — b’ takav da je b’ objekt u & te ts € S. Sada

= (Qgs) o Quf
= (Qu(ts)) ™" o Qe (tf)
= (Qwi(ts)) ™" o Qui(tf)
= (1Qu(ts)) ™! o I'Qu(tf)
=1'((Qa(ts)) ™"« Qu(tf))
odakle slijedi da je 7" pun. O

Napomena 1.3.20. U slucaju lijevo lokalizirajué¢eg skupa, tvrdnja prethodne propozicije
vrijedi ako (i) zamijenimo njegovom dualnom verzijom:

(13*) za svaki morfizam s: ¢ — b u S, pri cemu je b objekt u B, postoji objekt b u B
¢ morfizam t: b — ¢ takav da je st € S.
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Lokalizacija aditivne i Abelove kategorije

U ovom odjeljku pokazujemo da lokalizacija po (lijevo) lokalizirajuéem skupu ¢uva
aditivnu strukturu kategorije te kao jednu od posljedica dobiti da je lokalizacija
prstena uz Oreove uvjete opet prsten.

Teorem 1.3.21. Neka je S desno lokalizirajuci skup v €. Ako je € predaditivna
kategorija, onda je to i STIE€ te je Q: € — ST'€ aditivan funktor.

Dokaz. Neka su c i d objekti u S7'¢. Tada su morfizmi izmedu c i d dani s
colimyeq/s Home (¢, cod s), no, kako na Home(c,cods) imamo strukturu Abelove
grupe za sve s € d/S te buduéi da je d/S filtrirana, to na colim,ec4/s Homg (c, cod s) po-
stoji struktura Abelove grupe takva da su ¢;: Home(c, cod s) < colimyeq/s Home (¢, cod t),
tsf = [s, f] homomorfizmi grupa za sve s € d/S (v. [4]). Posebno za proizvoljne
morfizme f, g: ¢ — d vrijedi Q(f+9) = t1,(f+9) = t1,f+11,9 = Qf +Qg. Pokazimo
bilinearnost kompozicije. Neka su ¢, ¢: ¢ — d, x: d — e morfizmi u S7'% redom
reprezentirani sa [s, f], [s,g] i [¢, h]. Vrijedi

[t ko ([s, f1+[s,9]) = [t. h] o [s, f + g]
[S/t’ h,(f+g)]
[

[

st, W f] + [s't, W g]
=[t.h]o[s, [+t h] = [s, 9]
pri ¢emu su morfizmi A’ u € i ' u S takvi da je h's = s’h. Time je pokazano

xo(p+1) = xop+xeo. Dabismo pokazali drugu linearnost, postupimo u koracima.
Neka su ¢ i ¥ kao prije, a h: e — ¢ morfizam u €. Tada

([s, f1+ [s,9]) o [Le; ] = [s, f + gl e [Le, D]
= [s,(f + 9)h]
= s, fh] + [s,9h]

= [s,fle [Le; k] + [s, g] e [Le, ]

S,

S,

¢ime je uspostavljeno (¢ + 1) o Qh = ¢ o Qh + b o Qh za sve morfizme ¢, ¥ u
S71€ te h u € za koje dane kompozicije imaju smisla. Sada za t iz ¢/S imamo
(po(Q) " +¢o(Q) ) eQt = 0o (Q) " o Qt+1e(Q) " °Qt = ¢ + ¢, §to povlati
0o (Qt)  + 1o (Qt) ! = (p+1)e (Qt)~". Tada za sve morfizme ¢, 1) u S™'€ te t u S
za koje dane kompozicije imaju smisla vrijedi (@ 410) o (Qt) ™" = o (Qt) ™ + 1o (Qt) .
No, kako svaki morfizam u S~'¢ mozemo prikazati kao (Qt)_l o Qh za neke h i t,
sada direktno slijedi (¢ +¥)ox = o x + o x. O

Korolar 1.3.22. Neka je S desno lokalizirajuci skup v €. Ako je € aditivna katego-
rija, onda je to i ST'€.
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Dokaz. Prema prethodnom teoremu kategorija S™1% je predaditivna, a prema teoremu
1.3.18 (7), ima i sve kona¢ne koprodukte. Dakle, S™1% je aditivna kategorija. O]

Korolar 1.3.23. Neka je S lokalizirajuci skup v €. Ako je € Abelova kategorija,
onda je to i STIE te je Q: € — STIE egzaktan.

Dokaz. Kategorija S™'% je aditivna, a prema teoremu 1.3.18 (i) te njegovom du-
alu, S7'€ je konac¢no potpuna i kopotpuna. Preostaje jos pokazati da za proi-
zvoljne objekte ¢ i d te morfizme p: ¢ — d u S™'€ vrijedi im ¢ = coim . Neka je
¢ = (Qs)"' o Qf za neke morfizme f i s iz €. Bududi da je (Qs)™" izomorfizam, to je
ker o = ker Qf, coker p = coker @)f prema lemi 1.2.26, odnosno, im¢ = imQf
te coimp = coim@f. No, prema teoremu 1.3.16 (i njegovom dualu), imamo
imQf = Q@m f) te coim Q f = Q(coim f), pa bududi da je im f = coim f te funktori
c¢uvaju izomorfizme, to slijedi im ¢ = coim ¢. Egzaktnost od @ slijedi budud¢i da @
c¢uva konacne limese i kolimese prema teoremu 1.3.16 i njegovom dualu, a onda je i
egzaktan prema teoremu 1.2.40. [



Poglavlje 2

Derivirane kategorije

2.1 Kategorija kolancanih kompleksa i
homotopska kategorija kolancanih kompleksa

U definiciji 1.2.19 za aditivnu kategoriju < definirali smo kolance kao funktore
a: (Z,<) — /. Jasno, mozemo promatrati kategoriju [(Z, <), &/] koja je prema
primjeru 1.2.31 Abelova, ¢im je o/ Abelova kategorija. Kategoriju C.e/ definiramo
kao punu potkategoriju kategorije [(Z, <), &7] ¢iji su objekti kompleksi, tj. oni lanci
kojima je kompozicija susjednih diferencijala 0. Kategoriju C'e/ zovemo kategorija
kolancanih kompleksa ili skraceno kategorija kompleksa kategorije <7 .

Objekti u Cef su funktori a*: (Z, <) — &/, a morfizmi prirodne transformacije.
Eksplicitno, f € Homg (@', b°) je familija morfizama takva da za sve n € Z vrijedi

frtedn =dyof

pri ¢emu su, podsje¢amo, d = a*(n < n + 1) diferencijali kompleksa a'.
Ocito je C.f predaditivna, no vrijedi i vise.

Propozicija 2.1.1. Ako je @/ Abelova kategorija, onda je i Cof Abelova kategorija.

Dokaz. Kako biprodukti, jezgre i kojezgre postoje u [(Z, <), </] te je ona Abelova,
potrebno je samo provjeriti da oni zaista leze u C'e, tj. da je kompozicija diferencijala
0. Za biprodukte je to oCito, naime

oy docy = (dg @ dp) o (dg " @ ™) = (dyedg ) @ (dy o dy™') =080 =0,

dok za jezgre imamo

~1

1 dﬁerfodﬁer{ 0

g M}L odﬁerfo ﬁerf =0
& dieditepyt = 0

o7
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bududi da je g monomorfizam, a diferencijali jezgre su inducirani univerzalnim svoj-
stvima. Tvrdnja za kojezgre slijedi dualno. Tvrdnja za nul-objekt je trivijalna. [

U nastavku ¢e nam o uvijek oznacavati Abelovu kategoriju.
Mozemo definirati funktor C': &/ — C'&/ tako da svakom objektu a pridruzimo
kompleks

0 a 0

koji je trivijalan u svim komponentama, osim u nultoj, a svakom morfizmu prirodnu
transformaciju koja je trivijalna u svim komponentama, osim u nultoj, gdje je jednaka
zadanom morfizmu. Takav kompleks nazivamo 0-kompleksom. Ocito je C' potpuno
vjeran funktor, Stovise, egzaktan je.

Definirajmo funktor 7: C«/ — C.«/ tako da (Ta’ )" := a" ™ i (Tf)" := f"*! za
sve n € Z. Diferencijal definirajmo kao df,. := —d?*'. Ocito je T automorfizam
kategorije C'o7 i zovemo ga translacijskim funktorom. Primjetimo da za svaki kompleks
a', familija morfizama d": a® — a"™! ¢ini prirodnu transformaciju d,: @@ = Ta'.
Stovise, mozemo definirati i prirodnu transformaciju d: 1o = T &je su komponente
diferencijali kompleksa. Naime, ako je f € Homgy(a,b"), onda direktno slijedi
Tfod,=dyo f, sto je tocno prirodnost od f.

Definicija 2.1.2. Za proizvoljnu familiju morfizama h": a™ — b" ! izmedu kompleksa
aib uC, definiramo prirodnu transformaciju f* := h"*1d"4+d"~'h" te sve prirodne
transformacije takvog oblika nazivamo nul-homotopnim morfizmom kompleksa a* i b'.

dn— 1 dm
- - - anf 1 an anJrl
/ /
fn—l h fn hn+1 fn+1
/ /
bn—l bn bn—i—l
dp! dy

[ako smo translacijski funktor 7" uveli kao automorfizam kategorije C'e7, prosirit
¢emo njegovu definiciju na familije morfizama indeksirane sa Z koje nisu nuzno prirodne.
Tako familiju morfizama h": a® — "' moZemo skradeno pisati h: a@ — T~ b
(uoc¢imo da ne koristimo dvostruku strelicu, jer A ne mora biti prirodna), odnosno
f=Thod,+T 'dyoh, za f € Homg(a,b). Preostaje nam provijeriti da je f zaista
prirodno, no, imamo

dbof:dbOThOda—i-dbOTildbOh:dbOThOda,
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Tfod,=T?hoTd,od,+dyoThod, =dyoThod,,

pa vrijedi dyo f =T f od,.
Oznac¢imo s Ht(a’, b") podskup hom-skupa Homg,, (a,b") ¢iji su elementi nul-
homotopni morfizmi.

Propozicija 2.1.3. Ht(a", b") je podgrupa Abelove grupe Homey (ar,b), za sve kom-
plekse av, b* u of. Stovise, za f € Homey(a',b) i g € Homey (b, c), go f je
nul-homotopno ¢im je f nul-homotopno ili g nul-homotopono.

Dokaz. Neka su f i g nul-homotopni morfizmi izmedu kompleksa a* i *. Tada su
oblika f =Thod, + T tdyoh, g=THh od, + T dyo I, za neke familije morfizama
h,W': a — T71b. Iz bilinearnosti slijedi f —g=T(h —1)od, +T 'dyo (h— 1), pa
jei f — g nul-homotopan morfizam. Neka susad f: a"= big: 0= ¢ ineka je f
nul-homotopno. To znadi da je f oblika Thod, +T 'dyoh. Definirajmo k := T 'goh.

anfl a a® a anJrl
ot / e fropnt frt
bn—l bn bn+1
dy ! dy
gn—l gn gn—i-l
dnfl dn
Cn—l c c’ ‘ CTH—I

Tada vrijedi
gof=goThod,+goT 'dyoh
=Tkody,+T *d.oT *goh
=Tkod, +T *d.ok
pa je g o f nul-homotopno. Tvrdnja za pretpostavku da je g nul-homotopno je
dualna. =

Buduéi da je Ht(a',b) podgrupa, na Homg (a',b") definiramo relaciju ekvi-
valencije f ~ ¢ ako i samo ako je f — g € Ht(a,b). Klase reprezentanata u
Homey(ar, b)/ Ht(a', ) ¢emo oznacavati s f za f € Homey(a,b). Neka su f i
f' iz Homey(a', b)), a g i ¢ iz Homey (b7, ¢) za proizvoljne komplekse a', b i ¢ u o
te neka vrijedi f ~ f'i g ~ ¢’. Tada imamo

gof~gof Ggeof—gof 20 (g—g)ef+g(f-f)~0,
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no, to slijedi iz prethodne propozicije.
Drugim rije¢ima, za svaka tri kompleksa a', b i ¢ u &/, dobro je definirano
preslikavanje

o: (Homgy(a',b7)/ Ht(a', b)) x (Homey, (b7, ¢)/ Ht (b, ¢)) — Homey (a', b))/ Ht(a", b7)

goi::gof

koje je ocito bilinearno, asocijativno i kome je 1 neutralni element.

Definicija 2.1.4. Kategorija Ciji su objekti kompleksi u 7, a morfizmi izmedu kom-
pleksa a* i b* dani Abelovom grupom Home (at, b°)/ Ht(a", b), pri ¢emu je kompozicija
dana formulom go f = go f, za neke f: a" = b i g: b* = ¢, nazivamo homotopskom
kategorijom kolancanih kompleksa i oznacavamo ju s K.o7.

K. je ocito predaditivna, ali je i vise. Trivijalni kompleks je nul-objekt, ali K.o
ima i sve konacne biprodukte, zbog leme 1.2.8, bududi da su ocuvane relacije m;¢; = 0,
iy, um = 1. Funktor -: C&/ — K& je aditivan i pun.

Jasno je da mozemo inducirati translacijski funktor T': Ko/ — K.of koji ¢e biti
izomorfizam kategorija, jer je f ~ 0 ako i samo ako je T'f ~ 0, a isto tako i funktor
K: o/ — K4/, koji svakom objektu pridruzuje kompleks koji je trivijalan u svim,
osim u nultom argumentu, gdje je jednak pocetnom objektu. Buduéi da izmedu dva
0-kompleksa jedini nul-homotopan morfizam je nul-morfizam, &/ mozemo shvatiti

kao punu potkategoriju kategorije K.o7 te pripadni potpuno vjeran funktor oznaciti s
K:of - Kd.

Ako je f € Ht(a', "), onda postoji familija morfizama h: a* — T~ 10 u & takva
daje f=Thod,+ T 'dyoh. Za funktor ¢ : (C&/)” — Co/°P tada imamo

(Lf)n _ f—n — h—n+1 o d;n + db—n—l o h—n
= ")y + PR

pa ako definiramo k" = h™""1 za sve n € Z, imamo da je ¢f nul-homotopno u
Ca/°?. Dakle, prema teoremu o homomorfizmu, inducira se homomorfizam grupa
v Hom g gyor (b, a*) = Homp on (b°, @*), odnosno funktor ¢: (Ko/)*® — K.&/°P, koji
je, kao i u slucaju C'ef, izomorfizam kategorija.
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2.2 Kohomologija

Neka je &7 Abelova kategorija i a* kompleks u o7. Prisjetimo se rasprave s pocetka
odjeljka 1.2 Egzaktnost, gdje smo proucavali komutativni dijagram oblika

imdrt------- - ker d" coker
anfl a® an+1
/wn\ /
ker ¢ coker @1 ------ = im d"

Definicija 2.2.1. Za kompleks a* u kategoriji &7 te za svaki n € 7Z, definiramo
H"a® := coker ¢", pri demu je ©": imd" ' — ker d" preslikavanje inducirano univer-
zalnim svojstvima. H"a® zovemo n-tom kohomologijom kompleksa a.

Napomena 2.2.2. Bududi da je coker " = ker ", pri éemu je 9" : coker d"~! — im d",
mogli smo definirati n-tu kohomologiju i tako. Medutim, klasi¢no se kohomologija
definira upravo kao kvocijent ker d"/im d"!, §to se u potpunosti poklapa s naSom
definicijom u kategorijama modula, gdje je kojezgra morfizma ¢ to¢no dani kvocijentni
modul.

Preslikavanje H": Cof/ — & je funktor. Da to vidimo, prou¢imo komutativni
dijagram

dn—l dn
an—l @ a™ a an+1
— —1
K o IV
n v
0 —— imd*! | %o ker dy; - H'aw ——>0

I fnfl : fn : fn+l
'B"f AL dy EH"f
i X bn—l X i bn : bn—i—l
| e n— | |
: mi/ L : y |
vn—l 902 ' ng iz
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gdje su s p oznacene jezgre, s ¢ slike, a s k koslike odgovarajué¢ih morfizama.

Morfizam B"f: imd"™' — im d{j‘l induciramo univerzalnim svojstvom jezgre
primjenjenim na morfizam f" o /"~!. Ozna¢imo s v}~ ! kojezgru morfizma d; "', pa
imamo

ptefront = 0
& ylefreglenyt = 0
& vlo frodnl = 0

n—1 m—1 n—1 __
& v ody of =0

pa postoji jedinstveni morfizam B"f: imd"~* — im d}~! takav da je
LZ—I o an — fn o L;L—l

buduéi da je imd)~' jezgra morfizma v} *.

Morfizam Z"f: kerd! — kerd} je jedinstveni morfizam takav da je

py o Z"f = [ e g
Zaista,
dlofrop’ =0 f"odl oy =0

pa Z"f induciramo univerzalnim svojstvom jezgre.
Uocimo jos i da vrijedi

Z"fepy = wyeB"f
& pyel"fopy = pyowyeB"f
& frowteyy = leB"f
PR fnoL;z—l —_ Lg_lanf,

dok je posljednja jednakost upravo kako smo inducirali B" f. Dakle imamo komutativan
dijagram

n

©a v
0 imd"~! —— kerd} H"a 0
B f Znf
o Vi
0 im dy ' ——— ker d}} H™b 0

pri ¢emu se retci egzaktni, pa prema lemi 1.2.48 postoji jedinstveni H" f: H"a — H"b’
takav da vrijedi

H"fovy =wvj o Z"f.
Jasno, funktorijalnost i aditivnost od B", Z™ i H" slijedi iz jedinstvenosti morfizama
induciranih univerzalnim svojstvima. Takoder je o¢ito da je H"Ta = H" 'a'.
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Napomena 2.2.3. Da smo H" definirali kao coker ¢)", dobili bismo funktor kanonski
izomorfan upravo konstruiranom.

Lema 2.2.4. Neka je f € Ht(a",b") za neke komplekse a* i b u <. Tada je H"f =0,
za sve n € 7.

Dokaz. Neka je dana familija h: a — T~'b za koju vrijedi f = Thod, + T 'dy o h, pa

imamo
fn — hn+1 ° dZ + dgfl o hn

= froup = hlediopy+dyTt o h oyl
S eZnf = dilentopn

= e Z"f = ppogpeny tehMoun

S 2 = e e hteu

= vy, °Z"f =0

= H"fov; = 0

= H'f = 0

]

Dakle, prema teoremu o homomorfizmu, za sve komplekse a i b inducira se
homomorfizam grupa H": Homg(a',b") — Hom, (H"a’, H"b'), a prema tome i
funktor H": Ko/ — o .

Primjetimo jos i da je kompleks a* egzaktan u a” ako i samo ako je H"a" = 0. To
je posljedica propozicije 1.2.36. U tom smislu kohomologija mjeri koliko kompleks
odstupa od egzaktnosti.

Teorem 2.2.5. Neka je dan kratki egzaktni niz kompleksa

0 a / b g c 0

Tada imamo dugi egzaktni niz kohomologija u o/

n—1 on
R Hn—lc. . Hna- Hnb an- ., H"“a' [

Dokaz. Za kompleks a* imamo egzaktan niz

n
o a
coker "t ——— ker d"!

. Hna- Hn+1a.

pri ¢emu je 9" = " oyp”. Egzaktnost u coker d?! i ker d?T! slijedi jer je

wn n+1
— a . a
coker d"! imd}; ker "1
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epi-mono rastav morfizma 97, dok su H"a" — coker d”~! jezgra od ¢ (a onda i od
o), a ker d"™ — H""lg* kojezgra od ¢! (a onda i od 97). Ako pokaZemo da je
dijagram

n—1 n—1
o 19 -
coker d"~! —— coker dj~' —— coker d"! 0
T n 3
ok o %
U”‘i‘l pntl
g9
0 ker d"! ker dj ! ker dnt1

komutativan s egzaktnim retcima, onda prema lemi o zmiji imamo egzaktan niz

571
H"e> — H"b —— H"¢ — H" lqg

Jasno, translacijom dobivamo odgovarajué¢i dugi egzaktni niz, ¢cime bi dokaz bio gotov.
Da su retci egzaktni dobivamo iz leme o zmiji, budué¢i da zbog prirodnosti od
d: 1 = T imamo komutativne dijagrame

0 T 1a s T b T T e 0
T, T 'd, T,
0 a / b g c 0
i
0 Ta & T Lo Tc 0
Td, Td, Td.
0 T2 a T2f T2 b. T2'q T2 c 0

Preostaje jos pokazati U;}H o =0 o 77;}_1 i vpthtodp = 0 omy~'. Pokazat ¢emo
jednu jednakost, dok druga ide analogno:
vittedy = O ony!
& et egloyt = ooy ey oy
& frlopptt e gt oy
& fritedy = dye [

n+1 n n—1 n
py "o Oy ey oy
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2.3 Konusi, standardni trokuti i istaknuti trokuti

Neka je f: a* = b morfizam kompleksa a* i 0" u C'Z. Definiramo kompleks C' tako
da je
C}z — an—l—l D bn7

A dre 0
Gm\Tf 4,
Provjerimo da je d¢, zaista diferencijal:
Tdo od. — TdTa- 0 dTa' 0 o TdTa' OdTa' 0 =0
G T\ T2 Td )\Tf dy) " \T2fodpe +TdyoTf Tdyod,)

buduéi da je

a diferencijal

T?f odpe + TdyoTf =T(dyo f —Tfod,)=0.

Primjetimo da se C razlikuje od direktne sume T'a’®b* samo u diferencijalu. Kompleks
C% zovemo konusom nad f.
Definiramo prirodne transformacije

i = (ﬁ) 0= C; ppo=(lge 0): Cj=Ta

te provjerimo da zaista komutiraju s diferencijalima

- (dpe O[O\ (O ..
dchZf_(Tf db) <1b~>_(db->_Tzf db

Tpfodcf:(1T2a. 0) (c?} C(l)b> :(dTa. o):dTa.opf

Lema 2.3.1. Niz kompleksa

if Py
0 b Cy Ta

je kratki egzaktan niz v Cof .

Dokaz. Morfizmi is i py su o¢ito monomorfizam, odnosno epimorfizam. Tada je prema
propoziciji 1.2.38 dovoljno provjeriti da je ¢; jezgra morfizma ps. No, ako je

g1 . .
= ¢ =C
! (92) T

takav da je pyog = 0, onda je g = 0, a g2: ¢ = b jedinstveni morfizam za koji je
ifogs=g¢. O
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Definicija 2.3.2. Prirodne transformacije f: a° = b, g: b = ¢ i h: ¢ = Ta,
za neke komplekse a*, b*, ¢ u o/, zovemo trokutom te ¢emo trokute oznacavati s
(f,g,h). Za prirodnu transformaciju f: a* = b, trokut (f, i, ps) zovemo standardnim
trokutom. Morfizam (u,v,w) izmedu trokuta (f,g,h) i (f',¢,h') u CeZ, odnosno
K., je komutativan dijagram

/ g h
a b c Ta
U | ) w Tu
! / ,
ay f by g A h Tay

u Ce/, odnosno K.o/. Morfizam trokuta (u,v,w) je izomorfizam ako su u, v i w
izomorfizmi. Trokut (f, g, h) zovemo istaknutim trokutom u K./ ako je izomorfan
nekom standardnom trokutu u K.o7.

Za istaknuti trokut i standardni trokut koristit ¢emo skracenice i.t. i s.t.
Uoc¢imo da za prirodnu transformaciju f: a* = b* imamo

B _(~Tdre 0\ _ [ dpzee 0\ _
dre = e, = ( ~T2f —Tdb> - (T(—Tf) dTb.> = dogy

a onda slijedi i da je dc,,, = T?dg,, odnosno T?C} = Ci» y i analogno T—2Cy = Cy 2.
Kako trivijalno vrijedi T%2i; = ip+2; i T+?*p; = ppazy, imamo lemu

Lema 2.3.3. Trokut (f,g,h) je istaknut ako i samo ako je (T*f,T?g, T?h) istaknut.
Dokaz. Ako je (f,g,h) i.t., onda je izomorfan nekom standardnom trokutu (f', iz, ps),
a tada slijedi da je (T%f,T?g, T?h) izomorfan standardnon trokutu (T2 f’, iz, pr2s)

prema prethodnoj raspravi i ¢injenici da funktori ¢uvaju izomorfizme i kompozicije.
Obrat se pokazuje analogno. O

Neka je dan komutativan dijagram u K.o/

a——U

a‘14>b°1
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te neka je h: a* — T~1by homotopija izmedu v o f i g °u, odnosno
vof—gou=Thod,+T dy oh.

Definirajmo prirodnu transformaciju
Tu O . .
Cuoh = (Th v) Gy = G
Provjerimo da ¢, zaista komutira s diferencijalima:
Te od o T2u 0 o dTa' 0 o TQUOdTa- 0
woh 25Cr A\ T2 Tw TF dy)  \T?hodpe +TveTf Tvod,

dTa-1 o Ty 0 d’_‘[h-1 0 Tu O
= = = dC © Cu,v,h
TgoTu+dy cTh dy ov Tg dy )J\Th v g T

buduéi da vrijedi
vof—gou=Thody,+T ‘dy, oh = T*hodpe +TvoTf =dy oTh+TgoTu,

Tuod, =dgy, ou= T*uodp, = dra; © T,

TUOdb:deO’U.

o (Tu oy (o) _(o\_. .
woh 25T AR o) \1,.) T \w) T 9

Tu 0 Tu
Pg ° Cuw,h = (1Tb'1 0) <Th U) - ( 0 ) :Tuopf7

odnosno u K&/ komutira dijagram

Nadalje, vrijedi

f Lf pf
a b Cy Ta
Uu | v Cu,v,h Tu
i D
LA R o L

Naglasimo da drugi i treéi kvadrat komutiraju u C'@ bez obzira je li vo f ~ gow ili
veo f = gou. Uoc¢imo da iz leme 2.3.1 i kratke 5-leme slijedi da ako su u i v izomorfizmi,
onda je ¢, izomorfizam. Time smo dokazali lemu:
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Lema 2.3.4. Za komutativan dijagram

ay

u Cd, odnosno K4, postoji prirodna transformacija c,,n: Cy = C; za koju imamo
morfizam standardnih trokuta (f,ir,py) i (g,14,p4) w Ce, odnosno Kof . Ako suu i
v izomorfizmi, onda je i ¢, tzomorfizam.

Oznacimo s Dy konus morfizma . Eksplicitno,

D}z — bn+1 D an—l—l D bn

drpe 0 0
dp, = | 0 dpe 0
I Tf dy

Propozicija 2.3.5. Neka je f: a@ = b prirodna transformacija. Tada je trokut
(if,ps, —Tf) izomorfan standardnom trokutu (if,i;,,p;,) u Ko/

Dokaz. Definirajmo prirodne transformacije ay: T'a® = D3 te 8;: Dy = T'a® matri-
cama

—Tf
ap = | lpe [, Bf:= (0 Lrge 0)
0
te provjerimo da komutiraju s diferencijalima:
drpe 0 0\ [=Tf —dry o Tf —T2f odrpg
dpjeay =1 0 dre O || lpe | = drqr = Lrge = Tayodr,,
Iy Tf dy 0 -Tf+Tf 0
drp» 0 0
TBrodp, = (0 12 0)| 0 dre 0| =(0 dre 0)=dre ;.
Iy Tf dy

Ocito vrijedi p;, o ay = =T'f te Bpoi;, = py, kao i Byop = 1. S druge strane, nece
vrijediti ay o By = 1p,, ali hoce do na homotopiju! Definirajmo h: D} — T-'Dy
matricom

0 0 I
h:=10 0 0
00 O
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pa izracunajmo

0 0 g\ (dre 0 0 —dy 0 0 00
Thedp, +T 'dp,oh=|0 0 0 0 dree O|+| 0 —de O 00
0 0 0 17 Tf dp 14 f T_ldb 0 0
Iy Tf dy 0 0 —dy
=0 0 O0|+f00 o0
0 0 0 00 Iy
Iy Tf 0O
= 0 0 0 :1D}—Oéf06f
0 0 1L

buduéi da vrijedi

—Tf 0 —Tf 0
agofy = <1Ta.)(0 17g 0)(0 L7 0)

0 0O 0 O

Zakljucujemo da u K./ imamo komutativan dijagram

/ tf Py ~Tf
a b Cy Ta Tb
| 14 10} af 17
if Ui Diy
b ¢, —L.Dy L.y

te da je o izomorfizam u K%/, odnosno imamo izomorfizam trokuta (iy,ps, =7 f) i
(if,7i,,pi;) 0 Ko/, kako smo i tvrdili. a

Teorem 2.3.6. Neka je o Abelova kategorija Tada za istaknute trokute u K.of vrijedi:
(i) (14.,0,0) je i.t., za svaki kompleks a'.
(7i) Svaki trokut izomorfan istaknutom je i sam istaknut.

(iii) Za svaki morfizam f u K97 postoji istaknuti trokut (f,g,h).

(iv) Trokut (f,g,h) je istaknuti trokut ako i samo ako je (g, h,—Tf) istaknuti trokut.
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(v) Ako su (f,g,h) i (f',¢',h') istaknuti te imamo komutativan dijagram

f

b.

u JU
f/

a'14>b'1

a

onda postoji morfizam w takav da je (u,v,w) morfizam istaknutih trokuta (f, g, h)
i (f', g, h). Ako suu i v izomorfizmi, onda je to i w.

(vi) Ako je (f,g,h) istaknuta, onda je go f = 0.
Dokaz.

(7) Dovoljno je pokazati da je konus nad 1, izomorfan 0 u K./. Definirajmo
homotopiju h: C; . — T-'C; . matricom

0 1g
e 0 1)
te izracunajmo

) (0 1re (dre O —dp 0 0 1o
Th dC1a. + T dCla, h - (0 0 1Ta. da. + 1a' Tﬁldao 0 0

_ 1Ta' da‘ 0 — da‘ _
_<0 0>+Q)1w>—hm

Dakle, identiteta na Cf . je nul-homotopna, pa je C] . izomorfan 0 u K.

(7) Direktno iz definicije. Ako je trokut izomorfan istaknutom, onda je izomorfan i
nekom s.t.

(77) Dovoljno je uzeti konus nad f: (f, i, py) je i.t.

(iv) Pretpostavimo da je (f,g,h) i.t. Tada postoji s.t. (f’,ip,pp) i izomorfizam
trokura (f,g,h) = (f',ip,py) u Ko/. Tada je trokut (g, h,—Tf) izomorfan
trokutu (iy, py, =T f'), a prema prethodnoj propoziciji, trokut (i, pp, =T f")
je izomorfan s.t. (if/,iif,,pif,), dakle, trokut (g, h,—Tf) je izomorfan nekom
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standardnom trokutu u K.o7, pa je istaknut.

ot S e e Ty
¢ ¢ 2 2 ¢
oy o, P e Ty
¢ ¢ 2 ¢

b i c, Uiy D, P T,

Obratno, ako je (g, h, —T'f) i.t., onda je prema upravo dokazanom (h, =T f, —Tg)
it., (=Tf,—Tg,—Th) it., ..., (T?f,T?*q, T*h) i.t., odnosno, (f,g,h) je i.t.
prema lemi 2.3.3.

(v) Ako su dani trokuti istaknuti, onda su izomorfni nekim standardnima, a onda
prema lemi 2.3.4 postoji trazeni w, buduéi da inducirani morfizam izmedu
konusa mozemo dokomponirati izomorfizmima. Iz toga je takoder ocito da je w
izomorfizam ¢im su to u i v.

(vi) Bududi da je dijagram

1o
o
|f
!
b-
komutativan, to prema (v) postoji morfizam izmedu istaknutih trokuta (1,.,0,0)
i(f,g,h), odnosno komutativan dijagram

a

a

Lo
a a 0 Ta
1(1‘ f 1Ta‘
f g h
a b Ta

Sada slijedi tvrdnja.
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O

Teorem 2.3.7. Ako je trokut

istaknut, onda tmamo dugi egzaktni niz kohomologija

H"f H"g H™h
Hna- Hnb 5 an- . Hn+1a. e e e

Dokaz. Bududi da je (f, g, h) i.t., to imamo izomorfizam trokuta

a onda i komutativan dijagram

H"g H"h
H"c

H"b Hn+1 a

2 2

I
Hnlf/

an /

Hay

u &/ pri ¢emu su vertikalne strelice izomorfizmi. No, prema teoremu 2.2.5, imamo
egzaktnost u H"C%,, a onda i u H"c, jer je

Py
0 by Cy Tay 0

egzaktan. Egzaktnost u ostalim komponentama slijedi primjenom (iv) iz prethodnog
teorema. [
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2.4 Derivirana kategorija

Funktor H™ ¢uva izomorfizme, kao i svaki funktor, no, ne reflektira ih nuzno. Stoga
uvodimo definiciju:

Definicija 2.4.1. Za morfizam f € Homg,(a’,b") kazemo da je kvazi-izomorfizam
u Ce/ ako je H"f izomorfizam u &7, za sve n € Z. Analogno definiramo kvazi-
izomorfizam u K.<7.

Jasno je da je f kvazi-izomorfizam u C'e/ ako i samo ako je f kvazi-izomorfizam u
K.

Teorem 2.4.2. Lokalizacija kategorije Co/ po kvazi-izomorfizmima u Cof/ kanonski
je izomorfna lokalizaciji kategorije K</ po kvazi-izomorfizmima u K.of .

Dokaz. Oznacimo s Do/ lokalizaciju kategorije C'./ po kvazi-izomorfizmima, s D'/ lo-
kalizaciju kategorije K.« po kvazi-izomorfizmima tes Q: Co/ — D/ iQ': Ko/ — D'of
odgovarajuce funktore lokalizacije.

Pretpostavimo da vrijedi implikacija f ~ ¢ = Qf = Qg, za sve morfizme u
C/. Tada mozemo inducirati funktor Q: K& — D/ takav da vrijedi Q f = Qf.
Budud¢i da je f kvazi-izomorfizam u K./ ¢im je f kvazi-izomorfizam u C#, to je
Q' f izomorfizam u D'/ za sve kvazi-izomorfizme f u Ce/, pa zbog univerzalnog
svojstva lokalizacije postoji jedinstveni F': Do/ — D'/ takav da je Q'f = FQFf.
Nadalje, za kvazi-izomorfizam f u Ko/ imamo @ f = Qf, sto je izomorfizam u Do,
pa iz univerzalnog svojstva lokalizacije slijedi da postoji jedinstveni G: D'«Z — D.of
takav da je GQ' = Q. Bududi da je F'Q f = FQf = Q'f i dani funktori djeluju kao
indentitete na objektima, imamo F'@Q = @', pa iz komutativnosti dijagrama

Co Ko o
RN
Q Q Q Q
~ F G . F
Do/ Dy’ Dot Dgt’

vidljivo je da je GFQ = Q te FGQ' = (', a onda iz jedinstvenosti faktorizacije kroz
lokalizaciju slijedi da je GF = 1py i FG = 1pry, odnosno imamo D.oZ = D'.of .

Preostaje jos pokazati da vrijedi f ~ g = Qf = Qg za f,g: a° = b. Oznacimo s
h homotopiju izmedu f i g tes

Ch = Clge,1pe,h C} = C;,
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dh = Clpe,cp,0" Df = D;],

gdje su ovi morfizmi definirani kao u lemi 2.3.4 te s ay, B¢, oy i B, morfizme iz
propozicije 2.3.5. Prema lemi 2.3.4 i propoziciji 2.3.5 imamo komutativan dijagram

of d B
Ta Dy " Dy, . Ta
~Tf Pig Dig —Tg
174 17y L7
T — T — Tl — Tl

pri ¢emu prva dva kvadrata komutiraju u C'o/, dok posljednji samo u K.o/. Sada
imamo relacije

Qf = QT 'pi, e QT dp o QT "y
Qg = —QT 'pi, > QT ey
Bududi da su Tflgg i7T1 ég izomorfizmi u K.o7, oni su posebno i kvazi-izomorfizmi u
Ko/, aondaiuCd, tj. QT 'a, i QT 'f, su izomorfizmi u Do/. No, kako vrijedi

T7'B,oT oy = 1,, onda je (C)T*1c14£,)_1 = QT 'B,. UvrStanjem u gornje izraze
dobije se

Qf =Qg°QT " (Byodyeay),

a sada direktnom provjerom imamo
lrpee 0 0\ [=Tf

Byodpoar=(0 1ze 0)| 0 lre O || lre | = l7a
0 Th 1 0

pa slijedi Qf = Qg. O

Definicija 2.4.3. Neka je o Abelova kategorija. Lokalizaciju kategorije C'e/ po
skupu kvazi-izomorfizama zovemo derivirana kategorija kategorije <.

Lema 2.4.4. Neka je trokut

a b c Ta

istaknut. Tada je [ kvazi-izomorfizam ako i samo ako je ¢ aciklican kompleks.
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Dokaz. Neka je f kvazi-izomorfizam. Prema teoremu 2.3.7 i lemi 1.2.37 imamo
komutativan dijagram

H"f H"g H"h H L f
H"a H"br H"¢ Hrt g H
1H"(Z‘ ]_Hnbo ].Hn+1a- ].Hn+1b-
an Hn+1f
Hna. Hnb 0 Hn+1a. Hn+1 b

s egzaktnim retcima, a onda prema 5-lemi imamo da je H"c = 0.
Obratno, ako je ¢ aciklican, iz teorema 2.3.7 imamo egzaktan niz

H"f
H"a H"b 0

0

a onda je H"f nuzno bimorfizam prema lemi 1.2.37 a onda i izomorfizam prema
korolaru 1.2.34. O

Teorem 2.4.5. Skup kvazi-izomorfizama v K7 je lokalizirajuci.

Dokaz. U dokazu koristimo svojstva istaknutih trokuta dokazanih u teoremu 2.3.6
bez naglasavanja.

Identiteta je o¢ito kvazi-izomorfizam. Neka su f € Homg ,(a’,b") i g € Homg (b, ¢)
kvazi-izomorfizmi. Tada je i H"(geo f) = H"g o H" f izomorfizam, dakle g f je kvazi-
izomorfizam.

Neka su f € Homg(a,a1°) i s € Homg o (a', b*), pri ¢emu je s kvazi-izomorfizam.
Neka je (s,i,p) i.t. nad s. Pogledajmo i.t. (—foT 'p,t,i') nad —f o T'p. Imamo
komutativan dijagram

T 'p p
T-1¢ a 5 b ! c Ta
Ip-1e f le Tf
—foq1 . Tfo
_y f p o t b, i - fep Ta;

gdje su retci istaknuti trokuti, pa postoji g: b* = by takav da je gos =to f. Bududi
da je s kvazi-izomorfizam, to je ¢ aciklican, a onda je i t kvazi-izomorfizam, prema
prethodnoj lemi, jer je i (¢,¢',Tf op) i.t.
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Neka su f € Homg,(b1",0) i s € Homg(a',b), pri cemu je s kvazi-izomorfizam.
Ponovo uzmimo i.t. (s,,p) nad s te pogledajmo i.t. (ic f,7,p’) nad io f. Tada postoji
h takav da komutira dijagram

g, -1y b iof g i o p T,
T—lhi f L. h Tf
; S d ot e
pri ¢emu su retci istaknuti trokuti. Ako ozna¢imo g = T-*hit = =T/, onda

vrijedi fot = sog. Stovise, ¢ je kvazi-izomorfizam buduéi da je (¢4 0 f,7') i.t., a ¢
aciklican jer je s kvazi-izomorfizam.

Preostaje nam jo$ pokazati (LS4) i njegov dual, a buduéi da je K</ aditivna,
ekvivalentno mozemo pokazati da za morfizam f postoji kvazi-izomorfizam s takav
da je so f = 0 ako i samo ako postoji kvazi-izomorfizam t takav da je fot = 0.

Neka su f € Homg(a',b") i s € Homg, (b, ¢) te so f =0, pri ¢emu je s kvazi-
izomorfizam. Neka je (s,1,p) i.t. Bududi da je (1,.,0,0) i.t., to jei (0,0, =17, ) i.t. te
postoji g takav da komutira dijagram

1, —17,.
a ¢ a 0 Ta T a
g f ¥ Tf
; _T- lp . ; P
Tay p—"—c———q T

Neka je (T1g,4',p') i.t., a tada je i (p/, —g, —T%') i.t., pa je gop’ = 0 §to onda povlaci
idaje —Tfop =pogop =0. Ako ozna¢imo s t = —T~1p/, imamo fot =0, at je
kvazi-izomorfizam bududi da je (t,771g,7') i.t., a T~ 'a; aciklican jer je aj aciklican,
sto vrijedi jer je s kvazi-izomorfizam.

Obratno, neka su f € Homg (b, ¢) it € Homg(a',b) te fot =0, pri cemu je t
kvazi-izomorfizam. Neka je (t,%,p) i.t., a onda postoji g takav da komutira dijagram
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bududi da su retci istaknuti trokuti. Neka je (g, s, p’) i.t. Tada vrijedi so f = sogoi =0,
a s je kvazi-izomorfizam buduci da je ¢y aciklican jer je ¢ kvazi-izomorfizam, a onda je
i T'c; aciklican, pa slijedi tvrdnja jer je (s,p’, —Tg) i.t. O

Dakle, derivirana kategorija se sastoji od kompleksa, dok su morfizmi razlomci
(lijevi ili desni), tj. sastoje se od para prirodnih transformacija f i s, pri ¢emu je s
kvazi-izomorfizam, i sasvim je svejedno ho¢emo li f i s promatrati do na homotopiju
ili ne, u deriviranoj kategoriji ¢e odgovarajuci razlomci biti jednaki ako reprezentante
klasa homotopije zamjenimo nekim drugima.

Neka je a neki kompleks u 7. Za cijeli broj n definiramo kompleks 7<,,a" tako da

a*, k<n
(T<na’)f =4 kerd?, k=n
0, inace
¥, k<n-—1
d’jgna. =S @log™ . k=n-1
0, inace

pri demu je k"1 koslika diferencijala d?1, a ¢": imd"! — ker d” kanonski indu-
ciran morfizam. Da je 7<,a" kompleks, treba provjeriti da je kompozicija susjednih
diferencijala 0, a to je ocito osim u slucaju d_ . o d7_ 1. = ¢} o Ky~ ! o dy™ = 0, no,
tada imamo
Phoky ody =06 pgogiory ody =0
Sdytedy?=0
bududi da vrijedi
oo wn = ot — gt

pri ¢emu je u” jezgra diferencijala d?, a ("~ ! slika diferencijala d" 1.

Za f € Homey(a',b') mozemo definirati

fF k<n
(ren ) =3 Z7f, k=n
0, inace

te je o¢ito na taj nacin definiran funktor 7,: Co/ — C./, ako pokazemo da
je T<nf zaista prirodna transformacija, tj. T(7<pf) e dr. o = dre pr © T<nf. Ta
tvrdnja slijedi izravno iz definicije buduéi da je f € Home (a', "), osim slucaja
(T<nf)Podi . = dﬁ;llb. o (T<nf)"1, ali to slijedi iz definicije morfizma Z" f i prirod-

nosti od f jer imamo

-1 n—1 n n n n—1_  n n n—1 n—1
o fMT ey e L ook, =y oy ok of

= fn o IU/Z o ng‘ o /{Z‘_l = dg_l o fn_l
PN fn odgfl — dzfl ° fnfl

Z"f ook =gy ek



78 POGLAVLJE 2. DERIVIRANE KATEGORIJE

Funktor 7<,,: C&/ — C&/ zovemo trunkacijskim funktorom ili skraceno trunkacija i
on je ocito aditivan. Dualno mozemo definirati i trunkacijski funktor 7>,,: C.&/ — Co/
tako da zamijenimo jezgru kojezgrom. Svi rezultati u nastavku se mogu dualizirati u
tom slucaju.

Za svaki kompleks a* u &/ mozemo definirati prirodnu transformaciju i, : 7<,a° = a
tako da je

e, k<n
koL n —
=< ur, k=n
0, inace
s Vv . n : n . . . .o . -n T'L*l _ n*l 'T'L*l
pri cemu je pg jezgra od dg. Prirodnost je trivijalna osim za iz o d7_ . = dg ™ 0ig~ u
kom slucaju imamo
‘n mn—1 _ ' n n n—1 _ ;-1 n—1 _ -1 ‘n—1
g © dTSna‘ = Hg Py R - da © 1a - da °ly -

Ocito je i, monomorfizam za sve komplekse a'. Stovise, i: 7<,, = 1o je pri-
rodni monomorfizam. Provjerimo prirodnost za neki f € Homegy (a', b°); jednakost
foiq =10 T<nf je trivijalna osim u n-tom argumentu, a tada slijedi iz definicije
morfizma Z" f. Naime,

fnoig :Z.ZLO(TSnf)n @}fno/i’g :luZ’oan
Kljuéno svojstvo trunkacije lezi u sljedec¢oj lemi:

Lema 2.4.6. Neka je a° kompleks u o/ i neka jen € Z, a i: T<, = lcy prirodni
monomorfizam definiran kao gore. Tada je H*i,: H*(1<p,a’) — H*a® izomorfizam za
k <mn, a0 inace.

Dokaz. Tvrdnja za k > n je oc¢ita. Neka je k& < n. Iz definicije kompleksa 7<,a
slijedi da je im d’j<a. ~ imd* za k < n — 1, dok ista tvrdnja vrijedi i za k = n — 1

p n—1
Tga"

Sliéno, ker d¥_,. = ker d¥ za k < n — 1 direktno iz definicije kompleksa 7<,a’. Iz leme
1.2.26 slijedi da je ker d"~! = ker(u” oo k1) = ker(¢ o k771) = ker d”” L., a jezgra

a T<na®?
diferencijala ker d; — 0 je lyer g prema napomeni 1.2.24, pa imamo ker dy_ . = kerdy.
Iz definicija funktora B¥i,: imd%_,. — imdf, Z*: kerdf_,. — kerd te defincije

T<a*

n—1. n—1

bududéi da je "o k" 1: ¢! — im d?~! — ker d” epi-mono rastav diferencijala d

o
prirodne transformacije i, : 7<p,a* = @', jasno je da su B*i,, Z*i, upravo gore navedeni
izomorfizmi za k < n, a onda je prema lemi 1.2.48 i H*i, izomorfizam za k < n. [

Direktna posljedica prethodne leme je

Korolar 2.4.7. Neka je a= kompleks u o, n € Z te neka je H*a =20 za k > n. Tada
je iq: T<pa® = a° kvazi-izomorfizam kompleksa.
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Za neke komplekse a* i b* u &/ uzmimo neki nul-homotopan morfizam f: a° = b,
tj. takav morfizam f koji mozemo prikazati kao f = Thod + T 'd o h za neku
homotopiju h: a® — T~ . Tvrdimo da je i 7<,f nul-homotopno. Definirajmo
h': T<pas — T (7<,b") s komponentama

hE, k<n
(WY =< hhou®, k=n
0, inace

Provjerimo da je zaista (1<, f)* = (W)* odt_ .+ d Y. o (W), Za k <n—1 tvrdnja
je ocita. Ako je k =n — 1, onda imamo - -
(Tgnf)nfl — fnfl =K% d;lfl + dzl—2 o hnfl
— h"o ,UZ o Q)OZ o I{n—l + d;)z—Q ° hn—l
— (h/)n odnfl + dn72 ° (h/)nfl.

T<na® T<n b

Nadalje, iz definicije morfizma Z" f slijedi

Hpo Z0f = fropl = f7o it — Ko 4l o p
= (f" = h" e dy) o prg
— &y oo
= oy o ny o b e g

= i o d2 o ()"

Tgnb°

a onda slijedi i

(rend )" = Z°f = &by o ()" = (W) 0 oo+ 2o ()"

T<nb® T<nb®

budu¢i da je py monomorfizam. Dakle, zaista je 7, f nul-homotopono ¢im je to i
f, pa se inducira funktor 7<,: K&/ — K./ kojeg ¢emo takoder zvati trunkacijom.
Jasno, vrijede analogoni leme 2.4.6 i korolara 2.4.7.

Neka je sada f: a* = b kvazi-izomorfizam kompleksa u o7. To znaédi da je H* f
izomorfizam za sve k € Z. Tvrdimo da je i 7, f kvazi-izomorfizam, odnosno da je
H* (1<, f) izomorfizam za sve k € Z. Tvrdnja je ocita za k > n buduéi da su H*(1<,a’)
i H*(7<,b") nul-objekti, dok za k < n dijagram

HFi,
Hk(Tgna ) Hka
H (TSnf) ka
kia
Hk(TSnb.> H*Yr
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komutira zbog prirodnosti od 7: 7<,, = 1o, a bududi da su za k& < n morfizmi H¥,,
H*%4y te H*f izomorfizmi, to je i H*(7<,f) izomorfizam. Time smo pokazali da je
T<nJ kvazi-izomorfizam, a onda se preko univerzalnog svojstva lokalizacije inducira i
funktor 7<,,: D&/ — Do .

Za Abelovu kategoriju o/ smo pokazali da se preko funktora C' i K ulaze u
kategorije Cof i K.o/. Analogan rezultat vrijedi i za deriviranu kategoriju:

Propozicija 2.4.8. Neka je o7 Abelova kategorija. Tada je funktor D: of — Dgof de-
finiran kao kompozicija funktora C: of — Cgof i funktora lokalizacije Q: Cof — Do/

potpuno vjeran.

Dokaz. Neka su a i b objekti u 7. Zelimo pokazati da je funkcija
D,p: Hom (a,b) — Homp (Da, Db)

bijekcija. Neka je f: a — b morfizam u «. Buduéi da su Da i Db 0-kompleksi, ocito
je H'Df = f, pa je D, injekcija.

Da pokazemo da je D, surjekcija uzmimo neki morfizam ¢ € Homp (Da, Db).
Prema teoremu 2.4.5 ¢ mozemo reprezentirati lijevim razlomkom ¢ = Qf o (Qs)_1
pri ¢emu su f: ¢ = Dbi s: ¢ = Da morfizmi u C&/ te je s kvazi-izomorfizam.
Definirajmo g: Da = Db tako da je

g =Hfo(H%) ", g"=0,n#0
te h: 7<oc" = Da tako da je
hozHosougc, h" =0, n # 0,

pri cemu je 1/36: ker d° — H°c kojezgra kanonskog morfizma ¢V: imd_;! — ker d.

Pokazimo da komutira dijagram
o
N
lc

Da T<oC Db

NI

a

Da bi vrijedilo s i, = h, dovoljno je pokazati s° e u} = H%s o v bududi da je Da

0-kompleks. No, to slijedi direktno iz definicije morfizma H°s, odnosno komutativnosti
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dijagrama
d—l d()
o1 ¢ O ¢ ol
I y
c He
/ o0 s0 VS,C
0 —— imd;’ | £ ker d° l HO l 0
0 a 0
/ A / HOs
1q
0 a 0

buduéi da je imd,. = 0, a 1, jezgra diferencijala d%,: a — 0. Potpuno analogno
imamo rezultat Hfov) = f0opu iz ¢ega direktno slijedi goh = fei.. Kako je s kvazi-
izomorfizam, posebno je H"c = 0 za n > 0, pa je i.: T<oc¢’ = ¢ kvazi-izomorfizam
prema koralaru 2.4.7 ¢ime smo pokazali da su razlomci Q) f o (Qs)*1 i QQq ekvivalentni
u lokalizaciji D«7, odnosno, ¢ = Qg = D,;¢°. Dakle, D, je surjekcija, pa onda i
bijekcija. O

Za kompleks a* u o7 kazemo da je H°-kompleks ako je H"a* = 0, za sve n # 0. U
deriviranoj kategoriji D.o/ svaki H°-kompleks je izomorfan nekom 0-kompleksu. Da
bismo to vidjeli, za H°-kompleks a* uo¢imo dijagram

@ < T<od' i D(H )

pri cemu su i,: T<pa’ = & kanonski monomorfizam, a f definiran po komponentama
tako da je f* = 10 kojezgra kanonskog morfizma ¢p: imd," — kerd) te f* = 0
za n # 0. Kako je H"a® = 0 za n # 0, to je i, kvazi-izomorfizam, te su H"f = 0
izomorfizmi za n # 0. PokaZimo jo§ da je H°f izomorfizam: to direktno slijedi iz

komutativnog dijagrama

a_l kerdg 0
/ 1kerV
0 1/0 1/0
0 —— imd;? l% ker d° %i - Ho% ;0
0 ; Hq 0
Vo, 1H0a'
/ Aoa
0 0 HO%: HY% 0
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buduéi da imamo izomorfizme

0 ~ 0 0 o\ ~v 0 .
T<oa :kerda, H (TSUCL) = H a’,

im dT_<1 » 2imd, ', kerd
<0
im dpy ogey =0, kerdp o, = Hoa', H(D(Ha)) = Hoa'.
Tako iz prethodne propozicije slijedi korolar

Korolar 2.4.9. Abelova kategorija <f je ekvivalentna punoj potkategoriji derivirane
kategorije Do/ koju ¢ine H®-kompleksi.



Poglavlje 3

Derivirani funktori

Funktori izmedu Abelovih kategorija nisu nuzno egzaktni sto moze pruziti odredene
probleme u primjenama. Cak ni osnovni primjeri poput hom-funktora nisu nuzno
egzaktni, ve¢ samo lijevo ili desno egzaktni. U ovom poglavlju pokazujemo da lijevo ili
desno egzaktne funktore, uz neke dodatne pretpostavke, mozemo prosiriti do funktora
izmedu deriviranih kategorija koji ¢e biti egzaktni u odredenom smislu. To nas dovodi
do pojma deriviranog funktora.

3.1 Kompleksi ograniceni odozdo i kompleksi
injektivnih objekata

Neka je o7 Abelova kategorija i neka su Cof, Ko/ i Do/ odgovarajuce kategorije
kompleksa pridruzene kategoriji /. Za kompleks a* u &/ kazemo da je ogranicen
odozdo ako postoji ng € Z takav da je a™ = 0, za sve n < ng. Punu potkategoriju
kategorije C.e/ ¢iji su objekti kompleksi ograniceni odozdo ¢emo oznacavati s Ct.o7.
Kvocijentiranjem morfizama u C*./ po homotopijama dobivamo odgovarajuéu punu
potkategoriju kategorije K& koju ¢emo oznacavati s Kt.o7. Prolaskom kroz dokaze
teorema 2.4.2 i 2.4.5 vidljivo je da ih bez izmjena mozemo primjeniti na kategorije
Ctof i Kt/ odnosno, lokalizacija kategorije Ot po kvazi-izomorfizmima kanonski
je izomorfna lokalizaciji kategorije K. po kvazi-izomorfizmima, te ¢emo dobivenu
lokalizaciju oznacavati s DT.o7, a takoder ja skup kvazi-izomorfizama u K*.&/ lokalizi-
rajuéi. Iz propozicije 1.3.19 dobivamo da je D"« puna potkategorija kategorije D.o?
bududéi da za svaki kvazi-izomorfizam s: a* = b takav da je a* ograni¢en odozdo, tj.
postoji ng € Z takav da je a™ = 0 za sve n < ng, imamo kanonski kvazi-izomorfizam
Po: b = T>p,b7. Da je py kvazi-izomorfizam slijedi iz ¢injenice da je H"b = H"a" = 0
za n < ng i dualne verzije korolara 2.4.7.

83
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Definicija 3.1.1. Za Abelovu kategoriju 7 kazemo da ima dovoljno injektivnih
objekata ako za svaki objekt a u &/ postoji injektivan objekt I u 2/ i monomorfizam
a— 1.

Za Abelovu kategoriju &7 s 7 ¢emo oznacavati punu potkategoriju koja se sastoji
od injektivnih objekata te ¢emo s K7 oznacavati homotopsku kategoriju kompleksa
koji se sastoje od injektivnih objekata. Izrazito je vazan sljedeéi rezultat:

Teorem 3.1.2. Za Abelovu kategoriju <f , kategorija K+T je puna potkategorija
kategorije Dt/ . Stovise, ako </ ima dovoljno injektivnih objekata, kategorije KT i
Dt su ekvivalentne.

Dokaz. Oznacimo s St skup kvazi-izomorfizama u K *Z. Prema lemi 1.2.44 biprodukt
injektivnih objekata je opet injektivan, pa kao i u slu¢aju K./, mozemo iskoristiti
dokaz teorema 2.4.5 da zaklju¢imo kako je Sz lokalizirajuéi skup u K*Z. Cilj nam
je pokazati da vrijede uvjeti propozicije 1.3.19, a u tu svrhu é¢emo pokazati i jacu
tvrdnju:

(¥) Neka je s: I' = a° kvazi-izomorfizam, pri ¢emu je I* objekt u KZ, a a° objekt
u K*.o/. Onda postoji prirodna transformacija t: a* = I* tako da je t o s ~ 1..

Pokazimo prvo da je morfizam s aciklicnog kompleksa u kompleks injektivnih
objekata nuzno nul-homotopan. Neka je dakle a* aciklican, I kompleks injektivnih
objekata, a f morfizam iz a* u I". Bez smanjenja opc¢enitosti mozemo pretpostaviti da
sua”™ =0 zan < 0. To nije smanjenje opcenitosti jer uvijek mozemo reindeksirati
kompleks. Homotopiju ¢emo konstruirati induktivno. Neka je h°: a® — I~! nul-
morfizam. Kako je a' aciklican, to je d2 monomorfizam, pa zbog injektivnosti postoji
ht: a' — I° takav da je h'od? = f°, odnosno fO = hlod® +d; ' o hP.

d° d!
0 a® 2 al a?
e yd S
ho fO hl fl h2 f2
e e e
It 10 It 12
dr’ d dj

Pretpostavimo da smo konstruirali h”: a® — I"~! tako da vrijedi

fnfl — hn o dZLfl 4 d?fQ ° hnfl
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i pogledajmo komutativan dijagram

n
da
n—1 n—1 n n
1 da Vo n—1 ba Od}a 1
a~ a” coker d! ant
I e
|
| z
fn _ dnfl o B : ° pntl
1 v -
»
I

pri ¢emu su, jasno, ¢, v i ¢ odgovarajuéi kanonski morfizmi kako su definirani ranije.
Morfizam coker d”~! — I" induciran je univerzalnim svojstvom buduéi da vrijedi

(fn - d?—l o hn) o dZ—l _ fn o d;z—l . d?—l o A" o dZ_l
_ fn o d;zfl _ d?}fl o (fnfl o d?72 o hnfl)
_ fn o d;z—l _ d’l]’b—l o fn—l — 07

dok je h"™! tada induciran injektivnoséu objekta I™, buduéi da je (" o 1) mono-
morfizam jer je v izomorfizam zbog aciklicnosti kompleksa a'. Imamo, dakle,
v = h"lod? +d} ' o h?, éime je dovrien korak indukcije, pa zaklju¢ujemo da
je f~0.

Pokazimo sada (x). Neka je s: I' = a kvazi-izomorfizam, pri ¢emu je I* objekt
u K*Z, a a* objekt u K*o/. Tada imamo standardni trokut (s,i,,ps) te je prema
lemi 2.4.4 konus C aciklican, a onda je prema upravo dokazanom ps: C;, = TT°
nul-homotopan. Ako s h: C; — I oznazimo odgovaraju¢u homotopiju, onda imamo
ps = Thodo, + T 'drr o h. Kako je, do na diferencijal, C, biprodukt objekata, to h
mozemo prikazati matriécno h = (k: t). Sada imamo

(1zr- 0) = (Tk Tt)o<d7?;' £a>+T-1dTI-o(k t)
= (Thodrp. +T(tos) Ttods)+ (T 'drrok T 'drpot),
odakle direktno slijedi

Ly —T(tos) =Tkodrp + T drr ok,
Tto da = dTI' ot,

odnosno da je t prirodna transformacijaitos >~ 1.
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Sada prema propoziciji 1.3.19 imamo da je (K+Z)[Sz~'] puna potkategorija kate-
gorije Do/, Stovise, iz (x) direktno slijedi da su svi elementi u Sz izomorfizmi, a
onda i (K+T)[S7 '] = K*Z, ¢ime je dokazana prva tvrdnja teorema.

Dokaz da je K*Z ekvivalentna D".e/ ako <7 ima dovoljno injektivnih objekata
moze se pronadi u [5].

]

3.2 Podizanje aditivnih funktora do homotopske
kategorije kompleksa

U nastavku ée nam C*, K* i D* oznacavati bilo C' bilo C*, odnosno K ili K*, D ili
D*.

Neka su &7 i B Abelove kategorije i neka je F': &/ — 2 aditivan funktor. Defini-
ramo funktor C*F: C*o/ — C*% po tockama:

(C*F)a )" := Fa", (C*F)f)" == Ff"

za kompleks a* i prirodnu transformaciju f. Diferencijal kompleksa (C*F')a* takoder

definiramo po tockama
d(C*F)a,‘ = (C*F)da

Lako je provjeriti da je C*F aditivan funktor i da nul-homotopna preslikavanja
preslikava u nul-homotopna, pa se inducira funktor K*F': K*.of — K*%.

Definicija 3.2.1. Za trokut (f, g, h) morfizama u D*</ kazemo da je istaknut ako je
izomorfan slici istaknutog trokuta u K*.o7 po funktoru lokalizacije. Za aditivan funktor
F: D*o/ — D*% kazemo da je egzaktan ako istaknute trokute u D*.</ preslikava u
istaknute trokute u D*Z%. Analogno se definira egzaktan funktor izmedu kategorija
K*of 1 K*A.

Nije tesko vidjeti da ¢e za istaknute trokute u deriviranoj kategoriji vrijediti
analogan rezultat teoremu 2.3.6 (detalji se mogu pronadi u [9]).

Lema 3.2.2. Neka su o7 i B Abelove kategorije © F: Cof — C A aditivan funktor.
Tada za svaki morfizam f u C</ vrijedi FCy = Chy.

Dokaz. Tvrdnja slijedi direktno buduéi da aditivni funktori ¢uvaju biprodukte. [

Funktor K*F opcenito nece kvazi-izomorfizme slati u kvazi-izomorfizme, pa ne¢emo
nuzno moci inducirati odgovarajuci funktor izmedu deriviranih kategorija. Ipak uz
pretpostavku egzaktnosti, imat ¢emo taj rezultat.
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Propozicija 3.2.3. Neka je F: of — A egzaktan funktor izmedu Abelovih kategorija.
(i) K*F je egzaktan.
(ii) K*F preslikava aciklicne komplekse uw K*<of u aciklicne komplekse u K* 2.

(i) K*F preslikava kvazi-izomorfizme u K*</ u kvazi-izomorfizme u K*9, dakle
inducira se funktor D*F: D*of — D*%.

(iv) D*F je egzaktan.
Dokaz.

(i) Kako je K*F aditivan, prema prethodnoj lemi preslikava konuse u konuse, tj.
standardan trokut (f,is,pys) ¢e preslikati u trokut izomorfan standardnom, a
prema tome i istaknuti trokut u istaknuti.

(7i) Slijedi direktno iz egzaktnosti od F'; buduéi da egzaktni funktori ¢uvaju konacne
limese i kolimese, F' preslikava egzaktan dijagram u egzaktan dijagram, a kako
je K*F definiran po tockama, slijedi tvrdnja.

(7ii) Neka je s kvazi-izomorfizam. Tada je konus C acikli¢an, a onda (i7) i prethodna
lema povlace da je i CE K*F)s acikli¢an, odnosno, (K*F)s je kvazi-izomorfizam.

(iv) Neka je dan istaknut trokut (o, 1, x) u D*<7. Po definiciji, on je izomorfan slici
istaknutog trokuta (f,g,h) u K*</. Kako D*F na slici po funktoru lokalizacije
djeluje kao K*F'| to je trokut ((D*F)p, (D*F )y, (D*F)y) izomorfan slici trokuta
(K*F)f, (K*F)g,(K*F)h), a taj je istaknut u K*% prema ().

]

3.3 Definicija, egzistencija i jedinstvenost
deriviranih funktora

U nastavku ¢emo promatrati lijevo egzaktne funktore. Napomenimo odmah da
sve rezultate mozemo dualizirati za desno egzaktne funktore, pa nema potrebe da
promatramo i jedne i druge.

Ranije smo proucavali komplekse koji se sastoje od injektivnih objekata i tu
kategoriju oznacavali s K*Z. Sada ¢emo to poopditi i proucavati pune potkategorije
koje zadovoljavaju neka od svojstava kategorije Z.
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Definicija 3.3.1. Neka je F: &/ — A lijevo egzaktan funktor izmedu Abelovih
kategorija. Za punu potkategoriju R kategorije .o/ kazemo da je adaptirana funktoru
I ako je zatvorena na biprodukte i vrijedi:

(R1) KTF preslikava aciklican kompleks iz KR u aciklican kompleks,

(R2) za svaki objekt a u & postoji monomorfizam a »— b, pri ¢emu je b objekt u R.
Poopéimo teorem 3.1.2 za slucaj adaptirane potkategorije.

Teorem 3.3.2. Neka je F': of — A lijevo egzaktan funktor i neka mu je R adaptirana
potkategorija. Neka je Sg skup kvazi-izomorfizama v KT™R. Tada je Sg lokalizirajuéi
skup u KR i (K*R)[SR'] je ekvivalentna kategoriji Dt .o .

Dokaz. Da dokazemo da je Sy lokalizirajuéi, argumentiramo kao u 3.1.2 za Sz.
Nadalje, analogno kao i za Z iz teorema 3.1.2, pokazuje se da je svaki kompleks
u K./ kvazi-izomorfan nekom kompleksu u K*TR, buduéi da se u dokazu koristi
samo da .2/ ima dovoljno injektivnih objekata (analogno (ii) u prethodnoj definiciji),
ali ne i svojstvo injektivnosti objekata u Z. Na kraju, da dokazemo da je funktor
(K*R)[Sz'] — D*<« potpuno vjeran, koristimo propoziciju 1.3.19; preostaje jos
samo pokazati da za svaki kvazi-izomorfizam s: a* = b, pri ¢emu je a* u R, postoji
morfizam t: b* = ¢ takav da je ¢ u KR itos u Sg. No, to slijedi jer je svaki objekt
u K.« kvazi-izomorfan objektu u KtR. O

Sada smo spremni definirati derivirani funktor. Kao sto smo napomenuli, radit
¢emo s lijevo egzaktnim funktorom, no analogno se pojam deriviranog funktora
definira i za desno egzaktni funktor, tako da umjesto kompleksa ogranicenih odozdo
gledamo komplekse ogranicene odozgo te prikladno dualiziramo pojam adaptirane
potkategorije.

Definicija 3.3.3. Neka je F': &/ — £ lijevo egzaktan funktor izmedu Abelovih
kategorija i neka su Q. : Kt/ — DY/, Qu: KT % — D% funktori lokalizacije.
Za uredeni par (RF,ep) kazemo da je (desno) derivirani funktor funktoru F', pri ¢emu
je RE: DY/ — DYAB, acr: Quo K'F = RF o (@, prirodna transformacija, ako
vrijedi sljedeée univerzalno svojstvo: za svaki uredeni par (G,¢), G: DY/ — D+,
e:Quo KtF = G o (@, postoji jedinstvena prirodna transformacija n: RF = G
takva da komutira dijagram

EF

QpoKTF RE ° Q.

Ny

GoQu

NQ.
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Ponekad deriviranim funktorom zovemo samo RF’, bez isticanja prirodne transfor-
macije ep, slicno kao kad objekt ker f zovemo jezgrom bez naglasavanja kanonskog
morfizma iz jezgre. Uoc¢imo da postojanje deriviranog funktora nije trivijalno. Ipak,
u slucaju kad je funktor F' egzaktan, lako se vidi da je derivirani funktor dan s
DT F, dok je er dan identitetom. Nadalje, ako derivirani funktor postoji, onda je on
jedinstven do na jedinstven izomorfizam. Zaista, neka su (G,¢) i (G',¢’) derivirani
funktori funktoru F. Tada postoje jedinstveni n: G = G' i n': G' = G takvi da je
NQuoc=¢1inQy o =c. Tada je

N eonQuoe=0QuyonQyoc=0Qycc =¢

10Q£{O€: 1GQW ocg=¢
pa jedinstvenost iz univerzalnog svojstva povlaci da je ' onp = 15, a analogno se
pokazuje i non’ = 1g. Sljedeéi teorem je od krucijalne vaznosti za teoriju.

Teorem 3.3.4. Neka je F': of — P lijevo egzaktan funktor izmedu Abelovih kategorija
te neka postoji potkategorija R adaptirana funktoru F. Tada postoji derivirani funktor
(RF,er) funktoru F te je RF egzaktan.

Da dokazemo teorem, u nastavku ¢emo dati konstrukciju deriviranog funktora te
pokazati da zadovoljava univerzalno svojstvo.
Prema teoremu 3.3.2 imamo ekvivalenciju kategorija (K+R)[Sz'] i D*«/. Ozna-
¢imo s
U: (KTR)[Sz'] — Dt/
ulaganje kategorija, a s
®: DY/ — (KTR)[SR']
njegov kvazi-inverz te s

ﬁ: lpty = VO

odgovarajuce prirodne izomorfizme.

Funktor K+ F je egzaktan prema propoziciji 3.2.3 (i) (uo¢imo da se u dokazu ne ko-
risti egzaktnost funktora F' veé samo aditivnost), a njegova restrikcija na KR prema
svojstvu (R1) adaptirane kategorije i dokazu 3.2.3 (iii) preslikava kvazi-izomorfizme
u kvazi-izomorfizme, pa se inducira funktor

F: (K™R)[Sz'] — D" %

takav da vrijedi FQr = Qgo KTF.

Definirajmo RF: D*«/ — Dt % kao kompoziciju RF := ®F te pokazimo da je
taj funktor egzaktan. Da je F' egzaktan pokazuje se analogno kao za D*F u propoziciji
3.2.3 (iv). Da pokazemo da je ® egzaktan, koristimo sljede¢u lemu:
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Lema 3.3.5. Neka je (¢,v, x) trokut u (KTR)[Sz'] takav da je (W, Up, Uy) istaknut
uw DT/, Tada je (W, Wih,Ux) izomorfan slici standardnog trokuta v KtR po
funktoru lokalizacije.

Dokaz. Morfizam ¢ moZemo reprezentirati razlomkom ¢ = Qr f o (Qrs)™!, odnosno
Vo =Qufo(Quys) " Imamo komutativan dijagram u D+«

Quf Quriy Qupy
T o b C’} T
Qs Lp TQus
v e Ty
a d b c Ta

pa prema analogonu teorema 2.3.6 (v) za derivirane kategorije postoji izomorfizam
trokuta (W, Wi, Ux) = (Qu f, Quif, Qupy). O

Neka je (¢, 1, x) i.t. u DT/, Tada imamo

(0,0, x) = (D, ¥y, VOY) = (VQr f, VQriy, VQrpy)

buduéi da imamo prirodan izomorfizam £ i mozemo primjeniti prethodnu lemu, a
tada imamo i

jer imamo prirodan izomorfizam «, odnosno, (®p, P, Py) je izomorfan slici i.t. u
KR, pa je i sam istaknut. Time smo pokazali egzaktnost od ®. Ocito je sada RF
egzaktan kao kompozicija egzaktnih funktora.

Konstruirajmo sada prirodnu transformaciju er. Neka je a* objekt u Ko7 i
Be: a0 = Uda = Pa’ komponenta prirodnog izomorfizma 3 u a'. Izomorfizam 3,
mozemo reprezentirati razlomkom

a T da

pri ¢emu su s i t kvazi-izomorfizmi. Stovise, mozemo pretpostaviti da je z* u K*R
jer prema dokazu teorema 3.3.2 svaki kompleks u K.« je kvazi-izomorfan nekom
kompleksu u K+t R. Tada je t € Sg pa je (K1 F)t kvazi-izomorfizam u K*2. Sada
(eF)qe mozemo definirati kao kompoziciju

(er)a = ((Qaz o KYF)t) " o (Quo KT F)s
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Pokazimo da definicija morfizma (¢r), ne ovisi o reprezentaciji morfizma (... Zaista,
ako su (s,t) i (¢,t') ekvivalentni razlomci, onda imamo komutativan dijagram

pri ¢emu ponovno mozemo pretpostaviti da su x*, y* i z* u KR, onda vrijedi
(Qu o KTF)(pt)) " * (Qu o KT F)(ps)

(
(Quo KTF)p't)) ™ o (Quo KTF)(p's)
(Qaze KTF)) ' o(Quo K*F)s

(Quo KTF)t) " o (Quo K*F)s

Prirodnost od e Ce slijediti iz prirodnosti od f.

Preostaje jos provjeriti univerzalno svojstvo. Neka je G: D".o/ — D*% funktor
ic:Qugo K"F = G o Q. prirodna transformacija tako da vrijedi Q. cep = ¢.
Uzmimo kompleks a* u Dt.o7 i reprezentirajmo izomorfizam f,. kao ranije

S t
a x da’

pri ¢emu je z* u K1TR. Uzevsi u obzir da Q. i Q% na objektima djeluju kao identitete
iz prirodnosti od ¢ slijedi da imamo komutativan dijagram

(KT F)ar for Ga
(QpoKTF)s GQ.s

(K+F)a —— G
(QaoKTF)t GQus

(K*F)ba —2%+ Gdar
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u DT 2. Buduéi da su (Qg o KTF)t i GQ .t izomorfizmi iz definicije od e slijedi da
imamo komutativan dijagram

(Quo Kt F)ar _fao Gar

(5F)a‘ Gﬁa'

EVdar

(RF o QJZ{)(I'

GUoa

Kako je 3, izomorfizam, onda je to i G, pa mozemo definirati
N = (GBe) " © cwaar: (RF)a” — Gar.

Iz prirodnosti od § slijedi i prirodnost od n: REF = G te iz gornjeg dijagrama slijedi
da je nQ) o ep = €. Jedinstvenost od 7 takoder slijedi iz komutativnosti gornjeg
dijagrama i ¢injenice da je G izomorfizam. Time je dovrsen dokaz teorema 3.3.4.

Teorem 3.3.6. Neka je of Abelova kategorija koja ima dovoljno injektivnih objekata.
Tada je T adaptirana svakom lijevom egzaktnom funktoru F s domenom < .

Dokaz. Prema lemi 1.2.44, 7 je zatvorena na biprodukte. Kako .&7 ima dovoljno
injektivnih, to je (R2) zadovoljeno. Treba jos provjeriti da vrijedi (R1). Neka je dan
aciklican kompleks I* u K*Z. Nul-morfizam 0: I* — I* je kvazi-izomorfizam zbog
aciklicnosti od I*. Tada prema dokazu teorema 3.1.2 postoji morfizam t: I* = I*
takav da je t o0 ~ 1;.. No, to onda povlaci da je 1x;. nul-homotopno preslikavanje,
pa je F'I' aciklican. O



Bibliografija

nLab, http://ncatlab.org/nlab/show/HomePage, posjecena sijecanj 2015.

J. Adamek, H. Herrlich i G. E. Strecker, Abstract and Concrete Categories The
Joy of Cats, Online Edition, 2004, http://katmat.math.uni-bremen.de/acc/.

S. Awodey, Category Theory, Oxford University Press, 2006.

F. Borceux, Handbook of Categorical Algebra 1: Basic Category Theory, Cam-
bridge University Press, 1994.

S. I. Gelfand i Yu. I. Manin, Methods of Homological Algebra, Springer-Verlag,
2003.

M. Kashiwara i P. Schapira, Categories and Sheaves, Springer-Verlag, 2006.

S. MacLane, Categories for the Working Mathematician, Springer-Verlag, 1971.

P. Maddy, Believing the Azioms. I, The Journal of Symbolic Logic 53 (1988),
br. 2, 481-511.

D. Mili¢i¢, Lectures on Derived Categories, http://www.math.utah.edu/
~milicic/Eprints/dercat.pdf, posje¢ena 20.1.2015.

M. A. Shulman, Set theory for category theory, (2008), http://arxiv.org/abs/
0810.1279v2.

93


http://ncatlab.org/nlab/show/HomePage
http://katmat.math.uni-bremen.de/acc/
http://www.math.utah.edu/~milicic/Eprints/dercat.pdf
http://www.math.utah.edu/~milicic/Eprints/dercat.pdf
http://arxiv.org/abs/0810.1279v2
http://arxiv.org/abs/0810.1279v2




Sazetak

U ovom radu uvodi se jezik teorije kategorija. Razvija se teorija aditivnih i Abelovih
kategorija, kulminirajuc¢i pojmom egzaktnosti sto je kasnije koristeno da bi se proucila
kohomologija kolanc¢anih kompleksa, osnovni pojam homoloske algebre. Uvodi se
lokalizacija kategorija kao nuzan alat za definiranje deriviranih kategorija, koje su
koristene kao okruzenje da bi se istrazili derivirani funktori. Dobiven je rezultat
egzistencije i jedinstvenosti deriviranog funktora kad postoji adaptirana potkategorija
za lijevo egzaktan funktor.






Summary

In this thesis the language of category theory is briefly introduced. The theory of
additive and Abelian categories is developed culminating with the notion of exactness.
This is later used to study cohomology of cochain complexes, the main focus of
homological algebra. Localization of categories is introduced as neccessary tool for
defining derived categories which are used as a setting for the study of derived functors.
The result of existence and uniqueness of derived functors when adapted subcategory
for left exact functor exists is obtained.
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