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Uvod

Diferencijalna jednadzba je jednostavno receno jednadZzba koja povezuje neku funkciju y
(tj. x — y(x)) i neke njene derivacije. Obicna diferencijalna jednadzba je jednadZzba u
kojoj je nepoznanica funkcija jedne varijable, a koja opisuje vezu izmedu te funkcije 1
njenih derivacija za proizvoljnu vrijednost varijable funkcije. Dakle, to je jednadZba

F(x,y,Y,...,y") =0,

gdje F predstavlja neki izraz koji povezuje varijablu x s o njoj ovisnom nepoznatom funk-
cijom y i njenim derivacijama y’,y”, ..., y™.

RjeSavanje diferencijalnih jednadzbi je vrlo teSko i zauzima paZnju znanstvenika od
pocetka razvoja diferencijalnog racuna do danas. Na prijelazu s 19. u 20. stoljece to je bio
pravi izazov za mnoge matematicare. Diferencijalne jednadzbe se pojavljuju kao mate-
mati¢ki modeli u rjeSavanju vaznih prirodnih 1 tehnickih problema. U raznim situacijama
se susreemo s nekom veli¢inom ¢ija je brzina promjene proporcionalna s njenom trenut-
nom vrijedno$¢u. Na pr. rast (pad) populacije proporcionalan je broju trenutne populacije,
brzina raspada radioaktivne tvari proporcionalna je trenutnoj kolicini te tvari, dobit je pro-
porcionalna koli¢ini uloZenog novca i sli¢no.

Cilj ovog rada je pokazati neke primjene obi¢nih diferencijalnih jednadzbi prvog reda
u geometriji, nekim prirodnim znanostima i ekonomiji. Rad je podijeljen u pet poglav-
lja. Prvo poglavlje je uvodnog karaktera i sluzi kao mali podsjetnik o diferencijalnim
jednadzbama te nekim tipovima diferencijalnih jednadzbi i na¢inima njihova rjeSavanja.
U drugom poglavlju bavimo se primjenama obi¢nih diferencijalnih jednadzbi u mode-
liranju 1 rjeSavanju nekih klasicnih geometrijskih problema te pokazujemo primjenu na
odredivanje ortogonalnih i izogonalnih trajektorija, pojmova koji imaju veliku primjenu u
inZenjerstvu. U treCem i Cetvrtom poglavlju rada obi¢ne diferencijalne jednadZbe primje-
njujemo u rjeSavanju nekih tipi¢nih problema iz fizike te biologije i kemije. Peto poglav-
lje pokazuje kako se mnogi problemi u ekonomiji i financijama takoder mogu modelirati
obi¢nim diferencijalnim jednadZbama.



Poglavlje 1

Osnovne definicije i neki tipovi obiCnih
diferencijalnih jednadzbi

Diferencijalnom jednadzbom zovemo jednadzbu koja sadrzi derivacije ili diferencijale ne-
poznate funkcije.

Ako nepoznata funkcija ovisi o jednom argumentu, diferencijalna jednadzba zove se
obi¢na, a ako ovisi o nekoliko argumenata pa sadrZi parcijalne derivacije te nepoznate
funkcije, tada se jednadzba zove parcijalna diferencijalna jednadZba. Red diferencijalne
jednadzbe je red najvise derivacije koju diferencijalna jednadZzba sadrZi.

Primjeri u ovom radu sadrzavat ¢e samo obicne diferencijalne jednadzbe prvog reda,
koje opcenito imaju oblik

F(x,y,y) =0,

gdje je x argument, a y traZena funkcija.
Cesto je diferencijalnu jednadZbu prvog reda moguce rijesiti po y” :

Y = flx,y),

a Cesto se svode 1 na oblik
P(x,y)dx + Q(x,y)dy = 0.

U tom slu¢aju mozZzemo za nepoznatu funkciju uzeti y (kao funkciju od x), ali i x (kao
funkciju od y).

Funkcija koja zadovoljava diferencijalnu jednadzbu zove se rjeSenje ili integral dife-
rencijalne jednadZbe.

RjeSenje ili integral diferencijalne jednadZzbe zove se opcim ako sadrzi toliko neovis-
nih konstanti po volji koliki je red diferencijalne jednadzbe, dok funkcije koje se dobi-
vaju iz opleg integrala uz razliCite brojcane vrijednosti konstanti po volji jesu partikularna
rjeSenja te diferencijalne jednadzbe. Iz navedenog slijedi da opce rjeSenje diferencijalne
jednadzbe n-tog reda uvijek sadrzi n neovisnih konstanti Cy, Cs, ..., C,.

2



POGLAVLIJE 1. OSNOVNE DEFINICIJE I NEKI TIPOVI OBICNIH DIF. JEDN. 3

Geometrijski svakom partikularnom integralu diferencijalne jednadzbe odgovara nje-
gova graficka predodzba, tj. graf u obliku ravninske krivulje koja se zove integralna krivulja
te jednadzbe, a oplem integralu odgovara familija svih integralnih krivulja. Za odredivanje
jedne posebne krivulje familije (koja odgovara uvjetima konkretnog zadatka) potrebno je
u opce rjesenje uvesti pocetne uvjete, a ti uvjeti su na pr. za diferencijalnu jednadzbu prvog
reda koordinate jedne to¢ke x = xy, y = yo kojom ta krivulja prolazi.

RjeSenje diferencijalne jednadZbe koje se ne moze dobiti iz opeg rjeSenja ni za kakvu
vrijednost konstante C zove se singularno rjesSenje.

Diferencijalne jednadzbe sa separiranim varijablama

Diferencijalne jednadZbe sa separiranim varijablama su one kod kojih su varijable x i y
separirane tj. daju se separirati (odvojiti). U tom slucaju zadana diferencijalna jednadzba
se svodi na oblik

f(x)dx = F(y)dy.

RjeSenje te jednadZbe dobivamo tako da integriramo njene obje strane:

ff(x)dx:fF(y)dy+C.

Moguénost integriranja obiju strana jednadZbe moZemo obrazloZiti time Sto varijable x 1y
nisu neovisne jedna o drugoj, vec je y funkcija od x pa je F(y) takoder funkcija od x. Pri
rjeSavanju diferencijalnih jednadzbi tog tipa postupak se obi¢no svodi na pet koraka.

d
1. Ako u diferencijalnu jednadzbu ulazi derivacija y’, piSemo je u obliku d_y
X

2. Diferencijalna jednadzba se rijesi nazivnika.
3. Spoje se ¢lanovi koji sadrze isti diferencijal.
4. Diferencijalna jednadZba se podijeli takvim izrazom da se varijable separiraju.

5. Diferencijalna jednadzba se integrira.

Homogene diferencijalne jednadzbe

Homogene diferencijalne jednadzbe imaju op¢i oblik

o)



POGLAVLIJE 1. OSNOVNE DEFINICIJE I NEKI TIPOVI OBICNIH DIF. JEDN. 4

Kazemo da je funkcija od x i y homogena obzirom na varijable ako uvrStavanjem Ax i Ay
(gdje je A neka konstanta po volji) umjesto x i y daje istu funkciju pomnoZenu sa A"; takav
n se naziva stupanj homogene funkcije. Na primjer, funkcija f(x,y) = x> — xy + )* je
homogena funkcija drugog stupnja jer je:

FAx, Ay) = 2x2 = Pxy + 2y° = 2% — xy +y) = L2 f(x,y),

dok je f(x,y) = Y homogena funkcija nultog stupnja, jer je
X

A
f(/l)C,/IY) = /l_y = X = f(X,Y)
X X

Homogene diferencijalne jednadZzbe nultog stupnja svode se na diferencijalne jednadzbe sa
separiranim varijablama uvodenjem susptitucije:

odakle slijedi
Deriviranje po x daje
Y = xu' + u.

To uvrstimo u zadanu diferencijalnu jednadzbu y’ = f (X) te dobivamo
X

xu' +u = f(u).
Tu diferencijalnu jednadZbu rjeSavamo kao diferencijalnu jednadZbu sa separiranim vari-

jablama pa u dobiveni rezultat umjesto u vratimo X.
X

Linearne diferencijalne jednadzbe

Diferencijalna jednadzba oblika

Y+ fx)y = g(x)

naziva se linearna, jer se trazena funkcija y = y(x) i njena derivacija y’ pojavljuju u prvom
stupnju, dok su f(x) i g(x) zadane neprekidne funkcije od x.

Ako je g(x) = 0, ta jednadzba glasi y’ + f(x)y = 0, a taj se prikraceni oblik jednadzbe
zove linearna homogena diferencijalna jednadZba prvog reda.
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Linearnu diferencijalnu jednadZbu moZemo rijeSiti na viSe nacina. Pokazat éemo jedan

od njih: pomodu supstitucije y(x) = u(x) - v(x). UvrStavanjemy = u-viy = u' +vu' u
Y+ f(x)y = g(x) daje

w' + v’ + f(x) - u) = g(x). (1.1)

Kako je y = u - v, jednu od tih funkcija moZemo uzeti proizvoljno, dok je druga odredena
jednadzbom (I.1)). Funkciju u(x) odabrat éemo tako da izraz u zagradama jednadzbe (I.1)
postane nula tj. stavit emo u’ + f(x)u = 0. U jednadzbi (I.1) ostaje

w' = g(x).

U tom slucaju dovoljno je da za u(x) dobijemo bilo koji partikularni integral (uzmemo
C = 0). Rijesimo jednadzbu v’ + f(x)u =0 :

du

I —f(Xu,
- —f(x)dx,
u

Inu = —f(x)dx,
u = e—ff(x)dx.

Uvrstavanjem dobivenog rezultata u uv’ = g(x) dobivamo

— X xdv
e J 10 T = g(x).

X
Slijedi
V= feff(")d" -g(x)dx + C,

a kako je y = u - v, imamo:

y= e‘ff(x)dx( feff(x)dx cg(x) + C).

To je opCe rjeSenje linearne diferencijalne jednadzbe.

Postoje jos neki tipovi obi¢nih diferencijalnih jednadzbi, ali mi smo ovdje naveli one
koji Ce biti potrebni za Citanje i razumijevanje ovoga rada.



Poglavlje 2

Primjene obicnih diferencijalnih
jednadzbi u geometriji

Diferencijalne jednadzbe imaju Siroku primjenu u odredivanju analitickog izraza funkcij-
ske ovisnosti izmedu varijabla u nekom geometrijskom problemu. Sama diferencijalna
jednadzba prvog reda ima svoje geometrijsko znacenje. Iz diferencijalne jednadZzbe prvog
reda y* = f(x,y) neposredno slijedi da svakoj tocki ravnine diferencijalna jednadzba do-
djeljuje tangens smjera y’ = tg @ u toj tocki, tj. odreduje polje smjerova u ravnini. U ovom
poglavlju pokazat ¢emo primjene obic¢nih diferencijalnih jednadZzbi u nekim klasi¢nim ge-
ometrijskim problemima.

Primjer 2.1. Odredimo diferencijalnu jednadzbu familije parabola y = Cx* te skup toc¢aka
u kojima sve parabole iz te familije imaju koeficijent smjera tangente jednak 1.

7.

7

Slika uz primjer 2.1.
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Eliminacijom parametra C iz
y=Cx* i y =2Cx
dobiva se diferencijalna jednadZba zadane familije parabola:
2y —xy = 0.
Preostaje odrediti skup to¢aka u kojima sve parabole iz te familije imaju koeficijent smjera

tangente jednak 1. Iz sustava
y=Cx* i 1=2Cx

zakljuCujemo da je to pravac y = g Dakle, za svaki C parabola y = Cx? u to¢ki presjeka s

pravcem y = %C ima koeficijent smjera tangente jednak 1.

Primjer 2.2. Odredimo krivulje sa svojstvom da je povrsina trokuta kojeg odsijecaju tan-
2

.. . v RV . . .a
genta na tu krivulju, ordinata tocke diralista i os apscisa, jednaka konstanti > a+0.

Neka traZene krivulje imaju jednadzbu y = y(x). Mora biti
INP|-IMP| = d?, 2.1)
gdje je M tocka diraliSta traZene krivulje 1 tangente, N tocka sjeciSta x-osi 1 tangente, a P
ortogonalna projekcija toCke diraliSta na x-os. Koeficijent smjera tangente na krivulju je

, _dy
y =—=1ga.

Slika uz primjer 2.2.
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Primjenom trigonometrije na pravokutni trokut AM PN dobivamo

|M P|
a=—.
INP|
Kako je |[MP| = |y|, to je
NPl = |2,
paiz (2.1) slijedi
y'la® =y,
odnosno
azy' = iyz.

Ovo je diferencijalna jednadZba sa separiranim varijablama:

dy _ dx
y2 aZ
Integriranjem dobivamo
1 x+C
_ =4 ,
y a?
Sto se zbog proizvoljnosti konstante C moZe napisati u obliku
(Ctx)y= a’.

Dakle, traZene krivulje su hiperbole (C + x)y = a® za proizvoljnu konstantu C.

Primjer 2.3. Odredimo sve krivulje kojima je koeficijent smjera tangente u bilo kojoj tocki
dva puta manji od koeficijenta smjera radijus vektora diralista. Napisimo takoder jed-
nadZbu one tangente krivulje familije koja prolazi tockom T (4, 3).

Slika uz primjer 2.3.
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Koeficijent smjera tangente 7 je

oD
= — = a,
a koeficijent smjera radijus vektora r je
Y
tgf = =.
X
Prema uvjetu zadatka,
dy _y
dx x’
odnosno
dy dx
2—=—.
y X

Dobili smo obi¢nu diferencijalnu jednadZbu sa separiranim varijablama. Odatle integrira-
njem slijedi

(2 Z (e
y X
2Inly] = Inlx|+1n|C],
Iny*> = In(Cx),

y' = Cx.

Dobili smo familiju parabola y> = Cx kojima je os simetrije os x.
Sada odredimo jednadZbu one tangente krivulje dobivene familije koja prolazi tockom

9
T(4,3). Uvrstavanjem koordinata to¢ke 7'(4,3) u y*> = Cx dobivamo 9 = 4C, tj. C = T

Stoga je traZzena krivulja parabola
9
y2 = Z)C.

Primjer 2.4. Odredimo sve krivulje sa svojstvom da je u bilo kojoj tocki tih krivulja radijus
vektor r jednak duljini odsjecka normale izmedu krivulje i osi x.

Radijus vektor krivulje u nekoj tocki T'(x, y) je

r=10T| = x* +)?,

dok je duljina odsjecka normale od tocke T do sjeciSta s x-osi

N=yyTT 52
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N

/

Kako je prema uvjetu zadatka r = N, slijedi

Slika uz primjer 2.4.

Va2 )2 =yl +y2
Kvadriranjem obiju strana i sredivanjem dobivamo

X4y o= Y1 +y,

2 4+ yz _ yz + yzy’2,
yz ya = 2
y/2 _ x_2
N
, X
y = %=
y

Dobili smo obi¢nu diferencijalnu jednadZbu sa separiranim varijablama.

. X .
Promatramo dva slucaja: y = -1y’ = ——.
y y
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Prvi slucaj. Ako jey’ = f, tada imamo:
y

dy
dx
xdx

fxdx

Xz—

\<I\)N| ><l\)

Kao rjeSenje smo dobili familiju istostranih hiperbola.

Drugi slucaj. Ako jey’ = —)—C, tada imamo:
Yy

X

b

y
—xdx,

- f ydy,

2
—y—+C,

2
C>.

11

Kao rjesSenje smo dobili familiju kruZnica sa srediStem u ishodiStu.

Primjer 2.5. Odredimo jednadZbu familije krivulja kojima diralista raspolavljaju odsjecke
tangenata izmedu koordinatnih osi. Napisimo takoder jednadZbu one krivulje koja pripada

toj familiji i prolazi tockom T'(2, 1).

Neka je D(x,y) tocka diraliSta tangente i krivulje, a tocke A 1 B redom sjeciSta tangente
s x-osi odnosno y-osi. Neka su tocke M i C redom ortogonalne projekcije tocke diraliSta

na osi x iy. Prema slici, vrijedi:

IMA| = |MD]|-ctga; = |MD| - ctg(nr —a)

|MD|

= —|MD|-ctga = ——.

tga
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D, y)

Slika uz primjer 2.5.

Tangenta ¢ je presjeCnica dvaju paralelnih pravaca (pravca CD 1 pravca kojem pripada x-
os). Dakle, kutovi <MAD i <CDB su sukladni. Uz to je |AD| = |DB| prema pretpostavci, pa
slijedi da su pravokutni trokuti AMAD i ACDB sukladni po teoremu K-S-K o sukladnosti
dvaju trokuta. Sada imamo

CD| = |MA| = |OM| = x, [DM|=y i tga=y,

odakle dobivamo:

y oo ydx . dy dx
X=—-= 1. x=-——, paje —=-—.
y dy y X
Odatle integriranjem slijedi
C
Inly| = =In|x| + In|C| odnosno |y| = ‘—‘ (2.2)
X
Kako je C proizvoljna konstanta, rjeSenje mozemo pisati u obliku
C
y=-—, (2.3)
X

a to je familija istostranih hiperbola. Preostaje odrediti jednadZbu one krivulje koja prolazi
tockom 7T'(2,1). UvrStavanjem koordinata tocke 7'(2,1) u (2.3) dobivamo da je C = 2,
odakle slijedi da je

2
y==
X

jednadzba krivulje koja prolazi tockom 7.
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Primjer 2.6. Odredimo jednadzbu familije krivulja sa svojstvom da u svakoj tocki krivulje
sjeciste tangente s y-osi raspolavlja spojnice diralista tangente i sjecista tangente s x-osi.

Neka je D tocka diraliSta tangente i krivulje, tocke S| i §, redom sjeciSta tangente s
y-osi odnosno x-osi, a tocka D, ortogonalna projekcija tocke diraliSta na x-os. Za trazenu
krivulju mora vrijediti [SD| = |§15,|. Trokuti AS,0S8 ;1 AS,D;D su sli¢ni prema K-K-K
teoremu o sli¢nosti trokuta, odakle slijedi

IDDy| _ 1S2D] _
OS] 15182l
/
..--r-/
D s Yol
81
& & -
5, o D,
Slika uz primjer 2.6.

Jednadzba tangente na krivulju y = y(x) u toc¢ki D(xy, yo) je

y=yo = Y(x—xp),
y Y'x +yo =y xo.

Tocka §1(0, y) pripada tangenti pa slijedi y = —y'xy + yo. Nadalje, vrijedi |DD,| = 2|0S 4,
|IDD/| = |yo| 1108 1| = [y|. Konacno slijedi

2] =y x0 + yol = lyol-
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Dobili smo obi¢nu diferencijalnu jednadZbu sa separiranim varijablama. Ne trebamo pro-
matrati dva slucaja jer ¢e se rezultati razlikovati samo u vrijednosti konstante C koja je

ionako proizvoljna. Imamo:

20y = y'x)

In|yl
21n]yl

Inyl®

y2

-

LN e

3%
dx
Es
dx
3%

1
—In|x| +

2

1
3 In|C],

In|x| + In|C]|,

In|Cx|,
Cx.

Kao rjesenje smo dobili familiju parabola kojima je x-os os simetrije.

Primjer 2.7. Odredimo jednadZbu familije krivulja kod kojih je duljina odsjecka normale
od tocke krivulje do x-osi jednaka konstanti a.

Slika uz primjer 2.7.
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Neka je M(x,y) tocka diraliSta tangente i krivulje, N sjeciSte tangente s x-osi, Q sjeciSte
normale s x-osi te P ortogonalna projekcija tocke diraliSta na x-os. Uo¢imo na slici pravo-
kutne trokute AMPQ i ANMP. Na trokut AMPQ primijenimo Pitagorin poucak:

|POI* + |PM|* = |QM[* = a*. (2.4)

Kako je
<PMQ =<PNM i tg<PNM =y,
to je
POl = |PM| -y = yy'l.
Sada dobivene izraze uvrstimo u (2.4)) i dobijemo diferencijalnu jednadzbu traZenih krivu-
lja:

Oy +y* =d’. (2.5)
Jednadzbu (2.5) mozemo zapisati u obliku
d
2 gy

Dobili smo diferencijalnu jednadZzbu sa separiranim varijablama. Integriranje daje
+ya>—-y> = x+C,

odnosno

(x + C)? +y2 = a°.

Dakle, traZzene krivulje su kruZnice sa srediStem na x-osi i polumjerom a.

Prisjetimo se, subnormala je projekcija na apscisu onog dijela normale na zadanu krivu-
lju koji je smjeSten izmedu krivulje i apscise (njena duljina je na slici oznacena sa D), a sub-
tangenta je projekcija na apscisu onog dijela tangente na zadanu krivulju koji je smjesten
izmedu krivulje 1 apscise (njezina duljina je na slici oznacCena sa d). Analiticki je duljina
subnormale apsolutna vrijednost umnoska koordinate y i derivacije y’ u zadanoj tocki do-
dira, a duljina subtangente apsolutna vrijednost omjera koordinate y i njezine derivacije y’
u zadanoj tocki dodira. DokaZimo te dvije tvrdnje. Trokut AOAD je pravokutan trokut. Na
njega primijenimo trigonometriju pravokutnog trokuta te dobivamo

Y

tga

Y

V|

Analogno tome, trokut AABD je pravokutan trokut, pa vrijedi

D =ly-tgal = |yy|.
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]
1
« !
o d A D lx

Slika: Subtangenta i subnormala

Primjer 2.8. Odredimo jednadzbu familije krivulja kojima je subtangenta u bilo kojoj tocki
Jednaka aritmetickoj sredini koordinata diralista te posebno odredimo onu krivulju familije
koja prolazi tockom M(4,3).

Slika uz primjer 2.8.

Neka je T diraliSte tangente i krivulje, A sjeciSte tangente s x-osi, a 7’ ortogonalna
projekcija tocke diraliSta na x-os. Primjenom trigonometrije pravokutnog trokuta na trokut
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AATT slijedi
AT = 2,
y

Sto je upravo duljina suptangente S;. Prema uvjetu zadatka, suptangenta Sy mora biti
jednaka aritmetickoj sredini koordinata diralista, tj.

Sto je diferencijalna jednadzba familije trazenih krivulja. To je homogena diferencijalna
jednadzba. Uvodenjem supstitucije Y~ (odakleje y = ux iy = u'x + u), jednadzba
X

prelazi u oblik

d 1+

@ uzdu.

X u—u
Sada rjeSavamo dobivenu diferencijalnu jednadZbu:

dx

1+
=
X u-—u

1 2
In|x| +In|C| = f—du+f du,
u 1-u
Injx| +In|C| = In|ul-2In|l — u|,
u
Cx = ———.
RCET:

Sada vradanjem supstitucije u = Y dobivamo jednadzbu familije krivulja koje zadovolja-
X
vaju traZzeno svojstvo. To su sve one krivulje Cija je jednadzba oblika

Cy = (x —y)*. (2.6)
Odredimo jo§ onu krivulju familije koja prolazi tockom M(4,3). UvrStavanjem x = 4 i
1
y =3 u (2.6) dobivamo C = 3 pa je jednadZba traZzene krivulje
y =30 -7

Primjer 2.9. Odredimo jednadzbu familije krivulja kod kojih je duljina tangente od tocke
dodira do x-osi jednaka duljini odjecka kojeg ta tangenta odsijeca na x-osi.

JednadZba tangente na krivulju y = y(x) u tocki T'(xo, yo) je

y—=Yo =y (x—xp).
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Slika uz primjer 2.9.

Neka je tocka B(b,0) tocka u kojoj tangenta sijece x-o0s. Z@no odrediti sve krivulje
za koje vrijedi |OB| = |BT|. Da bismo odredili duljinu duzine BT, Kkoristit éemo formulu
za udaljenost dviju tocaka u koordinatnom sustavu u ravnini:

IBT| = \(xo = b)* + (v — O.
Prije toga, iz jednadZbe tangente na krivulju u tocki 7 izrazimo b :

b:yxol—)’o.
y

; 2
Y Xo — Yo
|BT| = \/(xo - T) + 5

Trazimo sve krivulje za koje vrijedi |OB| = |BT|. Stoga imamo

, 2
Y Xo — Yo
\/(XO_T) +y(2):

Odatle nakon kvadriranja i sredivanja dobijemo diferencijalnu jednadzbu trazene familije
krivulja koja glasi

Sada imamo da je

Y% = Yo

/

y'y? = x%y = 2xy.
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Prilikom sredivanja izraza dijelili smo sa y” jer u slucaju y’ = 0 dobivamo pravce te zadatak
nema smisla. Sada imamo

(x* = y))y' = 2xy,
odnosno

Uocavamo da je dobivena jednadzba (2.7) homogena diferencijalna jednadZzba. Dijelje-
njem brojnika i nazivnika sa x> dobivamo

ol

Uvodenjem supstitucije Y (tadaje y = ux 1y = u'x + u), ova jednadzba postaje
X

2u
1 —u?
Time smo homogenu diferencijalnu jednadZbu sveli na diferencijalnu jednadzbu sa separi-
ranim varijablama:

Wx+u=

. u+u’
u'x = )
1 —u?
Sada rjeSavamo dobivenu jednadzbu:
1 —u? dx
— du = —,
u(l + u?) “ X
1 —u? dx
— " du = =,
f u(l + u?) “ x
(1 + u?) - 2u? dx
————du = —,
u(l + u?) X

du 2udu dx
f7 B f 1 +u? X’
In|u| — In(1 + u?) In|x| + In|C),
u Cx(1 + u).

Vracanjem supstitucije u = Y dobivamo jednadzbu familije krivulja koje zadovoljavaju

X
traZeno svojstvo, a to su sve krivulje ¢ija je jednadZba oblika

2
= Cx(l + y—z)
X X
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odnosno

cy 2
~) =

“+ly- = :
X+ |y 2

ICI

C
Dakle, traZzene krivulje su kruznice sa srediStem u tocki (0, 5) 1 polumjerom 5 Na slici

su prikazana neka rjeSenja za razlicite vrijednosti C.

Slika uz primjer 2.9.

Primjer 2.10. 7Tocka M krivulje y = y(x) ortogonalno se projicira na y-os u tocku Q,
a normala krivulje u tocki M sijeCe x-os u tocki N. Odredimo sve krivulje y = y(x) sa
svojstvom da pravac koji prolazi ishodistem koordinatnog sustava u ravnini i tockom M
sijece pravac QN pod pravim kutom, a potom odredite onu krivulju familije koja prolazi
tockom (3,0).

Da bismo postavili jednadzbu familije krivulja koje zadovoljavaju trazeno svojstvo,
dovoljno je odrediti koeficijente smjera zadanih pravaca te iskoristiti da su dva pravca
okomita ako i samo ako je umnoZzak njihovih koeficijenata smjera jednak —1, tj.

ki -k, =-1.

Apscisu tocke N odredujemo iz jednadzbe normale na krivulju. Neka je tocka M zadana
koordinatama M(xy, y). JednadZba normale na krivulju dana je jednadZbom

Y= Yo = —(x - xp).
y
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n

y = yla)

aF90°

Slika uz primjer 2.10.

Stoga tocka N ima koordinate N(xy + yoy’,0). Tocka Q nalazi se na y-osi i ima koordi-
nate Q(0,y,). Buduc¢i da su nam poznate dvije tocke pravca QN, lako odredimo njegov
koeficijent smjera:
—Yo
ki = ———.

Xo + Yoy’
Analogno, koeficijent smjera pravca koji prolazi ishodiStem i tockom M je
_ Y

X0 '

ka

Prema uvjetu zadatka mora vrijediti k; - k, = —1, pa diferencijalna jednadZzba familije
trazenih krivulja glasi

x
y'+—:X.

y X

Dobili smo homogenu diferencijalnu jednadZbu. Uvodenjem supstitucije Y = (tadaje y =
X

ux iy’ =u'x + u), jednadzba prelazi u oblik

1
Wu=——,
x
a to je diferencijalna jednadzba sa separiranim varijablama. Sada rjeSavamo dobivenu

diferencijalnu jednadZbu:
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d
fudu = - —x,
X

u? 1 C

J— — nl|—

2 x|
CZ

2 _

u = ln;

2
Dobili smo jednadzbu u?> = In — 1 vraCanjem supstitucije u = Y dobivamo jednadzbu
X X

familije krivulja koje zadovoljavaju trazeno svojstvo. To su sve krivulje ¢ija je jednadZba

oblika
2

C
¥y =xIn—=. (2.8)
X
Potrebno je joS odrediti jednadZbu one medu tim krivuljama koja prolazi tockom (3, 0).

UvrStavanjem x =31y =0u
C2
¥y = x*In -
X

dobivamo C? = 9. Dakle, jednadzba krivulje koja zadovoljava traZena svojstva i prolazi
tockom (3,0) je

_ 21 9
y =xln.

Primjer 2.11. Odredimo krivulju koja prolazi tockom (1,0) i ima svojstvo da je odsjecak
tangente na y-osi jednak udaljenosti tocke dodira od ishodista koordinatnog sustava u
ravnini.

Kako jednadzba tangente na krivulju y = y(x) u tocki T (xy, y) glasi
y=yo =Y (x—xo),
to je odsjecak tangente na y-osi jednak
Y = Yo=Y Xo.

Udaljenost ishodista do tocke dodira je jednaka

|OT| = ,/x% +y8.

Dakle, problem se svodi na diferencijalnu jednadzbu
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Slika uz primjer 2.11.

Ovu jednadzbu moZemo napisati u obliku
2
y=2o 41+ (y) .
X X

Dobivena diferencijalna jednadzba je homogena diferencijalna jednadzba. Uvodenjem
supstitucije Y (tadaje y = ux iy = u'x + u), jednadzba prelazi u oblik
X

u'x=-V1+u?,

a to je diferencijalna jednadZba sa separiranim varijablama. Sada rjeSavamo dobivenu
diferencijalnu jednadZbu:

du dx
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du 3 dx
VI + u? x’
C
Inju+ V1+u? = In|—|,
X
C

u+ Vi+u: = —.

Vracanjem supstitucije u = Y dobivamo jednadzbu familije krivulja koje zadovoljavaju
traZeno svojstvo. To su sve krivulje ¢ija je jednadZba oblika

2
C
- 1+()—;) =—.
X X X

Stavljaju¢i x = 11y = 0 u gornju jednadzbu, dobivamo C = 1. Dakle, traZzena krivulja je
¥ =-2y+1, (2.9)
a to je parabola Cija je os simetrije y-os.

Napomena: Da je u formulaciji zadatka umjesto “odsjecak tangente” pisalo “apso-
lutna vrijednost odsjecka tangente” promatrali bismo dva slu¢aja te bi pored krivulje (2.9)
rjeSenje takoder bila krivulja

¥ =2y+1.

Primjer 2.12. Odredimo sve krivulje sa svojstvom da je duljina odsjecka koji tangenta
odsijeca na y-osi jednak apscisi tocke diralista.

Neka je y = y(x) krivulja s traZenim svojstvima, tocka 7T'(xy, yo) tocka diraliSta tangente
1 krivulje te neka je tocka A tocka sjeciSta krivulje s y-osi. Prema pretpostavci su (0, xp)
koordinate tocke A. Jednadzba tangente glasi

y=yo =Y (x—Xo).
Kako tocka A pripada tangenti, imamo
X0 — Yo = =Y Xo.
Dakle, traZzena diferencijalna jednadzba je
x—y=-xy,

odnosno
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T(xq, ¥o)

o, EEEEEEEEEEEEE

o -
8]
Slika uz primjer 2.12.
, 1
y-=-y=-1. (2.10)
X

Dobivena diferencijalna jednadzba (2.10) je linearna diferencijalna jednadzba koju rjeSavamo.
Stavimo

|
) =— 1 g=-1
X
Njezino opce rjesenje je
C o lge
ef%dx(Ce J xd )’

—1Inxd.
X (€[ 2l

— x(C_fe—lnxdx)’

y = Cx—xlIn|x|

< < =
Il

Dakle, familija krivulja koje zadovoljavaju traZzeno svojstvo su sve krivulje Cija je jed-
nadzba oblika

y=Cx—xlInlx|.

Na slici su prikazana rjeSenja za neke vrijednosti konstante C.
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__.I[‘TIA- Yo)

Slika uz primjer 2.12.

Ortogonalnim trajektorijama zadane familije krivulja, koja ovisi o jednom parametru,
zovemo takvu familiju krivulja koje pod pravim kutom sijeku krivulje zadane familije.
Evo postupka za odredivanje ortogonalnih trajektorija za zadanu familiju krivulja

F(x,y,a)=0:

1. Deriviramo po x zadanu familiju krivulja. Zatim parametar a, izraZen iz jednadzbe
zadane familije, uvrstimo u jednadZbu dobivenu deriviranjem. Tako dolazimo do
diferencijalne jednadZzbe zadane familije krivulja.

1
2. U toj jednadzbi zamijenimo y* sa —— i tako dobivamo diferencijalnu jednadZbu
Yy

trazenih ortogonalnih trajektorija.

3. Integrirajuci tu jednadzbu dolazimo do jednadzbe koja predocuje familiju ortogonal-
nih trajektorija.

Izogonalne trajektorije su trajektorije koje sijeku krivulje zadane familije pod kutom koji
je razli¢it od pravog kuta.

Postupak racunanja izogonalnih trajektorija proizlazi iz sljedeCeg zapazanja: ako je
dy/dx = tgy koeficijent smjera tangente na zadanu krivulju, te ako je dyy/dx = tgy
koeficijent smjera tangente izogonalne trajektorije koja zadanu krivulju sijec¢e pod kutom
a, tada vrijedi

tgy —tga
tgp=tgy —a) = T+iga
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odnosno

@_ dx
Bl —
dx ﬂtgoz+1
dx

UvrStavanje ovog izraza umjesto dy/dx u jednadzbu F(x,y,a) = O i ispuStanje indeksa T
daje diferencijalnu jednadzbu izogonalne trajektorije.

U sljede¢im primjerima ¢emo vidjeti kako se dobivaju ortogonalne i izogonalne trajek-
torije nekih klasa krivulja.

Primjer 2.13. Odredimo ortogonalne trajektorije familije parabola x = ay*, a € R.

Deriviranjem jednadZbe zadanih parabola po x dobivamo:
1 =2ayy'.
Iz jednadZbe parabola izrazimo parametar a :

Cl:)z

pa uvrStavanjem u 1 = 2ayy’” dobivamo
2xy" =y,

1
a to je diferencijalna jednadzba zadane familije parabola. UvrStavanjem —— umjesto y
y

’

dobivamo diferencijalnu jednadZbu ortogonalnih trajektorija:

1
—2x-— =y
y

To je diferencijalna jednadZba sa separiranim varijablama koju rjeSavamo:

yvdy = -2xdx,

f vdy = -2 f xdx,

2

yz = —x*+C,
2
yE +x* = C,
2 2
y_ + x_ = 1
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Slika uz primjer 2.13.

Dakle, jednadZzba
2 2

y X
4+ — =
2C C
je traZena jednadzba ortogonalnih trajektorija, a ona predstavlja familiju koncentri¢nih
elipsi kojima je sporedna poluos V2 puta veca od glavne poluosi.

1

Primjer 2.14. Odredimo ortogonalne trajektorije familije istostranih hiperbola y = ﬁ,
X

gdje je a € R.
Deriviranjem jednadzbe zadanih hiperbola po x dobivamo:
,  a
y = 2

1z jednadZbe familije parabola izrazimo parametar a :
a=xy,
y . , a .
pa uvrStavanjem u y’ = —— dobivamo
X

r_ Y
Y =-=
X

1
Uvrstavanjem —— umjesto y* dobivamo diferencijalnu jednadzbu ortogonalnih trajektorija:
y

’

X
Yo==.
y
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To je diferencijalna jednadZba sa separiranim varijablama koju rjeSavamo:

f vdy = f xdx,
y? 3 2 C
2 2 2
Dakle, jednadZzba
y2 _ x2 =C

je traZena jednadZba ortogonalnih trajektorija, a ona predstavlja familiju istostranih hiper-
bola.

Slika uz primjer 2.14.

Primjer 2.15. Odredimo ortogonalne trajektorije familije elipsa
2 2
X
— 4+ y_ — 1’
a’  b?
konstantne velike osi 2a, ovisnih o parametru b, gdje su a,b € R.

Deriviranjem jednadzbe zadanih elipsi po x dobivamo:

2x  2yy

Pl 0.
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1z jednadZbe familije elipsa izrazimo parametar b :

2.2
bZ_ ay
_az_xz’

pa uvrStavanjem u prethodnu jednadZbu dobivamo:

xy +y(@* - x*)=0.
1
UvrStavanjem —— umjesto y” dobivamo diferencijalnu jednadzbu ortogonalnih trajektorija:
y
L 5 5
xy——(@ —-x7)=0.
y

To je diferencijalna jednadzba sa separiranim varijablama koju rjeSavamo:

d
ydy = az—x—de,
X
d
fydy = azf—x—fXdX,
X
2 2
%+% = a*ln|x| +d*In|C],
X +y = 2a’In|Cxl.

Dakle, jednad?ba x> + y* = 2a® In|Cx| je traZena jednadzba ortogonalnih trajektorija fami-
lije elipsi konstantne velike osi 2a.

f— :
N—

Slika uz primjer 2.15.
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Primjer 2.16. Odredimo familiju izogonalnih trajektorija koje pod kutom a = 120° sijeku
familiju krivulja
X = 2a(y — x\/g), a €R.

Deriviranjem zadane jednadzbe po x dobivamo:
2x = 2a(y’ — V3),

odakle slijedi
2x

y -3

Uvrstavanjem a u zadanu familiju krivulja dobivamo diferencijalnu jednadzbu:

y —ZX—\E.

2a =

Koeficijenti smjera zadanih krivulja su iznosili tg = y’, pa ¢e koeficijenti smjera izogo-
nalnih trajektorija biti:

tgf—tgl120° ¥y + V3
S 141gBg1200 |y 3

yi =8B —a) =tg(B - 120°) =
UvrStavanjem y| umjesto y’ uy’ = 22— V3 i sredivanjem dobivamo:
X

X_\/§
\/_——1

’

y =

To je homogena diferencijalna jednadzba. Uvodenjem supstitucije Y- u (odakle je y =
X

ux 1y = u'x + u), jednadzba prelazi u oblik

V3
uvVi-1
Sada rjeSavamo dobivenu diferencijalnu jednadzbu:

xd_u B —1> V3 +2u - \/§
dx uvV3 -1 )

u+xu =
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dt
Uz supstituciju u? V3 = 2u+ V3 =ti V3 — 1)du = > dobivamo:

dx 3 1dt
x 2t
dx 3 _1 dt
x 2 t’

1
Injx] = In— +In|Cy|,
Vi 1
xVt

Sada vradanjem supstitucija u x v = C; i sredivanjem dobivamo jednadZbu traZenih izo-
gonalnih trajektorija koja glasi:

C.

V3
xy — 7()62 +y%) =C.



Poglavlje 3

Primjene obicnih diferencijalnih
jednadzbi u fizici

Diferencijalne jednadZbe omogucuju matematicki zapis zakona koji odreduju fizikalne fe-
nomene u prirodi (na pr. za drugi Newtonov zakon za opis gibanja u polju sile). Kroz
primjere u ovom poglavlju vidjet ¢emo Siroku primjenu diferencijalnih jednadzbi u fizikal-
nim zakonima.

Primjer 3.1. Tijelo se krece pravocrtno brzinom v koja je proporcionalna kvadratu vre-
mena t. Odredimo ovisnost izmedu prijedenog puta s i vremena t ako je poznato da je u
pocetnom trenutku t = 0 prijedeni put iznosio s = sy.

Kinematicko znacCenje prve derivacije s po ¢ je

ds
V= —.
dt
U naSem slucaju je
ds
— = k£,
dt
gdje je k koeficijent proporcionalnosti. Odatle dobivamo diferencijalnu jednadzbu
ds = kt*dt,

a to je diferencijalna jednadZzba sa separiranim varijablama. Sada rjeSavamo dobivenu
diferencijalnu jednadzbu:
f ds f kt*dt,

s = kftzdt,

k3
= -t +C.
T3

33
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Dakle, opce rjeSenje postavljenog problema dano je sa

k s
s==t +C.
3
UvrStavanjem pocetnih uvjeta (s = s9 za ¢t = 0) dobivamo C = s, pa je traZena ovisnost
puta s 0 vremenu 7 :

k
s(t) = §t3 + 5p.

Primjer 3.2. Tocka mase m giba se pravocrtno pod djelovanjem sile F koja je proporci-
onalna vremenu t i obrnuto proporcionalna brzini gibanja v. Odredimo ovisnost izmedu
brzine v i vremena t ako je tocka zapocela gibanje iz stanja mirovanja.

Prema drugom Newtonovom zakonu je

dv
F=m—,
mdt

d
gdje je d_: akceleracija gibanja. Prema uvjetu zadatka imamo

mdyv 3 kt

dt v’

pa ¢emo traZenu ovisnost dobiti rjeSavanjem ove diferencijalne jednadzbe sa separiranim
varijablama:

mvdv = ktdt,

m f vdv = k f tdt,
2 2

— = k=+C.
"3 2

Dakle, opce rjeSenje postavljenog problema je

V2 t2
—=k=+C. 3.1
m— =k (3.1

Uvrstavanjem pocetnih uvjetav = 0i¢ = 0 u (3.1) dobivamo C = 0, pa je

k
V= — I
m
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Primjer 3.3. Okrugla plocica rotira u tekucini. Djelovanje trenja na plocicu usporava
rotaciju i to proporcionalno kutnoj brzini w okretaja. Izrazimo kutnu brzinu kao funkciju
vremena ovisnu o t ako je poznato da se za 25 sekundi od pocetka gibanja kutna brzina
smanjila od 100 na 50 okretaja u sekundi.

d
Oznacimo li sa w(?) broj okretaja ploCice u sekundi u trenutku ¢, tada ée d—c;) biti broj

okretaja plocCice u jednoj sekundi u trenutku 7, tj. kutna brzina u tom trenutku ¢. Prema

uvjetu zadatka dobivamo
dow

e
gdje je k koeficijent proporcionalnosti, dok je predznak minus pokazatelj da je funkcija w(r)

—kw,

padajuda, pa je d—a: < 0. Dobili smo diferencijalnu jednadZbu sa separiranim varijablama

d
== —kfdt,
w

koju rjeSavamo:

Inlw| = =—ki+In|C],
In 9| - k1,

C

w = Ce™,

UvrStavanjem w = 1001 ¢ = 0 dobivamo C = 100, pa je
w = 100e7". (3.2)

Koeficijent proporcionalnosti k ¢emo odrediti iz drugog uvjeta (w = 501 ¢ = 25):

50 = 100e™>*,
odnosno
1 =275k,
paje
k= % =0.041n2.

Kona¢no uvrstavanjem u (3.2) dobivamo
(L)(t) — 1006(—0.041n2)t

1 to je traZzena kutna brzina kao funkcija ovisna o ¢.
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s0@

30 4

204

10 1

-10 4

Slika uz primjer 3.3.

Primjer 3.4. U sobi pri stalnoj temperaturi 20° nalazi se tijelo ugrijano do 100°. Odredimo
za koliko ce se vremena to tijelo ohladiti do 25° ako se do 60° ohladilo za 10 minuta i
odredimo ovisnost temperature tijela o vremenu.

dT
Oznacimo temperaturu sa 7, a vrijeme sa t. Tada ¢e brzina hladenja tijela biti e
Newtonov zakon hladenja kaze da je promjena temperature objekta proporcionalna raz-
lici temperature objekta 7' i temperature okoline (ambijenta) 7,,,,. Ovaj zakon je dobra
aproksimacija procesa hladenja u standardnim uvjetima. Dobivamo
dT
— = —k(T - 20°), 3.3
7 ( ) (3.3)
gdje je k koeficijent proporcionalnosti, a predznak minus kazuje da je 7(¢) padajuca funk-
cija. Diferencijalna jednadzba (3.3)) je diferencijalna jednadzba sa separiranim varijablama
koju rjeSavamo:

dT
T —20°

= —kdt,
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dT
fT—20° - _kfdt’

In|T =20°] = —kt+1n]|C|,
T —20°
In 0 = —kt,
C
T = 20°+Ce™,

Uvrstimo litu 7 = 1001 ¢ = 0, dobivamo C = 80°, pa je
T =20° +80%™".
1
Kako je prema uvjetu zadatka T = 60° za t = 10 minuta, dobivamo k = ;1—0 Konacno,
T(1) = 20° + 80°¢™ 16"

je traZena ovisnost temperature 7 tijela o vremenu ¢. Da bismo odredili za koliko e se
minuta tijelo ohladiti do 25°, uvrstimo 7(¢f) = 25° i dobivamo

odakle je r = 40 minuta.

100

(d0rmein, 257)

oo -50 o a0 100 150 200 250 300

=501

Slika uz primjer 3.4.
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Primjer 3.5. Pod odredenim uvjetima je kolicina topline Q (cal), koja protjece kroz povrsinu
P (cm?) okomito na pravac strujanja topline u jednoj sekundi, konstanta i jednaka

T
0= _pdL

I (3.4)

gdje je T = T(t) temperatura (°C), a x (cm) udaljenost te povrsine mjerena u smjeru pros-
tiranja topline (s pocetkom u nekoj proizvoljnoj fiksnoj tocki), dok je k toplinska vodljivost
sredine. Cijev za paru polumjera 20 cm obloZena je omotacem debljine 6 cm i vodljivosti
k=0.0003. Odredimo gubitak topline u sekundi kroz metar duZine cijevi, ako je temperatura
vanjske povrsine cijevi 200°C, a temperatura vanjske povrsine omotaca 30°C, te ovisnost
temperature T na udaljenosti x cm od vanjske povrsine cijevi.

I
I
1
]
1
1

)

1

Slika uz primjer 3.5.

Povrsina jednog metra duZine cijevi na udaljenosti x cm od vanjskog zida cijevi jednaka
je
P =2r-(x+10)- 100 = 2007 (x + 10),

pa uvrstavanjem u (3.4)) dobivamo

dx

2007kdT = — .
00kd 010
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Dobivena diferencijalna jednadzba je diferencijalna jednadzZba sa separiranim varijablama
pa integriranjem slijedi
200mkT = —QIn(x + 10) + C. (3.5)

Prema uvjetima zadatka, za x = 0 imamo 7 = 200, a za x = 6 imamo 7 = 30. Stoga iz
(3.5) slijedi
400007k = —QIn 10+ C, 60007k = —Q1In 16 + C.

RjeSavanjem dobivenog sustava i uvrStavanjem k = 0.0003 zakljuujemo

o  340007-0.0003 _ 10.27

In1.6 “ Inl.6
i
C = 400007 - 0.0003 + 340007 - 0.0003 "1 _ {12 4 102219}
nl6 Inl6

pri ¢emu je Q gubitak topline za 1 sekundu. Za 1 sat gubi se

10.27

607 -
In1.6

= 245000 cal.

Ovisnost temperature T na udaljenosti x cm od vanjske povrSine cijevi odredimo iz (3.4) i

(3.5) 1 ona glasi
170 . x+10
T =200 - In
In1.6 10
Primjer 3.6. U rezervoaru ima 100 litara vodene otopine od 10 kilograma soli. Voda
utjece u rezervoar brzinom od 3 litre u minuti, a smjesa iz njega istjece brzinom od 2 litre
u minuti, pri cemu se mijesSanjem podrZava jednolika koncentracija. Odredimo koliko ce

soli biti u rezervoaru po isteku jednog sata.

Koncentracijom ¢ zadane tvari nazivamo koli¢inu tvari u jedinici volumena. Ako je
koncentracija jednolika, onda koli¢ina tvari u volumenu V iznosi cV. Neka je kolicina soli
koja se nalazi u rezervoaru x kilograma, po isteku vremena ¢t minuta. Koli¢ina smjese u
rezervoaru u tom trenutku bit ¢e (100 + ¢) litara i prema tome ¢e koncentracija biti

X
€= Too sz e/b

U toku vremena dt iz rezervoara istjeCe 2dt litara smjese sa 2cdt kilograma soli. Prema
tome, promjenu dx koli€ine soli u rezervoaru opisuje odnos

2x
100 + ¢

—dx=2cdt ii —dx= dt.
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To je traZena diferencijalna jednadZzba postavljenog problema. Radi se o diferencijalnoj
jednadzbi sa separiranim varijablama koju rjeSavamo:

dx 24t
T x 100+t
_[9x _ zf .
X 100 + ¢
Inlx] = —21n(100+7) + In|C],
B C
YT 100+

Konstantu C odredujemo iz pocetnih uvjeta: za ¢t = 0 i x = 10 dobivamo C = 100000.
Prema tome, po isteku jednog sata u rezervoaru ¢e biti
100000

x= Te0r ~ 3.9 kilograma soli.

Primjer 3.7. Zrcalo reflektira sve zrake koje izlaze iz jedne tocke O (izvora svjetlosti)
paralelno sa zadanim smjerom ON. Promatramo ravni presjek zrcala prikazan na slici.
Neka je M jedna tocka tog zrcala. Ishodiste koordinatnog sustava u ravnini smjestimo u
zadanu tocku O, a y-os uzmimo u smjeru ON. Tada je OM upadna, a MS (koja je paralelna
sa ON) reflektirana zraka. Pravac MN je normala, a PM tangenta na presjek zrcala.
Odredimo oblik tog zrcala.

ROV

Slika uz primjer 3.7.
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Kako je kut upadne zrake jednak kutu reflektirane zrake, vrijedi
<OMN = <NMS.

Pravac MN je presjeCnica paralelnih pravaca ON 1 MS pa je kut <MNK = <NMS. Slijedi
<OMN = <MNK i stoga je trokut AOMN jednakokraCan, pa je |OM| = |ON|. Nadalje,

|ON| = |OK| + |[KN|. (3.6)
Prema slici vrijedi
|OM| = y/x*+y?> 1 |OK]| =y, (3.7)
kao i N X
IKN|=x-tgB=x-120—-a)=x-ctga = — = —. (3.8)
tga y

Uvrstavanjem (3.7) i (3.8) u (3.6) slijedi
x
V24 =y+—,
y

odakle sredivanjem izraza i dijeljenjem sa y dobivamo

o\
(—) +1-1
dx y

dy X

y

(3.9)

Dobivena jednadzba je homogena diferencijalna jednadzba, pa uvodenjem supstitucije 1o
u (tadaje x = uy i X’ = u'y + u), jednadzba prelazi u oblik g
udu _dy
Vit —(1+uw) ¥
Uz supstituciju 1 + u?> = #? i udu = tdt dobivamo
At _dy
-t y

Integriranjem dobivene diferencijalne jednadZzbe te vracanjem uvedenih supstitucija dobi-
vamo rjeSenje postavljenog problema t;j.

Va2 +y?=y+C,

x? - C?

2C
RjeSenje predocCuje familiju parabola kojima je y-os os simetrije, a tocka O zajednicki
fokus. Dakle, zrcalo mora imati oblik paraboloida.

odnosno

y:



Poglavlje 4

Primjene obicnih diferencijalnih

jednadzbi u biologiji i kemiji

U biologiji i kemiji moZemo pronac¢i mnogo primjera prirodnih modela rasta i pada koji se
mogu modelirati obi¢nim diferencijalnim jednadzbama. Posebno je zanimljiva dinamika
populacije nekih Zivih vrsta koja uz odredene uvjete dozivljava promjene. Veliina popu-
lacije je funkcija ovisna o vremenu te se svi matematicki modeli rasta populacije mogu
podijeliti na kontinuirane 1 diskretne. U ovom poglavlju pokazat ¢emo kako se mnogi
takvi modeli mogu modelirati i rijeSiti obi¢nim diferencijalnim jednadZbama uz odredene
pocetne uvjete.

Primjer 4.1. Trenutna masa stabla je pribliZzno 1.6t. Ako je njegov godisnji koeficijent
prirasta k = 0.02, odredimo op¢i zakon tog prirasta te masu stabla nakon 9 mjeseci.

Stopa promjene veli¢ine M obzirom na vrijeme ¢ proporcionalna je trenutnoj masi M
pa ¢e opci zakon tog prirasta biti rjeSenje diferencijalne jednadZbe

am = 0.02dt.
M

RjeSavamo dobivenu diferencijalnu jednadZbu sa separiranim varijablama:

M 0.02 fdt

M
InM = 0.02+C
M@) = Ce™.

Prema tome, op¢i zakon tog prirasta uz pocetni uvjet M(0) = 1.6 glasi

M) = 166", 4.1)

42
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Odredimo sada masu stabla nakon 9 mjeseci. Vrijeme ¢ raCunamo u godinama pa zbog
toga masu stabla nakon 9 mjeseci mozemo odrediti iz (4.1)) uvrStavanjem 7 = 0.75 :

M(0.75) = 1.6e"207 = 1.6¢"" ~ 1.624.
Dakle, masa stabla nakon 9 mjeseci Ce biti priblizno 1.624 t.

Primjer 4.2. Kultura bakterija razmnoZava se tako da nakon sat vremena broji 1000 bak-
terija, a nakon 4 sata 3000 bakterija. Odredimo zakonitost promjene broja bakterija u
ovisnosti o vremenu t te odredimo pocetni broj bakterija u trenutku t = 0.

Oznacimo sa N(¢) broj bakterija u vremenu ¢ te neka je k konstanta ovisna o vremenu.
Prirast moZemo opisati diferencijalnom jednadzbom
dN
e
To je diferencijalna jednadZba sa separiranim varijablama koju rjeSavamo na uobicajeni
nacin:

kN.

dN
— = kdt,
N

dN

— = k| dt,
J5% =«
In|N| = kt+1n|C|,
NG = CéM.

Da bismo odredili zakonitost promjene broja bakterija ovisno o vremenu ¢, iskoristit ¢emo
daje N(1) = 10001 N(4) = 3000. Uvrstavanjem zadanih uvjeta u

N(f) = CeM
dobivamo
Cef =1000, Ce* = 3000,
odakle je
1 1000
k==In3~0366, C=—— =~693.36l.
3 V3

Stoga je traZena ovisnost broja bakterija o vremenu ¢ :
N(t) = 1000 - 35 4.2)
Preostaje jo§ odrediti poCetni broj bakterija, a to odredujemo uvrstavanjem ¢ = 0 u (4.2):
N(©) = 1000373 ~ 693.
Dakle, pocetni broj bakterija bio je 693.
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Primjer 4.3. U populaciji s 500 miSeva njih 5 namjerno je zaraZeno zaraznom bolescu
kako bi se testirao model Sirenja zaraze koji pretpostavlja da je brzina promjene broja
zaraZenih miseva proporcionalna produktu broja zaraZenih i broja zdravih miseva. Ako je
poznato da je 24 sata nakon pocetka eksperimenta pregledom ustanovljeno da se bolescu
zarazilo jos 5 miSeva, odredimo koliko je vremena prema modelu potrebno da se zarazi
polovina populacije.

Oznacimo li sa M(¢) broj zaraZenih miSeva u vremenu ¢, a pocetni broj zdravih miSeva
sa M, = 5, onda je broj zdravih miSeva 500 — M (¥). Pretpostavlja se da je brzina promjene
broja zaraZenih miSeva proporcionalna produktu broja zaraZenih i broja zdravih miSeva, pa
slijedi da je

dM
== kM (500 — M), 4.3)
gdje je k konstanta proporcionalnosti. Jednadzba (.3) je diferencijalna jednadzba sa sepa-

riranim varijablama koju rjeSavamo:

dM
M(500 - M)

dM
fM(SOO—M) = kfdt’

1 dM dM
%(fﬁ*f—soo_zu) = kf‘”’

= kdt,

ﬁ(lnM—ln(SOO—M)) = kt+ﬁlnlcl’
IHS(X)L—M — 500k + In|C],
S(X)L_M = [Cle™
500|Cle500%
M@ = W

Dobivamo da je trazena ovisnost broja zarazenih miSeva o vremenu ¢ jednaka

500C 500kt
M(t) = —e

1 + Ce500kt
Da bismo odredili koliko je (prema zadanom modelu) potrebno vremena da se zarazi po-
lovina populacije, koristimo pocetne uvjete: zat = Oje M = 5,azat = 24 je M = 10.
Uvrstavanjem pocetnih uvjeta u (4.4)) dobivamo

| 1 99

= — 1 n—.
99 12000 49

, gdiejeC > 0. (4.4)

C
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Uvrstavanjem izraunatih C i k u (4.4)) dobivamo traZenu ovisnost:

99 149
M(t) = t. 4.5)

1 (99\*
I+ —-|—=
99 149
Ukupan broj miSeva je 500, pa uvrStavanjem M = 250 u (4.5) dobivamo vrijeme nakon
kojega Ce biti zarazena polovina miSeva:

t =~ 156.808 sati.

M 300 4
250 @ B (156.808, 250)
200 A
150 1
100
50 4
-50 o a0 100 150 200 250 300
t

Slika uz primjer 4.3.

Primjer 4.4. Neka laboratorij ima R = 10g radija-226 cije je vrijeme poluraspada 1602
godine. Kolicina raspadnutog radija je proporcionalna kolicini neraspadnutog radija u
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trenutku t. Odredimo koliko ¢e radija biti na raspolaganju nakon 150 godina i kada ce
laboratorij imati 6g radija-226.

Oznacimo sa R(?) koli¢inu raspadnutog radija u trenutku 7. Neka je konstanta k ovisna
o vremenu. U ovom slucaju konstanta k& ima negativan predznak jer se koli¢ina radija
smanjuje. Dakle, zadani odnos moZemo modelirati diferencijalnom jednadZbom

dR

— = —kR.
dt

To je diferencijalna jednadZba sa separiranim varijablama koju rjeSavamo:

dR
— = —kdt,
R
dR
— = -k f dt,
R
InR = —kt+1n|C|,
R(t) = Ce™.
Jednadzbom
R(t) = 10e7™

modelirali smo koli¢inu raspadnutog radija u trenutku 7 za neku konstantu k. UvrStavanjem
pocetnih uvjeta R = 5 za t = 1602 odredujemo konstantu k. Dakle, za zadane pocetne

uvjete dobivamo
_ In2

1602
Dakle, jednadzba koja modelira traZenu situaciju je

R(t) = 10e 10" (4.6)

Da bismo odredili koliko ¢e radija biti na raspolaganju nakon 150 godina i kada ¢e labo-
ratorij imati 6 g radija-226, uvrStavanjem u (4.6) dobivamo da ée laboratorij nakon 150
godina na raspolaganju imati

R~93716g

radija-226, te da ¢e imati 6 g radija-226 nakon

t =~ 1180 godina.
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Primjene obicnih diferencijalnih

jednadzbi u ekonomiji i financijama

U ekonomiji i financijama se mogu pojaviti mnogi problemi u kojima je iz zadanih funkcija
grani¢nih veli€ina potrebno odrediti funkcije ukupnih veli¢ina uz odredene pocetne uvjete.
U sljede¢im primjerima pokazat cemo kako se takvi problemi mogu modelirati obi¢nim
diferencijalnim jednadZbama te interpretaciju njihova rjesenja.

Primjer 5.1. Ako je Q kolicina proizvodnje, a T(Q) funkcija ukupnih troskova proizvodnje,
tada je 70 funkcija granicnih troskova proizvodnje. Ako je zadana funkcija granicnih

troskova proizvodnje
0 — 50 + 300,

odredimo funkciju ukupnih troskova proizvodnje ako je poznato da fiksni troskovi iznose
800, t. T(0) = 800.

Zadanu funkciju grani¢nih troSkova moZemo pisati u obliku

dT
q0 - 50 + 300.

To je diferencijalna jednadZba sa separiranim varijablama koju rjeSavamo:

dT = (50 +300)dQ,

de = f(5Q+300)dQ,

T(Q) gQZ +3000 + C.

47
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Dakle, opce rjeSenje diferencijalne jednadzbe je funkcija ukupnih troskova

T(Q) = §Q2 +3000 + C. (5.1)

Da bismo odredili traZzeno partikularno rjeSenje, izraCunat ¢emo vrijednost konstante C
iz zadanog pocCetnog uvjeta 7(0) = 800. Uvrstavanjem u (5.1)) dobivamo C = 800 pa je
traZzena funkcija ukupnih troskova:

T(Q) = §Q2 + 3000 + 800.

Primjer 5.2. Pojam elasticnosti se Cesto koristi u suvremenoj trzisnoj ekonomiji kako bi
se opisalo ponasSanje potrosaca i proizvodaca, odnosno kupaca i prodavaca na trZistu.
Koeficijent elasticnosti opisuje koliko su ponuda i potraZnja osjetljive na promjenu cijena

4. E, = % Odredimo funkciju y(x) za koju je zadan koeficijent elasticnosti

E, . =3x-2.
Trazenu promjenu moZemo zapisati u obliku:
d
A )
ydx

To je diferencijalna jednadzZba sa separiranim varijablama koju rjeSavamo:

Q = (3—%)dx,
y X

[
y X

Inly] = 3x-2In|x[+In|C|,
C

yx) = —2€3x-
X

Primjer 5.3. U ekonomiji se cijena proizvoda obicno prati u odredenom vremenskom in-
tervalu. Zato je cijenu prirodno promatrati kao funkciju vremena. Ako cijena p(t) nekog
proizvoda dostiZe grani¢nu vrijednost p kao lim,_,., p(t), tada se kaZe da je cijena pro-
izvoda dinamicki stabilna i p se naziva ravnoteZna cijena. Da bi se proizvod prodao po
Sto povoljnijoj cijeni, onda ona mora biti obrnuto proporcionalna svojoj promjeni u nekom
(kracem) vremenskom periodu. Tako je omoguceno formiranje odredene diferencijalne jed-
nadzbe koju ta cijena zadovoljava. Neka cijena p(t) proizvoda zadovoljava diferencijalnu
JjednadZbu
dp

— =10-0.5p, t> 0.
dt p
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Odredimo p(t), ravnoteZnu cijenu proizvoda te za pocetne uvjete p(0) = 40, p(0) = 10 i
p(0) = 20 opisimo ponasanje cijene proizvoda.

Zadana diferencijalna jednadZba je diferencijalna jednadzba sa separiranim varijablama
koju rjeSavamo:
dp
10-0.5p

d
f_P _ fdt’
10-0.5p

= dft,

1

—2In[10-0.5p| = t—2In EC"
|
10-0.5p = ECe >

p(t) = 20— Ce™®,
Izracunajmo ravnoteZnu cijenu proizvoda p :
p = lim p(#) = lim(20 — Ce ") = 20.
Dakle, ravnotezna cijena proizvoda je p = 20. Sada raCunamo p(f) za sve zadane pocetne

uvjete.
Prvi slucaj p(0) =40 :

p(0) = 20-C,
40 = 20-C,
C = -20,

p(H) = 20+ 20>,
Drugi slucaj p(0) = 10 :

p(0) = 20-C,
10 = 20-C,
c = 10,

p(H) = 20+ 10>,
Treéi slucaj p(0) = 20 :

p(0) = 20-C,
20 = 20-C,
C =0,
p(t) = 20.
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p(t) = 20 + 20e"5

p(t) =20

p(t) = 20 — 10e"

Slika uz primjer 5.2.

Uocimo: ako je p(0) > p, onda cijena pada i ima grani¢nu vrijednost p; ako je p(0) < p,
onda cijena raste 1 takoder ima grani¢nu vrijednost p; ako je p(0) = p, tada cijena ostaje
stalna i ne ovisi o ¢.

Primjer 5.4. Novac se kontinuirano ulaZe na racun po stopi od 2000 kuna godisnje uz
kamatnu stopu od 8% koja se pripisuje neprekidno. Odredimo iznos A na racunu nakon
t godina. Nadalje, ako znamo da je pocetni iznos na racunu bio 0 kn, odredimo kolicinu
novca na racunu nakon 5 godina.

Trazenu ovisnost mozemo modelirati diferencijalnom jednadZbom

A = 0.08A4 + 2000.
dt

To je diferencijalna jednadzZba sa separiranim varijablama koju rjeSavamo:

dA

0.08A+2000 ~



f dA ~ fdt
0.084 + 2000 ’

A(r) = €% —25000.

Iz uvjeta zadatka znamo da je pocetni iznos na racunu 0 kuna. Stoga, uvrStavajuéi t = 0 i
A(0) = 0u A(r) = Ce*® — 25000, dobivamo C = 25000. Dakle, traZzena ovisnost se moZze
modelirati jednadZbom

A(#) = 25000¢™%% — 25000. (5.2)

Da bismo odredili koliko ¢e novaca biti na ra¢unu nakon 5 godina, uvrstimo ¢ = 5 u (5.2)
te dobivamo
A(5) ~ 12296.

Dakle, nakon 5 godina na racunu Ce biti priblizno 12296 kuna.



Sazetak

U ovom radu su opisane neke primjene obi¢nih diferencijalnih jednadzbi u geometriji, ne-
kim prirodnim znanostima i ekonomiji. Navedeni su razli¢iti primjeri problema koji se mo-
deliraju diferencijalnim jednadZbama. Pokazano je kako su u njihovom rjeSavanju klju¢na
dva koraka. Prvi korak je postaviti odgovarajucu diferencijalnu jednadzbu koja opisuje
vezu medu veli¢inama koje se pojavljuju u tom problemu. Zatim se dobivena diferenci-
jalna jednadzba rjeSava metodama matemati¢ke analize, preciznije, teorije diferencijalnih
jednadzbi.



Summary

Some applications of ordinary differential equations in geometry, science and economics
are described in this thesis. Various examples of problems which can be modeled by dif-
ferential equations are given. The solving of these problems includes two key steps. The
first step is to set the differential equation which describes the corresponding relationship
among variables. The obtained differential equation is then solved using the methods of
mathematical analysis, or more precisely, using the theory of differential equations.
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