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Uvod

Glavni poticaj za istraZivanje modalnih logika je tzv. paradoks materijalne implikacije,
odnosno situacija iz klasi¢ne logike sudova koja nastaje kad istinitost formule P — R
definiramo na nacin da je P — R istinita ako 1 samo ako je P lazZ ili R istina. Iz toga
dobijamo da iz laZi slijedi sve 1 to se ne moZe popraviti u klasi¢noj logici sudova.
Modalnom logikom u uZem smislu rije¢i nazivamo proSirenje klasi¢ne logike sudova
operatorima nuzno i moguce. Razvoj modalne logike moZe se podijeliti u tri faze:
sintakticku, koju su obiljezili prvi Lewisovi modalni sistemi; klasicnu, u kojoj se javlja
Kripke sa svojom semantikom; i modernu, u kojoj je modalna logika shvacena kao
sredstvo za opis relacijskih struktura.

Standardna translacija nam omogucava da modalnu logiku shvatimo kao fragment logike
prvog reda. Johan van Benthem je dokazao da se radi o tocno onom fragmentu koji je
invarijantan na bisimulacije.

U prvom poglavlju ovog rada definirat ¢emo sintaksu modalne logike, Kripkeovu
semantiku 1 bisimulaciju kao vaznu relaciju medu Kripkeovim okvirima.

U drugom poglavlju ¢emo se orijentirati na konacne Kripkeove strukture. Glavni alat
kojim ¢emo se sluZiti bit e bisimulacijske igre.

Treée poglavlje ¢emo zapoceti opisivanjem prevodenja formula modalne logike u formule
logike prvog reda te ¢emo definirati neke pojmove iz teorije konacnih modela (poput
Ehrenfeucht - Fraisséovih igara i lokalnosti) 1 navesti neke tvrdnje vezane uz njih.

To ¢e nam pomo¢i da u Cetvrtom poglavlju dokazemo Van Benthem - Rosenov teorem,
koji je zapravo verzija Van Benthemovog teorema za kona¢ne modele, a Ciji je prvi dokaz
dao Eric Rosen. U ovom smo se radu opredijelili za verziju dokaza koju je izloZio
njemacki matematicar Martin Otto, koja je mnogo elementarnija od originalne Rosenove.
U ovom diplomskom radu neemo navoditi definicije svih pojmova niti cemo dokazivati
sve Cinjenice iz matematicke logike. Tu prije svega mislimo na pojmove koji se odnose na
sintaksu i semantiku logike prvog reda, koje se detaljno obraduju na kolegiju
Matematicka logika.



Poglavlje 1

Uvod i osnovne definicije

U ovom poglavlju ¢emo navesti neke osnovne definicije 1 Cinjenice koje ¢e nam biti
potrebne za daljnja razmatranja.

1.1 Modalna logika

Modalna logika nastaje zbog nemoguénosti da u klasi¢noj logici sudova izrazimo neke od
recCenica iz prirodnog jezika te uz njih povezano zakljuc€ivanje. Klasican primjer takvih
recenice su

Moguce je da c¢e danas ce padati kisa
ili

Sutra nuzno idem na posao

Klasi¢na logika sudova ima problem u interpretaciji ovih dviju re€enica zbog toga Sto
njihova istinitost ne ovisi o tome hoce li danas zaista pasti kiSa, odnosno hoéemo li zaista
sutra oti¢i na posao.
U gornja dva primjera smo upotrijebili priloge moguce 1 nuZno, koji spadaju medu tzv.
modalne operatoreE] (zbog istog razloga se i pripadne logike zovu modalnim logikama)
te ih redom oznaCavamo simbolima < 1 O. Treba reci da su < 1 O operatori na sudovima,
tj. nisu bulovski logicki veznici, stoga njihova interpretacija ne moZe biti zadana pomocu
neke istinosne funkcije.
Sljedeca definicija nam daje opis osnovnog modalnog jezika i formula modalne logike.

' Nuzno i mogucée su samo neki od primjera modalnih operatora. U npr. temporalnoj logici se promatraju
operatori poput uvijek je bilo da i uvijek ce biti da, dok se u logikama znanja i vjerovanja promatraju operatori
poput znam da i vjerujem da.
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Definicija 1.1.1. Osnovni modalni jezik se sastoji od prebrojivog skupa propozicionalnih
varijabli ® = {p, q,r, ...}, bulovskih veznika — i V, logicke konstante L i unarnog
modalnog operatora <.

Formula je rije¢ osnovnog modalnog jezika definirana sljedecom rekurzivnom definicijom:

e svaka propozicionalna varijabla je formula;
e [ogicka konstanta L je formula;
e ako su ¢ i ¥ formule, tada su (—¢), (¢ V ) i (OP) takoder formule;

e rijec osnovnog modalnog jezika je formula ako i samo ako je nastala pomocu
konacno mnogo primjena prethodnih triju pravila.

Veznike A, — 1 &, logicku konstantu T te modalni operator O koristimo kao pokrate na
nacin da:

e ¢ Ay oznacava —(=¢ V —y);
® ¢ — Y oznaCava ¢ V ¥;
e ¢ o Y oznatava (¢ — ¥) V (Y — ¢);
e T oznaCava —.L;
e O¢ oznaCava ~<O—.
Sada ¢emo definirati model za modalni jezik.

Definicija 1.1.2. Model za osnovni modalni jezik je uredena trojka Mt = (W, R, V), pri
cemu je:

o W neprazan skup cije elemente zovemo svjetovi;
e R binarna relacija na skupu W (R € W X W), koja se naziva relacijom dostiZivosti;

e V funkcija koja svakoj propozicionalnoj varijabli p iz skupa © pridruZuje neki
podskup V(p) od W.

Drugi nazivi za model osnovnog modalnog jezika su Kripkeova strukturcﬂ ili samo
struktura. Funkciju V nazivamo valuacijom, dok V(P) zamiSljamo kao skup svjetova u
modelu u kojima je p istinita. Skup W se naziva nosac, a kako se model cesto
poistovjecuje s nosacem, umjesto w € W pisat cemo w € IN.

2Saul Kripke (r. 1940.), americki filozof i logi¢ar
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Za svijet v € W reci ¢emo da je sljedbenik svijeta w ako je wRv. Skup svih sljedbenika
svijeta w , u oznaci W[w], definiramo sa W[w] = {v € W | wRv}.

Za svijet w kaZzemo da je R-terminalan ako je W[w] = 0.

Sljede¢om definicijom opisujemo istinitost formula modalne logike u modelu 9.

Definicija 1.1.3. Neka je 9t = (W, R, V) model i w proizvoljan svijet u njemu. Istinitost
formule ¢, u oznaci M,wi- ¢, definiramo rekurzivno po sloZenosti formule na sljedeci
nacin:

e ako je ¢ propozicionalna varijabla, tj. ¢ = p gdje je p € O, tada definiramo:
Mwirp o weV(p)

e ako je ¢ logicka konstanta L, tj. ¢ = L, tada definiramo:
ne vrijedi Mwi- L;

e ako je ¢ formula oblika —, tada definiramo:
M,w Ik~ & ne vrijedi Mw I+ ;

e ako je ¢ formula oblika  V n, tada definiramo:
Mw iy VneMwikyiliMwi-n;

e ako je ¢ formula oblika O, tada definiramo:
Mw - QY & za neki veW takav da je (w,v)ER vrijedi M,v I+ .

Napomena 1.1.4. Uocimo da vrijedi:

M,w - Oy ako i samo ako za svaki veW takav da je wRv vrijedi W, v + . Naime, prema
definiciji operatora O, imamo da vrijedi M,w + O ako i samo ako vrijedi Mw I =O—p.
To je ekvivalentno tome da ne postoji v € I sljedbenik od w takav da vrijedi M,v - ~, a
to je evivalentno tome da za svakog sljedbenika v € I od w vrijedi M, v - Y Sto je pak
ekvivalentno sa M,w I+ OY.

Definicija 1.1.5. Neka je ¢ neka formula modalne logike. Reci cemo da je ¢ istinita na
modelu M ako za sve svjetove weW vrijedi M,w I+ ¢.To kratko oznacavamo sa MM I+ ¢.
Redéi ¢emo da je formula ¢ valjana formula ako za sve modele M vrijedi M I ¢.

Nakon Sto smo definirali semantiku za modalnu logiku, navest ¢emo primjer jednog
hilbertovskog sistema modalne logike kojeg ¢emo, u Cast S. Kripkea, oznacavati sa K.
Sheme aksioma u sistemu K su:

(A1) Sve formule koje dobijemo kada u nekoj valjanoj formuli klasi¢ne logike sudova
neku od propozicionalnih varijabli zamijenimo formulom modalne logike

(A2) o(A — B) — (OA — OB).
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Pravila izvoda su modus ponens 1 nuznost, tj.

A

DA
Posve analogno kao i u ratunu sudova definiraju se pojmovi dokaza, izvoda i teorema.
Isto tako, lako se, indukcijom po duljini dokaza, dokazuje teorem adekvatnosti, tj. da je
svaki teorem sistema K ujedno i valjana formula modalne logike. Takoder, sistem K
zadovoljava 1 teorem potpunosti (svaka valjana formula modalne logike je teorem sistema
K). S druge strane, za razliku od klasi¢ne logike sudova, za modalnu logiku ne postoji
samo jedan istaknuti sistem kojem su ostali ekvivalentni. Neka od najce$¢e razmatranih
prosirenja sistema K su:

e T =K + shema aksioma 0OA — A
e S4 =T + shema aksioma 0A — OOA
e S5 =T + shema aksioma A — OCA

° GIE]: K + shema aksioma O(0A — A) —» OA

Napomena 1.1.6. Kod sistema K nemamo ogranicenja na relaciju dostiZivosti R. Kod,
npr., sistema T relacija R je refleksivna, dok je kod sistema GL relacija R tranzitivna i
inverzno dobro fundirana.

1.2 Bisimulacija

U ovoj tocki ¢emo definirati bisimulaciju, vaznu relaciju izmedu dvaju Kripkeovih okvira
te ¢emo dati odgovor na pitanje koliko su bisimulirani okviri jedan drugom bliski u smislu
ekvivalencije.

Definicija 1.2.1. Neka su M = (W,R, V)i W' = (W', R’, V') modeli. Binarna relacija
Z C W x W’ se naziva bisimulacijom izmedu I i M (u oznaci Z : M < M) ako
zadovoljava sljedece uvjete:

1. Ako je wZw', tada za svaku propozicionalnu varijablu p vrijedi: w € V(p) ako i
samo akow’ € V'(p);

2. Ako je wZw' i wRv, tada postoji svijet v/ € W takav da je vZV' i W' R'V';

3. Ako je wZw' i W'R'V', tada postoji svijet v € M takav da je vZV' i wRv.

3Godel - Lob, po Kurtu Godelu i Martinu Lobu, ujedno i najjednostavniji sistem za logiku dokazivosti
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Ako je Z € W x W' bisimulacija izmedu modela M i M te je wZw', tada to oznacavamo s
Z:Mwe I, w
Ako postoji neprazna bisimulacija izmedu I i M, to cemo krace oznacavati s
M < M

Ako postoji neprazna bisimulacija Z izmedu I i M takva da za neke w € M i w’ € N
vrijedi wZw’', to ¢emo krace oznacavati sa

M,owe M, w
Uvjete 1., 2. 1 3. iz prethodne definicije redom nazivamo at, forth 1 back.

Napomena 1.2.2. Neka su I, M i M proizvoljne Kripkeove strukture. Tada vrijede
sljedeca svojstva bisimulacije:

o Ji I
Definirajmo Z C W X W sa Z = {(w,w) | w € W}). Ocito su zadovoljeni uvjeti at,
forth i back pa vrijedi M < M

e NI =M <M
Ako je Z C W X W’ bisimulacija izmedu M i M, lako se provjeri da je njoj inverzna
relacija Z~' = {(W',w) | (w,w’) € Z} bisimulacija izmedu W' i M. Uvjet at je ocito
zadovoljen, dok je uvjet forth zapravo uvjet back za Z (i obratno). Dakle, ako je
M < N, onda je i M’ < M

e e i <M’ = Me M’
Neka je Z C W x W’ bisimulacija izmedu M i M, a Z' € W' X W bisimulacija
izmedu M’ i M. Definirajmo Z"" € W X W kao kompoziciju relacija Z i Z' na
sljedeci nacin:
Z2'"=7"oZ={w,wW')e WX W’ | @Aw € W)wZw Aw'Z'w")}. Uvjet at je opet
trivijalno zadovoljen. Provjerit ¢emo uvjet forth (uvjet back se provjerava
analogno).
Prema definiciji Z" imamo dva slucaja u odnosu naw’ € W’:
-w" € W' nije takav da je wZw' i w'Z'w" za neke w € W iw" € W”. Tada nemamo
Sto provjeravati
-wZw' iw'Z'w".
Ukoliko je wZw' i wRv, tada postoji v’ takav da vZv' i w'R'V'. No, kako je wZ'w", a
W' RV, tada zbog w'Z'w" postoji v’ takav da je w”'R"vV" i Vv'Z'V". Dakle, imamo da
wZ"'w"” i wRv povlaci da postoji v'' € W takav da je w’'R"V" i vZ'"V".
Dakle, ako M < M i MW < M, onda N < N,
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Definicija 1.2.3. Neka su 9t i M’ modelite w € M i w' € M’. Reci éemo da su svjetovi w i
w’ modalno ekvivalentni (u oznaci w <~ w’), ako za svaku modalnu formulu ¢ vrijedi

Mwikgp N, w ko

U kakvom su odnosu pojmovi bisimuliranost 1 modalna ekvivalentnost, govori nam
sljedeci teorem.

Teorem 1.2.4. Neka su I i M’ modeli.Tada za sve svjetove w € W i w' € W’ vrijedi:
MweD w =>wesnw.

Dokaz. Trebamo pokazati da, ako je M, w £ M’, w’, onda za proizvoljnu formulu
modalne logike ¢ vrijedi
Mwikod oM, Wik

Oznacimo bisimulaciju izmedu M, w 1 N', w’ sa Z.
Tvrdnju dokazujemo indukcijom po sloZenosti formule ¢:

e ako je ¢ = L, tada tvrdnja ocito vrijedi zbog M, w k L 1M, w’ K L.

e ako je ¢ propozicionalna varijabla, tvrdnja vrijedi zbog uvjeta at, jer se wi w’
podudaraju na istim propozicionalnim varijablama.

e ako je ¢ oblika —, tada imamo M, w I = ako 1 samo ako M, w k ¢ ako i samo
ako (pretpostavka indukcije) M’, w’ ¥ ¥ ako 1 samo ako M', w’ IF —b.

e ako je ¢ oblika ¢ v n, tada M, w I ¢ V i vrijedi ako 1 samo ako M, w I ¢ ili
I, w I n. Ovo posljednje po pretpostavci indukcije vrijedi ako 1 samo ako
M, w Ik ili M, w" Ik n, Sto pak vrijedi ako i samo ako M, w’ I ¥ V 1.

e ako je ¢ oblika ¢y, tada je I, w - Oy ako 1 samo ako postoji v € W za kojeg
vrijedi wRv, takav da je 9, v I+ . Sada, po uvjetu forth, postoji v/ € W’ takav da je
vZv’ 1 W R’V’. 1z VZV’, zbog pretpostavke indukcije, slijedi 9", v’ I , a zbog
w’R’v’ odmabh slijedi M’', w” - Gy. Obratna implikacija se pokazuje analogno,
primjenom uvjeta back.

Teorem 1.2.4. nam govori da su formule modalne logike invarijantne na bisimulaciju,
odnosno da bisimulacija ¢uva istinitost. Kontraprimjer koji pokazuje da obrat ne vrijedi u
opéem slucaju navest cemo u sljedecem poglavlju, nakon Sto definiramo bisimulacijske
igre. U nekim slucajevima ipak vrijedi obrat Teorema 1.2.4. Da bi smo ih opisali, prvo
nam treba sljedeca definicija.
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Definicija 1.2.5. Reci ¢emo da je model M = (W, R, V) slikovno konacan ako za svaki
w € Wrijedi da je W[w] = {v € W | wRv} konacan skup.

Teorem 1.2.6 (Hennessy-Milner). Neka su 0t i M’ slikovno konacni modeli. Tada za
svakiw € Wiw' € W vrijedi: M, w = M, w’ ako i samo ako w ¢~ w'.

Dokaz. Jedna implikacija vrijedi za proizvoljne modele i dokazana je u teoremu 1.2.4. Da
bismo dokazali drugi smjer, provjerit ¢emo da je relacija modalne ekvivalencije «~» na
slikovno kona¢nim modelima zapravo jedna bisimulacija. U tu svrhu éemo provjeriti da
relacija modalne ekvivalencije zadovoljava uvjete at, forth i back.

Uvjet at je ocito zadovoljen. Za uvjet forth, pretpostavimo da vrijedi w ¢~ w’ 1 wRv.
Pretpostavimo da ne postoji v’ € W’ takav da je w'RV' 1 v «» V', Oznacimo sa

S’ ={u' € W | wRu}. UoCimo da je S’ neprazan; u protivnom bi vrijedilo ', w’ I OL,
Sto bi povlacilo kontradikciju sa w «~» w’ posto vrijedi M, v ¥ L. Nadalje, posto je I’
slikovno konacan, S’ mora biti konaCan. Neka je §” = {w/, ..., w,}. Prema pretpostavci, za
svaki w; € S’ postoji formula ¢; takva da vrijedi M, v I i;, ali 1 M, V" ¥ ;. Odavde slijedi

M, w ik OWy A AYry)

M, w' e OW Ao AY,)

Sto je kontradikcija s pretpostavkom da je w ¢~ w'.
Uvjet back se dokazuje analogno. O

Sljedec¢a propozicija ¢e nam biti od koristi u nastavku diplomskog rada.

Propozicija 1.2.7. Neka su M; = (W;,R;, V;),i € I, disjunktni Kripkeovi modeli, tj. W; su
medusobno disjunktni skupovi. Oznacimo sa \+),c; M; = (W, R, V) njihovu disjunktnu uniju,
pri cemu je W = | ;e Wi, R = ;s Ri, dok za svaku propozicionalnu varijablu p vrijedi
V(p) = Uier Vi(p). Tada za svaku modalnu formulu ¢, za svaki i € 1 i za svaki w € IN;
vrijedi:
M, wi ¢ Lﬂim,.,w - ¢
i€l

Drugim rijecima, modalna istinitost je invarijantna na disjunktne unije.

Dokaz. Tvrdnju dokazujemo indukcijom po slozenosti formule ¢. Neka je i € I neki
indeks; dokazat ¢emo da za svaku modalnu formulu ¢ 1 za svaki element w od Mi; vrijedi
M, w I ¢ ako 1 samo ako M, w IF ¢, gdje je M = [+),; M.

Pretpostavimo da ¢ ne sadrzi logickih veznika. Ako je ¢ = p, gdje je p neka
propozicionalna varijabla, tada imamo Mi;, w I ¢ ako i samo ako w € V;(p) ako i samo ako
(po definiciji od V) w € V(p) ako i samo ako M, w I ¢. S druge strane, ¢ moZe biti i
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logicka konstanta L, ali je ona lazna na svijetu w u oba modela pa i u ovom slucaju vrijedi
Zeljena ekvivalencija.

Pretpostavka indukcije je da ekvivalencija iz iskaza propozicije vrijedi za sve modalne
formule koje ukupno sadrze najvise n € N simbola —, V ili &. Moramo pokazati da ista
ekvivalencija vrijedi ako ¢ sadrzi n + 1 simbola -, v ili ©. Slucajevig = -y 1¢ =¥ V
su jednostavni pa ¢emo ih izostaviti i koncentrirati se na slucaj ¢ = Oy.

Pretpostavimo da M;, w - Oy, Tada postoji v € IN; takav da vrijedi wRv i M, v IF . 1z
toga, po pretpostavci indukcije, slijedi 9, v I . No, tada iz definicije 9t imamo da je
wRv 1 stoga je M, w IF O

Za obratnu implikaciju, pretpostavimo da IMt, w I Gy vrijedi za neki w € ;. Tada postoji
v takav da vrijedi wRv 1 I, v I . Iz definicije od R sada slijedi wR ;v za neki j, a buduci
da su nosaci disjunktni, imamo i = j. Iz toga slijedi da je 1 v € 9; pa moZemo primijeniti
pretpostavku indukcije: imamo Mi;, v IF i, iz Cega slijedi M;, w - Oy, O



Poglavlje 2

Konac¢ni modeli

U ovom poglavlju proc¢avat ¢emo neke pojmove vezane uz konacne Kripkeove strukture.
Posebnu paZznju ¢emo posvetiti stablastim strukturama.

2.1 Bisimulacijska igra

Nekasu M = (W,R, V)i = (W', R’, V') dva proizvoljna modela te neka su w € M i
w’ € M proizvoljni svjetovi. Vrijedi li

Mow <M, w

tj. postoji li neka neprazna bisimulacija Z izmedu Mt 1 M’ takva da je wZw’, mozZemo
ustanoviti pomocu tzv. bisimulacijske igre.

Bisimulacijska igra se odvija na strukturama 0t = (W, R, V) i W' = (W', R’, V') i igraju je
dva igraca,koje ¢emo u daljnjem tekstu zvati Igra¢ 11 Igrac¢ IIE]

Primijetimo odmah da, ukoliko se w € M i w’ € M’ ne podudaraju u svim
propozicionalnim varijablama, tada nije zadovoljen definicijski uvjet at, dakle ne moze
vrijediti M, w < M, w'.

Ako se svjetovi w € M 1w’ € MM’ podudaraju na istim propozicionalnim varijablama, tada
se na njih postavljaju oznake, koje ¢emo u daljnjem tekstu, radi jednostavnosti, oznacavati
s ©. Postavljanje © na w i w’ smatrat ¢emo nultim potezom u bisimulacijskoj igri

U svakom sljede¢em potezu bisimulacijske igre Igra¢ I ima pravo uciniti sljedece:

e izabrati neku od struktura 9t ili M

e pomaknuti oznaku © s trenutno oznacenog svijeta u odabranoj strukturi na neki
drugi svijet u istoj toj strukturi koji je s prethodnim u odgovarajucoj relaciji
dostizivosti.

1U stranoj literaturi se Igra¢ I i Igra¢ II najéescée zovu Spoiler i Duplicator

10
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Igrac II odgovara na potez igraca I na nacin da u suprotnoj strukturi od one koju je izabrao
Igra¢ I pomakne oznaku © s trenutno oznacenog svijeta na neki drugi koji je s njim u
odgovarajucoj relaciji dostiZivosti. Pritom, takoder, mora paziti da se svijet na kojeg Zeli
pomaknuti oznaku © sa svijetom na kojeg je Igra¢ I jedan u suprotnoj strukturi ve¢ bio
pomaknuo oznaku © podudara u svim propozicionalnim varijablama.

Koje je znacCenje odgovora Igraca II na poteze Igraca I u bisimulacijskoj igri? Ovdje treba
primijetiti tri stvari:

e ako je Igrac II u moguénosti odgovoriti na svaki potez Igraca I, tada je nakon
svakog poteza oznaka © u obje strukture na svjetovima koji se podudaraju u svim
propozicionalnim varijablama

e ako Igrac I u svom potezu moZe pomaknuti oznaku © s nekog w; na neki w;,; u
strukturi M, to znaci da svijet w; ima sljedbenika u odnosu na relaciju R. Tada
mogucnost odgovora IgraCa II znaci da neki w! u strukturi 9" na kojem se dotad
nalazila oznaka © ima sljedbenika w , u odnosu na relaciju R’, koji se sa w;,
podudara u svim propozicionalnim varijablama

e ako Igra¢ I u svom potezu moze pomaknuti oznaku © s nekog w’ na neki w’, | u
strukturi M, to znaci da svijet w; ima sljedbenika u odnosu na relaciju R’. Tada
moguénost odgovora Igraca Il znaci da neki w; u strukturi 9t na kojem se dotad
nalazila oznaka © ima sljedbenika w;,; u odnosu na relaciju R, koji se sa w;,
podudara u svim propozicionalnim varijablama

Napomena 2.1.1. Iz definicije bisimulacijske igre lako se vidi da postoje tocno Cetiri
moguca ishoda:

1. Svjetovi na kojima se trenutno nalaze oznake © u obje strukture nemaju sljedbenike
u odnosu na odgovarajuce relacije dostiZivosti, tako da Igrac I ne moZe odigrati
dozvoljen potez.

2. U nekoj od struktura na kojima igramo bisimulacijsku igru trenutno oznaceni svijet
ima sljedbenika u odnosu na odgovarajucu relaciju dostiZivosti, dok trenutno
oznaceni svijet u drugoj strukturi nema sljedbenika u odnosu na odgovarajucu
relaciju dostiZivosti, tako da Igrac Il ne moZe odigrati dozvoljen potez.

3. U nekom od poteza Igrac I je u nekoj od promatranih struktura pomaknuo oznaku ©
s trenutno oznacenog svijeta na nekog njegovog sljedbenika u odnosu na
odgovarajucu relaciju dostiZivosti. Trenutno oznaceni svijet u suprotnoj strukturi
ima sljedbenika (ili vise njih) u odnosu na odgovarajucu relaciju dostiZivosti, ali
nijedan od njih se ne podudara s trenutno oznacenim svijetom u suprotnoj strukturi
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na svim propozicionalnim varijablama. U ovom slucaju Igrac Il opet ne moZe
odigrati dozvoljen potez.

4. Igra moZe potrajati i beskonacno mnogo poteza.
U slucajevima 1. i 4. pobjeduje Igrac II, dok u slucajevima 2. i 3. pobjeduje Igrac I.

Definicija 2.1.2. Reci ¢emo da Igrac Il ima pobjednicku strategiju u bisimulacijskoj igri
na strukturama MM i M’ s oznakama © postavljenima na pocetku naw € Miw’ € M’ ako
uvijek na potez Igraca I moZe odgovoriti potezima koji mu garantiraju pobjedu.

Vrijedi sljedeca propozicija:

Propozicija 2.1.3. Neka su M = (W,R, V)i W' = (W', R’, V") Kripkeove strukture i
weMiweMiw € M proizvoljni svjetovi u njima. Igrac Il ima pobjednicku strategiju
u igri bisimulacija na navedenim strukturama sa oznakama © postavljenim u pocetku na

wiw ako i samo ako vrijedi
N,we M, w.

Dokaz. Nuznost je oCita. Naime, lako se vidi da bisimulacija definira pobjednic¢ku
strategiju za Igraca II.

Za dokazati dovoljnost, prvo ¢emo definirati Z € W X W’ kao skup svih (4, u’) € W x W’
takvih da IgraC II ima pobjednicku strategiju u bisimulacijskoj igri na strukturama 9t 1 M’
sa oznakama © u pocetku postavljenima na « 1 #’. Primijetimo odmah da je posebno 1
w,w') e Z.

Bez smanjenja opcéenitosti moZemo iskljuciti irelevantne svjetove, tj. one koje Igrac 11
nece birati, posto vodi racuna o pobjednickoj strategiji (naime, kad u nastavku budemo
dokazivali da je Z bisimulacija, zanimat ¢e nas samo svjetovi vezani uz tu relaciju).
Preciznije, mozemo pretpostaviti da je:

e W skup svih svjetova u takvih da postoji svijet u’ takav da je uZu’;

e relacija R na W definirana sa: uRv ako i samo ako se Igra¢ Il moZe po pravilima
pobjednicke strategije za bisimulacijsku igru s oznakama © u pocetku
postavljenima na w 1 w’ pomaknuti s # na v;

e valuacija V restrikcija pocetne valuacije na nacin da za svaku propozicionalnu
varijablu p promatramo skup V(p) N W .

Analogno moZemo pretpostaviti da je:

o W’ skup svih svjetova u’ takvih da postoji svijet u takav da je uZu’;
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relacija R’ definirana sa: #’R’v" ako 1 samo ako se Igrac II moZe po pravilima
pobjednicke strategije za bisimulacijsku igru s oznakama © u pocetku
postavljenima na w i w’ pomaknuti s u’ naV’;

valuacija V’ restrikcija pocetne valuacije na nacin da za svaku propozicionalnu
varijablu p promatramo skup V’(p) N W".

Zelimo pokazati da je Z bisimulacija takva da vrijedi Z : 9, w < N, w’. U tu svrhu
moramo provjeriti da ona zadovoljava uvjete at, forth, i back.

at

Neka je (u,u’) € Z. 1z definicije relacije Z tada imamo da Igra¢ II ima pobjedni¢ku
strategiju u bisimulacijskoj igri u kojoj su oznake ® u pocetku postavljene na u i u’.
Posebno, Igrac II ne gubi bisimulacijsku igru u kojoj su oznake ® na pocetku
postavljene na u i «’. 1z definicije bisimulacijske igre sada posebno slijedi da za
svaku propozicionalnu varijablu p vrijedi u € V(p) ako i samo ako u’ € V'(p).

e forth

Neka je uZu' 1 uRv. Iz definicije relacije Z imamo da Igra¢ II ima pobjednicku
strategiju u bisimulacijskoj igri s oznakama © u pocCetku postavljenima na u i u’.
Uvjet uRv moZemo interpretirati kao da je u bisimulacijskoj igri s oznakama u
pocetku postavljenima na u 1 «’ IgraC I oznaku © pomaknuo sa svijeta u na svijet v.
Posto Igra¢ II ima pobjednicku strategiju u bisimulacijskog igri s oznakama © u
pocetku postavljenima na u i u’, tada postoji svijet v/ € M’ takav da za svaku
propozicionalnu varijablu p vrijedi da je v € V(p) ako i samo ako v € V’'(p) te
'R’V (odnosno, Igrac II na potez Igraca I, koji u strukturi 9t pomakne oznaku © s u
na v, odgovara pomicanjem oznake © u strukturi I’ sa u’ nav’). PoSto vrijedi 'RV’
te smo napravili restrikciju relacije R’, tada po definiciji relacije Z vrijedi vZv'.

back
Dokazuje se analogno uvjetu forth.

Primjer 2.1.4. Propozicija 2.1.3. nam omogucava da konstruiramo protuprimjer koji
pokazuje da ne vrijedi obrat Teorema 1.2.4.

U tu svrhu definirajmo strukture M = (W,R, V)i M’ = (W', R’, V'), kao na slici 2.1
(strelice oznacavaju da su svjetovi u relacijama R, odnosno R’, pri cemu strelice koje
slijede zbog tranzitivnosti relacija R i R’ nisu oznacene). Oba modela za svaki ne N
posjeduju konacnu granu duljine n, ali WV dodatno ima i jednu beskonacnu granu.
Takoder, za sve propozicionalne varijable definiramo:



POGLAVLIJE 2. KONACNI MODELI 14

Slika 2.1: strukture 9t 1 N’

Vip)=V'(p)=0

Zasad nam je cilj pokazati da ne moZe vrijediti M, w < M', w’ (kasnije cemo pokazati da
vrijedi w «» W' ). U tu svrhu moramo odrediti pobjednicku strategiju za Igraca I u
bisimulacijskoj igri na ovim strukturama, ako su u pocetku oznake © postavljene na w i w’
(moguce ih je u nultom potezu postaviti na te svjetove jer se w i w' podudaraju u svim
propozicionalnim varijablama). Isto tako, zbog V(p) = V'(p) = 0 imamo da se svi svjetovi
u obje strukture podudaraju u svim propozicionalnim varijablama. Stoga je dozvoljeni
potez svakog od Igraca zapravo pomicanje oznake © prema nekom sljedbeniku jednog od
trenutno oznacenih svjetova u odnosu na odgovarajucu relaciju dostiZivosti.

Sada se lako vidi da se pobjednicka strategija Igraca I sastoji od toga da u prvom potezu
u igri pomakne oznaku © s w' € M’ na njegovog sljedbenika na beskonacnoj grani. Igrac
11 tada odgovara potezom u strukturi M. Pritom mora pomaknuti oznaku © s w na nekog
njegovog sljedbenika. Struktura M za svaki n € N sadrZi granu duljine n, medutim, za
razliku od strukture M, ne sadrZi beskonacnu granu. Stoga Igrac Il mora pomaknuti
oznaku © prema nekom sljedbeniku od w koji se nalazi, recimo, na grani duljine k € N.
Lako se vidi da je svaki iduci potez obaju igraca pomicanje prema sljedbenicima trenutno
oznacenih svjetova u odabranim granama. Medutim, posto je odabrana grana u strukturi
I duljine k, nakon najvise k poteza Igrac Il ¢e ostati bez odgovora na potez Igraca I.
Naime, trenutno oznaceni svjetovi ce biti onaj na beskonacnoj grani u M’ koji je za k
koraka udaljen od w' i onaj na odabranoj grani u M koji je za k koraka udaljen od w.
Medutim, taj svijet nema sljedbenika. Dakle, Igrac I pobjeduje i ne moZe vrijediti

M,we N, w.
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2.2 Konacne bisimulacije

Od interesa ¢e nam biti promatrati 1 konacne aproksimacije bisimulacija. Po¢injemo s
nekoliko definicija.

Definicija 2.2.1. Neka je M = (W, R, V) Kripkeova struktura i w € M. Uredeni par (M, w)
naziva se to¢kovna Kripkeova strukturaf|

Definicija 2.2.2. Neka su (0, w) i (W', w’) tockovne Kripkeove strukture. Sa
N, we, N, w

oznacavat ¢emo cinjenicu da Igrac Il ima pobjednicku strategiju u bisimulacijskoj igri na
Wi M s oznakama © postavljenim u pocetku na w i w', pri Cemu igra traje najvise n € N
poteza.

Relaciju <, izmedu tockovnih Kripkeovih struktura zovemo n-bisimulacija.

Napomena 2.2.3. Iz definicije 1.3.6. je jasno da M, w < M', w’ povlaci da

M, w <, M, w vrijedi za svaki n € N. Isto tako, ako za neki n € N vrijedi

M, w <, M, w, onda za svaki k € N, pri Cemu je k < n vrijedi M, w <, M, w'.
Dodatno, s M, w <o M, w’ emo oznacavati ¢injenicu da su na svjetovima w i W' istinite
iste propozicionalne varijable. Primijetimo da je ova oznaka u duhu pravila
bisimulacijske igre, gdje stavljanje oznaka © na w i w' koji moraju zadovoljavati iste
propozicionalne varijable smatramo nultim potezom.

Provjerimo da je za svaki n € N <, relacija ekvivalencije na skupu svih kona¢nih
tockovnih Kripkeovih struktureﬂ

o refleksivnost
M, w <, M, w ocito vrijedi za svaku toCkovnu Kripkeovu strukturu (9, w). Naime,
pobjednicka strategija Igraca II se naprosto sastoji od imitiranja poteza Igraca I.
Takvi su potezi uvijek moguci jer se radi o identiénim strukturama.

e simetri¢nost
Pretpostavimo da vrijedi M, w <, M’, w’ za neke toCkovne Kripkeove strukture.
Tada ocito vrijedi 1 M, w’ =, M, w. Naime, zbog prethodno opisanih pravila igre
bisimulacija, lako se vidi da je za Igraca II u pitanju ista pobjednicka strategija
kojom pokazuje da vrijedi 0, w <, M, w’

2eng. pointed Kripke structure
*MoZemo se ograniciti na strukture iji su nosaci kona¢ni podskupovi od N pa stoga moZemo govoriti i
o skupu tockovnih Kripkeovih struktura.
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e tranzitivnost
Pretpostavimo da vrijedi M, w <, M, w' 1 M, w’ <, M”, w”. To znaci da Igrac 11
ima pobjednicku strategiju u igri bisimulacija na (9, w) i (W', w”) protiv Igraca I i
da Igrac Il ima pobjednicku strategiju protiv Igraca I u igri bisimulacija na (W', w’) i
(M, w"). Zelimo dokazati da Igra¢ IT ima pobjedni¢ku strategiju protiv Igraca I na
N, w1 M7, w”. IgraC I moze u svakom potezu izabrati ho¢e li pomaknuti oznaku ©
u strukturi M ili u strukturi M. Sada imamo dva slucaja:

1. Ako IgraC I pomakne oznaku © u strukturi 9, tada ¢e Igrac II u strukturi It
povucéi potez kojim bi odgovorio na potez koji bi povukao u strukturi Mt" kao
odgovor na potez Igraca I u strukturi Mt. Takav potez je mogué zbog
NMow <, MW, w 1M, w <, M’ w”.

2. Ako Igra¢ I pomakne oznaku © u strukturi 9t”, tada ¢e Igra¢ II u strukturi 9t
povucéi potez kojim bi odgovorio na potez koji bi povukao u strukturi Mt" kao

odgovor na potez Igraca I u strukturi Mt”. Takav potez je takoder mogué zbog
PM,w e, W, w i, w <, M’ w.

U daljnjem tekstu ¢emo dokazati neke vaZne rezultate o kona¢nim bisimulacijama. Opet
nam treba nekoliko definicija.

Definicija 2.2.4. Neka je ¢ proizvoljna formula modalne logike. Stupanj formule ¢ (u
oznaci deg(p)) definiramo rekurzivno na sljedeci nacin:

e ako je ¢ propozicionalna varijabla, tada je deg(¢) = 0
o ako je ¢ = Y, tada je deg(p) = deg(y)
o ako je ¢ =y o, gdje je o € {\,V,—, &}, tada je deg(p) = max{deg(y), deg(n)}
o ako je ¢ = oY, tada je deg(p) = deg(y) + 1
Skup svih formula ¢ takvih da je deg(¢) < n (n € N) oznacavat cemo s ML,.

Definicija 2.2.5. Neka su (W, w) i (W', w’) dvije tockovne Kripkeove strukture. Reci cemo
da su (M, w) i ', w’) n-modalno ekvivalentne (u oznaci (M, w) =, (M, w")) ako za
svaku formulu ¢ € ML, vrijedi: M, w I+ ¢ ako i samo ako M', W' I .

Sljedeca propozicija nam govori u kakvom su odnosu n-modalna ekvivalencija i konacna
bisimuliranost.

Propozicija 2.2.6. Za svake dvije tockovne Kripkeove strukture (I, w) i ', w’) vrijedi:

ako M, w <, M, w', onda (M, w) =, M, w).
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Dokaz. Tvrdnju dokazujemo indukcijom po n.

e baza indukcije
Pretpostavimo da vrijedi M, w <, M’, w’. To zapravo znaci da se svjetovi wiw’
podudaraju u svim propozicionalnim varijablama (jer postavljanje oznaka ©® na w 1
w’ smatramo nultim potezom u bisimulacijskoj igri). Posto su formule stupnja O
tocno one koje sadrze samo logic¢ke veznike 1 propozicionalne varijable, sada ocito
imamo da za svaku takvu formulu ¢ vrijedi 9, w I ¢ ako 1 samo ako ', w’ I ¢.
Prema tome, vrijedi (M, w) =, (W', w’)

e korak indukcije
Pretpostavimo da za neki n € N vrijedi da n-bisimuliranost to¢kovnih struktura
(M, w) 1 (M, w’) povlaci i njihovu n-modalnu ekvivalenciju. Neka je ¢ proizvoljna
modalna formula takva da je deg(¢) = n + 1. Koncentrirat ¢emo se na
najkompliciraniji slucaj: kad je ¢ oblika oy, gdje ¢ neka formula stupnja n.
Pretpostavimo sada da Igrac II ima pobjednicku strategiju u bisimulacijskoj igri s
oznakama © na pocetku postavljenima na w 1w’ un + 1 poteza. Neka su oznake ©
nakon prvog poteza postavljene na u € M i u’ € N, koji su sljedbenici od wiw’
redom. Sada imamo da Igrac II ima pobjednicku strategiju u bisimulacijskoj igri na
(M, u) 1 (M, u’) u n poteza, a to po pretpostavci indukcije znaci posebno da i za
formulu  vrijedi I, u -  ako 1 samo ako ', u” I+ Y. Iz ovog pak slijedi
I, W IF ¢ ako 1 samo ako M’, w’ I ¢, Sto je 1 trebalo dokazati.

Primjer 2.2.7. U primjeru 2.1.4. smo preko bisimulacijske igre pokazali da tockovne
strukture (M, w) i (M, w") nisu bisimulirane. Sada ¢emo preko konacnih bisimulacija i uz
pomo¢ propozicije 2.2.6. pokazati da su svjetovi w i w' modalno ekvivalentni, tj. da za
svaku modalnu formulu ¢ vrijedi sljedeca ekvivalencija:

Mwikp o N, wike

Neka je ¢ proizvoljina modalna formula i neka je n = deg(yp). Iz propozicije 2.2.6. slijedi
da je dovoljno dokazati da Igrac Il ima pobjednicku strategiju u n poteza u bisimulacijskoj
igri na (M, w) i M, w). Prvo uocimo da za n = 0 Igrac Il pobjeduje jer se w i w’
podudaraju u svim propozicionalnim varijablama. Kao i u primjeru 2.1.4. (zbog V(p) = 0
za svaku propozicionalnu varijablu p) , vidimo da je Igracu Il za odgovor na potez Igraca
I dovoljno pomaknuti oznaku © prema nekom sljedbeniku trenutno oznacenog svijeta.
Neka je sada n > 0. Pobjednicku strategiju za Igraca Il konstruiramo u odnosu na prvi
potez Igraca I. Imamo sljedecih nekoliko slucajeva:
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o Igrac I u strukturi M (M’) pomice oznaku © s w (W') na nekog njegovog sljedbenika
na grani duljine | < n. Tada Igrac Il pomice oznaku © sa w' (w) na nekog njegovog
sljedbenika u M’ (M), koji se nalazi na grani duljine l. Sada je jasno da ¢e nakon
najvise [ poteza trenutno oznaceni svjetovi ostati bez sljedbenika, tj. pobjeduje
Igrac II.

o Igrac I u strukturi M (M) pomice oznaku © s w (W’) na nekog njegovog sljedbenika
na grani duljine | > n. Tada Igrac Il takoder pomice oznaku © sa w’' (w) na nekog
njegovog sljedbenika u M’ (M), koji se nalazi na grani duljine I. U ovom slucaju
Igrac Il pobjeduje jer moZe odgovoriti na svaki potez Igraca I.

o Igrac I u strukturi M’ pomice oznaku © s w' na njegovog sljedbenika na
beskonacnoj grani. Tada Igrac Il mora pomaknuti oznaku © s w na nekog njegovog
sljedbenika koji se nalazi na grani duljine barem n. Sada ocito Igrac Il pobjeduje.

Dakle, Igrac Il ima pobjednicku strategiju u bisimulacijskoj igri u n poteza na (M, w) i
(W', w’) za svaki n € N. Prema propoziciji 2.2.6. sada imamo (M, w) =}, (W', w') za
svakin € N, tj. za svaki n € N i za svaku modalnu formulu ¢ stupnja n vrijedi M, w I+ ¢
ako i samo ako M', W' v @, iz Cega zakljucujemo da su w i w modalno ekvivalentni
svjetovi.

2.3 Karakteristicne formule

Za obrat propozicije 2.2.6. klju€an ¢e biti prelazak na modalni jezik s konacno mnogo
propozicionalnih varijabli. Jedan od razloga sadrzan je u sljedecoj lemi.

Lema 2.3.1. Pretpostavimo da je skup propozicionalnih varijabli osnovnog modalnog
Jjezika konacan. Tada za svaki n € N postoji, do na logicku ekvivalentnost, konacno
mnogo formula ¢, takvih da je deg(y) < n.

Dokaz. Oznacimo skup propozicionalnih varijabli s ® = {py, p1, ..., pn}. Lemu ¢emo
dokazati indukcijom po n.

e baza indukcije
Neka je n = 0. Formule stupnja nula su one izgradene samo od logickih veznika,
propozicionalnih varijabli i konstanti T i L. Prema tome, dovoljno je dokazati da
formula propozicionalne logike koje su izgradene od m propozicionalnih varijabli
ima, do na logicku ekvivalenciju, kona¢no mnogo (konstante T 1 L su pokrate za
neku fiksnu tautologiju i antitautologiju, poput Py V =Py 1 Py A =Py). Totalnih
interpretacija (funkcija sa skupa propozicionalnih varijabli u {0, 1}) ima 2™. PoSto
su dvije formule propozicionalne logike ekvivalentne ako i samo ako se podudaraju
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na svim interpretacijama, sada imamo da takvih formula ima koliko ima 1
podskupova skupa svih interpretacija, a to je 22"

e korak indukcije
Neka je n € N takav da za svaki k < n postoji samo kona¢no mnogo modalnih
formula stupnja k koje su medusobno neekvivalentne. Dokazimo da postoji samo

kona¢no mnogo modalnih formula &iji je stupanj manji ili jednak n koje su
medusobno neekvivalentne. U tu svrhu dokazimo prvo pomoc¢nu tvrdnju:

— Postoji samo kona¢no mnogo formula oblika oy, pri cemu je deg(y) < n, koje
su medusobno neekvivalentne.

Iz pretpostavke indukcije skup S svih modalnih formula stupnja strogo manjeg od
n, koje su medusobno neekvivalentne, je konacan. Neka je S = {y, ..., ¥;}. Neka je
@ stupnja n oblika oy te neka je M proizvoljna Kripkeova struktura i w € IN
proizvoljan svijet takav da vrijedi 9, w - oy. Tada postoji u € M takav da vrijedi
WRu 1M, u - . Posto je deg(y) = n — 1, tada postoji iy € {1, .., [} takav da vrijedi
M, u I+ Y, (zapravo vrijedi i viSe: formule ¢ 1 ¢;, su ekvivalentne). No tada ocito
vrijedi M, w I oy, .

DokaZimo sada obrat, tj. da 9, w I+ oy, povlaci M, w I oy. Neka vrijedi

N, w - oj,. Tada postoji u € N takav da je wRu 1IN, u I+ ;,. PoSto su formule ¢ 1
Yi, ekvivalentne, to povlaci 9, u I+ ¢, a ovo povlaci M, w I oy. Time je pomocna
tvrdnja dokazana.

Dokazimo sada da postoji samo kona¢no mnogo neekvivalentnih formula ¢iji je
stupanj n. Neka je ¢ proizvoljna modalna formula stupnja n.Tada postoji savrSena
konjunktivna normalna forma formule logike sudova A(Py, ..., P;) te potformule
oYry,...,o0; od @ takve da su ¢ 1 A(oYy, ..., o) ekvivalentne.

Posto ima samo kona¢no mnogo propozicionalnih varijabli, tada i neekvivalentnih
savrSenih konjunktivnih normalnih formi takoder ima kona¢no mnogo. Prema
pomoc¢noj tvrdnji znamo da formula oblika oy €iji je stupanj najviSe n isto ima
kona¢no mnogo. Prema tome, modalnih formula stupnja n» ima kona¢no mnogo.

U ostatku ovog odjeljka smatramo da je skup propozicionalnih varijabli konacan, t;.

® = {pl’pl’ ---’pm}-
Neka je sada (9, w) proizvoljna, ali fiksna toCkovna Kripkeova struktura. Modalnu
formulu xp,, , € ML, za zadani n € N konstruiramo na sljedeci nacin:

e zan = 0 definiramo

m
0 —
Xiw) = /\ Pm
i=1
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gdje je ¢; = p; ako je w € V(p), odnosno ¢; = =p; akow ¢ V(p)

e rekurzivno definiramo

Xiow] = Xy A /\ Xy A O \/ Xl
(w,u)eR (w,u)eR

Formula xy, ,, zove se n-ta karakteristicna formula tockovne Kripkeove strukture
(M, w).
Lako se vidi da za svaki n € N vrijedi M, w I xpy, ;- Isto tako, lako mozemo vidjeti da
cak 1 ako se struktura (9, w) beskonacno grana, konjunkcije i disjunkcije iz rekurzivne
definicije ostaju konacne zbog leme 2.3.1.
Karakteristi¢ne formule ¢e nam biti most izmedu n-bisimuliranosti i n-modalne

ekvivalencije. O tome govori sljedeéi teorem.

Teorem 2.3.2. Neka su (I, w) i (W', w") proizvoljne tockovne Kripkeove strukture nad
modalnim jezikom s konacno mnogo propozicionalnih varijabli. Tada je za svaki n € N
ekvivalentno:

1. M,w e, MW, w
2. MW X
3. M,w) =, W, w)

Dokaz. Implikacija 1.=3. vrijedi opéenito 1 dokazali smo je u propoziciji 2.2.6.
Implikacija 3.=2. je ocita zato Sto vrijedi M, w I+ xfyy, 1> Pa sada iz 3. jednostavno slijedi
N ,w' - Xﬁm,w]- Naime, strukture (Mt, w) i (M, w’) se podudaraju na svim formulama
stupnja manjeg ili jednakog n, posebno i na xyy, ;-

Pokazimo jos da M, w’ I x{y ,, Povlaci M, w <, N, w’. Tvrdnju dokazujemo
indukcijom po n.

e baza indukcije
Neka je n = 0. Pretpostavimo da vrijedi ', w’ I X%R,w]. To znaci da w’ zadovoljava
iste propozicionalne varijable kao i w. Prema tome, Igrac II pobjeduje u nultom
potezu.

e korak indukcije
Pretpostavimo da za neki n € N 0V, w’ I X’E,JM] povlaci M, w <, M, w’. Nadalje,
pr‘etpostav.imo da‘ vrijedi M, w’ I X[i];}fw]. To povlaci (iz definicije )(E’E,}gw]) da vrijede
sljedece tri tvrdnje:

0

’ /
- W, w Xy
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- MW, w Ik /\(w,u)eR OX’ESJJI,M] i
- EUE,’W, I- O \/(w,u)eRX’[zjja,u]'

Prva tvrdnja povlaci (po bazi indukcije) da oznake © moZemo u nultom potezu
postavitinawiw’.

Druga tvrdnja povlaci da za svakog R-sljedbenika u od w vrijedi M, w’ I Ox oy -
Ovo pak povlaci da za svakog R-sljedbenika u od w postoji R’-sljedbenik u’ od w’
takav da vrijedi ', u’  xyy, .- 1z ovoga slijedi (po pretpostavci indukcije) da za
svakog R-sljedbenika u od w postoji R’-sljedbenik u’ od w’ takav da vrijedi

M, u<, N, u

Treéa tvrdnja povlaci da za svakog R’-sljedbenika u” od w’ vrijedi

W'+ V aner X OVO pak povlaci da za svakog R'-sljedbenika u” od w’
postoji R-sljedbenik u od w takav da vrijedi W', u” I+ x gy - 12 ovoga slijedi (po
pretpostavci indukcije) da za svakog R’-sljedbenika u” od w” postoji R-sljedbenik u
od w takav da vrijedi MM, u <, N, v’

Iz prethodnih razmatranja sada dobivamo da vrijedi M, w <, M, w'.

Iz teorema 2.3.2. direktno slijedi sljedeci korolar na kojeg ¢emo se pozivati u daljnjem
tekstu.

Korolar 2.3.3. Neka je skup propozicionalnih varijabli konacan. Tada nad klasom svih
tockovnih Kripkeovih struktura vrijedi:

1. Za svakin € N relacija <, ima konacno mnogo klasa ekvivalencije.
2. Svaka klasa ekvivalencije od <, definabilna je modalnom formulom.

Dokaz. 1. Iz leme 2.3.1. slijedi da modalnih formula stupnja manjeg ili jednakog n do
na logicku ekvivalenciju ima kona¢no mnogo. Ozna¢imo njihov broj (u ovisnosti od
n) sa F(n). Iz teorema 2.3.2. imamo da je, ako je skup propozicionalnih varijabli
konacan, n-bisimuliranost ekvivalentna n-modalnoj ekvivalenciji. Dvije su
tockovne Kripkeove strukture n-modalno ekvivalentne ako se podudaraju na istom
podskupu skupa svih modalnih formula stupnja manjeg ili jednakog n, a takvih
podskupova ima 27™, odnosno kona¢no mnogo.

2. Oznacimo sa C proizvoljnu klasu ekvivalencije od «,. Lako se vidi da za formulu
_ n
= \/ X[‘Jﬁ,w]
(Mw)eC

vrijedi M, w I ¢ ako i samo (M, w) € C. Dakle, formula ¢ definira klasu C.
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2.4 Stablaste strukture

U ovom odjeljku ¢emo naglasak staviti na Kripkeove okvire, to¢nije malo ¢emo se vise
pozabaviti relacijom dostiZivosti.

Definicija 2.4.1. Neka je 9t = (W, R, V) Kripkeova struktura te w i v proizvoljni svjetovi u
njoj. Konacan niz (w,wy, ..., w,_1, v) svjetova u I zvat ¢emo putem od w do v u strukturi
I ako vrijedi wRw R...Rw,_Rv. Prirodan broj n u tom é¢emo slucaju zvati duljinom puta
odwdov.

Napomena 2.4.2. Primijetimo da u nekoj Kripkeovoj strukturi put izmedu dvaju svjetova
ne mora biti jedinstven. Neka je M = (W,R, V), pri cemu je W = {w,v,u}, a

R ={(w,v), (v,u), (v,v)}. Lako se vidi da je (w, v, u) jedan put od w do u, medutim jedan
drugi put od w do u je i npr. (w,v,v,v, Vv, u).

Definicija 2.4.3. Neka je M proizvoljna Kripkeova struktura i w € I neki svijet u njoj.
Skup svih svjetova u I za koje postoji put od w duljine najvise [ nazivamo l-okolinom od
w u strukturi M (u oznaci U'(w)).

Sa M | U'(w) oznacavamo podstrukturu od M induciranu restrikcijom na U'(w).

Napomena 2.4.4. Strukturu M | U'(w) moZemo zamisliti kao podstrukturu od M na
nacin da smo odrezali svjetove za koje je duljina puta od w veca od |.

Definicija 2.4.5. Za tockovnu Kripkeovu strukturu (M, w) reci cemo da je stablasta ako
za svaki svijet u € M razlicit od w postoji jedinstven put od w do u.

Za tockovnu Kripkeovu strukturu (I, w) reci cemo da je I-lokalno stablasta ako je

M I UY(w) stablasta struktura.

Visinu stablaste strukture (I, w) definiramo kao maksimum duljina putova od w do

ue W\ {wh

Lema 2.4.6. Za tockovne Kripkeove strukture (0, w) i (W', w’) vrijedi:
1. Mw <, M, w ako i samo ako M | Ul(w),w <, M | U'W),w’

2. Ako suI,w i N, w’ stablaste strukture visine I, tada se l-bisimulacija podudara s
bisimulacijom, tj.

M, w <, M, w ako i samo ako M, w < N, W'

Dokaz. 1. Dovoljno je pokazati da vrijedi M | U'(w), w £; M, w. No, to je odito jer je
(M | U'(w), w) podstrukura od (I, w) koja sadrZi sve svjetove ¢ija je duljina puta
do w najviSe [ pa se pobjednicka strategija Igraca II u bisimulacijskoj igri sastoji od
imitiranja poteza Igraca I.
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Pretpostavimo da vrijedi M | Ul(w), w <; M’ | U'(w’), w’. Tada imamo
M,w 2y MU W), we WU W)W e W w
pa zbog tranzitivnosti od £; slijedi 9, w <; M’, w’. Obrat se dokazuje analogno.

2. Dovoljno je primijetiti da u ovom slucaju svaka bisimulacijska igra zavrSava nakon
najvise / poteza, tocnije nakon najvise / poteza oznake © €e se nalaziti na
svjetovima bez sljedbenika.

Sada ¢emo pokazati da za svaku tockovnu Kripkeovu strukturu (9i, w) postoji stablasta
struktura koja joj je bisimulirana.

Definicija 2.4.7. Neka je (I, w) proizvoljna tockasta Kripkeova struktura. Stablasto

*

razmatanje od M iz w, u oznaci M, je Kripkeova struktura (W;,,R;,, V), pri Cemu je:

o W skup svih konacnih nizova (w, wy, ...,w,) takvih da su w,wy, ..w, € Wida
vrijedi wRwR...Rw,

e R;, definiramo na nacin da za bilo koja dva w' i w"” iz W;, vrijedi: w' R,w" ako i
samo ako postoji v € W takav da je w' +v = w"”, pri Cemu + oznacava nizovnu
konkatenaciju

e V. definiramo na nacin da za svaku propozicionalnu varijablu p vrijedi

Vip) = {w,wi,...,w,) € Wt w, € V(p)}

Napomena 2.4.8. Lako se provjeri da je W, stablasta struktura s korijenom w. Isto tako,
lako se vidi da se, cak i ako je polazna tockasta struktura konacna, moZe dogoditi da
njeno stablasto razmatanje bude beskonacna struktura. Neka je M = (W, R, V) takva da je
W ={w}, R ={(w,w)} i V(p) = 0 za svaku propozicionalnu varijablu p. M, je tada
struktura takva da je W}, skup svih konacnih nizova koji sadrZe samo w, pri cemu za svaki
n € N postoji tocno jedan takav konacan niz duljine n, a sljedbenik nekog niza je onaj niz
koji sadrZi tocno jedan w vise.

Propozicija 2.4.9. Neka je (M, w) tockovna Kripkeova struktura. Tada vrijedi:
1. Mw eI, w
2. za svaki n € N vrijedi: M, w <, M, | U'(w), w

3. Postoji parcijalno razmatanje koje je bisimulirano sa (I, w) i koje je l-lokalno
stablasto.
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Dokaz. 1. Iz definicije stablastog razmatanja je jasno da u nultom potezu oznake ©
moZzemo postaviti naw € M iw € M;, (jer se ti svjetovi podudaraju na svim
propozicionalnim varijablama). Pobjednic¢ku strategiju za Igraca Il u
bisimulacijskoj igri sada definiramo rekurzivno na sljedeci nacin:
neka su nakon n-tog poteza u igri oznake © postavljene na neki w, € Mt 1 na neki
(w,wy, ...,w,) € W;. Ako w, nema sljedbenika u odnosu na R, tada (po definiciji
W) ni (w,wy, ..., w,) nema sljedbenika u odnosu na R;, i obratno. Dakle, Igrac II
pobjeduje jer Igra¢ I ne mozZe odigrati dozvoljen potez. Ukoliko to nije slucaj, Igrac
II mora postupiti na sljedeci nacin:

e ako Igrac I pomakne oznaku © u strukturi 9t s w, na nekog njegovog
sljedbenika w,., tada Igrac II pomice oznaku © u strukturi 0, s (W, wy, ..., w,)
na njegovog sljedbenika (w, wy, ..., w,, wuy1). Iz definicije valuacije V;, jasno je
da se novooznaceni vrhovi podudaraju u svim propozicionalnim varijablama.

e ako Igrac I pomakne oznaku © u strukturi M}, s (w, wy, ..., w,) na njegovog
sljedbenika (w, wy, ..., w,, w,41), tada Igra€ II pomice oznaku © u strukturi 9t s
w, na njegovog sljedbenika w,,. Iz definicije valuacije V;, opet je jasno da se
novooznaceni vrhovi podudaraju u svim propozicionalnim varijablama.

2. Slijedi direktno iz 1. primjenom leme 2.4.6.

3. TraZenu strukturu konstruiramo na nacin da prvo iz 9t;, uklonimo sve svjetove Cija
je udaljenost od w ve€a od /. Neka je sada (w, ..., v) proizvoljan svijet bez
sljedbenika (tzv. list). Ako je njegova udaljenost od w manja od /, onda smo gotovi
jer v u strukturi (0, w) ocito nema sljedbenika. Ako je udaljenost (w,...v) od w
jednaka /, tada na taj list dodamo izomorfnu kopiju podstrukture od (M1, w) koju
¢ine svi svjetovi za koje postoji put s pocetkom u v € M.

Razmatranja iz prethodnih dvaju odjeljaka nam daju sljedeci korolar.

Korolar 2.4.10. Neka je skup propozicionalnih varijabli konacan. Tada je za svakin € N
svaka tockovna Kripkeova struktura n-bisimulirana nekoj konacnoj stablastoj strukturi.
Posljedicno, svaka ispunjiva modalna formula ispunjiva je u korijenu konacnog stabla.



Poglavlje 3
Modalna logika i logika prvog reda

U ovom poglavlju ¢emo se baviti odnosom modalne logike 1 logike prvog reda. ToCnije,
definirat ¢emo neke pojmove i izloZiti neke rezultate iz logike prvog reda koji ¢e nam
trebati za dokaz Van Benthem - Rosenovog teorema.

3.1 Standardna translacija

Kripkeova struktura, na nacin kako smo je definirali u prvom poglavlju, predstavlja jedan
primjer relacijske strukture. To¢nije, imamo skup W na kojem su zadane jedan dvomjesna
relacija R i prebrojivo mnogo jednomjesnih relacija V(p). Jedan nacin da opiSemo takvu
relacijsku strukturu je modalna logika. No postoje 1 neka sredstva za opisivanje relacijskih
struktura koja su jace izrazajnosti od osnovnog modalnog jezika. Jedno od njih je i logika
prvog reda. U ovom odjeljku ¢emo se baviti na¢inom na koji formule modalne logike
postaju formulama logike prvog reda. Takvo preslikavanje ¢emo zvati standardnom
translacijom te ¢emo u nastavku odjeljka proucavati njena svojstva. Prije nego Sto uopce
definiramo standardnu translaciju, moramo definirati jezik teorije prvog reda u koji ¢emo
prevoditi modalne formule.

Definicija 3.1.1. Neka je @ skup propozicionalnih varijabli. Sa L},(®) oznacavamo jezik
teorije prvog reda s jednakoscu koji ima unarne predikate Py, Py, ... koji odgovaraju
propozicionalnim varijablama py, p,... u © i binarni relacijski simbol R koji odgovara
unarnom modalnom operatoru <. Pisemo a(x) da bi oznacili formulu jezika teorije prvog
reda s jednom slobodnom varijablom x.

Definicija 3.1.2 (Standardna translacija). Neka je x varijabla jezika prvog reda.
Standardna translacija ST, koja prevodi modalne formule u formule jezika L} (®)
definira se na sljedeci nacin:

25
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ST.(p;) =Pjx
ST(L)y=x#x
ST(~¢) =~ ST(¢)
STApVy)= ST(p)V ST(y)
ST(O¢) = IyRxy A ST\(9))

pri Cemu je y nova varijabla (jos neiskoristena u translaciji).

Napomena 3.1.3. Lako se vidi da za logicku konstantu T, bulovske veznike N\, — i < i
unarni modalni operator O vrijedi:

ST(T)y=x=x
ST(pAY)= STA(P) A ST.(¥)
ST(p—¥)= ST(¢p) > ST (¥)

STAp < ¥) = STA¢) & ST.(Y)
ST.(O¢) = Vy(Rxy — STy(¢))

Primjer 3.1.4. Pokazat cemo na primjeru formule &(Op — q) kako funkcionira definicija
standardne translacije.

ST (S(@p — q)) = AyiRxy1 A ST,,(@p — q))
= Ayi(Rxy1 A (ST, (@p) = ST,,(9)
= Ay (Rxy1 A (Vy2(Ryry2 = ST),(p)) = Oy1))
= Ay1(Rxy1 A (Vy2(Ry1y2 = Py2) = Oy1))

Medutim, ovo nije jedina formula prvog reda koja je standardna translacija modalne
formule &(@p — q). Jos jedna takva formula je

Fy100(Rxy100 A (Vy200(RY100Y200 = PYy200) = OY100))

Dakle, takvih formula ima beskonacno mnogo, a razlikuju se u jedino u skupu novih
varijabli. U nastavku odjeljka cemo elegantno ukloniti ovu neodredenost.

Sada ¢emo malo proanalizirati definiciju standardne translacije. UoCavamo dvije bitne
stvari:
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e standardna translacija S T',(¢) bilo koje modalne formule sadrzavat ¢e to¢no jednu
slobodnu varijablu, i to upravo x. Naime, iz ovakve definicije standardne translacije
je jasno da e svaki nastup varijable x biti slobodan, dok ¢e nastupi novih varijabli,
koje uvodimo prilikom translacije modalnih operatora < i O, biti vezani za
kvantifikatore 3 (u slucaju operatora <) 1 V (u slu¢aju operatora O0). To smo 1 htjeli
postici jer, ako se prisjetimo definicije istinitosti modalne formule (definicija
1.1.3.), njenu istinitost provjeravamo na odredenom svijetu u nosacu W. Na isti
nacin ¢emo istinitost formule prvog reda koja nastaje njenom standardnom
translacijom provjeravati evaluirajuci slobodnu varijablu x nekim svijetom w € W

e modalni operatori su translatirani kao ogranic¢eni kvantifikatori, tj. u njihovom su
dosegu samo svjetovi koji su u relaciji s nekim drugim relevantnim svjetovima

Na pocetku odjeljka smo naglasili da je Kripkeova struktura 9t = (W, R, V) primjer
relacijske strukture. No nju, osim kao model za osnovni modalni jezik, moZemo
promatrati i kao model za jezik L} (®), tj. kao o-strukturu M = (W, ¢), gdje se o sastoji
od jednog dvomjesnog relacijskog simbola R i prebrojivo mnogo jednomjesnih relacijskih
simbola P;, i € N. Funkcija ¢ sada simbolu R pridruzuje relaciju dostizivosti R, dok za
svaki jednomjesni relacijski simbol vrijedi P; € o vrijedi ¢(P;) = V(p;). Sada oCekujemo,
ako je definicija standardne translacije bila korektna, da za svaku Kripkeovu strukturu

M = (W,R, V), za svaki w € M i za svaku modalnu formulu ¢ vrijedi: M, w I ¢ ako 1
samo ako M E S T.(¢)[w]. O tome nam govori sljedeca propozicija.

Propozicija 3.1.5. Neka je ¢ formula modalne logike. Tada vrijedi:

1. Za sve modele M i sve svjetove w € M vrijedi:

M, w I+ ¢ ako i samo ako M = ST (¢)[w]

2. Za sve modele M vrijedi:
M I+ ¢ ako i samo ako M = VVx ST,(p)

Dokaz. 1. Tvrdnju dokazujemo indukcijom po sloZenosti formule ¢, koju ¢emo
oznaciti sa k(¢).
Neka je k(¢) = 0. Tada je ¢ ili propoziocionalna varijabla ili logi¢ka konstanta L.
Ako je ¢ propozicionalna varijabla, tada za proizvoljne I, w vrijedi:

NM,wikpeweV(p)
S w e p(P)
o M E P(w)
e ME ST(p)w
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Ako je ¢ = L, tada, zbog ST, (¢) = x # x, po definiciji imamo N, w k¥ L i

M e ST, (L)[w].

Neka tvrdnja vrijedi za neki n € N i za sve formule ¢ takve da je k() < n. Neka je
¢ takva da je k(¢) = n. Razlikujemo sljedece slucajeve:

e Formula ¢ je oblika —. Tada vrijedi:

M,wikd o Mwik -y
o NMwky
S Me ST,(Y)[w]
© ME-ST.(Yw]
e ME ST(=y)lw]
e ME ST(H)W]

e Formula ¢ je oblika ¢ v n. Tada ocito imamo k() < n i k() < n pa vrijedi:

Mwikpg o MwikyVny
S MwikyiliNM,wikn
e ME STWwliliME ST.(mw]
e ME STV pwl
e ME STP)w]

e Formula ¢ je oblika Oy. Zbog k(y) < n imamo:

NMwikod o Mwik Oy
S v e MWRy A (D, w IF )
© e MwWRv A M E ST.(¥)))
e ME vRwv A ST (Y)[w])
e ME ST.(OY)[w]
e ME ST(P)w]

2. Dokazuje se pomocu 1.
Naime, za proizvoljni M vrijedi:
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MIFp © VYweN)DL,wi- @)
e (Ywe MM E ST(d)[w])
& MEVx ST (¢)

Propozicija 3.1.5. nam predstavlja most izmedu modalne logike i logike prvog reda.
Zahvaljujuci njoj, mozemo prenositi ideje, rezultate i tehnike dokazivanja iz jedne logike
u drugu. Jedno od svojstava koje vrijedi u logici prvog reda, a moZze se (koristeci
propoziciju 3.1.5.) pokazati da takoder vrijedi 1 za modalnu logiku je, npr. kompaktnost.
Prirodno pitanje koje nam se dalje namece je u koji fragment logike prvog reda
standardna translacija preslikava formule modalne logike, preciznije u koji podskup jezika
L} (®). Ono $to sigurno znamo jest da standardna translacija nije surjekcija, posto
translatirane modalne formule sadrZze samo ogranicene kvantifikatore. Prije nego se
upustimo u daljnje proucavanje, treba nam sljedeca definicija.

Definicija 3.1.6. Formula a(x) jezika Lé(CD) Jje invarijantna na bisimulacije ako za svake
dvije Kripkeove strukture I i M, za sve svjetove w € M iw' € M’ i sve bisimulacije Z
takve da vrijedi Z : M, w < M, w' vrijedi:

M E a[w] ako i samo ako M E a[w']

Napomena 3.1.7. U teoremu 1.2.4. smo pokazali da su formule modalne logike
invarijantne na bisimulacije. Sada uz pomo¢ propozicije 3.1.5. lako dobivamo da, ako je
neka formula jezika L (®) nastala standardnom translacijom modalne formule, tada ona
nuzno mora biti invarijantna na bisimulacije.

U sljede¢em primjeru ¢emo navesti jednu formulu jezika £ (®) koja nije invarijantna na
bisimulacije.

Primjer 3.1.8. Neka su 9t = (W,R, V) i N’ = (W', R’, V") Kripkeove strukture kao na slici
3.1. Stavljamo W ={1,2,3,4,5}, W ={a,b,c,d,e}, R ={(1,2),(2,3),(3,4),(3,5)},

R ={(a,b),(a,c),(b,d),(c,d),(d,e)}. Valuacije V i V' definiramo kao na slici, na nacin
da je svakom svijetu iz W, odnosno W', ispod njega dopisana propozicionalna varijabla
koju zadovoljava. Dakle, V(p) = {1, 3}, V'(p) = {a,d}, V(q) = {2,4,5}, V'(q) = {b,c, e}.
Lako se vidi da vrijedi 9,1 < M, a.

Promotrimo sljedecu formulu logike prvog reda:

d(x) = Ayiyayzs(y1 #y2 Ayt #y3 Ays # y3 A Rxy; A Rxy, A Ry yz A Rysys)
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Slika 3.1:

lako je M, 1 < N, a, vrijedi M | ¢lal, ali M ¢ ¢[1]. Dakle, ¢ nije invarijantna na
bisimulacije. Samim time, nije mogla nastati kao standardna translacija neke modalne
formule.

U primjeru 3.1.4. smo vidjeli da kod standardne translacije postoji neodredenost po
pitanju vezanih varijabli koje koristimo. Sada ¢emo opisati nacin da otklonimo tu
poteskocu. Preciznije, pokazat ¢emo kako standardna translacija modalne formule
preslikava u fragment jezika £} (®) koji sadrzi samo dvije varijable, x i y.

Prvo napiSimo definicije od ST, 1 S T\:

ST(pj) =Pjx STy(pj) =P,y
ST(L)=x#x STy(L)=y#y
STi(—=¢p) = = ST(P) STy(=¢) = = STy (¢)
ST oV )= ST(p)V ST(¥) STy@pVy)= ST(d)V ST,(¥)
ST (O¢) = y(Rxy A ST\(4)) STy(O¢) = Ax(Ryx A ST(9))

Sada je jasno da se translacija modalnih operatora moZze izvrsiti bez uvodenja trece
varijable. Naime, dovoljno je nakon uvodenja y, iducu translaciju izvrSiti ponovnom
upotrebom varijable x i tako dalje. Sada standardna translacija modalne formule
&(@p — q) glasi:

ST(O@p — q) = Rxy A ST,(Op — q))
= dy(Rxy A (STy(Op) — ST\(q))
= Ay(Rxy A (Vx(Ryx — ST.(p)) = Qy))
= dy(Rxy A (VYx(Ryx — Px) — Qy))

Uocimo da x i u ovom slucaju ostaje slobodna varijabla (jer ¢e uvijek imati barem jedan
slobodan nastup), dok je svaki nastup varijable y vezan. Ovo nam omogucava da se u
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rezultatima iz logike prvog reda koji ¢e nam trebati za dokaz Van Benthem - Rosenovog
teorema mozemo ograniciti na slucaj formula koje sadrze dvije varijable, od kojih jedna
slobodna.

3.2 Ehrenfeucht - Fraisséove igre

U ovom ¢emo se odjeljku baviti Ehrenfeuchtﬂ - Fra'l'sséovirrﬂ igrama, koje su se pokazale
kao izuzetno efikasno sredstvo u teoriji kona¢nih modela. Prije opisa samih igara,
moramo definirati neke pojmove.

Definicija 3.2.1. Kvantifikacijski rang formule logike prvog reda ¢, u oznaci qr(¢),
definiramo rekurzivno po sloZenosti formule ¢ na sljedeci nacin:

e ako je ¢ atomarna, qr(¢):=0;

e ako je ¢ =y on, gdje je o binarni logicki veznik, tada je qr(¢):=
max{qr(y), qr(m};

o za negaciju definiramo qr(—¢):=qr(¢);
e ako je ¢ oblika Y xy ili Axy, tada definiramo: qr(¢):=qr(y)+1.

Napomena 3.2.2. Primijetimo da za modalnu formulu ¢ vrijedi:

deg(¢)=qr(ST(¢))

U daljnjem tekstu promatramo o-strukture i = (M, ¢) kod kojih se signatura o sastoji od
kona¢no mnogo relacijskih simbola.

Definicija 3.2.3. Neka su N = (A, ) i B = (B, ¢’) dvije o-strukture. Neka je q prirodan
brojte (ai,...,a,) € A1i (b, ...,b,) € B? dvije g-torke elemenata iz A, odnosno B. Reci
cemo da je preslikavanje Q : {ay, ...,a,} = {b1, ..., b,} zadano s {(a,, b)), ..., (ay, b,)}
parcijalni izomorfizam izmedu o-struktura A i B ako vrijede sljedeci uvjeti:

e ( jeinjekcija;

e O Cuva interpretacije relacijskih simbola, tj.
za svaki k € N i za svaku k-torku (ry, ..., ry) € {ay, ..., aq}k vrijedi:
(1, ..., 1'x) € @(RY) ako i samo ako (Q(r)), ..., O(r)) € ¢’ (RY), za svaki k-mjesni
relacijski simbol R* € o

! Andrzej Ehrenfeucht (r. 1932.), ameri¢ki matematicar poljskog podrijetla
2Roland Fraissé (1920. - 2008.), francuski logiCar i matematicar
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Definicija 3.2.4. Za dvije o-strukture W i B reéi cemo da su elementarno ekvivalentne (u
oznaci N = B) ako za svaku o-recenicu ¢ vrijedi: N = ¢ ako i samo ako B E ¢.

Za N i B kaZemo da su q-elementarno ekvivalentne (u oznaci W =, B) ako za svaku
o-recenicu ¢ takvu da je qr(¢) < g vrijedi: N = ¢ ako i samo ako B | ¢.

Ehrenfeucht - Fraisséova igra se odvija na dvije o--strukture 2 i B, izmedu dva igraca,
koje ¢emo oznacavati kao I i II. Potez svakog od igraca se sastoji od:

e odabira jedne od struktura

e odabira jednog od elemenata u toj strukturi

Igrac I'igra prvi i nakon Sto odabere strukturu i element njenog nosaca, igra¢ II bira
element u suprotnoj strukturi. Igra duljine k na Wi B je igra u kojoj I 1 II svaki biraju
potez tocno k puta. Intuitivno, cilj Igraca I je pokazati da 2 i B nisu elementarno
ekvivalentne strukture, dok igra¢ II nastoji dokazati suprotno.

Neka su {ay, ..., a;} 1 {by, ..., by} skupovi koji sadrZzavaju elemente iz struktura 2 i B redom,
1 to takvi da je pojedini a;, odnosno b; izabran od strane nekog od igraca u i-tom potezu.
Naglasimo da se pritom ne mora nuzno raditi o razli¢itim elementima, tj. igra¢ I moze
ponoviti izbor elementa, ali mu to nije pametno jer ne doprinosi njegovoj pobjedi.

Definicija 3.2.5. Reci ¢emo da igrac Il pobjeduje u Ehrenfeucht - Fraisséovoj igri u k
poteza na strukturama N i ‘B ukoliko je sa {(a,, by), ..., (ax, by)} zadan parcijalni
izomorfizam izmedu N i B.

Reci ¢emo da igrac Il ima pobjednicku strategiju u Ehrenfeucht - Fraisséovoj igri na
strukturama W i B u k poteza ako na svaki potez igraca I moZe odgovoriti potezom koji
mu garantira pobjedu.

Dokaz sljedeceg teorema moze se naci u [

Teorem 3.2.6 (Ehrenfeucht). Neka je o signatura koja je sastoji od konacno mnogo
relacijskih simbola te neka su W i B o-strukture. Tada igrac Il ima pobjednicku strategiju
u Ehrenfeucht - Fraisséovoj igri u q poteza na Wi B ako i samo ako vrijedi A =, B.

Napomena 3.2.7. U jednom kljucnom koraku u dokazu Van Benthem - Rosenovog
teorema primijenit cemo Ehrenfeucht - Fraisséovu igru na Kripkeovim strukturama. Zato
¢emo sad eksplicitno raspisati sto su parcijalni izomorfizmi na takvim strukturama.

Neka su (ay, ...,a,) i (by, ..., b,) uredene g-torke elemenata iz = (W,R,V) i

M = (W',R',V’). Da bi preslikavanje Q : {ay, ...,a,} — {b1, ..., by} zadano sa

{(ai,b1), ..., (a4, by)} bilo parcijalni izomorfizam izmedu M i M, moraju vrijediti sljedeca
dva uwvjeta:
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e qa; i b moraju zadovoljavati iste propozicionalne varijable za svakii =1, ...q

2

e za svake (i, j) € {1, ..., q}" mora vrijediti

a;Ra; ako i samo ako b;R'D;

Primjer 3.2.8. U napomeni 2.4.8. smo naveli primjer Kripkeove strukture I, pri Cemu je
W = {w}, a R = {(w,w)} (jednoclana refleksivna struktura) te smo pokazali da je M,
beskonacna struktura. Prema propoziciji 2.4.9. imamo da su tockovne Kripkeove
strukture (M, w) i M, w) bisimulirane. No, M i N, nisu elementarno ekvivalentne.
Naime, pobjednicki potez igraca I je izbor elementa w u strukturi 9. Taj element je u
relaciji sa samim sobom, a takav ne postoji u ;. Prema tome, ove dvije strukture se ne
podudaraju ni na recenicama jezika L,(®) kvantifikacijskog ranga 1. Primjeri takvih
recenica su YxRxx i AxRxx. Obje su istinite na M, a laine na N,

3.3 Lokalnost

Lokalnost neke formule nekog jezika kojim opisujemo neku relacijsku strukturu
intuitivno nam govori da istinitost dane formule na toj strukturi ovisi isklju¢ivo o
elementima nosaca koji se nalaze u nekoj vrsti okoline onog elementa nosaca u kojem
provjeravamo istinitost dane formule.

Kod Kripkeovih struktura Mt smo (u odjeljku 2.4.) definirali /-okoline pojedinih svjetova
w, koje smo ozna&avali sa U'(w), dok smo inducirane podstrukture oznacavali sa

M | U'(w). Jedno od bitnih svojstava modalnih formula je upravo njihova lokalnost. To
¢emo sad prvo strogo definirati, a onda i dokazati.

Definicija 3.3.1. Za modalnu formulu ¢ reci cemo da je l-lokalna ako za svaku tockovnu
Kripkeovu strukturu (M, w) vrijedi:

M, w Ik ¢ ako i samo ako M | Uw),w I @

Propozicija 3.3.2. Svaka modalna formula ¢ takva da je deg(y) < [ je l-lokalna.

Dokaz. 1z dokaza prve tvrdnje leme 2.4.6. znamo da vrijedi M, w <; M | U'(w), w. Sada
iz propozicije 2.2.6. imamo (M, w) Eﬁm (M | Ul(w),w), odnosno M, w I ¢ ako i samo
ako M | Ulw),w IF ¢ o

Sto se tice formula logike prvog reda, postoje i istraZeni su razni tipovi lokalnosti, poput
Gaifmanove ili Hanfove. Nama je ovdje, za dokaz Van Benthem - Rosenovog teorema,
dovoljan jednostavan koncept /-lokalnosti na Kripkeovim strukturama formula a(x) jezika
L (®) u jednoj slobodnoj varijabli. O tome nam govori sljedeca definicija.
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Definicija 3.3.3. Formula a(x) jezika Lé((D) je l-lokalna ako za svaku tockovnu
Kripkeovu strukturu (I, w) vrijedi:

M E a[w] ako i samo ako M T U'(w) | a[w]

34



Poglavlje 4

Dokaz Van Benthem - Rosenovog
teorema

U prethodnim smo poglavljima definirali sve potrebne pojmove i naveli (ili dokazali) sve
potrebne tvrdnje koje nam trebaju za dokaz sljedeceg teorema.

Teorem 4.0.1 (Van Benthem - Rosen). Nad skupom svih konacnih Kripkeovih struktura
za svaku formulu a(x) jezika Lé((l)) takvu da je gr(a) = q ekvivalentno je:

(a) a(x) je invarijantna na bisimulacije.

(b) Za a(x) postoji modalna formula ¥ takva da je a(x) = ST (Y), pri Cemu je
deg(y) =1, gdje jel =29 — 1.

Teorem 4.0.1. dokazujemo pomocu sljedecih triju lema.

Lema 4.0.2. Svaka formula o(x) jezika L} (®) koja je invarijantna na bisimulacije je i
l-lokalna za | = 29 — 1, pri cemu je g = qr(a(x)).

Dokaz. Pretpostavimo da je a(x) invarijantna na bisimulacije te neka je ¢ = gr(a).
Stavimo [/ = 29 — 1. Da bismo pokazali da je a(x) [-lokalna, uzet ¢emo proizvoljnu
tockovnu Kripkeovu strukturu (0t, w) 1 pokazati da vrijedi:

M E a[w] ako i samo ako M | U'(w) E a[w].

Kako je a(x) invarijantna na bisimulacije, moZemo bez smanjenja opéenitosti pretpostaviti
da je (M | U!'(w), w) stablo visine /. Naime, strukturu (9%, w) moZemo zamijeniti njenim
parcijalnim stablastim razmatanjem koje je /-lokalno stablasta struktura, a ¢iju smo
kontrukciju opisali u 3. tvrdnji leme 2.4.9. Takva struktura (oznagimo je s (D, w)) je
bisimulirana sa (91, w) te zbog invarijantnosti na bisimulacije formule a(x) vrijedi:

M k= a[w] ako i samo ako M E a[w].

35
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Sada (po lemi 2.4.6.,1. tvrdnja) imamo da M, w <; M, w povladi
M1 U w), w = M U ow), w,

Sada samo trebamo primijetiti da svaka bisimulacijska igra na strukturama
(M | Ulw), w) i ' 1 U(w), w) u kojoj su oznake ® na poletku postavljene na w
zavrSava u najvise / poteza. Prema tome, vrijedi

M U (w),w= MU' (w),w,

a struktura (M 1 Ul(w), w) je po konstrukciji stablasta.

Ako za neke tockovne Kripkeove strukture (D', w’) 1 (M, w”’) takve da vrijedi

M,w < MwiM’,w’ <M Uw),w pokazemo M, w’ =, M”, w”, onda smo gotovi,
jer tada imamo sljedeci niz ekvivalencija:

o Nt | a[w] ako i samo ako M’ = a[w’] (zbog bisimuliranosti i invarijantnosti @(x) na
bisimulacije)

e I E a[w'] ako 1 samo ako M” | a[w”] (zbog =, ekvivalencije)

e M” | a[w”] ako i samo ako M | U'(w) E a[w] (zbog bisimuliranosti i
invarijantnosti a(x) na bisimulacije)

Za strukture (O, w’) i (MM, w”) koje ée biti bisimulirane s (M, w) i (M [ Ul(w), w)
odabrat ¢emo one koje se sastoje od dovoljno mnogo izomorfnih kopija od (M, w) 1
(M | U'(w),w). Obje strukture ée imati g izomorfnih kopija od (9, w) i od
(M | U'(w),w), ali ée se razlikovati samo po jednoj komponenti (u kojoj ée se nalaziti w’,
odnosno w’’). Spomenute strukture su prikazane na slici 4.1., s istaknutim elementima
nosaca oznacenim sa . Otvoreni konusi predstavljaju kopije od (9, w), a zatvoreni kopije
od M I U'(w), w). Prema propoziciji 1.2.7., struktura na lijevoj strani je bisimulirana sa
(M, w), a struktura na desnoj je bisimulirana s (M | U'(w), w). Za dokazati nihovu
g-ekvivalenciju dovoljno je, dakle, pronaci strategiju za igraca II u igri na tim strukturama
u g poteza. Sa e oznacavamo elemente na pojedinoj od struktura s kojima pocinjemo igru.
Nadalje, uvodimo pojam kriti¢ne udaljenosti d"ﬂ Cija je vrijednost za m-ti par poteza
jednaka

dm — 2(1—m

Na pocetku igre imamo d; = 297! = [1/2] te se kriti¢na udaljenost smanjuje svakim
sljedecim potezom za faktor 1/2. Upravo ta kriti€na udaljenost modelira potez igraca Il u
odnosu na potez koji povuce igrac I, tj. igrac II Ce igrati na sljedeci nacin:

'Udaljenost medu elementima u Kripkeovoj strukturi definiramo kao najmanju duljinu puta u smislu
definicije 2.4.1.
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VgV v

q kU'F'l]-l q kopija q kopija q kopija

Slika 4.1: strukture (M, w’) 1 (M, w")

e ako igra¢ I odabere element izvan kriticne udaljenosti, tada igrac II bira isti element
u nekoj od struktura izomorfnih M ili M | U' koji jo§ nije odabran (posto imamo g
kopija obiju struktura, takav ¢e sigurno uvijek postojati)

e ako igrac I odabere element unutar kriticne udaljenosti, tada igra¢ II djeluje po
lokalnom kontekstu

Ideja lokalnog konteksta je sljedeca: za elemente odabrane tijekom igre zamiSljamo da
pripadaju disjunktnim skupovima A;. Na pocetku igre imamo jedan takav skup A, koji se
sastoji od elemenata oznacCenih sa e.

Element kojeg neki od igraca odabere u m-tom potezu ¢e upasti u jedan od postojecih
skupova ako je najvise d,, udaljen od nekog njegovog elementa.

Svi elementi medusobno razlicitih skupova A; su nakon m-tog poteza drugog igraca
udaljeni za viSe od d,,,.

Strategija za igraca II Ce biti takva da nakon njegovog m-tog poteza vrijedi:

e svaki skup A; i njemu pripadni skup A; u suprotnoj strukturi povezani su
parcijalnim izomorfizmom #; koji se proSiruje na sve elemente koji su najvise d,,
Udaljeni od A,‘ lAj = h,(A,)

Dakle, ako u m-tom potezu igrac I odabere element Cija je udaljenost od prethodno
odabranih elemenata veca od d,,, tada je definiran novi skup A;. Igra¢ II mora u suprotnoj
strukturi u€initi istu stvar.

Ako igra¢ I odabere element koji se nalazi u nekom od skupova A;, tada igra¢ II prvo
pripadnim izomorfizmom #; na A; odredi odgovarajuci element u suprotnoj strukturi te ga
zatim ubacuje u pripadni skup £;(A;).

Lako se vidi da ovakva strategija igraca II Cuva gore navedenu invarijantu nakon svakog
m-tog poteza.

Oznacimo s K skup svih k € N za koje je h; definirano nakon g poteza igre. Tada
parcijalni izomorfizmi {4, | kK € K} daju igracu II pobjedu.
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Lema 4.0.3. Svaka I-lokalna formula a(x) jezika L}, (®) koja je invarijantna na
bisimulacije ujedno je i invarijantna na l-bisimulacije, preciznije: ako za neke dvije
tockovne Kripkeove strukture (I, w) i (W', w’) vrijedi M, w <; M, w’ tada vrijedi:

M E a[w] ako i samo ako M | a[w'].

Dokaz. Neka je a(x) formula koja je /-lokalna i invarijantna na bisimulacije.
Pretpostavimo da vrijedi M, w <; ', w’ 1 M | a[w]. Trebamo pokazati da tada vrijedi 1
I | a[w’]. Bez smanjenja opcenitosti pretpostavimo da su (I, w) 1 (N, w’) I-lokalno
stablaste strukture (u suprotnom, promatramo strukture (sm:;l, w)i (EUI;:;’, w’)).

Zbog I-lokalnosti imamo M | a[w] ako i samo ako M | U'(w) E a[w]. Sada imamo

M, w <, M, w ako i samo ako (lema 2.4.6., tvrdnja 1.) M | Ul(w),w <, M | U'W'), w’
ako i samo ako (lema 2.4.6., tvrdnja 2.) M | Ul(w),w € M’ | U'w'),w'.

Dakle, M | U'(w) E a[w] ako i samo ako M’ | U'(w’) E a[w'], iz Cega, zbog [-lokalnosti,
zakljuCujemo M’ = a[w']. O

Lema 4.0.4. Za svaku formulu a(x) jezika L} (®) koja je invarijantna na l-bisimulacije
postoji modalna formula ¥ (deg(y) < l) takva da je a(x) = ST, ()

Dokaz. Prema 2. tvrdnji korolara 2.3.3., svaka klasa ekvivalencije od <, definabilna je
modalnom formulom. Oznacimo s y; gy, modalnu formulu koja definira klasu
ekvivalencije od <; u kojoj se nalazi (Mt, w). Sada (iz propozicije 3.1.5.) slijedi da je

@)= ST \/ xim)

MEa(x)
Gornja disjunkcija je konacna zbog 1. tvrdnje korolara 2.3.3.. O

Dokaz teorema 4.0.1. Pretpostavimo da je formula a(x) invarijantna na bisimulacije. Ona
je tada po lemi 4.0.2. i [-lokalna za [ = 29 — 1, pri ¢emu je g = gr(a). Po lemi 4.0.3. sada
imamo da je a(x) invarijantna i na /-bisimulaciju te je konacno (po lemi 4.0.4.)

ekvivalentna standardnoj translaciji modalne formule i, ¢iji je stupanj manji ili jednak /.
Obrat slijedi iz propozicije 3.1.5. O
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Sazetak

U ovom radu smo ustanovili koja je veza izmedu modalne logike i logike prvog reda.
Nakon §to smo definirali osnovni modalni jezik i Kripkeovu semantiku, u prvom smo
poglavlju definirali bisimulaciju, koja se pokazala kao klju¢an koncept u modalnoj logici.
Kljucna stvar u drugom poglavlju je uvodenje bisimulacijskih igara kao jednog nacina
karakteriziranja bisimuliranosti u smislu teorije igara. Kasnije proucavanje stablastih
struktura i /-okolina na Kripkeovim strukturama nam je pomoglo kod uvodenja koncepta
[-lokalnosti.

U treem poglavlju smo definirali standardnu translaciju, koja nam je omogudila
promatranje modalne logike kao fragmenta logike prvog reda. U proucavanje Ehrenfeucht
- Fraisséovih igara se nismo dublje upustili, nego smo definirali i iskazali ono §to nam je
potrebno za dokaz Van Benthem - Rosenovog teorema. Takoder smo definirali i vrlo
jednostavan koncept /-lokalnosti na Kripkeovim strukturama.

Vrlo je vazno naglasiti da dokaz Van Benthemo - Rosenovog teorema kojeg smo iznijeli u
cetvrtom poglavlju funkcionira i na kona¢nim i na op¢enitim Kripkeovim strukturama.



Summary

In this paper we established connection between modal logic and first order logic.

In first chapter, after defining basic modal language and Kripke semantics, we introduced
the notion of bisimulation, which happens to be the key concept in modal logic.

Crucial thing in second chapter was introduction of bisimulation games as one way to
characterize bisimilarity in game theoretic way. Latter investigation of tree structures and
[-neighbourhoods on Kripke structures helped us to introduce notion of /-locality.
Introduction of standard translation made possible for us to look at modal logic as a
fragment of first order logic. We didn’t take deeper look at Ehrenfeucht - Fraissé games,
having defined and stated only what we needed to prove Van Benthem - Rosen theorem.
We also defined basic concept of /-locality of Kripke structures.

It is important to emphasize that proof of Van Benthem - Rosen theorem that we presented
in final chapter is good in both finite and general case of Kripke structures.
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