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Uvod

Jasnije proucavanje ploha konstantne negativne zakrivljenosti vodi nas u godinu 1838. Te
godine Minding je objavio veoma vaZan rezultat vezan za ovu vrstu ploha, a to je teorem
koji kaze da su te plohe izometri¢ne, tj. tocke na dvije takve plohe mogu se postaviti u 1-1
korespondenciju tako da metrika bude sacuvana. Beltrami je kasnije takve plohe nazvao
pseudosfernim plohama.

Bour je 1862. godine prvi postavio ono §to danas nazivamo sinus-Gordonovom jed-
nadzbom. 1879. godine Bianchi u svojoj docentskoj obrani predstavlja, u matematickom
smislu, geometrijsku konstrukciju pseudosfernih ploha. Ovaj rezultat je proSirio Biacklund
1883. godine koji ukljucuje klju€ni parametar koji dozvoljava iterativnu konstrukciju tak-
vih pseudosfernih ploha, a 1885. Bianchi naknadno pokazuje da je Backlundova transfor-
macija povezana s elegantnom invarijantom sinus-Gordonove jednadZbe. Ta invarijantna
je postala poznata kao Backlundova transformacija sinus-Gordonove jednadzbe.

Bécklundova transformacija ima vaznu primjenu u teoriji solitona. Sve solitonske jed-
nadZbe imaju to svojstvo invarijantnosti na Backlundove transformacije.

U ovom radu ¢emo proucavati Bicklundovu transformaciju, njeno geometrijsko podri-
jetlo i primjenu u modernoj teoriji solitona.

U prvom poglavlju pseudosferne plohe éemo promatrati u kontekstu hiperbolickih ploha.
Korisit éemo Gauss-Weingartenove jednadzbe i svojstva hiperbolickih ploha kako bi izveli
sinus-Gordonovu jednadzZbu.

U drugom poglavlju pokazat cemo da postoji nova pseudosferna ploha izometri¢na s
pocetnom plohom i izvest ¢emo formulu za Bécklundovu transformaciju koja povezuje
dvije pseudoferne plohe.

U tre¢em poglavlju "u¢i éemo’ malo u primjenu Bicklundove transformacije u teoriji
solitona.



Poglavlje 1

Gauss-Weingartenove jednadzbe za
hiperbolicke plohe

Neka je x = x(u,v) polozajni vektor proizvoljnje tocke P plohe S u prostoru R® (x jo$
nazivamo parametrizacijom, kartom okoline to¢ke P). Tada su x,, i X, tangencijalni vektori

plohe S u tocki P i vrijedi
X, X X,

(1.1)

n=———,
lIx. X x|
gdje je n jedini¢ni vektor normale plohe §. Prva i druga fundamentalna forma plohe S
dane su s
I=dx-dx=Edu’ +2F dudv +Gdi,

1.2
II = —dx-dn=Ldu*+2Mdudv + N dV?, (1.2

gdje su
E=x,-x,, F=x%x,%, G=x,-X,
L=-x,-n,=xXy-n N=-X-n=X,n, (1.3)
M=-Xx,-n,=-X,-n, =X, *H.

Sestorka {E, F, G; L, M, N} odreduje poloZaj plohe u prostoru. Gaussove jednadzbe pove-
zane s plohom § su

X = F}lxu + Fflxv + Ln,

X,y =[x, +T1x, + Mn, (1.4)

X,y = I,X, +T5,X, + N n,
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a Weingartenove

_ MF-LG LF -ME

nM Xu + XV’
W2 w2 L5)
NF - MG MF - NE (1.
n, = X, + Xy,
w2 &
gdje je W? = |Ix, X x,|I* = EG — F2.
Izraze T, za koje vrijedi
1 _ GE,~2FF, + FE,
, 2EF,-EE,-FE,
I = ’
2W?
1 _ GE, - FG,
12 2 ’
2w (1.6)
o _ EG, - FE,
12 w2
[ _ 2GF, -GG, - FG,
2 2W? ’
2 - EG,-2FF, + FG,
2 2W?2 ’

nazivamo Christofellovim simbolima 2. vrste.

Uvjeti uskladenosti (x,,), = (Xu»), 1 Xuw), = (X,y),, prosireni Gaussovim Velicanstvenim
teoremom (Theorema egregium) 1 primjenjeni na linearni Gaussov sustav, daju nelinearni
Mainardi-Codazzijev sustav

L M L M N
(—) - (—) +—T%,-2—T% + —I? =0,
wih \Wh, W W W (1.7)
N M L M N '
().~ (&), 72T o =0
ili, ekvivalentno tome,
L,— M, =LI}, + M(T}, -T},) - NIT,, 08
M, - N, = LT}, + M (T3, - T},) - NT},,
Iz tog teorema proizlazi i izraz za Gaussovu (totalnu) zakrivljenost
LN — M?
= (1.9)

" EG - F?’



POGLAVLIJE 1. GAUSS-WEINGARTENOVE JEDNADZBE 4

ili, u Louville-ovu prikazu,

k=gl - GE)) (110

U fizickom smislu, Velicanstveni teorem podrazumijeva da je totalna zakrivljenost plohe S
invarijantna pod savijanjem bez rastezanja.

U nastavku ¢emo navesti propozicije vazne za daljnji rad.

Propozicija 1.0.1. Za tocku P € S kaZemo da je hiperbolicka ako je totalna zakrivljenost
u toj tocki negativna.

Odavde slijedi da za plohu ¢ija je totalna zakrivljenost negativna za sve tocke P € S kazemo
da je hiperbolicka ploha.

Propozicija 1.0.2. U hiperbolickoj tocki plohe postoje tocno dva asimptotska smjera.
Ta dva smjera Cine asimptotsku mreZu plohe.

Propozicija 1.0.3. Parametarska mreza plohe se podudara s asimptotskom mreZom ako i
samo ako vrijedi L = N = 0.

Ako je totalna zakrivljenost plohe S negativna, Sto znaci da je S hiperboli¢ka ploha,
onda se asimptotska mreza plohe podudara s parametarskom mrezom i vrijedi L = N = 0.
Tada se Mainardi-Codazzijeve jednadzbe (|1.7)) skrate u

M M M M
(—) ) ey (—) for, 2 o, (1.11)
W w Wy w
odnosno jednadzbe (I.8)) u
-M,=M(T2%, -T),
( 12 11) (1.12)
M, =M(I3,-T},).
Totalna zakrivljenost se reducira na
M? 1
K = ) =: - (113)
w p

Pokazimo da je (I.T1) & (1.12).



POGLAVLIJE 1. GAUSS-WEINGARTENOVE JEDNADZBE 5

Dokaz. Krenimo od

M M
(W) $AL =0 M, =M(Th-T), (1.14)
Imamo
(M) MW - MW,
W w2
Pribrojimo li lijevoj i desnoj strani jednadzbe 2I'7, & i 1 potom ih pomnoZimo s W, dobivamo

W,
M- M7+ 2MT7, =0

W,
& -M, = M(zr%2 -~ —).

Iz dobivene jednadzbe i (T.12) vidimo da treba vrijediti 3¢ = I'2, + I'} . Provjerimo.
W, 1 1
— = DWW, = — (W?
W 2w 2w (V).

Nadalje, imamo
(Wz)u = (EG - Fz)u - E,G + EG, - 2FF,,

IL,+T), = 2W2 (EG,- FE, +GE, - 2FF, + FE,)
1 2
T ow? (7).
time smo pokazali da vrijedi % = I'?, + T'! |, odnosno dokazali tvrdnju (T.14).
Analogno pokazemo
M M
(W)V #ALT =0 M= M(Th-Th), (1.15)
]
Za kut w izmedu parametarskih krivulja vrijedi
X, X, F F
cosSw = = = ,
Ixdllxoll - (x2x2  VEG
F* EG-F* W?
=1- == = (1.16)
sin” w cos” w foe G foe
W

= sinw = ——

VEG
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Buduéidasu E,G > 0 (E = x2,G = x%), bez smanjenja opéenitosti moZemo uzeti
E =p*d*>, G =p’b’. (1.17)
S obzirom na (I.16) i (1.17)), za F, W i M dobivamo
F=VEGcosw = \//mcosw = p? ab cos w,
W = VEGsinw = Wsinw:pzabsinw. (1.18)
M = w2 _ p* @®b? sin” w

> T:pZaszsinzw = M =pabsinw.

Tada se prva i druga fundamentalnu forma reduciraju u

I=p’ (a2 du* + 2abcos wdudv + b* dvz) ,

(1.19)
IT =2pabsinwdudv.

Pogledajmo kako sada izgledaju Mainardi-Codazzijeve jednadzbe. Krenimo od prve jed-
nadzbe u (I.T1):

M M
(—) ; 2r%2( ) - 0.
W W

o e e . . 2
Prisjetimo se da smo definirali %
M

W= %, 1 to uvrstimo, pa imamo:

#, pa bez smanjenja opcéenitosti moZzemo napisati

1 1
(—) +2-T}, =0
Pl P

Pu 1 2
& —-=+2-I',=0 /-p
pz 0 12

&  —p,+20l7, =0. (1.20)
2, izraGunamo:

= Swe [PZ a (pru b* +2p°b bu)] —p*ab cosw (prv a+20%a av)
1

B 2p*a? b2 sin” w 120° @ blpub+pby—coswlp,atpa)
1
= ———|pub+pb,—cosw(p,a+pa,)].
pbsin” w
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Analogno, za drugu Mainardi-Codazzijevu jednadzbu iz (I.TT)) vrijedi:

M M
() ()
W/ w

1 1
& (—) +2-T}, =0

p p
o —%Jrzérg =0 /-p
&  —p,+2p0}, =0, (1.21)
gdje je
I - GE, - FG,
2W?2

= ZLVVZ [PZ b?* (prv az + 2,0261 av)] _ p2 ab cosw (2ppu b+ 2p2 bbu)
1
) 2p% a? b? sin w
1

= ————I[pya+pa,—cosw(p,b+pb,)].
pasin”w

20%ab? [pya+pa, —cosw(p, b+ pb,)]

Napokon, dobivamo:

2
—pu+ ———lpub+pb, —cosw(p,a+pa,)] =0, (1.22a)
bsin” w
2
—py+ ——— [pva+pa, —cosw(p,b+pb,)] =0. (1.22b)
asin” w
Iz prve jednakosti imamo
2cos w 2cos w 2 bsin® w
a, = —————p,a+ Db+pbl—-p. |-
b sin® a)p b sin® wp bsin® w lp pbul=p 2pcosw
- bsin>w 2cosw N bsin® w 2 [oub + pb,] bsin® w
a, = — va u ul = Pu~y—
20 cos w b sin® wp 2pcos w bsin® w P P 2p cos w
) 1 b sin®
S av:&a+ [o.b+pb,]| - @

p p COS W 'O”2pc0sw'
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To uvrstimo u (1.22b)) te dobijemo

2 2 cosw
—pyt ) Pva— ) (pub+pb”)
asin® w asin® w
2p -0y 1 bsin® w
+ ) a+ (pub+pbu)_pu2
asm-w| P P COS w 0 COS W
2 2cosw 20,
4 _pv+ ) Pv — ) (pub+pbu)_ . D
sin” w asin” w sin” w
2
+ —————(oub+pb) - p,
acos w sin” w acos w
2 2cos w b
< _pv+(pub+pbu) . 2 - ) )_ u =0
acoswsmm - w asmn- w acos w
2 —2cos’w b
&  —p,+(ub+pb,) —— —Pu =0
acos w sin” w acos w
2sin’ w b
S _pv+(pub+pbu) ~ 5~ Pu =0
acos w sin” w acos w
1
o —p,+pub —pub +pb, =0
acos w acos w acos w
cos
&  —p,+pub +pb, = /-a @
acos w acos w 2p
acos w b
S —p, w— +b,=0
1p, 1p,
s b, —p—b——p—acosw:O
2p 2p
Analogno, iz jednakosti (1.22b)) imamo:
2cosw 2cosw 2 asin’ w
b,=—p, b+ at+pa,|-p, | ——
asin’ wp asin’ wp asin2w[p pal=p 2pcosw
= b asin’w 2cosw +asinzw 2 [pva + | asin’® w
u = - u va ay| —pPyz7—"
20 cos W g sin® wp 20COS W gsin’ w p P 2p cos w
" 1 asin® w
> b=2b+ lova+pa]-p,

0 0 COS W 2pcosw’

=0
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Sto uvrStavamo u (1.224):

N 2 2cosw(p . )
— Fu ub—————\pa ay
p bsin® w bsin* w P
2 “Fu in’
T Pup + (ova+pay)—p, | =0
bsinw| p pCOSw 2p cos w
2 cos w 20,
S Pyt P — 5 (pva+tpa)- P;
sin” w bsin” w sin” w
2 a
+———— (pva+pa)—py =0
b cos w sin” w bcosw
2 2cosw a
o —p,+,a+pa,) - -0y =0
put o P bcos wsin® w bsinzw) Phcosw
- tovatpa) 2 —2cos’w a
“Fu Va av - v =
p P b cos wsin® w pbcosw
2 sin’
< —Pu +(,Dva+pa,,) - .wz —Pv 2 =0
bcos wsin” w bcos w
= + 2 ! + 2 0
~LPu va —pva a, =
Putp bcosw p bcosw P bcosw
N N N 0 J bcosw
“Fu va ay = .
Pusp bcosw bcos w 2p
IR bcosw+ a N 0
—Pu v Ty =
p 2p p 20
1p, 1p.
S av+—’ia——p—bcosw:0
2p 2p
Dakle, ovo su Mainardi-Codazzijeve jednadzbe u novom zapisu:
lp, 1p,
a, Ep—a——p—bcosw:O,
15 15 (1.23)
b, +——b--"acosw=0.
2p 2p
Za totalnu zakrivljenost (I.10) dobivamo
1({p.b . l{pva . .
Wy + = p——sma) + = p—c—lsmw —absinw =0 (1.24)
2\pa . 2\pb )
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Postavimo sada uvjet da je totalna zakrivljenost K = —1/p* < 0 konstantna; tada S
nazivamo pseudosfernom plohom. Iz Mainardi-Codazzijevih jednadzbi (1.224) i (1.22b)
tada proizlazi a = a (u), b = b(v). Ako je S parametrizirana duljinom luka na asimptotskoj
mreZi (tako da odgovara transformaciji du — du = VE (u)du, dv — dv = VG (v) dv),
tada

1
E=G=1, F=cosw, W=sinw, M=-sinw, (1.25)
P

a prva i druga fundamentalna forma postaju

I=du*+2coswdudv+ b>dv,

2 1.26
IT = - sinwdudv. ( )
Je
Totalna zakrivljenost iz (I.24)) reducira se u poznatu sinus-Gordonovu jednadzbu
Wiy = — sin w. (1.27)
Je

Pogledajmo §to se dogada s Gauss-Weingartenovim jednadzbama (I.4) i (I.5) nakon
transformacije.

 GE,-2FF,+FE,  2EF,-EE, - FE,
- 22 * W2 o
p*b? (pzaz)u — 2p? ab cos w (p2 ab cos a))u + 2p? ab cos w (p2 az)v

= . D Xy
2p* a?b? sin” w

XMM XM

20% a? (p2 ab cos w) - p*a? (p2 az) — p*abcos w (p2 az)
+ - — - “X, = (transformiramo)
2p* a*b? sin” w
1), —2cosw(cosw), + Zcoscu(l)vX

2sin’ w !
2-1(cosw), —1(1),cosw (1),
+ X

. %
2sin’ w

W, Sin w cos w w, Sin w
_ X, —

XV

sin® w sin w

=w,ctgwx, + w,—X,
1n w
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GE, - FG, EG, - FE,
X,y = X, +
2W? 2W?
p*b? (p2 az)v —p?abcosw (p2 bz)u
- 20* a2b? sin” w
p*a® (p2 bz) —p*abcosw (p2 az)
+ . — ~X, + pabsinw - n
2p* a’b? sin” w
1(1), - cosa)(l)uX N 1(1),—cosw (1),

u

X, +Mn

Xy

. |
= (transformiramo) = X, + —sinwn

2sin’ w 2 sin’ w

= —sinwn
Jol

2GF, - GG, - FG, EG,-2FF, + FG,
X,y = X, + X,
2W? 2W?
20% b? (p2 ab cos a))v - p? b? (p2 bz)L —p?abcosw (p2 b2)
— /) v Xu
2p* a?b? sin® w

p*a? <p2 bz)v — 2p? ab cos w (pz ab cos w)v + p? ab cos w (p2 bz)u

+

— X, = (transformiramo)
2p* a*b? sin” w

2(cosw), —1(1), - cosa)(l)vX N 1(1), —2cosw(cosw), +cosw (1),

. . v
2sin’ w 2sin’ w
2w, sin w 2w, cOS w Sin w

. XM .
2sin’ w 2sin’ w

1

u.
S w

Xy

= —-w X, + w,ctgwx,

_pabsinw - p* abcoswX pabsinw - p* a®
! (% ab sin w)* ! (% ab sin w)*

Lsinwcosw Lsinw
_p p

X, = (transformiramo)

sin® w

1 1 1

= —ctgwx, — —— X,
P £ SIn w
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_ —pabsinw - p*b* . pabsinw - p* ab cos w

X, = (transformiramo)

y =

Xu
(02 ab sin w)® (02 ab sin w)®

—Lsinw
/)

ll) sin w cos w

sin

1

o sinw

XV
sin” w

1

X, + —CctgwX,

o

Dakle, Gaussove jednadzbe reduciraju se u

a Weingartenove

1
Xy = Wy Ctg WX, — W, — Xy,
S1in w

X, = —Nsinw,
o,

1
Xy = —Wy— X, + w, ctgwx,,
s1n w
1 1
n, = —ctgwx, — — cosec wx,,
P
n, = ——cosecwx, + — ctg wx,.
Y Y

12

(1.28)

(1.29)

U 20. stoljeu se pokazalo da sinus-Gordonova jednadZba nalazi svoje primjene u
fizici. Tako, na primjer, Backlundova transformacija za ovu jednadzbu ima vaznu pri-
mjenu u teoriji Sirenja kristalnih dislokacija, teoriji napredovanja ultrakratkih optickih im-
pulsa, kretanju Blochovih ploha u magnetskim kristalima, unitarnoj teoriji elementarnih
Cestica 1 tako dalje. To je dobar motiv za pocetak proucavanja klasi¢ne Bicklundove tran-
sformacije za sinus-Gordonovu jednadzbu. Pokazat éemo da Béicklundova transformacija
odgovara spoju invarijantnih transformacija prema Bianchiju i Lie-u. Lie-eva simetrija
namece klju¢ni Biacklundov parametar u Bianchijevu transformaciju koji omogucuje stva-
ranje viSesolitonskih rjeSenja. O solitonima ¢emo nesto vise reci kasnije.



Poglavlje 2

Klasi¢cna Biacklundova transformacija za
sinus-Gordonovu jednadzbu

Temelj originalne Béacklundove transformacije za sinus-Gordonovu jednadzbu jest jednos-
tavna geometrijska konstrukcija pseudosferne plohe. Ako uzmemo tocku P na pocetnoj

plohi S i duZinu PP konstantne duljine, i tangenta u tocki P je konstruirana po zahtjevima
Bicklundove transformacije, kako ¢emo vidjeti kasnije, onda graf to¢aka P kad P ocrtava
plohu S jest druga pseudosferna ploha S s jednakom totalnom zakrivljeno$¢u kao S. Pro-
ces mozemo ponavljati kako bi generirali niz pseudosfernih ploha s jednakom totalnom
zakrivljenoScu pocetne plohe S.

Neka je S preudosferna ploha s totalnom zakrivljeno§éu K = —1/p” i neka je x =
X (u, v) proizvoljna karta, gdje u i v odgovaraju parametrizaciji duljinom luka duz asimp-
totskih krivulja. U ovoj parametrizaciji X, X, i n su jedini¢ni vektori, no X, i X, nisu
ortogonalni. Prema tome, zgodno je uvesti ortonormiranu trijadu {A, B, C}, za koju vrijedi

X, XX, X,XX,

A=x, C=n T )
sin w 2.1)
X, X X, 1
B=CXxA=nxx,=— XX, = —X, — Ctg wX,.
sin w sin w

Koriste¢i Gaussove (1.28)) i Weingertenove jednadzbe (I.29)) izraunajmo A,, B,, C,, A,,
B,1C,. Pocnimo s A,:

1
A, =Xy = w, CtlgwX, + w,——X,.
inw

Znamo da je x,, = A, ali joS ne znamo izraziti X, preko A, B ili C. ZapiSimo x, kao linearnu
kombinaciju vektora A i B:

13
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X, = @A + B
Pomnozimo li izraz (2.2)) skalarno s A, dobivamo:
AX, =a,
odnosno
X, X, = .

Izraz na lijevoj strani jednak je F' = cos w, odakle slijedi
@ = COs w.
Pomnozimo li (2.2)) skalarno s B, dobivamo:
B-x,=p
Lijeva strana je jednaka:
MXX,) X,=n-(X,Xx,)=n-Wn=Wn*>=W,

odakle slijedi f = W = sinw.
Dobili smo
X, = COSWA + sinw B.

Napokon,

1
A, = w,CtgwA — w,— (coswA + sinw B)
sin w

= w, CtgwA —w, ctgwA —w,B

= —w,B.

IzraCunajmo B, i C,.

1
Bu:( N Xv_CtngM)
S1in w

u

1 1

= Wy COSWX, — = Xy — [ ~Wy,——5— Xy + ClLg W Xy

sin” w s w sIn” w

. I .
= —w, Ctg w— (coswA +sinwB) — — C—sSInWn + w,——
S1 Simmw p SN~ w

) 1 1

=[-ctg?w+—F—|w,A-=-C
sin” w

14

(2.2)

A+w,ctgwB
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1 1 1 1 1
C,=n,=—-ctgwx, — —— X, = —CtgwA — — (coswA + sinw B)
Jo, P sin w 0 sin w
1
=——B
Jo,

Analogno, izraCunajmo ¢emu su jednaki i A,, B, 1 C,.

1 1

A, =X, =—sinwn=-sinwC
Jol
1 |
B, =|— X, — ctgwXx,
sin w ;
1 1
=Wy 5 COSWX, - —X,, — [~y X, + ctgwx,,
sin” w sSim w sIn” w
1 i 1 1
= -—wy—— cosw (CoOSwWA + sinw B) + — —W,— X, + w,ctgwx
sin” w sin w sin w
1 ctgw ) 1 1
+w,——A + w,— (coswA+s1na)B)+a)vTA——coswC
sIn w SN w sin” w P
= =——coswC
Jol
1 1 1 1 1 )
C,=n,=——cscwX, +—-ctgwx, = ——— A+ —ctgw(coswA + sinw B)
Y Y psSmw Y
1
=...=——S8inwA+ —-coswB
Y Y
Dobivene rezultate mozemo zapisati matricno:
A 0 -w, 0)(A
B| =|w, 0 I/p||B],
C o -1/ 0 J\C
" P ) (2.3)
A 0 0 (1/p)sinw (A
B| = 0 0 —(1/p)cosw .
C), —-(1/p)sinw (1/p)cosw 0 C

Ovaj linearni sustav je kompatibilan ako i samo ako w zadovoljava sinus-Gordonovu jed-
nadzbu.
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Novu pseudosfernu plohu S s kartom X zapisujemo u obliku
X=X+ LcospA + LsingB, (2.4)

gdjeje L = ||§ - X|| konstanta. Vazno je napomenuti da ne pomijeSamo ovu konstantu L i
L iz druge fundamentalne forme pocetne plohe.
PokaZzimo da zaista vrijedi L = ||§ - X||:

X—X=L(cospA +sinp B)

||§ — x|| = L\/(cosqﬁA +sing B)* = L\/A2 cos? ¢ + 2AB cos ¢ sin ¢ + B sin® ¢

:L\/cos2¢+sin2¢:L\/T:L.

Kut ¢ (u, v) je ogranien zahtjevom da na plohi S, kaoina S, koordinate u i v odgovaraju
parametrizaciji duz asimptotske mreZe, a nuZan uvjet za to je da S ima prvu fundamentalnu
formu oblika (1.24). Zbog toga mora vrijediti

X, X, =1, X,-x,=1. (2.5)

Prije nego smo u moguénosti primijeniti uvjete, vidimo da moramo najprije odrediti X, i
Xy.

X, =(X+Lcos¢pA+ LsingB),
=Xx,+L(—¢,sinpA +cospA,) + L(¢p,cos¢pB +singB,)

1
=A-Lp,singpA —qucos¢B+L¢ucos¢B+Lsin¢)(qu + - C)
p

=[1-L(¢, — w,)sin¢] A+L(¢u—wu)c0s¢B+§sin¢C

X, =(X+LcospA+ LsingB),
=X,+ L(—¢,sinpA+cospA,)+ L(p,cos¢pB+singB,)

L L
=coswA +sinwB - L¢,sinpA + —cos¢sinwC+ Lp,cospB— —singpcoswC
p p

= (cosw — L, sing) A + (sinw + L, cos ¢p) B + % sin(w — ¢)C
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Dakle, vrijedi

IzraCunajmo $to dobivamo iz uvjeta x,, - x, = 1.

1= - L(¢py — wy)sing)* + L (¢, — w,)* cos® ¢ + % sin® ¢

Uvest ¢emo supstituciju ¢, — w,, = t te pronaci rjeSenja t; 1 t, kvadratne jednadzbe

t2

1. ¢+1 o1 1
= —SIng = — sin - =
L L 0r L

Vratimo ¢, — w, = t 1 dobivamo

17
_ ) L .
X, =[1-L(¢,— w,)sinp]A+ L(¢p, — w,)cos¢pB+ —sing C
P (2.6)
I3 .
X, = (cosw — L¢, sin¢)A+(sinw+L¢vcos¢)B+/—)sin(w—qﬁ)C.
2
LZ
=1-2L($, — w,)sing + L? (¢, — w,)* sin® ¢ + L* ($, — w,)’ cos’ ¢ + = sin” ¢
Jo,
L2
= Lz(qﬁu—a)u)z—2L(¢u—w,,)sin¢+;sin2¢:0
, 2 ) I .,
= (¢u_wu) __(¢u_wu)51n¢+_281n ¢:0
L P
2 1
—thsin¢+;sin2¢:0.
112 . . 1 1
p2 25 zsm¢i2sm¢ E—p—z
12
—sing| 1+ ‘/1——2]
Je,
2.7

1) +1 1+ 4]/1 L in ¢
y=w,+—=11=x — — |sin ¢.
L 0?
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Iz uvjeta x, - x, = 1 imamo

L2
1 =(cosw—L¢, sinqb)2 + (sinw + L ¢, cos ¢)2 +— sin® (w — ®)
Jol

= cos> w — 2L ¢, cos wsin ¢ + L* ¢* sin® ¢

L2
+sin’* w + 2L ¢, sinwcos ¢ + L2 ¢f cos’ ¢ + — sin® (w — ¢)
P

= cos® w + sin® w + 2L (sin w cos ¢ — cos w sin ¢) + L* ¢3 (sin2 ¢ + cos’ </))
LZ

+ = sin’ (w - ¢) .x
I

2
= L2¢§+2L¢Vs,in(a)—¢)+/CL7 sin(w—¢) =0

Uvodimo supstituciju t = ¢, i traZimo rjeSenja kvadratne jednadzbe

L2
L* +2Ltsin(w - ¢) + — sin(w - ¢) = 0.
P

[ 2
tu:i —2L sin(w — ¢) + \/4L2 sinz(w—¢)—4% sinz(w—@‘

—L—zL‘( — @) £ 4 [4L? sin®( —)1—L—2

=3 sin(w — @) + sin” (w — ¢ e

_ ! | 2L si + 2L si 1 L

=52 sin(w — @) + sin (w — @) —E
I . B / L2

:—Zsm(w—(p)[1+ 1—;]

:%sin(¢—w)[l¢ 1—%}

¢v:%[1¢ wfl—g]sin(gb—w). (2.8)

Vratimo ¢, = t i dobivamo
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Ako uvedemo oznaku g takvu da vrijedi

-1
L? L L?
g=Plis J1-=|==l1s1-2Z| |
L J 3 p*
onda (2.7) i (2.8)) zapisujemo kao
oy = w, + A sin ¢,
p
b= o sin( - )
y = — sin (¢ — w).
Bp
Koriste¢i (2.10), izrazi iz (2.6]) postaju
L L L
X, = (1 — = sin’ ¢)A + —B sin¢ cos B + — sin ¢C,
p p P

X, = [cosa) - £ sin ¢ sin (¢ — a))]A
B

+

sinw + £ cos ¢ sin (¢ — a))]B - é sin (¢ — w)C.
PB p

19

(2.9)

(2.10)

(2.11)

Kako bismo izra¢unali prvu fungamentalnu formu plohe S, trebamo odrediti E, F i G.

Znamo: E=G=1(E=%X,-X,G =%,-X,), JoS moramo izraunati F.
F=X,X,
L ., L . .
=|1—-—Bsin"¢]|-|cosw— —sin¢gsin (¢ — w)
p B

L . [ L : ] L. L.
+ —Bsingcos¢ - [sinw+ —cosgsin(¢p — w)| — —sing - —sin(¢p — w)
p PB p p
2
:cosw—isin¢sin(¢—w)—%sin2¢cosw+%sin3¢sin(¢—w)
B p p

L 2 2
+ Lp sin ¢ cos ¢ sin w + —zsind)coszqﬁsin((p—w) — — sin¢gsin (¢ - w)
P P P

Kako je
L2 2

o sin ¢ cos® ¢ sin (¢ — w) = /%sinqﬁ(l — sin? ¢) sin (¢ — w)
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2 L2
= ;Sinfﬁsm(qﬁ—w)— ;sin3¢sin(¢—w),

to dobivamo

— L . . Lg ., LB . .
F =cosw— —sin¢gsin (¢ — w) — — sin” ¢ cos w + — sin ¢ cos ¢ sin w.
B P P
Vrijedi
. 2 Lg . . Lg . . .
———sin“ ¢ cos w + — sin @ cos ¢ sin w = ——— sin @ (sin ¢ cos w — €os ¢ sin W)
P P P
L
= ——ﬁsinqﬁsin(qb—w),
P
pa slijedi

F =cosw — £sin¢sin(¢—(u)— llBsinquin(qﬁ—a))
PB p

L . ) (1 )
=cosw — —singsin(p —w)|—= +S].
p B

Izracunajmo kolika je vrijednost izraza 1/8 + .

1

1
—+B==(1+p"
5tA=51+F]
1 2 | L
:Bl+%Pi21~7ﬂ—7}
p p
1 2 2 LZ 2 ]
S PR L S
B 2772 o0 12
1 JB
:BQ%li 1-=
Je
L 1 0? L?
:; — Zﬁ{li 1—[?]
1+ -=
+ L
2p
T L

Napokon, za F dobivamo

F =cosw—2singsin(¢ — w).
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ZapiSimo cos w kao cos (¢ — ¢ + w) = cos (¢ — (¢ — w)).

F = cos (¢ — (¢ — w)) — 2sin ¢ sin (¢ — w)
= cos ¢ cos (¢ — w) + sin @ sin (¢ — w) — 2 sin @ sin (¢ — w)
= cos ¢ cos (¢ — w) — sin g sin (¢ — w)
=cos (¢ + (¢ — w))
= cos (2¢ — w)

Sada kada imamo sve podatke, prvu fundamentalnu formu plohe S zapisujemo
I =du*+2cos(2p — w)dudv + dv°.

Normala 72 plohe S dana je s

_ X, XX, X, X X, L . L LB
n=r———=———=——singA+ —cos¢pB+|1 - —|C,
Xy X Xy w P P Y
a njene derivacije po u i v
L L 1 L
n, = —#f sin ¢ cos A + (#f cos® ¢ — —)B + — cos ¢C,
p p p p
L 1 L
ﬁv:[ 5 sin(w—2¢)+—(1——)sinwA
2p°B P 2pp
L 1 L L
+|55 cos(a)—2¢)+—(1——)cosw]B——zcos(w—¢)C.
2p°B p 2pB p

21

(2.12)

(2.13)

(2.14)

Pokazimo kako smo dosli do gornjih izraza. Podijelit ¢emo racun na dva dokaza, jedan za

nijedan zan, in,.

Dokaz. Izracunajmo X, X X,. Kako su A, B i C medusobno ortonormirani, to vrijedi

AXB=C, BxC=A, CxA=B.
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X, XX, = (1 - %sin2¢)(sinw+ £cosqﬁsin(rp—a))) C
p PB

+(1 - %sinzqﬁ)-ésin((p—w)B
p p

—L—ﬁsimpcosqﬁ-(cosw—isinfﬁsin(gb—w))C—%singbcoscﬁ-ésin@—w)A
P B p p

L . ( L . )
+ —sin¢g - |cosw — —singsin(¢p —w)| B

p PB

L . . L .

— —sm¢~(s1na)+ —cosgbsm(qﬁ—w))A

P PB
2 L 2

= [——2 sin¢ cos ¢ sin(¢p — w) — — sing sinw — Tsinqﬁcosqﬁsin((f)—w)] A
P P p°B

L L? L L?
—sin (¢ — w) — —;Bsin2¢sin(¢—w)+ —sin¢ cos w — Tsinqusin(qb—w)] B
p p p p°B
L L L
sinw + — cos ¢ sin (¢ — w) — #Bsinzrpsinw— #Bsinqﬁcosgbcosw] C
PB P p

+

+

IzraCunajmo izraz u zagradi koja stoji uz A.

L? 1 L
—— singcosgsin(p — w) - (ﬁ+ —) — —sin¢ sinw
P Bl p
= {znamo: ,8+% = Zf} = —f—; sin ¢ [2 cos ¢ sin (¢ — w) + sin w]

= {zamjena: sinw = sin¢cos (¢ — w) — cos ¢ sin (¢ — w)}

= _5 sin ¢ [cos ¢ sin (¢ — w) + sin ¢ cos (¢ — w)]

= L sin ¢ sin (2¢ — w)
P
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Analogno, izratunajmo izraz uz B.
L . L., . 1\ L .
—sin(¢ —w) — —sin" ¢sin(¢p —w) - B+ 5| + —singcosw
P P Bl p

= {znamo: B+ ! = 2%)} {zamjena: cosw = cos¢@cos (¢ — w) + sin ¢ sin (¢ — w)}

B
= Ij [sin (¢ — w) — sin® ¢ sin (¢ — w) + sin ¢ cos ¢ cos (¢ — w)]

L
=..=—Ccos¢[cos¢sing —w + sin @ cos (¢ — w)]
0
L .
= —cos¢sin(2¢ — w)
P
IzraCunajmo izraz uz C.

Lp

) L . L Lg .
sinw + — cos ¢ sin (¢ — w) — — sin” @ sin w — — sin @ cos ¢ cos W
B P P
. L . Lg . . .
:smw+7300s¢s1n(¢—w)——s1n¢(sm¢sma)+cos¢cosa))
p p

=sinw + £cos¢sin(¢ -w) — b sin ¢ cos (¢ — w)
PB P
= {zamjena: sinw = sin¢cos (¢ — w) — cos P sin (¢ — w)}

L L
= sin¢cos (¢ — w) - (1 — #8) + cos ¢ sin (¢ — w) - (_ — 1)
P PP
Odredimo ¢emu su jednaki izrazi 1 — LB/p 1 L/pB — 1:
2 2
1_%_bp_1_5]¢1 L

2 2

2
——1_1+,/1———1_+,/1—L—

Vidimo da oba izraza daju istu vrijednost, pa moZemo odabrati bilo koji od njih i nastaviti
gdje smo bili stali.

= (1 - %)(singbcos(gb—w) +cos ¢ sin (¢ — w)) = (1 - %{) sin (2¢ — w)

Dakle, dobili smo

iuxiv:sin(2¢—w)[—£sin¢-A+écos¢~B+(l—%~C)].
Y Y Y
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Kako bismo odredili 7 moramo jo§ izratunati vrijednost W.
W= Vﬁ—fz = /1 — cos? (2¢ — w) = sin 2¢ — w)
Sada je o¢igledno da (2.13) vrijedi.
U redu, sada pokazimo da vrijedi (2.14).
Dokaz.

_ L _ L , LB
n,=—-——(p,cosp-A+sing-A,)+—(—¢,sing-B+cos¢p-B,)+|1-—|C,
P P P
. L L ) L .
= {koristimo 2.3)} = ——¢,cos¢p-A + —w,sin¢g - B— —¢,sin¢ - B

P Y Y
1 LB

L 1
+—cos¢(wu-A+—-C)——(l——)-B
p p p p

= —]jcos¢-A[¢u—wu]+B

L . 1
__Sln¢(¢u_wu)__+_2
p PP

L
+—cos¢p-C
P

B

L 1 L
—sing + B ﬁsin2¢——+ A
p

L
= {koristimo (2.10)} = ——cos¢ - A - —— —
P p* p P

%f(—sin2¢+1)—/1)

Lp

0

LB .
=—-—cos¢singA +B
p

L
+;cos¢C

LB .
= —p—2 cos¢sing A +

1 L
cos’ p — — B+ —cos¢gC
p p

n, = —/]—;(cﬁvcosqﬁ-A+sin¢-Av)+f—;(—¢vsin¢-B+cos¢-Bv)+(l —l;jg

L L 1 L
= {koristimo (2.3)} = ——¢, cospA — —sing - —sinw C — —¢, sin¢ B
p p p p

L 1 L 1 1
+ —cos¢ - (—— coswC) + (1 - —'8)(——sinwA + —cost)

1Y P P 1Y 1Y
= {koristimo (2.10)} = A —pTLB sin (¢ — w) cos ¢ — % sina)(l - %8)]
+B ésin(qﬁ—w) sin¢g + lcoscu(l — %)]
B p P

L . ) L
—C[—z s1nws1n¢+;coswcos¢]
ol

24

L
+ECOS¢C
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Sredimo malo 7,. Izra¢unajmo izraz koji je pomnozen s A. Pogledajmo prvi sumand u
zagradi.

L,B sin (¢ — w) cos¢ = ,3 —— sin (w — ¢) cos ¢
1 L
=28 [sin (w — ¢) — @) + sin((w — ¢) + ¢)]
= 252,8 [sin (w — 2¢) + sin w]

Sada vratimo dobiveno u zagradu i imamo

L L 1 L
> sin (w — 2¢))+—smw——(1—£)sinw,
2p°B 20°B p P
odnosno |
L L L
> sin(w—2¢)+sinw( 5 ——(1—#8)).
2p°B 20°B p p

Za izraz uz sin w vrijedi

1 1 2 JB L
—+B= o (1428) = (1425 12241 -F +1- 5
2B 2B 2B L? p? P
1 2 2 2 2
= 1422 s42 1-E 0P
Zﬁ L2 L2 2 LZ
12 12 1P 2| 1
S P Lt e | S L N e
AN 2 28 12 2|28
oL > g 1
koristimo 1 + 1——2 #8 :/O2 -f——
PP Lg p 2B
20 1
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Vratimo rezultat gore, pa imamo:

L(Z_p_i) 1.2 L 11 L 1(1_L)
PP\L 28] p p 208 p p 208 p\  208)
Konacno, cijeli izraz uz A zapisujemo
A[ L sin (w — 2¢) + l(l—i)sinw].
20°B P 2pp
Izracunajmo sada izraz koji se nalazi uz B. Pogledajmo prvi sumand u zagradi.

L,B sin(¢ — w) sin¢g = _,3 sin(w — ¢) sin¢

1 L
= [COS (((1) ¢) ¢) + COS ((C() - ¢) + ¢)]

ﬁ
= 2p2ﬁ [cos (w — 2¢) + cos w]
Vratimo dobiveno u zagradu i imamo
L L 1 LB\ .
{(w—-2¢)} + sinw — —(1 - —) sin w,

20% 20% P P

odnosno . . ' 18
——sin{(w — 2¢)}+s1na)(— - —(1 ——))

20’8 208 p P

26

Uz cos w imamo isti izraz kao u prethodnom slu¢aju uz sin w, pa naposlijetku uz B imamo

B[Z;,B cos (w — 2¢) +})(1 - ﬁ)cosw].

IzraCunajmo napokon i izraz koji mnozi C.
2 2

) ) L
/? (sinwsin ¢ + cos w cos ¢) = E cos (w — ¢)

Konacno, sredili smo zapis za n,:

L 1 L

=20+ (1= L )] 4

2p°B p 2pB
1 L
—|1—-—]cosw| B
p 2pp

n, =

+

L
2p°B
L2
—;cos(w @) C.
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Da bismo izra¢unali drugu fundamentalnu formu plohe S, trebamo izralunati L, M i
N: _ .
L=x,-n,=0, N=X,-n,=0,

Lal

- _ _ 1 .
M=Xx,-n,=X,-n,=—sin(2¢ — w)
0

Primjetimo, kao Sto je za poCetnu plohu S vrijedilo L = N = 0, tako i za plohu S pripa-
dajuci L 1 N moraju biti jednaki 0. Dakle, drugu fundamentalnu formu plohe S zapisujemo

2
I=-sin(2¢ —w)dudv, (2.15)
ol

a zajedno s prvom fundamentalnom formom (Z.12) pokazuje da je S zaista pseudosferna
ploha parametrizirana duljinom luka duz asimptotske mreze, izmedu kojih je kut odreden
S

w=2¢—-w, (2.16)

gdje @ ima istu ulogu na plohi S kao kut w na §. Posebno, @ mora zadovoljavati sinus-
Gordonovu jednadzbu

Wy = — Sinw. (2.17)
ol

Primjenjujuéi jednakost (2.16) na izraze iz (2.10) dobivamo
w-w\| Bloutw
2 ) p\ 2 )
wtw) 1 (o-w
2 ), B\ 2 )

Ovo je klasicni oblik Bicklundove transformacije koja povezuje sinus-Gordonove jed-

nadzbe (1.27) 1 (2.17). Standardna oznaka je Bpg.

Poznato je da uslijed By vrijedi

(2.18)

L
n-n=1- ;8 = const, (2.19)
ol

$to znaci da se tangencijalne ravnine u odgovarajuéim to¢kama ploha S i S sijeku pod
konstantnim kutem £, gdje je 5 = tg /2.
DokaZimo to.
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Dokaz. Tvrdimo da vrijedi 8 = tg /2. Mjera kuta izmedu tangencijalnih ravnina u od-
govarajuc¢im tockama ploha S 1 S jednaka je mjeri kuta izmedu normala u odgovarajuéim

toCkama, pa vrijedi
— LB
n-n=cosl{=1-—. (2.20)
Je
Znamo da je
12
:8 = ’(_) [1 + 1- _2]
L p
Za cos { vrijedi
cos ¢ = cos? g — sin’ g
x4 2 f)
= =1 -tg" =
cos > ( g >
{
= (1 -1tg? —)
|
1+ tg2 3 2

Kako imamo dajecos{ =1 — %, to uz pocetnu tvrdnju vrijedi

B _1-F

p 1+p

(1—%)(1%2):1—52

& 1+,82—£ﬁ—£ﬂ3:1—[5’2 /:B#0
PP

L, L (P

o R+ =0 /(L)

o ,82—2%8+1:0
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Pronadimo rjeSenja gornje kvadratne jednadzbe.

1 2
B2 = —(2'2 T —4)

I
| =

\S]
— ™
S~

H
SR
———

Il
S~

—

f—

H

[am—

|
ok

~———

¢ime smo dokazali tvrdnju. O

Bianchi je u svojoj originalnoj konstrukciji uzeo L = p, § = 1, tako da su maloprije
spomenute tangencijalne ravnine ortogonalne, tj. 7-n = 0. Dakle, moZemo reci da je Bick-
lundov rezultat prosSirenje Bianchijevog. Bécklundovo ispustanje zahtjeva ortogonalnosti
dozvoljava parametru S da bude ubacen u Bianchijevu transformaciju. Ustvari, Biacklun-
dovu tranformaciju Bz moZemo promatrati kao kompoziciju Bianchijeve transformacije i
invarijantnosti jednostavne Lie-ve grupe. Prema tome, sinus-Gordonova jednadzba (1.27)
je invarijantna s obzirom na

u' =pu, v'=- B#0 (2.21)

tako da svako rjeSenje w = w (u, v) generira jednoparametarsku klasu rjeSenja w* (u*, v*) =
w (Bu,v/B). Lie je zapazio da spajanje invarijantnosti (2.21)) s originalnom Bianchijevom

transformacijom
w-w 1 | (w+w
——| = —sin ,
2 ). P 2

w+w 1 . [o—-w
= —sin ,
2 ). p 2

daje Bicklundovu transformaciju (2.18).

U smislu konstrukcije pseudosfernih ploha, Backlundova transformacija odgovara sljede¢em
rezultatu: neka je x karta pseudosferne plohe S koja odgovara rjeSenju w sinus-Gordonove
jednadzbe (1.27)); neka je w dobiven Biacklundovom transformacijom kuta w. Tada kartu X
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pseudosferne plohe S dobijemo ovako: iz (Z.4) imamo

X =X+ Lcos¢p A + Lsing B = {primjenjujemo [2.1)} =

_ . _ 1 CcoS w
=x+ Lcos(w+w)Xx, + Lsin(w + w)|— X, — —X,
sin w sin w
. . _ L . _
=X+ — [cos(w + W) - sinw — sin (w + W) - cosw] X, + — - sin (w + W)
nw sin w
L . w+ow L ) _
=X+ — sin|w — X, + -sin(w + W) X,
sin w 2 sin w
L D fw-—w ) _
=X+ — sin| —— || x, + = -sin(w + W) X,
sin w 2 sin w
L D (w—w ) _
=X+ — sin X, + sin(w + w) X, |,
sinw | 2

gdje je L = psin/.
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Poglavlje 3

Solitoni i viSesolitonska rjesenja

3.1 O solitonima

Izraz soliton izveden je od engleskog solitary wave (u prijevodu: usamljeni val). U Sirem
smislu, pod njim se podrazumijevaju valovi koji su ograniceni u prostoru (lokalizirani)
1 kreCu se ne mijenjajuci svoj oblik. U uzem smislu, solitonima se oznacavaju rjeSenja
odredenih nelinearnih diferencijalnih jednadzbi (solitonskih jednadzbi) uz odgovarajuce
rubne uvjete (koji osiguravaju lokaliziranost). Pri sudarima, dva solitona prolaze jedan kroz
drugog uz nelinearnu interakciju—asimptotski zadrzavaju oblik i brzinu, no pri rasprSenju
dolazi do pomaka u fazi.

Solitonski val prvi je uocio Skotski inZenjer John Scott Russel 1834. godine dok je pro-
matrao par konja kako vuce brod duz uskog kanala. Brod se naglo zaustavio, a voda koja
je gurana brodom se nastavila kretati velikom brzinom uzimajuci oblik velikog usamljenog
uzdignucéa zaobljene, glatke i dobro definirane gomile vode, koja je nastavila put duz ka-
nala bez vidljive promjene oblika i smanjenja brzine. Russelovu oduSevljenost, medutim,
nisu podijelili fiziari njegovog vremena, tako da je fenomen dosta dugo ostao neistrazen,
a Scott Russel zapaméen po drugim dostignuéima.

Rjesenja solitonskih jednadZbi mogu biti jednosolitonska, dvosolitonska, trosolitonska—
viSesolitonska, ovisno o tome koliko solitona u medusobnoj interakciji promatramo.

3.2 Generiranje visesolitonskih rjeSenja
Pogledajmo primjenu auto-Bicklundove transformacije pri odredivanju viSesolitonskih rjeSenja

sinus-Gordonove jednadZbe.
Krenimo s pocetnim rjeSenjem w = 0 sinus-Gordonove jednadzbe (1.27) koje uvrstimo u
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(2.18) i dobivamo:
) _
w, = ﬁ sin (%),
’2) - 3.1)
w, = —sin|—|.
Bp (2)

Drugo, netrivijalno, rjeSenje w sinus-Gordonove jednadzbe (2.17) mozemo dobiti integra-
cijom gornjeg para jednadzbi. Po¢nimo s

) _
w, = —ﬁsing.
P 2

Podijelimo li jednadZbu sa sin (w/2), imamo

Integracijom po u dobivamo

Uvedimo supstituciju

Sada imamo:

1 u
—dt = 2'3— + ¢y
sin ¢ P
u
o [La=ft,
st P
1 u
= —In ctgr + — :ﬁ—-}-Cl
st P
o e—ln(ctgt+$ — e’%+cl
1 Bu, .
I — 67+L1
eln(ctgt+$)
1 Bu
= e?+cl

(ctgt + L) ’

sint
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gdje je ¢; proizvoljna konstanta integracije.
Lijeva strana jednakosti iznosi =25 = tg (¢/2), pa slijedi

cost+1
t Bu
o)t
&2

odnosno, kada vratimo ¢ = w/2, imamo

Primjenjujuéi funkciju arctg i zatim mnoZeci jednadzbu s 4 dobivamo

@ = 4 arctg (e‘%"“‘l). 3.2)
Analognim postupkom, za
_ 2 . (5)
w, = —sin|—
Bp 2
iz (3.1) dobivamo rjesenje
@ = 4 arctg (e# "), (3.3)

gdje je ¢, proizvoljna konstanta integracije. Iz rjeSenja (3.2) i (3.3) vidimo da imamo jedno
rjeSenje
W = 4 arctg (e%%)”), (3.4)
gdje je ¢ proizvoljna konstanta integracije.
Zanimljivo je napomenuti da su veli¢ine

2
w, = —ﬁsech(@ + i +c),

o e Bp (3.5)
w, = isech(ﬁ—u+l+c)
" Bp p B )

one koje imaju karakteristi¢ni oblik grbe povezan sa solitonom.
Do prethodnih jednadzbi (3.3) smo dosli deriviranjem (3.4) po u i v. Ovdje éemo pokazati
postupak samo za racunanje w,, dok je za w, postupak analogan.

Bu v
_ Buy v 4 er BT u v
W, = [4 arctg (eﬂ +ﬁﬂ+c)] = 4 —) = {supst. 1 = pu +—+4c

u P 1+ gz(%+ﬁ%+c P Bp
43 ¢ 48 e 43 1 bt e +e’!
= — = = — =<C =
p l+e?  pe(et+e) p el+e 2
48 28 2B
= = = —sech ¢
p-2cht pcht p
2B Bu

1%
= —sech(—+—+c)
p P Bp
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Znacajno je to da se analitiCki izrazi za viSesolitonska rjeSenja, koji obuhvacaju njihovu
nelinearnu interakciju, mogu dobiti potpuno algebarskim postupkom. Ovo je posljedica
elegantnog nelinearnog nacela superpozicije proizaslog iz auto-Bicklundove transforma-
cije Bg koji je postavio Bianchi 1892. godine i poznat je po nazivu Bianchijev teorem
permutabilnosti: ukratko,

(3.6)

Q=w+4 arctg['gz-i_ﬁ1 tg(wz_wl)],

B2 =P 4
gdje su w; 1 w, Bicklundove transformacije od w preko Bg, 1 to tako da je w; = Bg, (w),
wy = Bg,(w). Taj teorem ¢e nam biti od vaznosti kod spominjanja dvosolitonskih rjeSenja,
u naSem slucaju breather-a.

3.3 Pseudosferne solitonske plohe i breather-i

U sljede¢em primjeru Backlundovu transformaciju ¢emo koristiti u njenoj linernoj verziji

_ L D (fw-—w ) _
X=X+ — sin X, + sin(w + w) x, |,
sin w 2

gdje je L = psin £, za konstrukciju pseudosferne plohe koja odgovara solitonskim rjesenjima
sinus-Gordonove jednadzbe. Stoga je primjerenije parametrizirati pseudosferne plohe ko-
ordinatama zakrivljenosti

X=u+v, y=u-v.

Ako stavimo w = 26, prva i druga fundamentalna forma plohe postaju

I = cos’Odx* + sin’ Qdy2 ,

1 3.7
II = —sichosH(dxz—dy2). -7
P
Ortonormiranu trijadu moZemo zapisati
X
A= p=2 =g, (3.8)
cos sin @
dok Gauss-Weingartenove jednadzbe (1.28)) i (1.29) daju
A* 0 6, - siné)(A*
Bl = -6, 0 0 B,
c). (-ising 0 0 JC
! (3.9)
A 0 0, 0 A*
B*| =|-6; 0 —é cosO|| B*|.
C 0 scosd 0 C
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Ovaj linearni sustav {A*,B*,C"} je kompatibilan ako i samo ako vrijedi
1
Orx — Oyy = — sinf cos 6. (3.10)
P

Ova verzija sinus-Gordonove jednadzbe je najprisutnija u fizikalnim primjenama. Tako,
x oznacava prostornu varijablu, a y vrijeme, pa se ova jednadzba obi¢no naziva 1 + 1-
dimenzionalna sinus-Gordonova jednadzba (jer sadrzi jednu prostornu i jednu vremensku
nezavisnu varijablu).

Pseudosfera
U jos jednom primjeru vidimo da stacionarno jednosolitonsko rjesenje jednadzbe (3.10)),
0 = 2arctg (e*), (3.11)

dobiveno namjestanjem u = v = x/2, 8 = 1 u (3.4), odgovara pseudosfernoj rotacijskoj
plohi, poznatoj kao Beltramijeva pseudosfera.

Kako bi se uspostavila veza izmedu (3.11)) i pseudosfere, podsjecamo da je karta x
rotacijske plohe, koja je nastala rotacijom ravninske krivulje z = ¢ (r) oko z-osi, dana s

r cosn
X=|rsinn]|. (3.12)
¢ (r)

Kruznice r = konst su paralele, a krivulje = konst su meridijani.

Kako bismo odredili rjesenje sinus-Gordonove jednadzbe (3.10) koje odgovara pseudo-
sferi, moramo je parametrizirati prema (3.7). U pogledu parametara i i i, karta pseudosfere
je dana s

o siny cosn
X = P sin:,[/ sinn (313)

Je, (cos Y+ 1In ‘tg (%)D
dok prva i druga fundamentalna forma glase

I=pctg®ydy® + p*sin’ y di?,

5 ) 5 (3.14)
IT = p ctgydy” —p siny cosyrdn”.
Ako sada uvedemo koordinate x i y u skladu s
d
dr=p—L y=pn, (3.15)
sin Yy



POGLAVLIJE 3. SOLITONI I VISESOLITONSKA RJESENJA 36

onda I i IT poprimaju oblik (3.7), s time da je & = . Integriranjem (3.15) dobivamo
jednosolitonsko rjeSenje (3.11). U pogledu parametara x i y karta pseudosfere je dana s

p sech (ﬁ + c) cos (%)
x (x,y) = | p sech (% + c) sin (%) ) (3.16)
o[ e e

U ovoj parametrizaciji x = konst 1 y = konst su redom paralele i meridijani.

Slika 3.1: Pseudosfera

Slika [3.T] predstavlja pseudosferu s parametrimap = 1 ic = 1.
Navedimo jos neke plohe.
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Dinijeva ploha

Dinijeva ploha je helikoid generiran traktrisom i u paramterima x i y njegova karta je dana

S
o, sin{sech)(cos( )
x(x,y)=|p singsech/\/sin( ) , (3.17)
x —p sinthy

D<o <

gdje je

_x—ycos{

~ psind
a { je konstanta. Pseudosferu dobijemo kada je { = n/2. Pripadajuce rjeSenje 1 +
1-dimenzionalne sinus-Gordonove jednadzbe (3.10) je jednosolitonsko rjeSenje koje se
krece, dano s (3.4) zapisano u pogledu koordinata xiyis B = tg({/2), odnosno

0= % = 2arctg ei(ﬂﬂé)ﬂﬁ(ﬁ—é)y =2 arctg eX. (3.18)

Slika [3.2] predstavlja Dinijevu plohu s parametrimap = 1i¢ = 1.

Slika 3.2: Dinijeva ploha
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Dvosolitonske plohe i breather-i

Dvosolitonsko rjesenje dano je formulom

o [ L+ Xi—x2
. sin (45 sh (4)
0" = +2 arctg[ | (3.19)
sm( £ )c ( : )
gdje je
1
Xi=——(-ycosg),i=12,0# 4.
p sing;

Breather-i su podklasa periodi¢nih dvosolitonskih rjesenja.
U pogledu Backlundovih parametara 8; = tg (£;/2) dvosolitonsko rjesenje ®* iz (3.19)

postaje
4 sh X17X2
O = 2 arctg | 2P (*5) , (3.20)
B2 = Bich (M)
2
gdje je

1
Xi= 208 [(1 +ﬁ,-2)x— (1 —ﬁiz))’]~

Kako bi dobili periodi¢no rjeSenje, uvodimo kompleksno-konjugirane Bickludnove para-
metre 81 = ¢ +di i, = ¢ —di, pa (3.19) daje

¢ sin (—Zp(c2d+d2)§)
®" =2 arctg , (3.21)
d ch (2p(c§+d2)n)
gdje je
&= [1 - (c2 +d2>]x— [l +<c2 +d2)]y,
n= [1 + (c2 +d2>]x— [1 —<c2 —dz)]y.
Dakle, ®* je realno i periodi¢no rjeSenje u varijabli &.
Ako zahtijevamo da |8;| = 1 tako da ¢? + d* = 1, tada dobivamo rjeSenje
csin(2y
O* = -2 arctg J , (3.22)
d ch(%x)

koje je periodi¢no u y. Nazivamo ga stacionarnim breather-om bududi da se ne translatira
kako se y razvija. Pripadajuca karta dana je s
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0} 2¢  sin(@y)ch(cx siny
Xpreather =| 0|+ — 5 ) —CosYy
X ¢ d?ch” (cx) + 2 sin” (dy) 0

; (3.23)
2d? ch (cx) €08y €08 (@)
L2 _ — siny cos (dy)

¢ d*ch”(cx) +csin” (dy) | _gp (cx)

gdiejec = VI —d>.

Svakom racionalnom broju 0 < d < 1 odgovara stacionarni breather koji je periodican
uy. Ako zapiSemo d = p/q, gdje s p 1 g relativno prosti 1 vrijedi p < ¢, tada je period
breather-a jednak 2r g/p. Na slikama ispod prikazane su pseudosferne plohe stacionarnih

. _ 1 3 11
breather-a s parametrima d = , 7, 555

Slika 3.4: Breather 2, d = 3

Slika 3.3: Breather 1, d = 1
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Slika 3.5: Breather 3, d = % Slika 3.6: Breather 4, d = %
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Sazetak

U ovom radu promatrali smo hiperbolicke plohe koje pod posebnim uvjetima moZemo
nazvati pseudosfernim plohama. Veliku ulogu tu je imala Gaussova zakrivljenost za koju
smo odredili da bude negativna 1 konstantna, odakle potjeCe naslov ovoga rada. Zatim
smo izveli sinus-Gordonovu jednadzbu plohe 1 njenu Bicklundovu transformaciju koja
daje vezu izmedu nove i pocetne pseudosferne plohe. Na kraju smo vidjeli neke primjere
primjena Béicklundove transformacije pri generiranju multisolitonskih rjeSenja.



Summary

In this thesis we observe hyperbolic surfaces which, under special conditions, are also cal-
led pseudospherical surfaces. The crucial part in this case has the Gaussian curvature which
we set to be negative and constant. This also gives the title of this thesis. We show that the
Bécklund transformation for the sine-Gordon equation gives connection between new and
initial pseudospherical surfaces. Finally, we present some examples of applications of the
Bécklund transformation in construction of multi-soliton solutions.
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