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Uvod

U danasnje vrijeme se financijska imovina, kao $to su dionice, obveznice i sli¢no,
koristi kao baza za slozenije financijske proizvode, tzv. financijske derivate. Opcije
su jedni od tih financijskih derivata i upravo su one, tj. racunanje njihovih cijena,
kljucan dio ovoga rada. Opcija je ugovor kojim vlasnik, tj. kupac moze prodati
(put opcija) ili kupiti (call opcija) neku imovinu po dogovorenoj cijeni do odredenog
trenutka, ili u tom trenutku, na tzv. datum dospijeca. Ovisno o trenutku izvrSenja,
razlikujemo europske i americke opcije. Europske opcije se mogu iskoristiti samo na
datum dospijeca, dok se americke opcije mogu izvrsiti i u bilo kojem trenutku prije
datuma dospijeca.

Cilj ovoga rada je odredivanje numericke aproksimacije cijena europskih opcija
koriste¢i metodu konacnih elemenata.

Rad je podijeljen na cetiri poglavlja. U prvom poglavlju dajemo osnovne pojmove
i svojstva opcija. U drugom poglavlju prosirujemo Black-Scholesov model i navodimo
svojstva. Metodu konacnih elemenata uvodimo u tre¢em poglavlju te racunamo nu-
mericku aproksimaciju cijene europske put opcije. U ¢etvrtom poglavlju prikazujemo
razne primjere europskih opcija te na kraju poglavlja dajemo prikaz koda za imple-
mentaciju metode u MATLAB-u.



Poglavlje 1
Opcije

1.1 O opcijama

Opcija je ugovor kojim vlasnik, tj. kupac moze prodati ili kupiti neku imovinu po
dogovorenoj cijeni do odredenog trenutka, ili u tom trenutku. Vazno svojstvo opcije
je da kupac opcije ne mora kupiti ili prodati tu imovinu.

Postoje dvije vrste opcija zvane call i put opcije. Call opcija daje vlasniku pravo
da kupi, a put da proda neku imovinu po odredenoj cijeni do odredenog datuma,
ili na taj datum. Taj odredeni datum se naziva datum dospijeéa (eng. maturity,
expiration date), a unaprijed dogovorena cijena kupnje ili prodaje se naziva cijena
izvrsenja (eng. exercise price, strike price).

Jos jedna podjela opcija obzirom na datum izvrSenja je na americke i europ-
ske opcije. Americka opcija moze biti iskoristena u bilo kojem trenutku do datuma
izvrSenja, dok se europska opcija moze iskoristiti to¢no na datum izvrsenja i u nijed-
nom trenutku prije.

Postoje dvije strane ili pozicije kod svakog ugovora. Razlikujemo vlasnika, tj.
kupca opcije (eng. long position) i pisca opcije (eng. short position). Dobit ili gubi-

tak pisca opcije je obrnut od dobiti ili gubitka vlasnika do na cijenu opcije.

U nastavku ¢emo se usredotociti na opcije na dionice.
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1.2 Funkcija isplate

Ako imovina vrijedi S7 u nekom trenutku do datuma dospije¢a T, ili za europsku
opciju na datum dospijeca, call opcija Ce biti koristena samo ako je K < Sy, stvarajuéi
profit St — K, gdje s K oznacavamo cijenu izvrSenja. U suprotnom, opcija nece biti
koristena i profit ¢e biti 0. Funkcija isplate vlasnika (Slika [1.1)) je

(S — K)" = max(Sr — K, 0)

4 Isplata

Slika 1.1: Funkcija isplate vlasnika call opcije

Suprotno tome, funkcija isplate pisca opcije (Slika[1.2)) je

—max(Sy — K,0) = min(K — Sz,0).

4 Isplata

Slika 1.2: Funkcija isplate pisca call opcije
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Analogno za put opciju, ako imovina vrijedi St u nekom trenutku do datuma dos-
pije¢a T, ili za europsku opciju na datum dospijeca, put opcija ¢e biti koriStena samo
ako je St < K, stvarajuci profit K — Sp. U suprotnom, opcija nece biti koristena i
profit ¢e biti 0. Funkcija isplate vlasnika (Slika|1.3)) je

(K — Sr)" = max(K — Sr,0).

} Isplata

Slika 1.3: Funkcija isplate vlasnika put opcije

Funkcija isplate pisca opcije (Slika|1.4)) je

—max(K — Sr,0) = min(Sy — K, 0).

A Isplata

Slika 1.4: Funkcija isplate pisca put opcije
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Uz pretpostavku o likvidnom trzistu i ne postojanju arbitraze (nemoguénost trenut-
nog profita bez rizika), cijena call opcije u trenutku 7" ée biti (Sr— K)™, a put opcije
(K —S7)".

1.3 Faktori koji utjecu na cijenu opcije
Sest je faktora koji utje¢u na cijenu opcije:

1. trenutna cijena dionice, S

2. cijena izvrsenja, K

3. datum dospijeca, T'

4. volatilnost, o

5. kamatna stopa na nerizi¢nu imovinu, r

6. dividende

Ovisnost cijene opcije o cijeni dionice i cijeni izvrSenja je intuitivno jasna. Naime,
za call opciju isplata u trenutku izvrSenja je iznos za koji je cijena dionice u tom
trenutku veca od cijene izvrSenja. Stoga, cijena call opcije je veca Sto je navedena
razlika ve¢a. Analogno za put opciju; isplata u trenutku izvrsenja je iznos za koji je
cijena izvrSenja veca od cijene dionice pa je cijena put opcije veca Sto je ta razlika veca.

Cijena americkih call i put opcija je veca kad se datum dospijeca povecava. Pro-
motrimo dvije americke opcije koje se razlikuju samo u datumu dospije¢a. Vlasnik
opcije s kasnijim dospije¢em ima sve moguénosti kao i vlasnik opcije s kra¢im dos-
pije¢em, ali i viSe zbog kasnijeg datuma dospijec¢a. Stoga, opcija s kasnijim dospije¢em
mora biti vrijedna bar koliko i opcija s kra¢im dospijecem. Iako je cijena europskih
opcija najcescée veca Sto je datum dospije¢a kasniji, to nije uvijek slucaj. Npr. pro-
motrimo europsku call opciju na dionice; jedna ima datum dospije¢a nakon jednog
mjeseca, a druga nakon dva mjeseca. Takoder pretpostavimo da se ocekuje jako ve-
lika dividenda za Sest tjedana. Dividenda ¢e uzrokovati pad cijene dionice, stoga bi
opcija s datumom dospije¢a nakon jednog mjeseca mogla imati vecu cijenu.

Volatilnost je, grubo receno, u ovom sluc¢aju mjera koja pokazuje koliko nismo si-
gurni o buduc¢em kretanju cijene dionice. Kad se volatilnost poveca, veca je moguénost
da ¢e cijena dionice viSe porasti ili se smanjiti. Vlasniku call opcije odgovara povecanje
cijene dionice i ima ogranicen rizik kod smanjenja cijene dionice. Slicno tome, kad je
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volatilnost veca, vlasniku put opcije odgovara smanjenje cijene dionice i ima ograni¢en
rizik kod povecanja cijene dionice. Stoga, cijene put i call opcija rastu prilikom
povecanja volatilnosti.

Kamatna stopa na nerizicnu imovinu utjeCe na cijenu opcije na manje intuitivan
nacin od prije navedenih faktora. Kada se kamatne stope u ekonomiji povecavaju,
tada se investitorima ocekivani povrat od dionica povecava. Dodatno, sadasnja vri-
jednost svakog buduéeg novcéanog toka se smanjuje. Zajednicki uc¢inak ova dva efekta
je povecanje vrijednosti call opcije i smanjenje vrijednosti put opcije, uz pretpostavku
da se ostale varijable ne mijenjaju.



Poglavlje 2

Prosirenje Black-Scholesovog
modela i svojstva

2.1 Parcionalna diferencijalna jednadzba

Kako bismo izracunali cijenu opcije prije datuma dospije¢a, moramo imati pretpos-
tavke o cijeni dionice S;. Black-Scholesov model pretpostavlja postojanje nerizi¢ne
imovine ¢ija je cijena u trenutku ¢

t
SY = Sgexp(/ r(s)ds),
0

gdje je r(t) kamatna stopa. Takoder, model pretpostavlja da cijena riziéne imovine
zadovoljava stohasticku diferencijalnu jednadzbu

dSt = St(,utdt -+ O'tdBt>, (21)

gdje je B, Brownovo gibanje na vjerojatnosnom prostoru (€2, .4, P). Ovdje o oznacava
volatilnost i pozitivan je broj. S pretpostavkama Black-Scholes modela, cijena ove
opcije u trenutku ¢ je dana s

P, = exp(/t r(s)ds) E*(Py(ST)|F?), (2.2)

uz Py(St) = (K — S7)*, gdje je ocekivanje E* dano u odnosu na tzv. vjerojatnosnu
mjeru neutralnu na rizik, odnosno martingalnu mjeru P* (ekivalentna P i za koju
vrijedi dS; = Sy(rdt+o,dW;), gdje je Wy Brownovo gibanje uz P* i gdje je F; prirodna
filtracija od W;).
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Iz i zbog toga sto je S; Markovljev proces, slijedi da je funkcija P, funkcija
od ti S, tj. da postoji funkcija dvije varijable P, funkcija cijene opcije, takva da
P, = P(S;,t).

Uz pretpostavku da je o, = o(S;,t), gdje je o dovoljno glatka funkcija, slijedi da
funkcija cijene opcije P zadovoljava parcijalnu diferencijalnu jednadzbu

oP  o*(S,t)S*9*P opP
B + 5 597 + 7"(15)5% —r(t)P =0 (2.3)
zat € [0,T), S > 0izadovoljava
P(S,t=T) = Py(S) (2.4)

za S > 0. Jednadzba spada u linearne parabolicke parcijalne diferencijalne
jednadzbe. Uvjet je zadan u kona¢nom trenutku promatranog vremenskog
intervala, pa stoga zadac¢u danu s mozemo zvati zavrsna zadaca (za razliku
od pocetne/inicijalne).

Volatilnost je problematican parametar Black-Scholes modela. Uobicajeno se
pretpostavlja da je volatilnost konstantna funkcija, ali onda najcesce izracunate ci-
jene opcija ne odgovaraju onima na trzistu. Postoje tri nacina za poboljSavanje
Black-Scholes modela s konstantnom volatilnoséu:

e Koristiti lokalnu volatilnost, tj. pretpostaviti da je volatilnost funkcija vremena
i cijene dionice. Tada treba kalibrirati volatilnost iz trzisnih podataka, tj naci
funkciju volatilnosti kojom mozemo dobiti cijene opcija dostupnih na trzistu.

e Pretpostaviti da je volatilnost stohasticki proces.

e Generalizirati Black-Scholesov model uz pretpostavku da je cijena dionice npr.
Levy-jev proces.

Mnogo je rasprava medu strucnjacima o tome koji je od ovih pristupa najbolji. Mi
¢emo se fokusirati na prvi.

2.2 Zamjena varijabli

Mozemo koristiti nekoliko zamjena varijabli i supstitucija.
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Prvi korak
Neka je funkcija v takva da je P(S,t) = v(S,t)e *®. Tada se (2.3) moze pisati kao

2 2
aa_P L N()e M0y 4 000 OB O Oy O
i

ot oS 93" 9% ¢ 957

Izaberemo li funkciju A\(¢) = — f T

. (t)ds dobivamo

ot oS 2 082

Drugi korak

Neka je x = log S pa vrijedi g—g = %g—; i g%g = —%% + #%. Nadalje, neka je
T=T—-tiw(x,7) =v(e*,T — 7). Neka su 7 i & funkcije definirane s 7 = r(¢) i

o(xz,7) = o(e”,t) pa imamo

Ow  *(x,7) 0w _ 0w, 1)\ 0w
E_TﬁjL(r(T)—T %—0 na R x(0,7). (2.5)

Treéi korak

Kada o ovisi samo o t, mozemo koristiti zamjenu varijabli (z,7) — (y,7), gdje je

T ~2 9
y=o— [ o) - T
0 2
i W(y,7) =w(x, 7). Lako je vidjeti da onda vrijedi

ow (1) W
_(y7 7_) - 2
or 2 0Oy

i W(y,0) = w(y,0). Kada je & konstanta, ova jednadzba naziva se jednadzba
provodenja.

Sli¢na ideja se moze iskoristiti ako je x — &*(x,7) Lipschitzovo neprekidno uni-
formno preslikavanje obzirom na 7. Neka je X(0;z,7) rjeSenje zadace za obiénu
diferencijalnu jednadzbu

(y,7) =0, mna R x (0,7,

d

@X(Q;xﬁ) = <f(9) —

(X (0;2,7),0)
2

) 0e(0,T), X(r;z,7)=ux.
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Prema Picardovom teoremu rjesenje ove zadace postoji. Uz pretpostavku da je

(x,0) — X(0;x,7) dovoljno dobro i uz W(z,0) = w(X(0;z,7),6), dobijemo

ow Ow ‘ . (X (0;2,7),0) \ Ow ‘
o (l‘ 9) ot (X(0a$77->70> + <T(9) - 9 %<X(9,JJ,T>,9)
i
ow ~ Ow ' 0X(0;x,71)
W(I’76) - %(X(‘971'7T)a0)Ta
2

0*W _ QPw . 0X(0;x,7) Ow _ 0?X(0;z,7)
92 (z,0) = @(X(G,x 7),0) <T) +%(X(9,$,T)»9)T~

OX (1;z,7—0t) ~1i 3% X (1;2,m7—6t) ~ 0. Tada

Ako uzmemo 6’ = 7 — 0t za mali dt, imamo e

ox
koristeci ), dobijemo sljede¢u poludiskretnu formu:

§<W(I’T) — Wz, 7 —dt)) — 5 o2 (x,7) ~ 0,
odnosno
1 ‘ % (z,7) 0*w
E(W(I,T) —w(X(r = dt;z, 1), T —t)) — 5 w(l’ﬂ') ~ 0,

sto je poznao kao metoda karakteristika koja se ¢esto koristi u mehanici fluida.

2.3 Black - Scholes model

Neka je P(S,t) cijena opcije s dospije¢em u trenutku 7" i funkcijom isplate Py. Kao i
ranije, kamatnu stopu oznacavamo s r, volatilnost s o, a Brownovo gibanje s W;. Uz
pretpostavku da su r i o konstante, Black-Scholesova formula koja daje rjeSenje za

'." dana je S
P(S, 1) = e T B (Py(Ser T (W= W= (T-0))) (2.6)

i uz vjerojatnosnu mjeru neutralnu na rizik P*, Wy — W, ima normalnu razdiobu s
ocekivanjem 0 i varijancom 1" — ¢,

1 P
P(St) = e D / o (Selr = )T =+oavT=to=5 4. (2.7)
R
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Za europsku opciju, uz oznake C' za cijenu call, a P za cijenu put opcije, mozemo
dobiti eksplicitnu formulu iz (2.2)). Npr. za call opciju imamo:

_72 T—t)+oxv/T— Ke—r(T—t))e—édx

\/_

_ 2

\/_

(2.8)
JmoaVT—t _ pror(T=1) Ye~ 7 dz

gdje je

L)+t T —1)
L ovT — 1 ’ (2.9)
dgzdl—g\/T—t.

Koristec¢i funkciju distribucije standardne normalne razdiobe N,

N(d) = E /oo ez (2.10)
te uz i , dobijemo Black-Scholesovu formulu.
Propozicija 2.3.1. Kada su o i r konstante, cijena call opcije je
C(S,t) = SN(dy) — Ke "V N(d,), (2.11)
a cijena put opcije je
P(S,t) = —=SN(d,) + Ke """ N(—dy), (2.12)

gdje su dy i dy dani u (2.9), a N u (2.10)).
Napomena 2.3.2. Ako je r funkcija vremena, (2.9)) se mora zamijeniti s
log(£) —f—ft T)dr + % (T—t)

o'\/T ’ (213)
dgzdl—U\/T—t.

dy =
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2.4 Egzistencija i jedinstvenost rjesenja

Kada su koeficijenti konstantni (s pozitivnom volatilnoséu), vidjeli smo da (2.3) i
imaju rjesenje dano u (2.7)).
ovom paragrafu, dokazujemo postojanje i jedinstvenost rezultata za problem
- u slucaju kada je r = r(t) i 0 = o(5,t). Potrebno je ograniciti rast rjesenja
kad S — 0 ili S — 400 pa ¢emo stoga ovdje pretpostaviti da je rjesenje ogranic¢eno.
Neka je © otvoren skup. Oznacimo s C*() prostor svih k-puta neprekidno deri-
vabilnih funkcija s €2 u R.

Definicija 2.4.1. Fiksirajmo pozitivni broj py. Neka je a realan broj takav da 0 <
a < 1. Neka je CO*(R?) prostor realnih neprekidnih funkcija v € C°(R?) takav da

vrijedi
v(z) —u(y
olleseen = sup [o(@) +_sup  IAD =L
z€R4 z,y€R |z—y|<po |:E - y|
Neka je C**/%(R? x [0, T)) prostor realnih neprekidnih funkcija v € C°(R? x [0, T])
takav da vrijedi

< +00.

||U||Cav"/2(Rd><[0,T]) =

t _
g 1 V)
(z,t)eRIx[0,T] (@.0).(v.)erex07], (|2 — y[> + |t — s[?) 2
lz—y|+[t—s|<po

Moze se pokazati da je C**(R?) s normom || - ||co.a(zey Banachov prostor te da je
prostor C**/2(R% x [0,7]) s normom || - ||cocar2(raxo,ry) takoder Banachov prostor.

Teorem 2.4.2. Pretpostavimo da vrijedi:

1. realna funkcija (z,y) — o*(e”,t), koja je definirana na R x [0, T, je iz prostora
Coe/2(R? x [0,T)),

2. funkcija t — r(t) je iz prostora C*/*([0,T)),

5. za funkciju P, definiranu na R, takvu da je ﬁo(x) = Py(e”), vrijedi da su P,
oRy ; 9*Ry

5 0 3t 1z prostora C*(R),

4. postoji pozitivna konstanta o takva da za svaki x € R it € [0,T] vrijedi
oft,e) > a.

Uz ove pretpostavke, (2.3)) (2.4)) ima jedinstveno rjesenje P takvo da oznacimo li s P
funkciju definiranu na [0, T] X R, takvu da je P(x,t) = P(€",t), vrijedi da su funkcije

P, ‘?31;, % i gf iz prostora C*/%(R x [0, T)).
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Uz prethodne pretpostavke, osim za ﬁo, ali_pretpostavljajuci da je ﬁo ogranicena
funkeija, (2.3) (2.4) ima jedinstveno rjesenje P takvo da ta svako 7 < T wvrijedi da

su funkcije P, ‘g—f, %—f i 2271; iz prostora C*/%(R x [0, 7).

Za dokaz vidjeti [5].

2.5 Varijacijska formulacija

Sobovljeve norme

Varijacijska ili slaba formulacija rubnih zadaca za diferencijalne jednadzbe je posebno
korisna kada jaka rjesenja, tj. klasicna (dovoljno glatka), ne postoje ili zbog singu-
larnosti u podacima, granicama domene, koeficijentima ili kod nelinearnosti. Takve
situacije su jako Ceste u fizici i inzenjerstvu. Cak kada rubna zadac¢a ima klasiéno
rjeSenje, varijacijska teorija je korisna iz vise razloga:

e omogucava globalne ocjene (energetske nejednakosti),
e jako je povezana s metodom konacnih elemenata koju koristimo u nastavku,

e najprirodniji je nac¢in proucavanja problema s preprekama, a pomocu kojih se
mogu proucavati americke opcije.

Varijacijska formulacija parabolickih parcijalnih diferencijalnih jednadzbi se oslanja
na prikladne Sobovljeve prostore. U nastavku ¢emo predstaviti Sobovljeve prostore

korisne za pocetni problem ([2.3)) (2.4)).

Neka je L?(R,) Hilbertov prostor kvadratno integrabilnih funkcija na R, s nor-
mom

ol 2o, = ( / o(S)2ds)}
R4

i skalarnim produktom
(U, W2,y = / v(Sw(S)dS
R

. Za prostor D(R,), tj. prostor glatkih funkcija s kompaktnim nosacem u R, , znamo
da je gust u L*(R,).
Neka je

V= {v € L*R,): Sj—g € L2(R+)},
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gdje se derivacija shvaca u smislu slabe derivacije na prostoru distrbucija na R,.
Prirodni skalarni produkt za V je (v,w)y = (v,w) + (59%,59%), a prostor V s
normom ||v||y = v/(v,w)y je Hilbertov prostor.

Vrijede sljedeca svojstva.
Teorem 2.5.1.
e Prostor D(R,) je gust u V.

e (Poincaréova nejednakost) Ako je v € V', onda vrijedi

dv
V]| 2@y < QHSd—SHL?(Rw

pa je stoga polunorma dana s |v|y = 2||S%||L2(R+) takoder norma na 'V, ekuvi-
valentna normi || - ||v.

e Za bilo koji w € L*(R,), funkcija

1

S
S —v(S) = g/o w(s)ds

je iz 'V te
lllv < Cllwllz2w,)
za neku pozitivnu konstantu C' koja ne ovisi o w.

Za dokaz vidjeti [1].
Oznac¢imo s V' dualni prostor od Vizaw € V', ||wl||y = Supvev\{o}%.

Slaba formulacija Black-Scholesove jednadzbe

Promotrimo europsku put opciju s dospije¢em u trenutku 7" i funkcijom isplate wuy.
Neka je u funkcija cijene opcije, tj. cijena opcije u trenutku 7' — ¢t kada je je cijena
dionice S, u = wu(S,t). Prema Teoremu 2.4.2. funkcija u je jedinstveno rjesenje
pocetne zadace

ou 1 4, ,0% du

— — 0?8 — —rS—+ru=0naR, x{(0,7), u(S,0)=u(S)naR,. (2.14

oSt S CXOT), u(S,0) = ug(S) na Ry (214)
Pomnozimo (2.14)) glatkom realnom funkcijom w definiranom na R, . Uz pretpostavku
da je integracija po dijelovima dopustena, dobijemo

%(/}R+ u(S, t)w(S)dS) +a(v,w) =0
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gdje je bilinearna forma a; jednaka

B 1 5 5 Ov Ow
at(v,w) —/}R+ <25 o (S,t)asas +r(t)vw |dS

oo ov

(2.15)
+ /R+ ( —r(t) +0*(S,t) + So(S, t)%(S, t)) S%wds

Neka je koeficijent r > 0 ogranicen i o dovoljno dobar tako da sljedec¢e pretpostavke
imaju smisla.

Pretpostavka 2.1.

1. Postoje pozitivne konstante o i & takve da za sve t € [0, 7] i sve S € R, vrijedi

0<aog<o(5t) <a. (2.16)

2. Postoji pozitivna konstanta C, takva da za sve t € [0, 7] i sve S € R, vrijedi

Jo

[555¢

S,0)| < Co. (2.17)

Lema 2.5.2. Ako vrijedi Pretpostavka 2.1, bilinearna forma a, je neprekidna na V,
7. postoji pozitivna konstanta p takva da za sve v,w € V,

|ar(v,w)| < plufviwly. (2.18)

Takoder, vrijedi Gardingova nejednakost: postoji konstanta \ koja mije negativna i
takva da za sve v € 'V,

0.2

a(v,v) 2 ol = Mvlia,)- (2.19)

S bilinearnom formom a; povezujemo neprekidni linearni operator A; : V- — V’;
za sve v,w € V, (Aw,w) = a;(v,w). Stoga je A; je dan s
1, 5 0%V v
A = —50 (S,t)S 352 r(t)S% + r(t)v.
Neka je C°([0,T]; L*(R,)) prostor neprekidnih funkcija na [0,7] s vrijednostima u
L*(R,), aneka je L*(0,T; V) prostor kvadratno integrabilnih funkcija na (0, T) s vri-
jednostima u V. Uz pretpostavku da je ug € L*(R,) moZe se dobiti slaba formulacija
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od (ETI):

Slaba formulacija od (2.14])

Naci u € C°([0,T]; L*(R4)) N L*(0,T; V) takav da je %4 € L*(0,T; V") i

U= = Uy U R4, (2.20)
(Z—?(t),v) +ar(u(t),v) =0 ss. t€(0,T), veV. (2.21)

Teorem 2.5.3. Uz Pretpostavku 2.1 ako ug € L*(Ry), slaba formulacija (2.20)),(2.21))
ima jedinstveno rjesenje. Takoder, za sve t, takve da 0 <t < T, vrijedi

_ 1, [t
e 2At|lu(t)lliz(R+)+§Q2/ e M u(r)[Hdr < |[uol[72g, - (2:22)
0

Za dokaz vidjeti [6].

Teorem 2.5.3 se ne moze primijeniti na europske call opcije jer za njih funkcija
isplate nije iz L?(R,). U tom slucaju se koristi put-call paritet (vidi (2.29))) pa preko
njega dobije cijena call opcije iz cijene put opcije, ili se koriste drugaciji Sobovljevi
prostori.

Regularnost slabih rjesenja

Ako su kamatna stopa, volatilnost i funkcija isplate dovoljno glatke, moguce je do-
kazati regularnost rjesenja od (22.20)),(2.21]). Posebno, za sve t € [0,7] i za A iz Leme
2.5.2, domena operatora A; + \ je

v

D:{UEV;82852

€ L*(R)}. (2.23)
Pretpostavimo sljedece:
Pretpostavka 2.2 Postoji pozitivna konstanta C' i 0 < a < 1 takvi da za sve ty,ty €
[0,7] i S € Ry vrijedi
do do

|T(t1) — T(t2)| + |O'(S, t1> — O'(S, tg)l + S %QS, tl) — %(S, tg) S Oltl — t2|a. (224)

Teorem 2.5.4. Uz Pretpostavke 2.1 1 2.2, za sve t, 0 < t < T, za rjeSenje u od

2.20)),([2.21)) vrijedi u € C°([t,T); L*(R i e O, T): LA(R te postoji kons-
j +)) 1 5 + j
tanta C' takva da za svet, 0 <t < T, vrijeds

[ Avu(®)]|2e,) <

+|Q
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Ako je ug € D, onda rjesenje u od (2.20),([2:21) je iz C°([0,T]; D) i 3¢ € C°([0, T); L*(Ry)).
Nadalje, ako je ug € V, onda rjesenje u od (2.20),(2.21) je iz Co[0, T]; V) N

L*(0,T; D), 2¢ € L*(0,T; L*(Ry)) te postoji konstanta A koja nije negativna i takva
je da vrijedi
S 0u o [t 5. Ou ou
—2At 2 = —2\T 2 012
€ Hsas(t)HL2(R+) + ?/0‘ e ‘Sas<7_>’v'd7— < HS 98 HL2(R+) (225)

Princip maksimuma za slaba rjeSenja

Rjesenja od (22.14) ne moraju teziti k nuli kad S — +o0, stoga ¢emo navesti princip
maksimuma za puno Siru klasu funkcija od V, a to je

V={v:Ve>0, v(S)e G ¢ (2.26)

Teorem 2.5.5. (Slabi princip maksimuma) Neka je u(S,t) takav da za sve pozitivne
brojeve € vrijedi

o ue~(5+2) ¢ 00, T); L2(R.)) N L2(0,T; V),
e uji—0 >0 g.s.,
o %t Au >0 (usmislu distribucija).

Tada je uw > 0 gotovo svugdje.

Princip maksimuma je jako moc¢an alat za dokazivanje ocjena rjesenja eliptickih i
parabolickih parcijalnih diferencijalnih jednadzbi. U nastavku ¢emo vidjeti primjere
primjene na ra¢unanje cijena opcija.

Propozicija 2.5.6. Uz Pretpostavku 2.1, neka je u slabo rjesenje od (2.14), uy €
L*(Ry) ogranicena pozitivna funkcija, tj. 0 < ug < uo(S) < wg. Tada vrijedi

upe~ Jyr(ydr < u(S,t) < age b 5. (2.27)

Dokaz. Znamo da su uge™ Jor(rdr upe” Jor(™AT dya rjesenja od (2.14]). Stoga, mozemo

. . o . . . . _ t - o—_ t
primijeniti princip maksimuma na v — ugpe Jor(mdr 4 Uuge Jor(mdr _ . O

Napomena 2.5.7. U slucaju europske put opcije, ug(S) = (K — S)*, Propozicija
2.5.6 zapravo kaze da vrijedi 0 < u(S,t) < Ke~ Jo r(mar.

Za europsku put opciju kao u Napomeni 2.5.7, imamo vise informacija.
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Propozicija 2.5.8. Neka je u slabo rjesenje od (2.14), uo(S) = (K — S)* uz Pret-
postavku 2.1, tada vrijedi
(Ke™ lor@dr _ gyt < (S, ¢) < Ke Jor(dr, (2.28)

Dokaz. Primijetimo da je Ke=Jom(M47 — 8 riesenje od (2.14). Primijenimo princip
maksimuma na u(S,t) — (Ke~ Jor(mdr _ S) te dobijemo Ke~ Jormdr _ g < u(S,t).
Tada se dobije kombiniranjem ove ocjene i one dane Napomenom 2.5.7. Uoc¢imo
da daje u(0,t) = Ke=Jom™7 za gve t < T. O

Put-call paritet Ponovo, neka je u funkcija cijene opcije za europsku put opciju s
cijenom izvrsenja K i neka je C'(S,t) dana s

C(S,t) =8 — Ke Jor™7 (5 4), (2.29)
Zbog toga Stou i S — Ke™ Jo r(m)ar zadavoljavaju (2.14)), ocito je C rjesenje od ([2.14)),

uz pocetni uvjet C(S,0) = (S — K)*. Ovo je rubna zadada za europsku call opciju.
Na taj nacin dobivene rezultate za put opciju mozemo prenijeti na call opciju.

Konveksnost

Pretpostavka 2.3 Postoji pozitivna konstanta C' takva da

|5282"(5 Hl <C, gs (2.30)
552 >N =G, g.s. )

Propozicija 2.5.9. Uz Pretpostavke 2.1 i 2.3, neka je u slabo rjesenje od (2.14) gdje
jeug €V konveksna funkcija takva da %2;20 ima kompaktan nosac. Tada, za svet > 0,

je u(S,t) konveksna funkcija od S.

Kao posljedicu, uz Pretpostavke 2.1. i 2.3, vidimo da je cijena europske put opcije
konveksna s obzirom na S i zbog put-call pariteta to vrijedi i za europsku call opciju.

Jos ogranicenja

Fokusiramo se na europsku put opciju s volatilnos¢u o. Koriste¢i Propoziciju 2.5.9,
moguce je usporediti u s funkcijom cijene europske put opcija s konstantnom vola-
tilnoscu.
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Propozicija 2.5.10. Uz Pretpostavku 2.1, za sve t € [0,T] i za sve S > 0 vrijedi

u(S,t) < u(S,t) <u(s,1), (2.31)
gdje je u () rjesenje od (2.14) s 0 = o, (0 =7).

Lokalizacija
Ponovo, fokusiramo se na europsku put opciju. Za numericku aproksimaciju od wu,
moramo ograniciti granice domene varijable S, tj. uzeti u obzir samo S € (0, S) za
S dovoljno velik i postaviti neke umjetne rubne uvjete u S = S. Uz pretpostavku da
nova funkcija nestaje na toj granici, dobivamo novu rubnu zadadéu:

ouw 1 , ,0% ou

S*— —rS— +ru=0, te( 17, S €(0,5),

ar 277 2052 "Yas (2.32)

s @(S,0) = (K — S)* na (0,S). Neka je V novi Sobovljev prostor:

V= {o, sg—s e L*((0,8)), v(S) = 0}

Teorija slabih rjesenja iz ovog odjeljka se moze primijeniti na zadacéu (2.32)), ali je
potrebno ocijeniti gresku izmedu u i .

Propozicija 2.5.11. Uz Pretpostavku 2.1, greska mazycio 1), sepo,5|u(S,t) — (S, t)| se
smanjuje brze od bilo koje negativne potencije od S kad S — oo, tj. brZe od S™" za
bilo koji pozitivni broj 1.

Dokaz. Iz principa maksimuma primijenjenog na slaba rjesenja od ([2.14 - na (0, 5) x
(0,T], mozemo vidjeti da u > @ na (0,5) x (0,T) jer u(S,t) > u(S,t) =
Ipak, po Propoziciji 2.5.10 je u < @, §to implicira u(S,t) < u(S,t). Neka je
7(S) = maxyepru(S,t). Princip maksimuma primijenjen na funkciju E(S,t) =
7(S) — u(S,t) + (S, t) daje 7(S) > u — @ na [0,S] x [0, T]. Time smo dokazali

0<u-—a<n(S), nal0,5]x][0,T].

Medutim, 7(S) se moze izra¢unati iz Black-Scholesove formule (2.12)) i lako je vidjeti
da za sve n > 0, limg_,, 7(5)S" = 0.

Stoga, max,cor,se(0,5)|w(S;t) — @(S,t)| se brze smanjuje od bilo koje negativne
potencije S~ kad S — oo. [
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Metoda konacnih elemenata za
Black-Scholesov model

Razmotrimo rubnu zadadéu:

2
— — —d?(S, t)SZﬁ—“ — a(t)Sg—Z +Bt)u=0, te{0,T), Se(0,5),

u(8,0) = up(S) Se(0,8), uS,t)=0 te(0,T].

(3.1)

Ova generalizacija od se koristi za procjenjivanje cijena europskih put opcija
s moguc¢om isplatom dividendi: odgovara izboru a = r(t) — q(t) i 5 = r(t), gdje je r
kamatna stopa, a ¢ prinos na dividende.

Kako bi primijenili metodu konaé¢nih elementa s elementima prvog stupnja, poc¢injemo
s varijacijskom formulacijom danoj u i ([2:21).

Prvo éemo podijeliti interval [0, S] na podintervale x; = [S;_1, 5], 1 <i < N 41,
takve da 0 = SO < Sl < - < SN < SN+1 = g Nekaje hz = Si_Si—l ih=
¢emo pretpostaviti da se cijena izvrSenja K poklapa s nekim od ¢vorova od 7Ty, tj. da
vrijedi Sg, = K za neki odgovarajuéi ky.

Definiramo diskretan prostor V},

Vi = {Uh € C°([0,9]), vn(S) =0; V& € Th, vnps je aﬁna}. (3.2)

Pretpostavka mreze osigurava da je ug € V3 za up = (K — S)". Uzet éemo M
koraka vremenske diskretizacije, a za korake vremenske diskretizacije uzimamo dt,
m = 1,..., M. Diskretna zadac¢a dobivena primjenom Eulerove implicitne metode

20
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glasi:
naci (uzn)lngM,uzn € Vh i U?L(SZ) = u0<Si)7 1=0..N -+ 1, 1
. (3.3)
zam=1.M, Yu, €V}, up' —uy' oy |+ Otpae, (g, v) =0,
gdje je
51 ov Ow
_ 2 2
at(/U7w) _/0 =S% (S )asas
(3.4)

+/OS< alt) + (St)—l—Sa(St)?S)Sg—gw-i—ﬁ()/Osvw.

Primijetimo da a;(v,w) mozemo drugacije napisati:

51 Ov Ow S do \ ,0v
_ 2 2 2
at(v,w)—/o =S5%0%(S, t>8585+/ U(S,t)—i—SJ(S,t)aS SaSw

(.

v~

—a(t)/ossg—gww( )/OSW.

Racunamo A posebno, uzevsi u obzir da je v po dijelovima afina.

N+1 N+1

ov Ow do ov
A = g /11 S“o St@S@S g /1< St+SU(St)8S)SaSw

\

= [iskoristimo parcualnu integraciju na O]

N+1 Si
ov

25%(
—g S StaS
N+1

N+1 821}
_E 2 v 2 2 vv

/ (Sa (S,t) + S%0(S, 1) ) w Z/l 5% Staszw
N+1

do \ Ou
2
—i—g / (50 (S, t)+ S (St)85>—asw

Si—1
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N+1
1 ov 1 ov

- Z < 82 Q(S'“t)as(s t) (S) 58'52—10-2(Si—17 )as(s’j_ 1 ) (Sl—l>>
=1
N N+1

N v o oy

_gﬁs (SUt)aS 22 Z 1 )as(sl 1 ) (Sifl)

:Z%Sf&(&,t)((gg(s 1) — SS(W )) (S;).

Stoga imamo:

N v S v S
o) = = 3 3822S OGN SelS) ) [ S5t s 50) [ ua (35)
gdje [] oznacava
v W, .. . o
2050 = 22(5.0) — 0 (57.1). (36)

Za i = 0,..,N + 1, neka je w; po dijelovima linearna funkcija na [0, S], takva da
poprima vrijednost 1 u évoru S;i0u S;, j #14, j =0,...,N + 1. Primjer funkcije w;,

,,,,,

S) =D up(Si)wi(S). (3.7)

Vi 1 vrijedi

Slika 3.1: Primjer funkcije w;

Neka je M matrica takva da M, ; = (w;,w;) za 0 <1i,j < N. Takoder, neka je A ma-
trica takva da je A;; = a4, (wj,w;) za 0 < 4,7 < N. Uz u™ = (u]*(Sp), ..., uj"(Sn))7,
je ekvivalentno

(M + 6ty A™)u™ = Mu™ " (3.8)
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Zbog nacina definiranja funkcija w;, matrice M i A™ su tridijagonalne, tj. kada
vrijedi |¢ — j| > 1, presjek nosaca od w; i w; je prazan skup pa su odgovarajuci

matriéni elementi jednaki 0. Nadalje, za ¢ < N, vrijedi

. S - Si—l (‘9w7; 1

7 S ) = 7 vs Sif 7Si )
wilS) I 95 € (8i-1,5i)
Si+1 - S Owi 1
i S T = - ; \V/S Si7 Sz 3
pa vrijedi:
8 hi S Ow;_1 Sic1 S;
Wi—1w; = ga Sw; XS = - 6 - 3’
0 0
s . . S , . .
/ wiw; = %, / Swi% = —%, ako je 1 > 0,
0 0
§ hl § 8w0 hl
Wowo = 37 SWO% = —ga
0 0
S S
Pita / Owit1 Sit1 S;
Wi1WwW; = s Swi = 4+ —.
/0 i 6 0 dS 6 3

Pomoé¢u gornjih izra¢una dobijemo elemente matrica A™ i M.

Elementi od A™:

2 2/q. } A
m 31202<Slatm> 1 1 Oé(tm)
Al = = G ) T g (et h)
F(Bltn) —alta) 1 <i <,
m a(t, h
AT = (2 Jh 4 (B(t) — a(tm))§17
m _52202(517tm) B a(tm)Sl
b 2hi1 2

(3.9)
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Elementi od M:
hi .
M;;, = 5’ 1<i<N,
M:% 1<i<N, Mo,oz%a

>

M;; = igla 0<i<N-1

24



Poglavlje 4

Primjeri europskih opcija

U ovom poglavlju ¢emo prikazati nekoliko rezultata izracuna cijena europskih
opcija s razli¢itim parametrima, tj. svojstvima. Izra¢un je raden u MATLAB-u i kod
je dan na kraju poglavlja.

Cijenu izvrsenja oznacavamo s K, vrijeme dospijeca s T', vremenski trenutak t,
kamatnu stopu s 7, volatilnost s ¢, cijenu dionice s S, gornju granicu cijene dionice s
S. Kamatna stopa i volatilnost su dane godisnje. Koristimo ekvidistantnu mrezu 7j,,
tj. hy = S; —S;_1 je jednak za sve i = 1, ..., N + 1. Pretpostavljamo da nema prinosa
na dividende. U svim primjerima radimo s tisu¢u koraka vremenske diskretizacije.

25
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Primjer 1. Neka je K =120, 7 =1, 5 =300, h = 5, r = 0.02, 0 = 0.2. Trazimo
cijenu europske put opcije. Na Slici prikazana je usporedba numerickog rjesenja
dobivenog metodom konacnih elemenata i egzaktnog rjeSenja. Egzaktno rjesenje
mozemo izracunati jer su u ovom primjeru kamatna stopa i volatilnost konstante.
Na Slici je prikazana cijena opcije za dionicu kojoj je sadasnja cijena S = 100.
Greska je reda velicine 1074

Usporedba numerickog rjeSenja s egzaktnim
T T T

1207
—rjeSenje metodom konaénih elemenata

—egzaktno rjesenje
100F 9 jesen) 1

60 1

cijena opcije

20| i

0 I I T I I
0 50 100 150 200 250 300

cijena dionice

Slika 4.1: Cijena europske put opcije u trenutku ¢ = 0 za razli¢ite cijene dionice

S € [0,300].

Usporedba numerickog rjesenja s egzaktnim

20.176 T T T
—rjeSenje metodom konaénih elemenata
. —egzaktno rjeSenje

20174 e i
520172 RS i
g S
©
C
2 20171 1
5]

20.168 [ TS )

1 1 1 1 1 1 1

0.166 : :
99.995 99.996 99.997 99.998 99.999 100 100.001 100.002 100.003 100.004 100.005
cijena dionice

Slika 4.2: Cijena europske put opcije u trenutku ¢ = 0 u okolini cijene dionice S = 100.
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Primjer 2. Neka je K = 60, T = 0.25, S = 200, h = 0.2, r = 0.05, 0 = 0.4.
Trazimo cijenu europske put opcije. Na Slici prikazana je usporedba numerickog
rjeSenja dobivenog metodom konacnih elemenata i egzaktnog rjesenja. Kao i u Pri-
mjeru 1, egzaktno rjeSenje mozemo izracunati jer su u ovom primjeru kamatna stopa
i volatilnost konstante. Na Slici je prikazana cijena opcije za dionicu kojoj je
sadasnja cijena S = 50. Greska je reda veli¢ine 1074
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Slika 4.3: Cijena europske put opcije u trenutku ¢ = 0 za razli¢ite cijene dionice

S € [0,200].
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Slika 4.4: Cijena europske put opcije u trenutku ¢ = 0 u okolini cijene dionice S = 50.
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Primjer 3. Promotrimo Cetiri europske put opcije kojima je razlicita jedino
kamatna stopa r. Za sve vrijedi K = 100, T =1, S = 200, h = 0.5, ¢ = 0.3.
Usporedba se moze vidjeti na Slici 4.5|
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Slika 4.5: Cijene europskih put opcija u trenutku ¢ = 0 za razlicite cijene dionice
S € [0,200].

Iz slike se moze vidjeti da s ve¢om kamatnom stopom r, europska put opcija ima
nizu cijenu, uz nepromijenjene ostale parametre.
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Primjer 4. Promotrimo cetiri europske put opcije kojima je razlicita jedino
volatilnost . Za sve vrijedi K =50, T =3, .S = 100, h = 0.25, r = 0.05. Usporedba
se moze vidjeti na Slici 4.6|
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Slika 4.6: Cijene europskih put opcija u trenutku ¢ = 0 za razlicite cijene dionice

S € [0,100].

Na gornjoj slici imamo navedene ¢etiri opcije sa svim jednakim parametrima, ali
razlicitom volatilnoséu o. Jasno se vidi da europska put opcija ima nizu cijenu kada
joj je volatilnost manja, uz ostale parametre nepromijenjene.
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Primjer 5. Neka je K = 100, T =1, § = 200, h = 3, r = 0.05, 0 = 0.2.
Trazimo cijenu europske call opcije. Cijenu europske put opcije, za koju vrijede isti
parametri kao za navedenu call opciju, racunamo metodom konacnih elemenata. Iz
put-call pariteta dobijemo cijenu pocetne call opcije. Na Slici prikazana je
usporedba numerickog i egzaktnog rjesenja. Egzaktno rjeSenje mozemo izracunati jer
su u ovom primjeru kamatna stopa i volatilnost konstante. Na Slici je prikazana
cijena europske call opcije za dionicu kojoj je sadasnja cijena S = 120. Greska je

reda veli¢ine 1073,
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Slika 4.7: Cijene europske call opcije u trenutku ¢ = 0 za razlicite cijene dionice
S € [0,200].
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Slika 4.8: Cijena europske call opcije u trenutku ¢t = 0 u okolini cijene dionice S = 120.
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Primjer 6. Neka za Getiri europske call opcije vrijedi K = 110, T = 1, S = 200,
h = %, a neka svaka ima drugaciju kamatnu stopu r. Cijenu europske put opcije,
za koju vrijede isti parametri kao za navedenu call opciju, racunamo primjenom me-
tode konaé¢nih elemenata. Cijenu pocetne europske call dobijemo iz put-call pariteta
. Na slici prikazana je usporedba europskih call opcija s razli¢itim kamatnim

stopama.
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Slika 4.9: Cijene europskih call opcija u trenutku ¢t = 0 za razlicite cijene dionice
S € [0,200].

Iz Slike se vidi da europska call opcija s kamatnom stopom r, vrijedi vise
od europske call opcije s manjom kamatnom stopom od r, a ostalim parametrima
nepromijenjenim. Iz Slike [4.5] smo vidjeli da ne vrijedi isti zakljucak za europsku put
opciju.
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Primjer 7. Neka za cetiri europske call opcije vrijedi K = 80, T' = 2, S = 200,
h = 0.5, » = 0.04, a neka svaka ima drugaciju volatilnost o. Cijenu europske put
opcije, za koju vrijede isti parametri kao za call opciju, racunamo primjenom metode
konac¢nih elemenata. Vrijednost pocetne europske call opcije dobijemo iz put-call
pariteta . Na Slici prikazana je usporedba europskih call opcija s razli¢itim

volatilnostima.
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Slika 4.10: Cijene europskih call opcija u trenutku ¢ = 0 za razlicite cijene dionice

S € [0,200].

Iz Slike vidimo da za ve¢u volatilnost o, europska call opcija vrijedi vise od
jednake europske call opcije koja ima manju volatilnost. Iz Slike smo vidjeli da
vrijedi isti zakljucak za europsku put opciju.
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Primjer 8. Neka je K =100, T =2, S = 200, h = 0.5, ¢ = 0.4. Trazimo cijenu
europske put opcije. Neka je kamatna stopa r funkcija koja ovisi o ¢, takva da

r=02zat <1,
r=01zat>1.

Uvedimo jos dvije europske put opcije koje imaju konstantnu kamatnu stopu i jednake
sve ostale parametre kao i navedena opcija. Neka su te opcije takve da jedna ima
kamatnu stopu r = 0.1, a druga » = 0.2. Na Slici prikazana je usporedba
navedenih triju opcija.
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Slika 4.11: Cijene europskih put opcija u trenutku ¢ = 0 za razlicite cijene dionice
S € [0,200].

Iz Slike vidimo da europska put opcija s konstantnom kamatnom stopom
r = 0.1 ima veéu cijenu od opcije s kamatnom stopom r = 0.2, Sto je ocekivan
rezultat. Iz slike takoder vidimo da je cijena opcije s kamatnom stopom ovisnoj o t,
manja od cijene opcije za koju je r = 0.1, ali ve¢a od opcije za koju je r = 0.2.
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Primjer 9. Neka je K =100, T =2, S = 200, h = 0.5, r = 0.06. Trazimo cijenu

europske put opcije. Neka je volatilnost o funkcija koja ovisi o vremenu ¢, takva da
o(t) =0.03t + 0.2.

Uvedimo europsku put opciju koja ima konstantnu volatilnost o = 0.2 i jednake sve
ostale parametre kao navedena opcija. Na Slici [1.12] prikazana je usporedba ovih
dviju opcija.
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Slika 4.12: Cijene europskih put opcija u trenutku ¢ = 0 za razlicite cijene dionice
S € [0, 100].

Iz Slike mozemo vidjeti da europska put opcija s konstantnom volatilnoséu
ima manju cijenu od navedene opcije ovisne o vremenu. To nije neocekivan rezultat
jer funkcija volatilnosti o(t) = 0.03¢ + 0.2 je u svakom trenutku veca ili jednaka 0.2,
pa time i pripadajuc¢a opcija ima vecu cijenu.
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Primjer 10. Neka vrijedi K =50, T = 3, S = 100, h = 0.25. Trazimo vrijednost
europske put opcije. Neka su volatilnost ¢ i kamatne stope r; i 79 funkcije koja ovise
o vremenu t, takve da

o(t) =0.02t* +0.3 za t < 3,

ry =02zat <0.5, ro = 0.05 za t < 0.5,
rr=0.12za0.0 <t <1.5, ro =0.12a0.0 <t <1.5,
ri =0.05zat > 1.5, ro =0.2zat>1.5.

Na Slici prikazana je usporedba dviju opcija.
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Slika 4.13: Cijene europskih put opcija u trenutku ¢ = 0 za razlicite cijene dionice
S € [0, 100].

Takoder, mozemo usporediti i gornje dvije europske put opcije s odgovaraju¢im
call opcijama dobivenim put-call paritetom (2.29)). Prikaz se moze vidjeti na Slici

414
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Slika 4.14: Cijene europskih put i call opcija u trenutku ¢ = 0 za razlicite cijene

dionica S € [0, 100].
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Primjer 11. Neka vrijedi K = 150, T'= 2, § = 300, h = 0.5, r = 0.05. Trazimo
vrijednost europske put opcije. Neka su volatilnosti o; i 09 takve da
01(S,t) = 0.03t — S - 107 + 0.2,
75(S,t) = 0.03t + 0.2,

zat €[0,7].
Na Slici prikazana je usporedba dviju opcija.
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Slika 4.15: Cijene europskih put opcija u trenutku ¢ = 0 za razlicite cijene dionice
S € 10,300].

Iz slike vidimo da opcija s volatilnos¢u o, ima nizu cijenu, Sto je o¢ekivan rezultat.
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Primjer 12. Neka vrijedi K = 220, T =1, S =400, h = 0.5, » = 0.05. Trazimo
vrijednost europske put opcije. Neka su volatilnosti o; i 09 takve da

01(S,t) = 0.03t + (S — 250)? - 10~* + 0.1,
o9(S,t) = 0.03t 4 0.1.

zat €[0,7].
Na Slici prikazana je usporedba dviju opcija.
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Slika 4.16: Cijene europskih put opcija u trenutku ¢ = 0 za razlicite cijene dionice

S € [0,400].

Iz slike vidimo da opcija s volatilnos¢u ¢ ima visu cijenu.
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Kod u MATLAB-u

h S %% cijena dionice

h K %% cijena izvrSenja

% S_max %% gornja granica cijene dionice

h T %% maturity

hor %% kamatna stopa

% q %% volatilnost

% m %% broj koraka vremenske diskretizacije

% t %% vremenski trenutak
format long

h=S_max/n;
part=0:h:S_max;
len=length(part) ;
dt=T/m;

Jmatrica M
mi_plus_minus=h/6;
mii=2%h/3;
m00=h/3;

ml=repmat (mi_plus_minus,1,len-2);
m2=repmat (mii,1,len-1);
M=diag(ml,-1)+diag(m2)+diag(mi,1);
M(1,1)=m00;

Jkoeficijenti u0

u0=zeros(1,len-1);
u0(1, :)=max (K-part(1:1len-1),0);

%#Eulerova implicitna metoda
u=ul’;
t=0;

for i=1:m

ai_i_min1=@(si,t) ( (-(si."2)*( q(t,si)"2)/(2%h)) + r(t)*si/2);
aii=@(si,t) ((si."2).*(q(t,si)."2)/h + r(t)*h);

a00=0(t) (r(t)*h/2);
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ai_i_plus1=@(si,t)(-(si."2).*(q(t,si)."2)/(2*%h) - r(t)*si/2);

al=ai_i_minl(part,t);

a2=aii(part,t);

a3=ai_i_plusl(part,t);
A=diag(al(2:1len-1),-1)+diag(a2(1:1len-1))+diag(a3(1l:1len-2),1);
A(1,1)=a00(t);

d=M+dt*A;
(L,U,P]=1u(d);
pom= (M) *u;
z=L\pom;
u=U\z;

t=t+dt;

end

/icijena call opcije
call=u+part(1l:n)’-Kxexp(-r(T)*T);

hrezultat za cijenu put opcije za poletnu cijenu dionice S

if mod(S,h)==0

rez=u(S/h+1,1);

else

rez=u(floor(S/h)+1,1)*(ceil(S/h)-S)/h +
u(floor(S/h)+2,1)*(S-floor(S/h))/h;

end

hrezultat za cijenu call opcije, ako je r konstanta, za poZetnu

%cijenu dionice S

if mod(S,h)==0

rez_call=call(S/h+1,1);

else

rez_call=call(floor(S/h)+1,1)*(ceil(S/h)-S)/h +
call(floor(S/h)+2,1)*(S-floor(S/h))/h;

end
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Sazetak

Opcija je ugovor koji vlasniku daje pravo, ali ne i obvezu, da kupi (call) ili proda
(put) odredenu financijsku imovinu po unaprijed dogovorenoj cijeni, do odredenog
datuma ili na taj datum, na tzv datum dospijeca. Ovisno o trenutku izvrsenja,
razlikujemo europske i americke opcije. Europske opcije se mogu iskoristiti samo na
datum dospijeca, dok se americke opcije mogu izvrsiti i u bilo kojem trenutku prije
datuma dospije¢a. U ovom radu odredujemo cijenu europske opcije.

U prvom poglavlju se upoznajemo s osnovnim pojmovima u teoriji opcija, funk-
cijama isplata te ¢imbenicima koji utjecu na kretanje cijena opcija.

U drugom poglavlju prosirujemo Black-Scholesov model i navodimo svojstva. Mo-
del je opisan linearnom parabolickom parcijalnom diferencijalnom jednadzbom koju
zadovoljava funkcija cijene europske put opcije. Zatim vrsimo potrebnu zamjenu va-
rijabli te navodimo rezultat egzistencije i jedinstvenosti rjesenja. Na kraju poglavlja
dajemo varijacijsku formulaciju zadace za europsku put opciju.

U tre¢em poglavlju primijenjujemo metodu konac¢nih elemenata s elementima pr-
vog stupnja na model zapisan u obliku varijacijske jednadzbe te racunamo numericku
aproksimaciju rjesenja modela.

U cetvrtom poglavlju prikazujemo razne primjere cijena europskih opcija s razli¢itim
parametrima. Cijene call opcija racunamo iz put-call pariteta. Usporedujemo cijene
europskih opcija dobivene metodom konacnih elemenata s egzaktnim cijenama uko-
liko je to moguce. Takoder, promatramo promjene cijena europskih opcija u ovisnosti
o promjenama odredenih parametara. Na kraju poglavlja prikazujemo implementa-
ciju metode u MATLAB-u.



Summary

Option on a given asset is a contract that gives its holder the right, but not the
obligation, to buy (call) or sell (put) the asset for a predetermined price, until a
certain future time or at that time. That future time moment is called the maturity.
Depending on the time of exercise, we differentiate between European and Ameri-
can options. European options can only be excercised on the maturity date, while
American options can be excercised earlier. In this work we determine the price of
European option.

In the first chapter we introduce the basic concepts of option theory, payoff func-
tions and factors affecting option prices.

In the second chapter we extend the Black-Scholes model and list some its proper-
ties. Model is described by a linear parabolic partial differential equation which can
be solved for the pricing function of the European put option. Then we use change of
variables and formulate existence and uniqueness result of the solution. At the end
of the chapter we give the variational formulation of the European put option value
problem.

In the third chapter we use finite-element method of degree 1 on the model written
as variational equation and we calculate the numerical approximation of the solution
of the model.

In the fourth chapter we present various examples of prices of European options
with different parameters. European call option price is calculated from put-call
parity. We compare prices obtained by finite-element method with exact solutions
when possible. Also, we observe changes of European options prices depending on
parameters changes. At the end of the chapter we give the implementation code
written in MATLAB.
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