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Uvod

Linearno programiranje je relativno nova grana matematike koja se bavi optimizacijom
problema uz zadana afina ogranicenja. Njena primjena dolazi do izrazaja kod rjeSavanja
problema iz svakodnevnog Zivota. Poslovne odluke, planiranja proizvodnje, problemi tran-
sporta 1 rasporedi zaposlenika, samo su neka od Sirokog podrucja primjene linearnog pro-
gramiranja. Osnovna zadaca linearnog programiranja je odredivanje optimalne vrijednosti
(minimuma ili maksimuma) linearne funkcije cilja s obzirom na ogranicenja zadana line-
arnim nejednadzbama. Povijesno gledano, do razvoja linearnog programiranja dolazi tije-
kom 30-tih godina 20. stolje¢a. Ruski matemati¢ar L. V. Kantorovi€ ve¢ je 1939. godine
proucavao probleme proizvodnje 1 uocio da se ti problemi mogu matematicki modelirati i
rijeSiti numerickim metodama. Medutim, njegov rad je ostao nezapazen. Frank Hitchcock
je 1941. godine formulirao problem transporta, a George Stigler 1945. godine problem
dijete. Kroz te i ostale probleme, a pogotovo probleme povezane s Drugim svjetskim ra-
tom, razvila se potreba za stvaranjem metode rjeSavanja problema linearnog programiranja.
George Dantzig je 1947. godine proucCavao razlicite probleme programiranja i planiranja
u americkoj vojsci, te je otkrio sustavnu metodu rjeSavanja problema linearnog progra-
miranja, poznatu kao simpleks metoda. John von Neumann otkrio je vaznost koncepta
dualnosti, a Gale, Kuhn i Tucker su prvi objavili dokaz teorema dualnosti (viSe o povi-
jesnom pregledu u [6]). Cilj ovog rada je prikazati osnovne koncepte i metode rjeSavanja
zadace linearnog programiranja. Pri pisanju rada uglavnom smo slijedili [2, 8. poglavlje].

U prvog poglavlju dana je geometrijska interpretacija linearnih nejednadzbi, te su is-
kazani temeljni pojmovi. Prikazan je jednostavan problem dijete u kojem je promatrana
primarna i dualna zadaca problema linearnog programiranja. Na kraju poglavlja, na dva
nacina, rijeSen je primjer transporta. U drugom poglavlju iskazana je simpleks metoda, dan
njezin algoritam 1 geometrijska intepretacija. Uvedena je simpleks tablica te je ilustrirano
njeno korisStenje na primjeru. U treCem poglavlju, ulazimo dublje u pojam dualne zadace.
Iskazan je i dokazan teorem dualnosti te ukratko teorija nejednakosti. Na kraju, u pos-
ljednjem poglavlju, rijeSena su tri primjera, od kojih jedan pomocu programa MS Excel.



Poglavlje 1

Linearne nejednadzbe

1.1 Geometrijska intepretacija

Promatranje zadace linearnog programiranja zapo¢nimo geometrijskom intepretacijom li-
nearnih nejednadzbi. Linearna nejednadzba n dimenzionalnog prostora dijeli prostor na
dva poluprostora. Jedan poluprostor zadovoljava danu linearnu nejednadzbu, a drugi ne
zadovoljava. Promotrimo sljedeci primjer linearne nejednadzbe s dvije nepoznanice:

5
s
3

z4+2y=4 z+2y>4

Primjer 1.1.1. x+2y >4

Slika 1.1: Skup tocaka ravnine koje zadovoljavaju nejednadzbu x + 2y > 4
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Kao $to je prikazano na Slici pravac x + 2y = 4 predstavlja grani¢nu liniju izmedu
dviju poluravnina. Ovisno o znaku nejednakosti odredujemo pripadnost pravca polurav-
nini. Iscrtkanom linijjom oznacujemo grani¢nu liniju koja ne pripada poluravnini, a pu-
nom oznacujemo grani¢nu liniju koja pripada poluravnini. U slucaju uspravnog pravca,
grani¢na linija dijeli ravninu na lijevu poluravninu i desnu poluravninu, a u slucaju ko-
sog pravca, granicna linija dijeli ravninu na gornju poluravninu i donju poluravninu.

Na sli¢an nacin moZzemo promatrati i linearne nejednadzbe zadane u tri dimenzije, od-
nosno u prostoru. U tom slucaju, umjesto grani¢nih linija promatramo grani¢ne ravnine.
Primijetimo da je u n dimenzionalnom prostoru, dimenzija grani¢nog objekta n — 1.

Osnovno ogranicenje zadace linearnog programiranja je nenegativnost nepoznanica (u
naSem slu¢aju x i y). Nejednakosti x > 01y > O stvaraju dvije nove poluravnine, odnosno
dva nova poluprostora. Ogranicena su koordinatnim osima: x > 0 ukljuCuje sve tocke
ravnine desno od pravca x = 0, dok y > 0 ukljucuje sve tocke ravnine iznad pravca y = 0.
Na Slici 1.2} u koordinatnom sustavu u ravnini, prikazana je nejednakost x > 0, a na Slici
u koordinatnom sustavu u ravnini, prikazana je nejednakost y > 0.

Yy

Slika 1.2: Skup tocaka ravnine koje zadovoljavaju nejednadzbu x > 0.
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Slika 1.3: Skup tocaka ravnine koje zadovoljavaju nejednadzbu y > 0.

1.2 Podrudje rjesenja i funkcija cilja

Vazan korak u rjeSavanju zadace linearnog programiranja je odredivanje skupa svih tocaka
ravnine (prostora) koje zadovoljavaju dana ograniCenja (linearne nejednadzbe). Kao Sto je
i prikazano na Slici presjekom triju poluravnina x + 2y > 4, x > 01y > 0 dobivamo
osjencano podrucje koje nazivamo podrucje rjesenja ili dopusteno podrucje. Podrucje
rjeSenja sastavljeno je od skupa rjesanja linearnih nejednadzbi oblika Ax > b (presjek m
poluravnina (poluprostora)). Buduéi da vrijednosti od x moraju biti nenegativna, dobi-
vamo joS$ n poluravnina (poluprostora). Pove¢avanjem broja ogranicenja, podrucje rjeSenja
se smanjuje.

Podrucje rjesenja moze biti ograni¢eno, neograniceno ili prazno. Na Slici prika-
zano je neograni¢eno podrucje rjeSenja. Ukoliko bismo umjesto nejednakosti x + 2y > 4
promatrali nejednakost x+2y < 4 tada bismo dobili ograni¢eno podrucje rjeSenja odredeno
trokutom OAB. Kombinacijom nejednakosti x+2y > 41 x+2y < 4 za podrucje rjeSenja do-
bili bismo pravac x+2y = 4. Postavljanjem kontradiktornog ograni¢enja popout x+2y < —4
(x > 0,y > 0) podrucje rjeSenja bi bilo prazno.

Linearne nejednadZzbe i podrucja rjeSenja samo su dio u rjeSavanju zadace linearnog
programiranja. JoS jedan od bitnih dijelova linearnog programiranja je i funkcija cilja.
Odabirom razlicitih to¢aka iz podrucja rjesSenja maksimiziramo ili minimiziramo odredenu
funkciju cilja. Zadaca linearnog programiranja je pronaci tocku podrucja rjeSenja koja
maksimizira, odnosno mimimizira vrijednost funkcije cilja.
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Slika 1.4: Podrucje rjeSenja i funkcija cilja

Na Slici |1.4| nalazi se podrucje rjeSenja zadano s x + 2y > 4 te dva nenegativna
ograniCenja x > 01y > 0. Neka je s 2x + 3y zadana funkcija cilja. Cilj je za danu
funkciju cilja 2x + 3y pronaci to¢ku podrucja rjeSenja koja ¢e minimizirati njezinu vri-
jednost. Postavlja se sada pitanje kako medu svima moguéim tockama podrucja rjesenja
pronaci onu koja ¢e dati minimalnu vrijednost? Buduci da uzastopna provjera svih to¢aka
podrucdja rjesenja nije moguca (beskonaéno mnogo toc¢aka), nuzno je pronaci drugi nacin
odredivanja traZzene toCke. Dodijelimo li funkciji cilja 2x + 3y odredenu vrijednost i do-
bivenu jednadzbu nacrtamo u koordinatni sustav dobivamo liniju konstantne vrijednosti.
Za liniju konstantne vrijednosti je svojstveno to da svaka tocka te linije, koja se nalazi unu-
tar podrucja rjeSenja, daje istu vrijednost. Za razli¢ite vrijednosti funkcije cilja dobivamo
skup medusobno paralelnih linija konstantne vrijednosti (isti nagib). Minimalna vrijednost
funkcije cilja nastaje u tocki podrucja rjeSenja u kojoj je linija konstantne vrijednosti naj-
bliza ishodiStu. U naSem slucaju to se dogada u tocki B gdje su x* = 01 y* = 2. Dakle,
minimalna vrijednost iznosi:

2x*+3y"=2-0+3-2=6.

Tocku (0,2) zovemo optimalnim rjeSenjem zadace linearnog programiranja, jer ona
minimizira funkciju cilja i nalazi se u podrucju rjeSenja. Minimalna vrijednost predstavlja
vrijednost programa. Optimalno rjeSenje oznacujemo zvijezdicom.
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Opcenito, prethodnu zadacu linearnog programiranja, zadanu funkcijom cilja 1 ograni¢enjima,
nazivamo primarnom zada¢om te zapisujemo:

Minimiziraj cz s obziromna Az > biz > 0.

Varijable x 1 y su ukljuCene u varijablu z primarne zadace. Zadacu linearnog programira-
nja promatramo na nenegativnom dijelu R". Uvjet z > 0 osigurava netrivijalnost zadace
linearnog programiranja. Vezano uz prethodni primjer, vrijedi: A = [l 2], c = [2 3],
b=4.

Definicija 1.2.1. Uredaj na R":

x>y < Mief{l,..,n},xi>y) .

Optimalno rjesSenje, ako postoji, postiZze su u vrhu podrucja rjeSenja. Geometrijski gle-
dano, linije ili ravnine zadane funkcijom cilja postepeno rastu dok ne presijeku podrucje
rjeSenja. Prvi dodir s podru¢jem rjeSenja bit ¢e upravo u jednom od njegovih vrhova i na
taj naci postignut ¢emo optimalno rjeSenje. Isti zakljucak jednostavno moZemo dobiti i
analitickim putem, na primjer, koriStenjem diferencijalnog racuna.

Simpleks metoda prolazi od jednog vrha podrucja rjeSenja do drugog vrha i1 pronalazi
vrh koji ostvaruje najmanju vrijednost. S druge strane, metoda unutarnjih tocaka, koju smo
izostavili iz ovog rada, aproksimira optimalno rjeSenje biranjem tocaka unutar podrucja
rjeSenja.

Napomena 1.2.2. Presjek funkcije cilja i podrucja rjeSenja ne mora biti samo jedna tocka,
odnosno samo jedan vrh. Na primjer, da smo u prethodnom primjeru za funkciju cilja uzeli
X + 2y, onda bi svaka tocka s ruba podrucja rjesSenja izmedu vrhova A i B (vidi Sliku|l.4

bila optimalno rjeSenje. Minimalna vrijednost za sve tocke tog ruba iznosila bi 4. Ako bi
u ovom slucaju promatrali problem maksimizacije, onda nas problem ne bi imao rjeSenja
buduci da je zadano podrucje rjesenja neograniceno.

Svaka zadaca linearnog programiranja pripada jednoj od tri mogucnosti:
e Podrucje rjesenja je prazno.

e Funkcija cilja je neograni¢ena na podrucju rjeSenja.

e Funkcija cilja poprima minimum (maksimum) na podrucju rjeSenja.

U pravim zada¢ama linearnog programiranja, iz podruc¢ja ekonomije i poslovanja, ri-
jetki su slucajevi u kojima su podrucja rjeSenja prazni ili neogranic¢eni skupovi. Ukoliko se
takvi skupovi 1 dogode, zadace traba dodatno razmotriti i ispitati jesu li dobro postavljene.
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Napomena 1.2.3. Kod problema maksimizacije, zamjenom c < —c se svodimo na problem
minimizacije. Zato bez smanjenja opcenitosti promatramo samo probleme minimizacije
primarne zadace.

1.3 Poravnavajuce varijable

Postoji jednostavan nacin pretvorbe zadane linearne nejednadzbe u linearnu jednadZbu.
Uvodenjem nepoznanice kao poravnavajuce varijable poravnava se razlika izmedu lijeve
1 desne strane linearne nejednadzbe 1 dobiva se linearna jednadZba. Na primjer, za line-
arnu nejednadzbu x + 2y > 4 linearna jednadzba glasi w = x + 2y — 4, pri ¢emu je w
poravnavajuca varijabla. Ograni¢enje zadano nejednadzbom x + 2y > 4 pretvorili smo u
ograni¢enje w > 0, u skladu sa zahtjevima linearnog programiranja. Na taj nacin dobili

smo linearnu jednadzbu i nenegativna ogranic¢enja na x, y i w. Poravnavajuca varijabla w
sada je ukljucena u varijablu z primarne zadace:

Minimiziraj &z s obziromna Az = biz > 0.

Vektor redak & = [2 3 0] zadan je funkcijom cilja 2x + 3y. Matrica A = [1 2 -1]
zadana je ograniCenjem x + 2y —w = 4.

1.4 Problem dijete

Problem dijete jedan je od klasi¢nih primjera zadace linearnog programiranja. Problem
je usmjeren na ostvarivanje minimalnog troska dijete uz uvjet zadovoljavanja nutritivnih
potreba osobe. U ovom sluc¢aju promatrat cemo dijetu u kojoj Zelimo, uz minimalni troSak,
zadovoljiti dnevne potrebe proteina. Na raspolaganju imamo dva izvora proteina: maslac
od kikirikija i odrezak. Maslac od kikirikija daje nam jedinicu proteina, a odrezak dvije
jedinice proteina. Kako bi zadovoljile potrebe dijete, osobe moraju unijeti najmanje Cetiri
jedinice proteina. Uvedimo sljedece varijable odluke:

e x = broj maslaca od kikirikija
e y = broj odrezaka

Iz dnevne potrebe za proteinima, dobivamo ogranicenja zadace linearnog programiranja:
x+2y >4, x>01iy > 0. Ogranienje zadano linearnom nejednadzbom x + 2y > 4
nazivamo problemskim ograni¢enjem. Posljednja dva ograni¢enja nazivamo nenegativ-
nim ogranicenjima jer nije moguce imati negativan broj maslaca od kikirikija i odrezaka.
Kako bismo izgradili matematicki model zadace linearnog programiranja, nedostaje nam
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oblikovati funkciju cilja. Pretpostavimo da je vrijednost maslaca od kikirikija $2, a vri-
jednost odreska $3, tada je cijena dijete zadana sljede¢om funkcijom cilja 2x + 3y. Kao
Sto smo pokazali i ranije, optimalno rjeSenje dane zadaée linearnog programiranja nalazi
se u toc¢ki (0, 2) podrucja rjeSenja. Dakle, optimalna dijeta sadrzi dva odrezaka i niti jedan
maslac od kikirikija (x* = 01 y* = 2), te trosak iznosi $6. Ovaj problem dijete rijesili smo
geometrijskim pristupom zadace linearnog programiranja, kako je 1 prikazano na Slici (1.4

Svaka zada¢a minimizacije povezana je sa zadaCcom maksimizacije, odnosno sa svo-
jom dualnom zada¢om. Ako je izvorna zadaca zada¢a minimizacije, onda je njoj dualna
zadaca zadaca maksimizacije. Dakle, minimun u primarnoj zadaci jednak je maksimumu
u njoj dualnoj zadaci. To predstavlja klju€ linearnog programiranja. Kako bismo intepre-
tirali problem dijete promatrajuéi njegovu dualnu zadacu?

Bududéi da smo primarnu zadacu problema dijete promatrali sa strane kupca, njegovu
dualnu zadacu promatrat ¢emo sa strane prodavaca, na primjer, ljekarnika. Pretpostavimo
da ljekarnik prodaje proteinske tablete po cijeni p. Ljekarnik hoée maksimizirati dobit.
Cijena sintetickog proteina ne smije biti veca od cijene proteina koja se nalazi u maslacu
od kikirikija ($2 jedinica proteina) i odresku ($3 dvije jedinice proteina). Takoder, cijena
proteinskih tableta ne smije biti negativna. Iz uvjeta da osoba mora unijeti 4 jedinice
proteina, dobivamo da pripadna dualna zadaca glasi:

Maksimiziraj 4p s obziromna p < 2,2p <3ip > 0.

U ovom primjeru lakSe je rijeSiti dualnu zadacu u odnosu na njenu primarnu. U dualnoj
zada¢i imamo samo jednu varijablu odluke (cijenu p proteinskih tableta). Iz problemskog
ogranicenja 2p < 3 i uvjeta da Zelimo maksimizirati dobit, slijedi da je maksimalna cijena
proteinske tablete p = $1.50, pa maksimalna dobit iznosi 4p = 4 - $1.50 = $6. Dakle,
zakljuujemo da su zada¢e minimizacije i maksimizacije dale jednake nov¢ane vrijednosti,
odnosno da ¢emo platiti isti iznos za proteine iz namirnica te sinteticke proteine. U treCem
poglavlju, sistematic¢no ¢e se objasniti kako iz primarne zadace dobiti njenu dualnu zadacu.

1.5 Primjena

U problemu transporta koristimo geometrijski pristup rjeSavanja zadace linearnog progra-
miranja. Tekst primjera preuzet iz [3].

Primjer 1.5.1. Problem transporta. Profesori zavrsnog razreda srednje skole za potrebe
maturalnog putovanja planiraju unajmiti velike i male autobuse. Svaki veliki autobus moZe
prevoziti 40 ucenika, mora imati 3 pratitelja i njegov najam kosta $1200. Svaki mali auto-
bus moZe prevoziti 8 ucenika, mora imati jednog pratitelja i njegov najam kosta $100. Za
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potrebe putovanja nuZno je osigurati mjesta za najmanje 400 ucenika. Kako se za pratnju
ucenika prijavilo samo 36 roditelja, profesori moraju planirati najvise 36 pratitelja. Koliko
vozila svakog tipa skola mora unajmiti kako bi minimizirala troskove transporta? Koliki
su minimalni troskovi transporta?

Rjesenje. RjeSavanje zadace linearnog programiranja zapocinjemo analiziranjem pita-
nja postavljenog u iskazu problema. Iz njega saznajemo da je cilj profesora minimizirati
troSkove transporta. Buduéi da su troSkovi najma veéeg i manjeg autobusa razliciti, profe-
sori moraju odluciti koliko ¢e vecih, odnosno manjih, autobusa unajmiti. Stoga uvodimo
sljedece varijable odluke:

e x = broj unajmljenih vecih autobusa
e y = broj unajmljenih manjih autobusa

U Tablici [I.1] prikazani su zahtjevi, ciljevi i ograni¢enja zadace linearnog programira-
nja. Varijable odluke pridruzene su stupcima tablice. Koristeci varijable odluke 1 informa-
cije iz Tablice[I.1moZemo oblikovati funkciju cilja:

T =1200x + 100y

Cilj je pronaci vrijednosti varijabli odluke koje ¢e dati optimalnu (minimalnu) vrijed-
nost funkcije cilja. Nadalje, utvrdimo problemska ogranicenja. 1z teksta problema 1 Ta-
blice moZemo iS€itati dva vazna ogranicenja. Ogranicenje vezano uz broj ucenika i
ograni¢enje vezano uz broj pratitelja:

40x + 8y > 400

3x+y <36
Veliki autobus | Mali autobus | OgraniCenje
Broj ucenika 40 8 > 400
Broj pratitelja 3 1 <36
TroSak unajmljivanja $1200 $100

Tablica 1.1: Tablica zadace linearnog programiranja.

Budu¢i da ne moZemo unajmiti negativan broj malih 1 velikih autobusa, uvodimo nene-
gativna ograni¢enja: x > 0 iy > 0O te za promatrani problem transporta, dobivamo sljedeci
matematicki model:
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Minimizirati 7 = 1200x + 100y s obzirom na
40x + 8y > 400,
3x+y<36,
x,y=>0.

12()():1:||+ 100y = 9900
10 1

1
1
1
|
1
1
1 ] 30 _lag
1200z + 100y = 4450 \ Jz +y =36
: |
1
]
8 1
1
40z 4 8y ='400

4

1
1
|
1
]
1

0 2

1
1
1
1
1
]
1
1
1
1
|
1
1
1
1
]
1y L] 8l
1

1
1

Slika 1.5: Podrudje rjesenja i funkcija cilja

Grafickim rjeSavanjem sustava linearnih nejednadzbi, zadanih ograni¢enjima, dobi-
vamo podrucje rjeSenja prikazano na Slici [I.5] Uoc¢imo da je ovdje podrucje rjeSenja
omedeno i zatvoreno, dakle kompaktno, pa optimalno rjeSenje sigurno postoji (neprekidna
funkcija postize minimum na kompaktnom skupu). Ranije smo spomenuli da se optimalno
rjeSenje zadace linearnog programiranja moze odrediti na dva nacina: koriStenjem linije
konstantne vrijednosti (u terminima primjera: linije konstantnog troska) te provjeravanjem
vrijednosti funkcije cilja u vrhovima podrucja rjesenja.

1. nacin

Linija konstantnog troska, za bilo koji iznos troska 7', ima nagib —ﬁ. S porastom troska T
linija se odmice od ishodista. Najmanji troSak nastupit ¢e u vrhu podrucja rjeSenja u kojem

je linija konstantnog troska najbliZa ishodiStu koordinatnog sustava. U nasem slucaju se to
dogada u tocki (7, 15), kao $to je i vidljivo sa Slike [I.5]
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1. nacin
Odredimo vrijednosti funkcije cilja u svakom vrhu podrucja rjeSenja. Koordinate vrhova
podrucja rjeSenja dobit ¢emo rjeSavajuci sustave dviju linearnih jednadZzbi s dvije nepoz-
nanice, zadanih s:

40x + 8y =400,3x+y =361y =0.

U Tablici nabrojani su vrhovi podrucja rjeSenja i vrijednosti funkcije cilja. Ispitujuci
vrijednosti u tablici, vidimo da je minimalni troSak unajmljivanja $9900 i da se postize u
tocki (7, 15) .

Vrh (x,y) | Vrijednost funkcije cilja (T)
(10,0) $12000
(12,0) $14400
(7,15) $9900

Tablica 1.2: Tablica vrijednosti funkcije cilja u vrhovima podrucja rjesSenja.

Vidimo da oba nacina rjeSavanja daju isto rjeSenje zadace linearnog programiranja.
Preostaje nam intepretirati rjeSenje u okviru zadanog problema. Dakle, minimalni troSak
unajmljivanja profesori ¢e posti¢i ako unajme 7 velikih i 15 malih autobusa. Vrijednost
minimalnog troska, gdje su x* = 71y* = 15 iznosit Ce:

1200 - x* + 100 - y* = 1200 - 7 + 100 - 15 = $9900 ,

te bi se svi roditel;ji iskoristili za pratnju (3x* + y* = 36) .



Poglavlje 2

Simpleks metoda

Geometrijska metoda rjeSavanja zadacCe linearnog programiranja omogucava nam dobar
uvid u podrucje linearnog programiranja. Medutim, korisna je samo za rjeSavanje zadaca
u kojima imamo dvije varijable odluke i mali broj problemskih ogranicenja. Time se pri-
rodno postavlja sljedece pitanje: kako rijesiti zadacu linearnog programiranja s vise vari-
jabla odluke 1 mnogo problemskih ogranic¢enja?

U ovom poglavlju promatrat cemo zadace linearnog programiranja zadanih s n varija-
bli odluke i m problemskih ogranic¢enja. Najbolji pristup rjeSavanja je zapisati zadacu u
matri¢nom obliku. Neka su dani:

e realna matrica A dimenzija m X n
e realan vektor stupac b dimenzije m
e realan vektor redak ¢ (vektor cilja) dimenzije n
Sada zadacu minimizacije zapisujemo u sljede¢em obliku:
Minimiziraj cx s obzirom na Ax > bix > 0.

Tocke podrucja rjeSenja moraju zadovoljavati nejednakost x > 0. Uvrstimo li vektor
x = (x1,x,..., X,) u danu funkciju cilja, dobit ¢emo njezinu vrijednost, odnosno cx =
c1X] + X2 + ... + ¢, x,. Podruje rjeSenja obuhvaca m + n nejednakosti, odnosno toc¢ka x
nalazi se u presjeku m + n poluprostora. Ranije smo spomenuli da podrucje rjeSenja ima
ravne rubove te da moze biti ograni¢eno, neograniceno ili prazno.

Cilj zadace linearnog programiranja je odrediti tocku x podrucja rjeSenja koja daje
optimalno rjeSenje, odnosno to¢ku minimuma (maksimuma) funkcije cilja na podrucju

12
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rjeSenja. U prethodnom poglavlju, tocku x* odredivali smo na dva nacina: linijom kons-
tantne vrijednosti i odredivanjem vrijednosti funkcije cilja u vrhovima podrucja rjeSenja.
S porastom broja varijabli i ogranicenja, broj vrhova postaje jako velik, pa nije prakticno
odredivati sve vrhove podrucja rjeSenja kako bismo pronasli optimalno rjesenje. Iz tog
razloga koristimo simpleks metodu.

2.1 Geometrijska intepretacija simpleks metode

Promatranje geometrijske intepretacije simpleks metode mozemo podijeliti u dvije faze. U
prvoj fazi, simpleks metoda odabire jedan vrh podrucja rjeSenja. Temeljna ideja metode
je prolazak od jednog vrha do drugog rubovima zadanog podrucja rjeSenja. Iz odabranog
vrha moguce je izabrati n rubova podrucja rjeSenja. Neki rubovi mogu nas udaljiti od vrha
s optimalnim rjeSenjem, a neki nas postepeno mogu voditi prema njemu. Simpleks me-
toda uvijek vodi prema vrhu s optimalnim rjeSenjem, odnosno prema vrhu u kojem zadana
funkcija cilja poprima minimalnu vrijednost. Metoda zavrSava kada odredimo vrh iz kojeg
rubovi podrudja rjeSenja vode prema vrhovima u kojima funkcija cilja poprima vece vrijed-
nosti od trenutne. Taj vrh predstavlja optimalno rjeSenje zadale linearnog programiranja
x".

Geometrijski intepretiranu simpleks metodu promotrimo sa strane linearne algebre. U
vrhu podrucja rjeSenja sijeku se n razlicitih ravnina, zadanih s n jednadZzbi. Na primjer,
u dvodimenzionalnom prostoru presjek dva pravca jedinstveno odreduju tocku, dok su u
trodimenzionalnom prostoru potrebne tri ravnine. Za odredivanje vrha podrucja rjeSenja,
moramo odabrati n od n + m nejednakosti Ax > b i x > 0, pretvorit ih u jednakosti te
pronaci njihovo sjeciste. Naravno, tocka sjeciSta bit ¢e u tocki koja zadovoljava preostalih
m ograniCenja. U suprotnom, tocka se nece nalaziti u podrucju rjeSenja.

Na Slici [2.1] prikazano je podrucje rjeSenja zadano s dvije varijable odluke (n = 2) i dva
problemska ogranicenja (m = 2). Presjekom poluravnina dobivamo Sest toaka presjeka.
Tocke A, B i C su vrhovi podrucja rjeSenja. Koordinate tocaka su (0, 6), (2,2) 1 (6, 0). Jedna
toCaka vrha podrucja rjeSenja dat ¢e optimalno rjeSenje zadace linearnog programiranja.
Preostale tri tocke, ukljucujuci i ishodiSte koordinatnog sustava, su laZne tocke, jer njihove
koordinate ne zadovoljavaju sva ograni¢enja. Opcenito, postoji najvise

(m+n)_ (m + n)! _ (m+n)!

n nl-m+n-n)  n!-m!

mogucih tocaka presjeka. Iskazani binomni koeficijent predstavlja broj nacina odabira n
jednadzbi ravnina od ukupnih m+n. Za velike vrijednosti m 1 n, odredivanje ukupnog broja
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vrhova je neprakti¢no i gotovo nemoguce.

Zaklju¢imo, zadatak prve faze je pronaéi odgovarajuéi vrh podrucja rjeSenja ili utvrditi
da je podrucje rjeSenja prazan skup. Nastavimo s pretpostavkom da je pronaden odgova-
rajuci vrh podrucja rjeSenja.

7 x+2y>6
2z+y>6
A x>0
5 y=0

T+2y==6 4

Slika 2.1: Vrhovi i rubovi podrucja rjesenja

Pretpostavimo da je uklonjena jedna od n presjecnih ravnina. Tocke koje zadovoljavaju
preostalih n — 1 jednadzbi ¢ine rub koji izlazi iz odgovarajuceg vrha podrucja rjeSenja. Taj
rub je presjek n — 1 ravnina. Kako bismo ostali unutar podrucja rjeSenja, dopusten je samo
jedan smjer duz svakog ruba. Dolazimo do druge faze. U drugoj fazi moramo odluciti
kojim od n razli¢itih rubova podrucja rjeSenja krenuti.

Kako bismo opisali drugu fazu, preoblikujmo ograni¢enja Ax > b koriste¢i poravna-
vajuce varijable kao Sto je opisano u potpoglavlju 1.3. Naime, za w = Ax — b, ogranienje
zadano s Ax > b preoblikujemo u ograni¢enja w; > 0, w, > 0, ..., w,, > 0, s jednom

poravnavaju¢om varijablom za svaki redak od A. JednadZzbuw = Ax — b ili Ax —w = b,
zapiSimo u matri¢nom obliku:
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Poravnavajuce varijable daju m jednadzbi. Podrucje rjeSenja upravlja s tim jednadZbama,
kao 1 s n + m nejednakosti x > 0, w > 0, odnosno nenegativnim ogranic¢enjima.

Bududi da simpleks metoda ne razlikuje varijable x i w, mozemo pojednostaviti i uvesti
sljedece supstitucije:

A=la -t} =i e=le o]

Nakon pojednostavljivanja, matematicki model zadaée linearnog programiranja glasi:
Minimiziraj ¢z s obziromna Az = biz > 0.

Jedini trag poravnavajuée varijable w sadrzan je u dimenzijama nove matrice A i vektora
stupca Z. Nova matrica A je dimenzija m X (n + m), a vektor stupac 7 je dimenzije n + m.

Primjer 2.1.1. Zadaca linearnog programiranja sa Slike[2.1|zadana je problemskim ogranicenjima:
X+2y>612x+y>6,x>0,y>0. Neka je x + y funkcija cilja. Tada je:

12 -1 0 6
A:[z 10 —1]’ b:[6]’
E:[l 1 0 o].

Primijetimo da u Primjeru [2.1.1] imamo Cetiri nepoznanice: x, y i dvije poravnavajuce
varijable.

Napomena 2.1.2. Zbog jednostavnosti, u nastavku rada, promatramo zadace linearnog
programiranja u kojima su funkcije cilja zadane s cx, a ogranicenja dana s Ax = bi x > 0,
pri Cemu je x € R™™ i A € My, in(R) (realna matrica dimenzije m X (n + m)).

2.2 Algoritam simpleks metode

Nakon $to smo problemska ograni¢enja izrazili jednakostima, moZemo zapoceti sa sim-
pleks metodom. Vrh podrucja rjeSenja sada predstavlja toCku u kojoj n varijabli vektora
stupca x, sustava Ax = b, imaju vrijednost nula. Tih n varijabli vektora stupca x nazivamo
nebazi¢nim varijablama. Preostalih m varijabli vektora stupca x nazivamo bazi¢nim va-
rijablama. Bazi¢no rjeSenje x je rjeSenje sustava Ax = b Koje se dobije kada se za n
zadanih nebazi¢nih varijabli uzme vrijednost nula i sustav se rijesi po bazi¢nim varija-
blama.
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Napomena 2.2.1. Bazi¢no rjesenje x ne pripada podrucju rjesenja zadace linearnog pro-
gramiranja ako ukljucuje barem jednu negativnu vrijednost, a pripada ako ne ukljucuje
niti jednu takvu vrijednost. Dakle, pripada li bazicno rjeSenje podrucju rjeSenja ili ne,
moZemo jednostavno utvrditi iz predznaka svih varijabli rjesenja. Bazicno rjesenje x koje
pripada podrudju rjeSenja nazivamo dopusteno bazi¢no rjesenje.

Napomena 2.2.2. Prva faza simpleks metode pronalazi dopustena bazicna rjesenja. Druga
faza vodi prema optimalnom rjesenju x*.

Na Slici tocka (0, 6) je sjeciSte pravaca x = 01 2x +y — 6 = 0. Tocka (0, 6) ujedno
T
je i vrh podrucja rjeSenja. Naime, za x = [O 6 6 O] imamo:

0
12 -1 0ll6|_[6

A"‘[21 0 —1]6‘”""
0

Dakle, za vrh (0, 6) bazi¢no rjesenje je (0, 6, 6, 0). Budu¢i da su sve varijable od x nenega-
tivne, zakljuCujemo da je (0, 6, 6, 0) dopuSteno bazicno rjesSenje.

U koji vrh podruéja rje$enja dalje krenuti? Zelimo se rubom podruéja rje$enja pomak-
nuti do susjednog vrha. Bududi da prelazimo u susjedni vrh, m — 1 bazi¢nih varijabli ¢e
ostati bazi¢nima. Jednoj od m bazi¢nih varijabli dodijelit e se vrijednost nula. Preostalih
m — 1 varijabli ¢e promijeniti vrijednost, ali ¢e ostati pozitivne. Simpleks metoda ¢e jednu
od nebazi¢nih varijabli proglasiti bazicnom. Izborom ruba podrucja rjeSenja odlu¢ujemo
koju bazi¢nu varijablu ¢e zamijeniti nebazi¢na. Bazi¢ne varijable raCunaju se rjeSavanjem
sustava Ax = b. NebaziCne varijable, vektora stupca x, imaju vrijednost nula. Koju ne-
bazi¢nu varijablu treba izabrati i proglasiti je bazicnom? Pogledajmo sljedeci primjer:

Primjer 2.2.3. Minimiziraj 7x; — x4 — 3x5 s obzirom na:

X1 +X3+6X4+2.X5:8,

X + X3 + 3)65 = 9. (21)

Zadaca linearnog programiranja zadana je s tri (n = 3) varijable odluke: x3, x4 1 x5 1
dva (m = 2) problemska ograni¢enja. Funkcija cilja dana je s 7x3 — x4 —3x5. Kako je sustav
zadan s dvije jednadzbe i pet varijabli, zakljuCujemo da ima dvije bazi¢ne 1 tri nebazine
varijjable. Krenimo od vrha u kojem su x; = 8 1 x, = 9 baziCne varijable. Preostale va-
rijable su nebazicne 1 vrijedi: x3 = x4 = x5 = 0. Dobili smo dopuSteno bazi¢no rjeSenje.
UvrStavanjem dobivenih vrijednosti u funkciju cilja, dobivamo da je njezina vrijednost 0,
ali ne znamo je li to i minimalna vrijednost.
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Promotrimo funkciju cilja: 7x3 — x4 — 3xs. Bilo bi krivo promatrati varijablu x; kao
bazi¢nu varijablu, jer je njezin koeficijent u funkciji cilja +7, a Zelimo minimizirati vrijed-
nost. Za bazi¢nu varijablu odaberimo varijablu xs. Koeficijent varijable x5 u funkciji cilja
iznosi —3 i najmanji je od ostalih. Stoga za novu bazi¢nu varijablu (do sada nebazi¢nu)
biramo varijablu x5 i zovemo je ulazna varijabla.

Sada kada smo nebazi¢nu varijablu xs izabrali kao ulaznu varijablu, moramo izmedu
dosadasnji bazi¢nih varijabli x; i x, odabrati jednu koja ¢e postati nebazi¢nom. Kako i
dalje imamo x3 = x4 = 0, iz (2.1) slijedi:

X1 +2x5=8, x%+3x5=9.

Ako je x; nova nebaziCna varijabla, tada je nuzno xs = 4, ali onda x, = -3 < 0, pa to nije
dopusteno bazic¢no rjeSenje. Medutim, ako je x, nova nebazic¢na varijabla, onda je xs = 3,
te x; = 2. Dakle, uzimamo varijablu x, kao nebazi¢nu varijablu. Varijablu x, zovemo
izlaznom varijablom jer napusta skup bazi¢nih varijabli, kako bi postala nebazi¢cnom va-
rijablom. RjeSavanjem sustava jednadzbi (2.1I)) po bazi¢nim varijablama x; i x5, dobivamo
daje x = (2,0,0,0, 3) novi vrh podrucja rjeSenja. Vrijednost funkcije cilja u vrhu podrucja
rjeSenja iznosi:

7X3—X4—3)C5:7'0—0—3'3:—9.

Zaklju¢imo, ulazne i izlazne varijable vode nas u novi vrh podrucja rjeSenja.

Brzi nacin

Ako vrijednosti desne strane sustava podijelimo s koeficijentima uz ulaznu va-
rijablu x5, dobivamo vrijednosti: % i % Najmanji koli¢nik govori koja ¢e varijabla prva
pogoditi nulu i postati izlazna varijabla. U naSem slucaju, varijabla x, je izlazna varija-
bla. U obzir uzimamo samo pozitivne koli¢nike. Naime, ako bi koeficijent uz varijablu
x5 bio —3 tada bi povecanje varijable x5 rezultiralo 1 poveanjem varijable x,. Na primjer,
uvrstimo i x5 = 10 u drugu jednadzbu (uz koeficijent —3), dobivamo x, = 39. U slucaju
negativnosti svih koeficijenata varijable xs, zakljucujemo da je funkcija neograniena na
podrucju rjesenja.

Prethodni korak zavrSava u novom vrhu x = (2,0, 0,0, 3). Ako su uz bazi¢ne varijable
x1 1 x5 koeficijenti u sustavu jednaki jedan, kao Sto je bio slu¢aj za x; 1 x,, onda je
sljedeci korak jednostavan. U suprotnome, pivotiramo zamijenom varijable xs u funkciji
cilja i prvoj jednadzbi. Iskazimo drugu jednadZbu sustava (2.1)) preko varijable xs:

1

3x3 ’

x5:3—%x2—

te uvrstimo u prvu jednadzbu i funkciju cilja:
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7)C3—)C4—3X5:7)C3—X4—3(3—%Xz—%X3):X2+8X3—X4—9,
i
X +x3+6x3+2x5 =8 — x1+x3+6x4+2(3—%x2—%X3)=8

& Xl—%XQ+%X3+6X4:2
Time za novi vrh podrucja rjeSenja dobivamo sljedecu zadacu linearnog programiranja:

Minimiziraj x, + 8x3 — x4 — 9 s obzirom na

%xz + %X3 + 6xy4 = 2,

%Xz + %X3 + x5 = 3. (22)

Sljedeci korak je jednostavan. U funkciji cilja, jedino varijabla x4 ima negativan koeficijent
—1, stoga nju uzimamo kao ulaznu varijablu. Podijelimo li desnu stranu sustava (2.2)) s
koeficijentima uz varijablu x4 dobivamo koli¢nike: % 1 +oo (koristili smo konvergenciju % =
+00). Iz vrijednosti koli¢nika, zaklju€ujemo da je varijabla x; izlazna varijabla. RjeSavajuci
sustav po bazi¢nim varijablama x4 1 xs, dobivamo novi vrh podrucja rjeSenja: x =

0,0,0, %, 3). Vrijednost funkcije cilja u dobivenom vrhu je:

X2+8X3—X4—9:O+8'0—%—9:—23—8.

Prethodno iskazana vrijednost predstavlja minimalnu vrijednost zadaée linearnog progra-
miranja, zato se funkcija cilja u idu¢em koraku ne mijenja (kod pivotiranja je dovoljno
samo prvu jednadnZbu u podijeliti sa 6), a osim x4 (koja je ve¢ bazi¢na) nemamo niti
jednu drugu varijablu s negativnim koeficijentima, pa bi svaka promjena bazicnih varijabli
povecala vrijednost funkcije cilja.

U velikim zadacama linearnog programiranja, moZe se dogoditi da se izlazna varijabla
vrati medu ulazne, odnosno bazi¢ne varijable. Bez obzira na to, vrijednost funckije cilja e
opadati, izuzev degenerirajucih slucajeva (pogledaj Napomenu [2.2.4)), stoga se m bazi¢nih
varijabli stalno mijenja. Nikad se ne vracamo u vrhove u kojima smo ve¢ bili. Simpleks
metoda mora zavrsiti u optimalnom vrhu. Izvanredna je brzina kojom simpleks metoda
pronalazi optimalno rjeSenje x* zadace linearnog programiranja. Podrucje rjeSenja moze
imati stotine ili tisuce vrhova, a da simpleks metoda pronade optimalno rjeSenje u desetak
koraka.

Rezimirajmo, koeficijenti funkcije cilja u prvom vrhu 7,-1,-3 1 1,8, -1 u drugom
vrhu odlucuju o ulaznoj varijabli. Ti brojevi ulaze u vektor r, vazan vektor definiran u
sljede¢em odjeljku. Koli¢nici, dobiveni dijeljenjem desne strane sustava s koeficijentima
ulazne varijable, odlucuju o izlaznoj varijabli.
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Napomena 2.2.4. Vrh podrucja rjesenja je degeneriran ako je vise od n varijabli vek-
tora stupca x vrijednosti nula. Dakle, vise od n ravnina prolazi jednim vrhom podrucja
rjesenja, stoga se dogodi da bazicna varijabla nestane. Koli¢nici, koji odlucuju o izlaznoj
varijabli, ukljucivat ¢e nule i moguce je da se bazicne varijable promijene bez promjene
vrha podrucja rjesenja. U teoriji, moguce je da ostanemo uvijek u jednom vrhu, a da samo
ciklicki mijenjamo bazicne varijable. lako je degeneriranost Cesta u primjenama, cikliranje
se rijetko dogada. Vec nakon nekoliko ponavljanja iste vrijednosti funkcije cilja, algoritam
prelazi na vrh s optimalnijom vrijednosti.

2.3 Implementacija pomoc¢u simpleks tablice

Svaki korak simpleks metode sadrzi odluke koje se sastoje u odabiru ulaznih i izlaznih
varijabli. Korake simpleks metode moZemo organizirati postavimo li A, b i ¢ u veliku
matricu ili simpleks tablicu. Simpleks tablica 7" je matrica dimnezija (m+ 1) X (m+n+1),

oblika
A b
T - [ 0] |

Na pocetku, bazi¢ne varijable mogu biti pomijeSane s nebazi¢nim varijablama. Ponovno
numeriranje je nuzno. Pretpostavimo da su xi, ..., x,, bazi¢ne varijable u nekom vrhu po-
drucja rjeSenja. Prvih m stupaca matrice A tvore kvadratnu matricu B, odnosno bazi¢nu
matricu. Matrica B mora biti regularna ako smo dobro napravili prvu fazu traZzenja vrha
podrucja rjeSenja, jer bi u protivnom presjek odabranih n ravnina bio beskonacan skup. Pre-
ostalih n stupaca matrice A tvore matricu N, dimenzije m X n, odnosno nebazicnu matricu.
Vektor cilja ¢ zapisujemo kao vektor redak oblika ch CN]. Nepoznanicu x zapisujemo
kao (XB, )CN).

U vrhu podrucja rjeSenja, nebazine varijable xy imaju vrijednost nula. Stoga, sustav
Ax = b pretvaramo u ekvivalentni sustav Bxz = b, odnosno xz = B~'b. Time posebno
imamo da su sve komponente vektora B~'h > 0. Nadalje, vrijednost funkcije cilja je
cx = cgxp = cgB~'b. Dakle, trenutno imamo sljedece:

Simpleks tablica vrha: 7 = [ —————————————— ] xy =0, xz = B'b, cilj = cgB~'b.

Kada sustav Ax = b, prikazanog u simpleks tablici vrha T, pomnoZimo s B~!, bazi¢ne
varijable Ce ostati same 1 dobivamo:

~1a7 : p-1
Smanjena simpleks tablica: 7’ = [CI ————— BNBb .
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Potpuno smanjenu simpleks tablicu dobit ¢emo ako gornji blok redak matrice 7’ pomnoZimo
s cg 1 oduzmemo od donjeg blok retka tablice 7":

Potpuno smanjena simpleks tablica: R = OcN—cBB‘lN— B b |
Uocimo da smo matricu R dobili iz T primjenom kona¢no mnogo Gaussovih eliminacija.
Promotrimo, sa strane algebre, znacenje varijabli danih u simpleks tablici:

Ogranicenja: Bxz + Nxy = b & xz+ B"'Nxy = B~ 'b,
Vrh: Xp = B_lb, XN = 0 .

Sto moZemo procitati iz gornjih blokova matrice R. Funkcija cilja zadana sa cgxp + cyxy
pretvorena je u:

Funkcija cilja: cx = (cy — cgB™'N)xy + cgB~'b ,
Funkcija cilja u vrhu: = c3B™'b ,

Sto moZemo procitati iz posljednjeg retka matrice R. U potpuno smanjenoj simpleks ta-
blici R pojavljuju se sve varijable vazne za provedbu simpleks metode. U srednjem stupcu
donjeg retka blok tablice R nalazi se r, zadan s r = cy — cgB~'N. Njime utvrdujemo op-
timalnost vrha podrudja rjeSenja. Ako je bilo koji element od r negativan, onda vrijednost
funkcije cilja moZemo dodatno minimizirati. Ako je vrijednost od r nenegativna, onda je
pronaden najbolji vrh, odnosno optimalno rjeSenje. Dakle, s r je odreden kraj simpleks
metode i dan uvjet optimalnosti: vrh podrucja rjeSenja je optimalno rjeSenje zadace li-
nearnog programiranja ako vrijedi: r = cy — cgB"'!N > 0. Vrijednost funkcije cilja u
optimalnom vrhu je czB~'b. Negativni elementi varijable r odgovaraju rubovima podrudja
rjeSenja u kojima vrijednost funkcije cilja opada. Ulazna varijabla x; odgovara elementu
varijable r s najmanjom negativnom vrijednosti.

Pretpostavimo da je r; najmanji negativni element varijable r. Tada je i-ti element od
xy ulazna varijabla. Bududi da je varijabla x; bila nebazicna, njezina vrijednost raste od
nule do pozitivne vrijednosti @, koju ¢e imati u novom vrhu podrucja rjeSenja. Kako se
vrijednost x; povecava, ostali elementi varijable x mogu se smanjiti da odrze jednakost
sustava Ax = b. Izlaznu varijablu dobivamo tako da traZimo minimum koli¢nika

(B‘lb)j
—,j=1,...,n,
(B_IN)ji

pri ¢emu uzimamo u obzir samo one j za koje (B~'b); > 0. Pretpostavimo da se najmanja
vrijednost postize za j = k. Tada je k-ti element vektora xp izlazna varijabla, a vrijednost
ulazne varijable je
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_ (B'by

(BN
Sada zamijenimo k-ti i (n + 1)-ti stupac matrice R, te ponovimo postupak Gaussovih
eliminacija kao kod pocetne matrice 7. Primijetimo da je gornji lijevi m X n blok transfor-
miranje matrice ponovno regularna matrica jer (B~'N);; # 0.

Ako bi sve vrijednosti (B~'N) ji-J = 1,...,n, bile manje ili jednake nula, odnosno
ako bi svi elementi stupca matrice B~'N iznad najmanje negativne vrijednosti vektora r
bili negativni ili jednaki nula, tada bi se novi vrh nalazio beskona¢no daleko i minimalna
vrijednost funkcije cilja bi iznosila —co. U sljede¢em primjeru koristimo simpleks tablicu
za rjeSavanje zada¢e minimizacije, ¢ije podrucje rjeSenja je prikazano na Slici 2.1

Primjer 2.3.1. Minimizirajmo x +y s obziromna x +2y > 6 i 2x+y > 6.

RjeSenje. Zadaca linearnog programiranja zadana je funkcijom cilja x + y i dva pro-
blemska ograni¢enja: x +2y > 6 i 2x+y > 6. Buduéidasu: n = 2 im = 2, simpleks
tablica T, odredena s A, b i ¢, poprimit ¢e dimenziju 3 X 5. Problemska ogranicenja zadana
nejednadZbama, pomocu poravnavajucih varijabli, pretvorimo u jednadzbe. Slijedi:

12 -1 0 6| .
A_[z Lo _1],b—[6]1c—[1 10 0]

Uvrstavanjem u simpleks tablicu 7', dobivamo:

1 2 -1 06
= l=l2 1 0 e
¢ 110 00

Pravac x = 0O sijeCe pravac 2x +y = 6 u tocki A = (0, 6), odnosno u vrhu podrucja rjeSenja.
Organizirajmo simpleks tablicu 7" tako da bazi¢ne varijable stavimo ispred nebazi¢nih. U
naSem slucaju, zamijenimo prvi i treci stupac:

-1 21 06
Simpleks tablicavrha A: T, =| 0 12—16
O 1:1 0:0

Kako bismo dobili potpuno smanjenu simpleks tablicu vrha (0, 6), za pocetak moramo prvi
redak od 74, pomnoZiti s —1. Buduéi da se lijevo, u gornjem retku blok tablice 74, mora
nalaziti jedini¢na matrica, drugi redak tablice moramo pomnoziti s 2 i pridodati prvom
retku tablice. Isto tako, lijevo, u donjem retku blok tablice T4, mora se nalaziti nul vektor
redak. Dobivamo ga tako da drugi redak simpleks tablice 74 pomnoZimo s —1 i1 pridodamo
zadnjem retku. Na taj nac¢in dobivamo potpuno smanjenu simpleks tablicu vrha A, odnosno
RA.



POGLAVLIJE 2. SIMPLEKS METODA 22

Potpuno smanjena simpleks tablica vrha A:

1 2:-1 0 -6 1 0:3 -2:6 10 3 -2:6
01 2 -1 6 |~|012-16|~[01 2 -1 6 |

011 00

Promotrimo r = [—1 1] u donjem srednjem retku potpuno smanjene simpleks tablice R4.
Zbog negativne vrijednosti (—1) koja se pojavljuje u tre¢em stupcu od R4, trea varijabla
¢e biti ulazna varijabla. U trenutnom vrhu A, vrijednost funkcije cilja iznosi +6 i nije op-
timalna. Stupac iznad negativne vrijednosti (—1) je (3,2). Izlaznu varijablu odredujemo
odabirom najmanjeg pozitivnog koli¢nika dobivenog dijeljenjem koeficijenata posljednjeg
s koeficijentima treceg stupca tablice R4. Dobivamo sljedece koli¢nike: % =21 g = 3.
Buduci da je prvi koli¢nik manji, varijabla dana prvim stupcem tablice R4, postaje ne-
bazi¢nom (izlaznom) varijablom. Na taj nac¢in pomaknuli smo se iz vrtha A = (0, 6) u vrh
B = (2,2) podrucja rjeSenja prikazanog na Slici [2.1] Provodimo isti, ranije opisani, postu-
pak. Organizirajmo simpleks tablicu tako da bazi¢ne varijable stavimo ispred nebazi¢nih,
odnosno zamijenimo prvi i treci stupac:

301 -2 6
Simpleks tablica vrha B: T = 210—16
ST00 1 6

Potpuno smanjenu simpleks tablicu vrha B dobivamo u nekoliko koraka. Za pocetak podi-
jelimo s 3 prvi redak od T3. Bududi da se u gornjem lijevom retku blok tablice 75 mora
nalaziti jedinina matrica, prvi redak tablice trebamo pomnoziti s —2 i pridodati drugom
retku. U donjem lijevom retku blok tablice 75 mora se nalaziti nul redak. Nul redak do-
bivamo tako da prvi redak tablice Ty pridodamo zadnjem retku. Na taj nacin dobili smo
potpuno smanjenu simpleks tablicu vrha B, odnosno Rp.

Potpuno smanjena simpleks tablica vrha B:

12 1 2 1 2 -
Ry=| 2 1.0 -1 6 |~101 -5 5 2/~101 -5 5 2|
-1 00 1 -6 01 1 00 00 1 1 -4
U potpuno smanjenoj simpleks tablici Rg, r = [% %] Bududi da su svi elementi od r

pozitivni, simpleks metoda staje. ZakljuCujemo da se u vrhu B = (2,2) postiZze optimalno
rjeSenje zadaée linearnog programiranja i da miniminalna vrijednost funkcije cilja iznosi
4.
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2.4 Ogranizacija simpleks metode

Geometrijska intepretacija simpleks metode iskazana je algebarski. Vrhovi podrucja rjesenja
dani su dopustenim bazi¢nim rjeSenjima. U simpleks metodi, odlu¢ujuéu ulogu igraju vek-
tor redak r 1 koli¢nik @. Oni predstavljaju srz simpleks metode, a mogu biti organizirani na
tri razli¢ita nacina:

1. U simpleks tablici.
2. AZuriranjem B! prilikom zamjene stupca u iz N i stupca k iz B.

3. Racunanjem B = LU, odnosno LU faktorizacijom kvadratne matrice B, te aZuriranjem
matrica L 1 U prilikom zamjene stupca u iz N 1 stupca k iz B.

Prethodnim popisom predstavljena je kratka povijest simpleks metode. Simpleks tablica je
dominirala mnogo godina. Za mnoge je unijela daSak zagonetnosti u linearno programi-
ranje, prvenstveno zbog toga §to je gotovo u potpunosti uspjela izbje¢i matricnu notaciju.
Dani simpleks tablice, za velike zadace, su zavrSeni. Promotrimo zaSto. Najmanji nega-
tivni element od r pokazuje koji Ce stupac u postati ulazna varijabla. Preostali stupci iznad
r se nece koristiti. Njihovo racunanje predstavlja gubitak vremena. U veclim zada¢ama
linearnog programiranja, vrijednosti elemenata stotine stupaca odredivat ¢e se u svakom
koraku, ¢ekajuci da postanu ulazne varijable. U teoriji, to omogucava shvacanje simpleks
metode u potpunosti, ali u praksi, to moze biti dugotrajan proces.

Brzi 1 jednostavniji nacin je pogledati koji su izrauni stvarno potrebni. U svakom ko-
raku simpleks metode, stupac matrice N i stupac matrice B zamijene mjesta. Koji stupac
se mijenja kojim, odredeno je vrijednostima od r i @. Metoda zapocinje s danom bazi¢nom
kvadratnom matricom B i trenutnim rjeSenjem xz = B~'b.

Koraci simpleks metode
1. Izratunati vektor redak A = czgB~' i smanyjiti vrijednost r = cy — AN.

2. Ako je r > 0, simpleks metoda staje i trenutni vrh je optimalno rjeSenje zadace

linearnog programiranja. U suprotnom, ako je r; najmanji negativni element od r,
onda uzimamo stupac u, odnosno i-ti stupac od N, kao ulaznu varijablu.

3. Odrediti koli¢nike dobivene dijeljenjem elemenata B~'b s B~'u, promatrajuéi samo
pozitivne elemente od B~'u. Ako je B~'u < 0, onda je minimalna vrijednost —oo.
Ako se najmanji koli¢nik postiZe u k-tom elementu od B~'u, onda k-ti stupac trenutne
bazi¢ne matrice postaje izlazna varijabla.

4. Azurirati B~! ili matrice Li U i rjeSenje xz = B~'b. Vratiti se na prvi korak.
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Ponekad simpleks metodu, danu u prethodnim koracima, nazivamo izmijenjenom simpleks
metodom kako bi se razlikovala od operacija u simpleks tablici.



Poglavlje 3

Dualna zadaca

3.1 Uvod u dualnu zadacu

Iako nam algoritam simpleks metode omogucava rjeSavanje zadace linearnog programira-
nja, u srediStu njezinog razmatranja nalazi se teorija dualnosti. Teoriju zapo¢injemo danom
primarnom zadacom:

Minimiziraj cx s obziromna Ax > bix>0.

Kao i primarna, dualna zadaca zadana je s A, b i c, ali preokrenuto. U primarnoj zadaci ¢
je bio zadan funkcijom cilja, a b problemskim ogranicenjima. U dualnoj zadaci je obratno,
odnosno c je zadan problemskim ograni¢enjima, a b funkcijom cilja. Nepoznanica y dualne
zadale je vektor redak dimenzije m. Za razliku od primarne zadaée u kojoj su problem-
ska ograniCenja dana s Ax > b, u dualnoj su dana s yA < ¢. Svaka zada¢a minimizacije
povezana je sa zada¢om maksimizacije, stoga dualna zadaca problema linearnog progra-
miranja glasi:

Maksimiziraj yb s obziromnayA <ciy>0.

Dualna zadaca dualne zadace je poCetna primarna zadaca. Naime, zapiSimo dualnu zadacu
kao zadacu minimizacije:

max yb = —min (—yb) = —min ((-b)"y") ,
uz
(AT = AT > =" i y'>0.

Dakle, y’ zadovoljava standardan oblik minimizacijskog problema uz matricu —A” i desnu
stranu nejednakosti —c”, te vektor —b” u funkciji cilja.

25
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Ako ovu zadacu shvatimo kao primarnu, pripadna dualna zadaca sada glasi
-max (z(—c?))
uz uvjete

2(-AT) < —pT
z>0,

gdje je z vektor redak dimenzije n. Uz x = z! kona¢no dobivamo
—max (z(=c’)) = min (z¢') = min ¢z’ = min cx,

te

2(—AT) < -7 = AT > b7
= A >b
— Ax>b,

¢ime smo zaista dobili primarnu zada¢u. Kao i svaku drugu zadacu linearnog programi-
ranja, dualnu zadau moZemo rjeSavati primjenom simpleks metode. Cak StoviSe, obje
zadade moZemo rijesiti odjednom.

Intepretirajmo primarnu i dualnu zadacu problema dijete promatranog u prvom poglav-
lju, ali opcenito. U problemu moramo minimizirati troSak dijete. U dijetu ulaze n vrsta na-
mirnica. Od svake vrste xi, ..., x, moramo odabrati nenegativan broj komada. Ogranicenja
su dana s m vrsta potrebnih vitamina. Sukladno primarnoj zadaci u kojoj vrijedi: Ax > b,
x > 0, ograni¢enja moZemo zapisati tako da je s a;; oznacena koli¢ina i-tog vitamina u j-toj
namirnici. i-ti redak sustava Ax > b mora sadrzavati najmanje b; odredenog vitamina kako
bi se zadovoljile potrebe dijete. Ako je s ¢; oznaCen troSak j-te namirnice, tada je troSak
dijete: cx = ¢y x; + ... + ¢,X,. Promatrano u matricnom obliku imamo:

ay dp o Ay b,
ay axp - ay b,

A= . . e b= C:[Cl cy o cn].
Anl Am2 - Aup bm

Promotrimo dualnu zadac¢u, zadacu maksimizacije. Pretpostavimo da ljekarnik pro-
daje vitaminske tablete po cijeni y; > 0. Budu¢i da namirnica j sadrzi vitamine u koli€ini
a;j, ljekarnikova cijena vitaminskih tableta ne moze prekoraciti cijenu namirnice ¢;. To
predstavlja j-to ogranienje u yA < c¢. Radeci unutar ograniCenja cijena vitamina, ljekar-
nik moZe prodati potrebnu koli¢inu b; svakog vitamina. Ukupan prihod prodaje iznosi:
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yiby + ... + Yub,, = yb. Prihod od prodaje ljekarnik Zeli maksimizirati.

Primarna zadaéa je podskup R” (odnosno vektor stupac dimenzije n), dana ograni¢enjima:
Ax > bix > 0. Dualna zadaca je podskup R™ (odnosno vektor redak dimenzije m)
odredena sa: y > 0, yA < c¢. O vezi izmedu primarne i1 dualne zadace ovisi cijela teorija
linearnog programiranja. U sljedeCem teoremu dan je osnovni rezultat:

Teorem 3.1.1. Teorem dualnosti. Ako su podrucja rjeSenja primarne i dualne zadace ne-
prazna, onda imaju optimalna rjesSenja x* i y*. Minimalna vrijednost (trosak) cx* primarne
zadace jednaka je maksimalnoj vrijednosti y*b (dobit) dualne zadace.

Dokaz teorema dan je u sljedeem odjeljku.

Ako optimalna rjeSenja x* i y* ne postoje, onda imamo dvije mogucénosti (slijedi iz slabe
dualnosti, Teorem 3.1.2.):

e Podrucja rjeSenja primarne i dualne zadace su prazni skupovi.

e Jedno podrucje rjeSenja je prazan, a drugo podrucje rjeSenja neograniceni skup (mak-
simum je +co ili minimum je —co).

Teorem dualnosti utvrduje konkurentnost izmedu trgovca namirnicama i ljekarnika. Ne
postoji razlog zbog kojeg bi kupac preferirao kupnju vitaminskih tableta umjesto namir-
nica, iako ljekarnik jamci zadovoljavanje svih vitamina koji se mogu na¢i i u namirnicama.
Pokazat ¢emo da skupe namirnice (kao maslac od kikirikija) nece uéi u dijetu, kako bi is-
hod zadaca bio ujednacen.

Optimalna rjeSenja sadrze vazne informacije. U primarnoj zadaci, x* govori kupcu koje
namirnice kupiti. U dualnoj zadaci, y* upravlja cijenama proizvoda (pra¢enjem vrijed-
nosti) na kojima se treba temeljiti gospodarstvo. Ako nasa zadaca linearnog programiranja
odraZzava pravo gospodarstvo, tada x* i y* predstavljaju vazne odluke.

Zelimo dokazati da vrijedi: cx* = y*b. Ljekarnik moZe povecati cijenu vitaminskih
tableta y* do te mjere da dostigne cijene namirnica x*. Jedna Cinjenica je potpuno jasna:
Sve dok, bez povecavanja troska, namirnice moZemo zamijeniti s njihovim vitaminskim
ekvivalentima, cijene dijeta moraju iznositi barem koliko i cijene vitaminskih tableta. To
predstavlja jednostranu nejednakost: cijena vitamina < cijena namirnica. Prethodnu ne-
jednakost nazivamo slaba dualnost 1 lako se dokazuje za bilo koju zadacu linearnog pro-
gramiranja i njenu dualnu zadacu.
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Teorem 3.1.2. Slaba dualnost. Ako su x i y tocke podrucja rjesenja primarne i dualne
zadace, onda je yb < cx.

Dokaz. Budu¢i da su x i y tocke podrucja rjeSenja, moraju biti zadovoljena sljedeca
ogranicenja: Ax > b 1 yA < c. Iz definicije primarne i1 dualne zadace slijedi: x > 01
y > 0. Iz nenegativnosti komponenti vektora x i y, mnoZenjem s vektorom x, odnosno Yy,
smjer nejednakosti ostaje sacuvan:

yAx>yb 1 YyAx<cx.

Buduci da vrijedi: yb < yAx < cux, slijedi slaba dualnost yb < cx. O

Jednostrana nejednadZzba ne dozvoljava da obje zadace (primarna i dualna) linearnog
programiranja budu neograni¢ene. Ako je vrijednost yb proizvoljno velika, tocka x mo-
gla bi proturjeciti nejednakosti yb < cx. Sli¢no, ako vrijednost od c¢x ode u —co, onda
dualna zadaca ne moZe odabrati proizvoljnu to¢ku y podrucja rjeSenja. Dakle, ako je du-
alna zadaca neomedena (odozgo), onda je podrucje rjeSenja primarne zada¢e nuZno prazan
skup, i obratno. Takoder, ako Zelimo posti¢i jednakost yb = cx, x 1 y moraju biti optimalne
tocke. MozZemo prepoznati optimalni troSak dijete i optimalnu cijenu vitaminskih tableta
ako kupac nema niSta drugo za izabrati:

Propozicija 3.1.3. Ako su x i y tocke podrucja rjeSenja i ako je cx = yb, onda su x iy
optimalna rjeSenja.

Dokaz. Budu¢i da tocka y podrucja rjeSenja ne moZe ostvariti vrijednost yb vecu od cx,
znaci da y doseze svoje optimalno rjeSenje. Sli¢no, za bilo koji x, koji dostiZze vrijednost
cx = yb, mora vrijediti da je optimalan (x™). O

U sljedeéem primjeru, dan je problem dijete odreden s dvije namirnice i dva vitamina.
Primijetite da se transponirana matrica A pojavljuje u zapisu dualne zadace, buduéi da
yA < c zaretke, podrazumijeva ATy < ¢ za stupce.

Primjer 3.1.4. Primarna zadaéa. Minimiziraj x; + 4x, s obzirom na

2X1+X226,
S5x1+3x =27,
x1=>20,x2>0.

Dualna zadaéa. Maksimiziraj 6y, + 7y, s obzirom na

2y1+5y2S1,
yi+3y, <4,
y120,y220.
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RjeSenje. Zadace linearnog programiranja mozemo rijesiti jednom od ranije prikaza-
nih metoda rjesavanja. U ovom slucaju, promotrimo na Slici [3.1] podrucje rjesenja pri-
marne i na Slici podrucje rjesenja njene dualne zadace linearnog programiranja. Vek-
tor x = (x1,x) = (3,0) pripada podrucju rjesenja primarne zadaée, a vrijednost funk-
cije cilja u danom vektoru iznosi: x; + 4x, = 3 +4 -0 = 3. U dualnoj zadaci, vektor
y=01,0) = (%, 0) pripada podrucju rjeSenja, a vrijednost funckije cilja u danom vektoru
iznosi: 6y, +7y, = 6- % +7-0 = 3. Primijetimo da primarna i dualna zada¢a imaju jednake
vrijednosti, pa prema Propoziciji 3.1.3. slijedi da su x i y optimalna rjeSenja primarne,
odnosno dualne zadace linearnog programiranja.

Pogledajmo Sto se zapravo dogada u trenutku kada je yb = cx. Neka ograniCenja, za-
dana nejednadZbama, su jaka ogranicenja, koja omogucuju da prethodna jednakost vrijedi.
Preostala ogranicenja su slaba ogranicenja, Cije kljucno pravilo daje gospodarski smisao:

1. Kada je cijena namirnice j veca od cijene vitaminskog ekvivalenta, onda je koli¢ina
X = 0.

2. Kada je koli¢ina vitamina i u dijeti x* preobilna, onda je cijena y; = 0.

(0,6) © 2z + a3 > 6
5z + 32, > T
12 0,22 >0

Slika 3.1: Podrucje rjeSenja primarne zadace



POGLAVLIJE 3. DUALNA ZADACA 30

Y2

2y + 5 =1
2y + 5y, <1
y+3y <4
Y12 0,52 >0

Slika 3.2: Podrucje rjeSenja dualne zadace

U prethodnom primjeru, varijabla x, je imala vrijednost nula, zato Sto je druga namirnica
bila preskupa. Njena cijena prelazi cijenu vitamina. S ograni¢enjem y; + 3y, < 4 dana je
jaka nejednakost, jer vrijedi % + 0 < 4. Sli¢no, dijeta je zahtjevala zadovoljavanje barem
sedam jedinica drugog vitamina, ali zapravo isporucuje Sx; +3x, = 5-3+3-0 = 15 jedinica
drugog vitamina, dakle 8 jedinica viSe nego $to je potrebno. U dualnoj zadadi, y, = 0 §to
znaci da su ti vitamini besplatno dobro. Vidimo da je dualnost potpuna.

U terminima matrica, jednostavno moZemo razumijeti ove uvjete optimalnosti. Iz
nejednakosti yAx > yb Zelimo dobiti jednakost y*"Ax* = y*b, koja se postize za opti-
malno rjeSenje zadace linearnog programiranja, po Teoremu 3.1.1. (kojeg dokazujemo
u sljede¢em odjeljku). Podrudje rjeSenja zahtjeva Ax* > b, stoga trazimo bilo koji ele-
ment (Ax"); za koji vrijedi (Ax"); = b;. To odgovara prevelikoj koli€ini vitamina iz naSeg
primjera, stoga je njegova cijena y; = 0. U isto vrijeme, imamo y*A < c. Sve jake ne-
jednakosti (skupe namirnice) odgovaraju x; = 0 (izostavljanje dijete). To nam je kljuc
potreban za y*Ax* = cx*. Dani uvjeti optimalnosti su komplementarni poravnavajuci
uvjeti linearnog programiranja i Kuhn-Tuckerov uvjet nelinearnog programiranja:

Propozicija 3.1.5. Neka su x i y iz podrucja rjesenja primarne, odnosno dualne zadace. x
i y su optimalna rjeSenja primarne, odnosno dualne zadace ako i samo ako vrijedi

YVAx—-b)=0 i (c-yA)x=0.
Preciznije, x i y su optimalna rjesenja ako i samo ako vrijedi:
I. Vi > 0= (A.X')i = bi N

ii. (AX)i > b,' =Yy, = 0;
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iii. x;>0= (YA);=¢;;
iv. YA)i<ci=x;=0.
Dokaz. Kako su x iy optimalna rjeSenja, po Teoremu [3.1.1] vrijedi
cx=yb.
S druge strane, x 1y su iz podrucja rjeSenja pa vrijedi
yb < yAx < cx,
odnosno, nuzno vrijedi yb = yAx = cx . Sada ocito vrijedi y(Ax — b) = yYAx —yb = 0 i
(c—yA)x=cx—yAx=0.
Obratno, neka su x i y tocke podrucja rjeSenja takve da vrijedi
YAx—-b)=0 1 (c—yA)x=0.
Dakle, vrijedi
YAx=yb 1 yAx=cx
odnosno
yb = yAx =cx.
Time smo dokazali da su x i y optimalna rjeSenja zadace linearnog programiranja. O

Promotrimo teoriju dualnosti kao proSirenje Lagrangeove metode odredivanja uvjetnih
ekstrema. Tu metodu nazivamo i metodom Lagrangeovih multiplikatora. Promatramo
minimizaciju funkcije f(x), pri ¢emu x € R” zadovoljava g;(x) < 0,i = 1,2,...,m . Ako
minimum x* postoji, onda postoje 4, A, ..., 4,, > 0 tako da

V) + ) A7) =0, 3.1)
i=1

te 4;,g,(x*) = 0,i = 1,2,... ,m. Promotrimo funkciju f = cx koju treba minimizirati uz
dodatne uvjete Ax > b i x > 0. Iz dodatnih uvjeta slijedi:

g1(x) :==by —anx; —apx; —..—aux, <0,
gm(x) = bm — A1 X1 — QX2 — .. — Ay Xy < 0 ,

hi(x):=-x <0,

h,(x) :=-x,<0.
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Promatranjem (3.1)) u gornjim terminima linearnog programiranja, uvrStavanjem poznatih
veli¢ina dobivamo postojanje Ay, Az, ..., Ay, 1, 12,y --.s iy = 0 tako da

-1 0
—dap —m1 0 . 0
CT+/11 +"'+/lm a7 ST I e R oy / = s
: 0
—din —Amn 0

0 -1

te 4,gi(x)=0,i=1,...,n.
Oznacimo

e F O O ™ e AR L IR Ik
pa dobivamo
A=c—-u<cjerjeu>0.
Dodatno, iz 4;g;(x) = 0 slijedi
Ab—-Ax*) =0,
aizyux; =0
O0=ux=(c—-AA)x,

pa po Propoziciji [3.1.5] slijedi da je A zapravo optimalno rjeSenje dualne zadace. Dakle,
Lagrangeovi multiplikatori predstavljaju optimalno rjeSenje dualne zadace.

3.2 Dokaz dualnosti

Dokazati jednostranu nejednakost yb < cx bilo je poprili¢no jednostavno. Njome moZemo
brzo i lako provjeriti jesu li vektori x 1 y optimalna rjeSenja zadace linearnog programira-
nja. U slu€aju da jesu, dobivamo jednakost yb = cx. Preostalo je dokazati da je jednakost
y*b = c¢x* moguca. Dok ne odredimo optimalna rjeSenja, teorem dualnosti nije gotov.

Kako bismo odredili y* moramo se vratiti u simpleks metodu, kojom smo ranije odre-
dili x*. Moramo pokazati da se metoda zaustavila na pravom mjestu dualne zadace, iako
je konstruirana za rjeSavanje primarne zadace. Prisjetimo se, uvodenjem poravnavajucih
varijabli w = Ax — b, m nejednadzbi sustava Ax > b pretvorili smo u jednadzbe:

Primarna zadaca: [A —I] [:‘C}] =bi [j‘i] > 0.
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Svaki korak simpleks metode odabire m stupaca matrice [A —I] za baziCne varijable i
pomice ih na pocetak matrice. Time nastaje matrica oblika [B N]. Istim pomicanjem,

vektor redak funckije cilja [c O] pretvara se u vektor redak oblika [CB CN]. Sr=cy—
cgB™'N > 0 dan je uvjet zaustavljanja, &ime se simpleks metoda privodi kraju. Buduéi da
je broj vrhova dopustenog podrucja konacan, uvjet r > 0 ¢e se u konacno koraka ispuniti.
U tom trenutku vrijednost funkcije cilja je minimalna:

-1

0 ] = CBB_lb .

Minimalna vrijednost funkcije cilja: cx* = [cB cN] [

Ako u dualnoj zadaéi moZzemo odabrati y* = czB~!, onda sigurno vrijedi y*b = cx*, pa je po
Propoziciji 3.1.3 y* rjeSenje dualne zadace. Dakle, potrebno je pokazati da y* zadovoljava
ogranicenja dualne zadace yA < ciy > O:

Dualna zadaca: y [A —I] < [c 0] )

Kada simpleks metoda promijesa stupce matrice [A -1 ], kako bi bazi¢ne varijable posta-
vila na pocetak matrice za dualnu zadacu, dobivamo:

y[B N] < [CB CN] .

1) Permutaciju prvih n + m stupaca simpleks tablice moZemo realizirati mnoZenjem s
matricom permutacije s desna, odnosno:

A =1 B N
[C O]'Ptﬁm—[cB CN:|'

Iz prethodne jednakosti slijedi:

(A 1] Pan=[B N|.[c O] Pan=[cs cn].

odnosno
y[aA -] <]e 0] /- Puum
y[B N|<[es o] (3.2)
max yb

Sto predstavlja ekvivalentnu zadacu pocetne dualne zadace.

2) Kada sustav Ax = b prikazanog u simpleks tablici pomnoZimo s B~!, bazi¢ne varija-
ble ¢e ostati same i dobivamo smanjenu simpleks tablicu:
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I B'N B
Cp CN 0 )

Uvedimo supstituciju z := yB. Tada iz (3.2) slijedi da z zadovoljava:
e z|Il B'N|=yB|l B'N|=y[B N|<les cv].
e max yb = max z(B'b) ,

gdje je z vektor redak dimenzije m, cp vektor redak dimenzije m 1 cy vektor redak
dimenzije n. Posljednja jednakost vrijedi zato Sto je B regularna matrica, pa za svaki
z imamo jedinstveni y i obratno.

3) Ako gornji blok redak smanjene simpleks tablice pomnoZimo s cg i oduzmemo od
donjeg blok retka dobivamo potpuno smanjenu simpleks tablicu oblika:

1 B 'N B 'b
0 CN—CBB_IN —CBB_lb

Uvedimo supstituciju Z := z — cg. Time dobivamo ekvivalentnu zadacu pocetnoj
dualnoj

max Z(B~'b) + cx(B~'b) ,
gdje Z zadovoljava
z[1 B'N|<[0 ey—csB'N].

Konacno smo dobili da umjesto dualne zadace

yyA;OC vl -l<le of
max yb max yb

koja odgovara pocetnom koraku simpleks metode za primarnu zadacu, promatramo zadacu

max Z(B~'b) + cz(B~'b) ,
z[I B'N| [0 ey —csB'N],
koja odgovara simpleks tablici

1 BN B 'b
0 CN—CBB_IN —CBB_lb '
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Dakle, ako je simpleks tablica danas s

Al A a3
as das —dg ’

tada pripadna dualna zadacéa glasi

Z[A] Az] < [a4 (15]
max Zas + ag .

Pretpostavimo da je simpleks algoritam stao, odnosno za

I B'N B'b
0 CN—CBB_]N —CBB_lb ’

vrijedi cy — cgB~'N > 0, pa je rjeSenje primarne zadaéa dano s czB~'b. Uvjerimo se da tu

vrijednost zaista postizemo za dualnu zadacu:

1) Z =0 je dopustiv, naime 0 [I B‘IN] = [0 0] < [0 cyN — cBB‘lN] ,
2) O(B7'b) + cx(B~'b) = cx(B'b).

Dakle, maksimum dualne zadace je zaista cz(B~'b) . Stovise, moZe se pokazati da vektor
redak [0 cy — cgB™'N ] predstavlja vrijednosti optimalnog rjeSenja dualne zadace i pripad-
nih poravnavajucih varijabli. Naime, to slijedi iz ¢injenice da je simpleks tablica dualne
zadace, nakon zapisivanja u obliku minimizacijske zadaée kao Sto je prikazano ranije, za-
pravo jednaka transponiranoj simpleks tablici primarne zadae sa suprotnim predznakom.

Zay* = cgB™! je prva polovica jednakost, a druga polovica je cgB~'N < cy, $to vrijedi
jer je na kraju simpleks metode ispunjen uvijet zaustavljanja r = cy — cgB™'N > 0 . Dakle,
vektor y* je optimalno rjesenje dualne zadace. Prema tome, dualni teorem je dokazan.
Pri odredivanju bazi¢ne matrice B, moramo pripaziti na degenerativnost (vidi Napomenu
[2.2.4)), kako bi simpleks metoda uspjela odrediti optimalna rjeSenja x* i y*.

3.3 Teorija nejednakosti

Postoji viSe nacina proucavanja dualnosti. Dokazali da vrijedi slaba dualnost yb < cx,
a potom iskoristili simpleks metodu da bismo dobili jednakost. Jednakost smo dokazali
konstruktivnim dokazom u kojem smo zapravo izracunali vrijednosti x* 1 y*. Ukratko,
promotrimo drugadiji pristup, koji izostavlja algoritam simpleks metode i sagleda s ge-
ometrijskog aspekta.
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Neka je A realna matrica dimenzija m X n. Ako matricu gledamo kao linearni operator,
onda joj je domena R”, a kodomena R™. Nadalje, iz linearne algebre znamo da je dimen-
zija slike (dim(/mA)) jednaka rangu matrice A, dok dimenziju jezgre zovemo defekt. Po
definiciji znamo da je rang matrice A jednak rangu matrice A’ (transponirana matrica).

Promotrimo sada dva potprostora: Ker(A”) i Im(A) . Oba su potprostori od R™. Lako
se pokaZe da su ortogonalni (koristi se (Ax,y) = (x,ATy)) . Kako su ortogonalni, imamo
da je dimenzija sume ta dva prostora jednaka sumi dimenzija. Sada koristimo Teorem o
rangu i defektu da bismo izrazili dimenzije:

dimKer(AT) = d(AT) =dim(R™) — r(AT) = m — r(A) .
Dakle,
dim(Ker(AT) + Im(A) =m —r(A) + r(A) =m .

Time smo dobili da je Ker(AT) + Im(A) potprostor prostora R™ i da je iste dimenzije m,
pa su nuzno jednaki, odnosno Ker(AT) + Im(A) = R™. Dakle, Ker(AT) je ortogonalni
komplement prostora Im(A).

Propozicija 3.3.1. Sustav Ax = b ima rjeSenje ili postoji y za koji vrijedi yA = 0iyb # 0.

Dokaz. Ako postoji x € R” takav da je Ax = b, to znaci da se b nalazi u Im(A). Prema
gore iskazanom, to znaci da je okomit na sve vektore iz prostora Ker(A”), odnosno za svaki
y € R™, takav da je ATy = 0, vrijedi (y, b) = 0. (Ako razmisljamo da je y vektor redak, onda
gore iskazano mozemo zapisati kao yA = 01 yb = 0.) Druga moguénost je da ne postoji
x € R" tako da je Ax = b, a to onda znaci da vrijede negacije gornje tvrdnje, odnosno da