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Sazetak

U ovom radu ¢emo izgraditi spinorni formalizam klasi¢ne opce teorije re-
lativnosti, od formalnih algebarskih svojstava, do ponasSanja na mnogos-
trukosti. U tom formalizmu su definirane sve poznate tenzorske velicine,
kao Riemannov tenzor i tenzor elektromagnetskog polja. Dobivamo spinorni
ekvivalent Maxwellovih jednadzbi, te ekvivalent Einsteinovih jednadzbi po-
lja. Komponente kovarijantne derivacije spinorne baze daju 12 kompleks-
nih skalara, koje pomo¢u Newman-Penroseovih jednadzbi opisuju vrijeme-
prostor. Pomoc¢u spinornog formalizma postuliramo jednadzbu gibanja bez-
masenih Cestica proizvoljnog spina u zakrivljenom vrijeme-prostoru. Poka-
zujemo uporabu spinornog formalizma u opisu svjetlosnih kongruencija i u
dobivanju Goldberg-Sachsovog teorema.



Spinors in General Theory of Relativity

Abstract

In this thesis the spinor formalism of the classic general theory of relativity
is built, beginning with formal algebraic properties, up to the behavior on
manifolds. All the famous tensorial objects like the Riemann tensor and the
electromagnetic field tensor are redefined inside the spinor formalism. The
spinor equivalents of the Maxwell field equations, and the Einstein field equ-
ations are found. We get 12 complex components of the covariant derivative
which are enough to describe the space time, with the help of Newman-
Penrose field equations. We postulate the equation of motion of massless
particles of arbitrary spin in curved space-time. Also, The use of the spinor
formalism is shown in the description of light congruences and in the proof
of the Goldberg-Sachs theorem.
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1 Uvod

Spinori su se prvi puta pojavili u Kleinovom radu [1] pomo¢u kojeg je pojednostavljen
opis klasi¢nog zvrka. Dublje matematicko razumijevanje spinora je dao Cartan 1913
[2]. godine. Nadalje, otkricem pojave spina i Diracove jednadzbe spinori poprimaju
potpuno novu vaznost.

U opcoj teoriji relativnosti se zbog svojih algebarskih svojstava pojavljuju kao po-
godna reformulacija uobicajene tenzorske teorije. U spinornom formalizmu pokazat
¢e se da neki racuni postaju vrlo jednostavni, posebno kad se promatra Einstein-
Maxwellove jednadzbe jer je tada tenzor energije i impulsa dan vrlo jednostavnim iz-
razom. S druge strane spinorni formalizam daje prirodan nac¢in dolaska do Newman-
Penroseovih jednadzbi gravitacijskog polja. To su diferencijalne jednadzbe prvog
reda koje sa svojih 12 nezavisnih kompleksnih skalara, pomoc¢u kojih je opisano
vrijeme-prostor, predstavlja veliko pojednostavljenje nasuprot 24 realna skalara, kada
bi se koristili realni vielbeini, ili 40 nezavisnih ¢lanova koneksije. Nadalje spinori su
prirodan nacin opisivanja Cestica proizvoljnog spina u zakrivljenom prostoru, te time
predstavljaju moguénost neke buduce formulacije kvantne gravitacije.

Glavni dio formalizma i koraka u ovom diplomskom se zasniva na knjigama Pen-
rosea i Rindlera ( [5] i [6]), te donekle na knjizi P. O’'Donnella [4].

1.1 Konvencije

Zgodno je na pocetku ovog rada izloziti konvencije koje su koristene u knjizi. Za
pocetak signatura metrike je dana kao:

Nab = dia'g<+7_7_7_) (11)

Riemannov tenzor je dan kao:

(VoVy = V)V ) X = R, X¢ (1.2)
Riccijev tenzor:
Ray = Ry’ (1.3)
Riccijev skalar:
R=R,™ (1.4)
Einsteinova jednadzba:
Rap %Rgab = 87Cr_4GTab (1.5)



2 Spinori

Polaze¢i od formalne definicije spinora istrazuje se osnovna algebra spinora, te neki
standardni spinori razli¢itih rangova, kao npr. spinori baza {o, ¢}, i Levi-Civita spinor
eap. Uvest ¢emo u poglavlju 2.3 zapis apstraktnih indeksa koja olakSava pisanje
spinornih i vektorskih izraza bez potrebe pozivanja na neku odredenu bazu. Izvest
¢emo vazan identitet (2.49) koji ¢emo koristiti kroz cijeli rad.

2.1 Osnovne definicije i svojstva spinora

Pregled definicija vektorskih prostora dan je u Dodatku A.

Spinori su elementi vektorskog prostora definirani nad poljem kompleksnih bro-
jeva. Spinori valencije (ranga) 1 su elementi dvodimenzionalnog vektorskog prostora
S. Za njih je definiran unutarnji produkt:

Definicija 2.1. Neka ¢, € S. Binarna relacija unutarnjeg produkta [, | : S xS — C
ima svojstva:
1. Antisimetri¢nost, tj. za svaki n, ( € S vrijedi:
[€,n] = —[n, ] 2.1
2. Bilinearnost, tj. za svaki a, b, ¢, d € C, te za svaki spinor (,¢, v i n iz S vrijedi:
[aC + b¢, ey + dn] = ac(¢,y] + beld, 7] + ad[¢, n] + bd[¢, 7] (2.2)
3. Nedegeneriranost,tj. postoji jedinstvena nula 0 € S, takva da za svaki ¢ € S
vrijedi:
[(,0] =0 (2.3)
Napomena 2.1.1. Iz svojstva antisimetri¢nosti ((2.1)) slijedi:

0] = —[n,n < mn =0 (2.4)

Napomena 2.1.2. svojstvo nedegeneriranosti produkta ((2.3)) znaci da postoji jedins-
tvena nula tog vektorskog prostora, iz ¢ega bi slijedilo :

(,n]=0VneS<(=0 (2.5)
To se svojstvo jos moZe iskazati na sljededi nacin: za dva linearno nezavisna spinora
¢,n € S, gdje (,n # 0, nuzno slijedi [¢, 7] # 0

Napomena 2.1.3. Za dva linearno zavisna spinora (,n € S;(,n # 0 slijedi iz a(+bn =
0;a,b € C;a,b£0= (= —27}:

b
[n,m] =0 (2.6)

a

[¢,n] =

Bududi da je produkt dva linearno nezavisna spinora koja su razli¢ita od nule
razli¢it od nule, to svojstvo mozemo iskoristiti za definiranje spinora baze, kojih po
definiciji spinora valencije 1 mora biti to¢no 2.

2



2.2 Spinorna baza

Dva spinora {o, ¢} ¢ine ortonormiranu spinornu bazu ako vrijedi:

[0,t] = —[t,0] =1 (2.7)
[0,0] = [1,t] =0 (2.8)
Sada svaki ¢, n € S mozemo napisati pomocu o i ¢:
¢ =¢"0+Ch
n=n"+n" (2.9)
gdje su (', n' € C, iz Cega slijedi:
[C,n) = [P0+ ¢t nlo + 1]
= ("n'fo, o] + ¢'n°fe, 0]
=t = ¢’ (2.10)

2.3 Apstraktni indeksi

Koristit ¢emo konvenciju ,apstraktnih indeksa” koju je uveo Penrose (vidi [5]), a
koristi se i u O’Donnellovoj knjizi [4].

U zapisu pomocu apstraktnih indeksa (# oznatava spinor iz prostora 54, a (¥ bi
bio spinor iz prostora SZ. Prostori S* i SP predstavljaju identi¢ne kopije prostora S,
a njihove je elemente moguce preciznije definirati kao uredeni par: za neki ¢ € S

A=(A)eS®0 (2.11)

gdje je O skup oznaka {A, B,C,...}. Iz toga slijedi da nije moguce naci neki a € C
takav da vrijedi (4 = a(”.

Definicija 2.2. Mozemo definirati vanjski produkt dva spinora kao par dva spinora
(¢4, nP) € S4 x SB, a pisat ¢emo jednostavno (“n”. Vanjski produkt ima sljedeca
svojstva, uz (4 € S4, n® € S8, ia" € S¢:

1. komutativnost

¢ =0t (2.12)
2. asocijativnost
(¢*n%)a” = ¢HnPa) (2.13)
3. distributivnost
(¢*+n")a = (1a +n"a” (2.14)



Napomena 2.2.1. Opéenito vrijedi (*n® — (Bn? £ 0, jer ¢4 # (B inA #nP.

Ovaj zapis Ce biti koristan pri rac¢unanju izraza koji vrijede bez obzira na odabir
baze u kojoj se radi. Za detaljnije objasnjenje moze se pogledati prvu knjigu od
Penrosea i Rindlera [5].

Definicija 2.3. Oznake S4B¢P- ¢e oznacdavati prostor S4 x S% x S¢ x SP x

Definicija 2.4. Dualni vektori se definiraju kao preslikavanje iz vektorskog prostora
u polje nad kojim je definiran vektorski prostor. Dualni vektor je element dualnog
vektorskog prostora.

Napomena 2.4.1. rije¢ vektor Ce se koristiti u apstraktnom smislu kao element opcenit-
og vektorskog prostora. U tom smislu su i spinori i 4-vektori vektori.

Po definiciji dualni ekvivalent spinora n bi bio objekt [, | jer [n,(] € C. U za-
pisu pomocu apstraktnih indeksa dual ozna¢avamo sa indeksom dolje, npr. dual od
spinora (4 je [(#, ] = (4. Dualni spinorni prostor oznatavamo kao S, (4 € S4).

Napomena 2.4.2. u produktima moraju biti vektori iz istih vektorskih prostora, t;.
nije moguce ratunati [¢4, n®]

Isto kao $to dual od (# gledamo kao preslikavanje sa S4 u C, tako isto moZemo
gledati da je ¢4 dual od (4, tj. da je ¢4 preslikavanje (* : S, — C, te vrijedi (n, =
na¢A. Treba napomenuti da iako je svako preslikavanje g : S* — C po definiciji
element iz S,, ne mora nuzno svako preslikavanje f : S, — C biti element iz S4,
premda na prostorima koje mi promatramo to vrijedi, te njih nazivamo refleksivni
prostori (za primjer kada ne vrijedi da je S4 cijeli dualni prostor od S, pogledati u
fusnoti na str. 79 u [5]).

Definicija 2.5. Kompleksna konjugacija preslikava spinorni S“ prostor u njemu anti-
izomorfni (pogledati C.8) konjugirani spinorni prostor S*’, a analogno vrijedi i za
dualne prostore: Sy — Sy .

Uvodimo oznake valencije. Ve¢ smo spominjali da je ¢# spinor valencije 1, no
odsada ¢emo re¢i ¢emo da je valencije (1,0;0,0). Za (4 ¢e biti valencije (0, 0;1,0), ¢
(0,1;0,0), a Ca (0,0;0,1).

Definicija 2.6. Spinor valencije (p, ¢;r, t) je objekt

/

LARAL. :
BfB/ B = ZO‘ LA ",U a8 0wB VB, A@p;  (2.15)

gdje je suma po i formalna oznaka, te znaci da je v sagradena od linearnih kombina-
cija vanjskih produkata spinora, dualnih spinora, i njihovih kompleksnih konjugata.
Po toj definiciji vrijedi:

Ar Ap AL LAl

/ !
Voo popp €S XS xS % S% X S, X ... Sp, x Spy X ... Sy



Definicija 2.7. Neka VW, XY ... € L(4). Tenzori valencije (n, m) se definiraju na
sljedeci nacin:

Tlgll.::é)l:: — Z y@ar W(i)anX(i)bl Yoy

%

(2.16)

m

vrlo slicno spinorima, ali s tim da nema kompleksne konjugacije jer su 4-vektori
elementi vektorskog prostora definiranog iznad polja realnih brojeva.

Napomena 2.7.1. Definiciju vanjskog produkta smo prosirili i na dualne i konjugirane
prostore na ,,prirodan” nacin, te se prenose i na objekte opcenitih valencija, tj. spinore
i tenzore. Taj vanjski produkt zadrzava sve svoje osobine.

Definicija 2.8. Levi-Civita €45 se definira u relaciji:

7, ¢P) = npC® = eapnc? (2.17)
= eapn” =g (2.18)

Definicija 2.9. Kroneckerova d% se definira u relaciji:
04¢" s = CMna (2.19)

Prema tome Kroneckerova delta se moze koristiti kao operator unutarnjeg pro-
dukta 64 : SP x S4 — C Uzmimo primjer opéenitog spinora gdje pomoc¢u delte
prelazimo iz spinora valencije(p, ¢; r, t) prelazimo u spinor (p — 1,¢;r — 1,1):

D A CoApALL AL ALLCLAGALLL AL
okl By..0..B.B]..B, = VBy..C..B.B,.. B! (2.20)

Definicija 2.10. Uvodimo operaciju preimenovanja objekata gdje skup oznaka npr.
spinora {A, B, C, ...} zamijenimo drugim skupom {D, E, ...} koji nije nuzno razlicit
u svim komponentama od prvog skupa no mora ostaviti isti rang spinora. Ta operacija
komutira s ostalim, prije definiranim operacijama, s tim da ne moze razdvojiti dva
objekta koji su u unutarnjem produktu (n?a,).

Primjer preimenovanja:

ABC Za Aﬁ(z (3) GHJ Za )G’B( YH (z Ny (2.21)

Permutacija simbola je poseban slucaj te operacije, npr.: B4z — [pa, te opcenito
vrijedi B4 # Bpa

Napomena 2.10.1. Nije moguce preimenovati A u A’ jer S nije isto §to i S, te bi ope-
racija preimenovanja mijenjala valenciju spinora. No moguce je formalno mijenjati

redoslijed izmedu crtanih i ne-crtanih oznaka, ali po razli¢itom znacenju nego kod
preimenovanja:

ABA’ _ Z a(i)Aﬁ(i)B,y(i)A/mi) CAAB Z ~ DA o Y (2.22)

Napomena 2.10.2. iz definicije unutarnjeg produkta kao antisimetricnog mozemo za-
kl_]lléltl ida je €EAB — —€BA



2.4 Raspis vektora u bazi

Kako bismo razlikovali apstraktne indekse vektora od indeksa koji oznacavaju razlici-
te komponente vektora u raspisu u bazi, za komponente vektora u bazi koristimo
podebljana (,,bold”) slova, npr.:

X*=) X%," = X%," (2.23)

gdje v?, predstavljaju vektore ortonormalne baze, a zadnji znak ekvivalencije oznacava
da ¢emo od sada za podebljane indekse podrazumijevati da vrijedi Einsteinova ko-
nvencija za sumaciju po ponovljenom indeksu, i josS ¢emo zahtijevati da je jedan
indeks gore jedan dolje ako se po njemu sumira.

Mozemo vidjeti da za dva vektora raspisana u ortonormalnoj bazi vrijedi:

Y, X" = YyuP, X207,
= Y, XP (2.24)

gdje su vP, vektori baze dualnog prostora odabranih na nacdin da vrijedi:

P vt =6, (2.25)
. 0 a#b
gdje 6°, = { L i b (2.26)
Iz (2.25) mnoZenjem sa v} i zbrajanjem po a dobiva se:
VPV = vp (2.27)
Odavde je moguce zakljuditi:
vavy = oy (2.28)

Odgovarajuc¢a baza za spinore bila bi {0, 14} za v, i v, 1 {—14,04} za v, iv,>
Iz (2.10) i (2.24) slijedi veza izmedu dualnih komponenti:
Can™ = Con” + Gin* = ¢t = ¢ (2.29)
=G =—¢G=¢" (2.30)
To nas upucuje na to da postoji i inverzna operacija dualnom ,spustanju” indeksa:
A = (getP (2.31)

gdje je redoslijed pisanja indeksa odreden konvencijom.
Sada je moguce uspostaviti vezu Kroneckerove delte i Levi-Civite:

eapn (P = 65nec?
= eABeACnC = 5%77@

CA _

= ecpac = eBC = 55 (2.32)

gdje je u zadnjem retku iskoriStena antisimetri¢nost e 4, te svojstvo da je Levi-Civita
€ 4p Spinor podizanja i spustanja indeksa.



Teorem 2.1. Vrijedi jednakost izmedu spinora baze vg® i Levi-Civita spinora zapi-

sanih u bazi eg® :
g% = vpPeg’ = ¢ (2.33)
Lema 2.1.1. Vrijedi
EBC = —ECB (2.34)
Dokaz. Slijedi manipuliranjem Levi-Civita spinora O]
Levi-Civita e 45 je mogude zapisati u bazi {v,4, v,1}, §j. {04, 11}:
€EAB = EABUAAUBB (2.35)
- (0/*0: 0“:) (2.36)
a0 at” J o

0 1
()
AB

S druge strane, za inverzni Levi-Civita ¢AB dobije se:

() 1 AB
AB — (_1 0) (2.38)

Jednadzbe (2.37) i (2.38) su u matricnom zapisu iz kojeg se ocitavaju vrijednosti
tako da prvi indeks oznacava redak matrice, a drugi stupac matrice.
Mnozenjem dva Levi-Civita simbola dobije se:

eapeCP =€, =6,° (2.39)

1o\
= (o 1) (2.40)
A

Iz (2.35) i uz pomoc¢ svojstva ortogonalnosti (2.28) slijedi:

€A = eABvAAvBB (2.41)

= 04l — LAORB (2.42)

2.5 Jacobijev identitet i spinori

Definicija 2.11. Uvodimo oznaku normirane antisimetrizacije spinora:

[ABC..] [CBA..] _

yIOAB-) = (2.43)

Y ="

Na primjer za dva jednovalentna spinora operacija antisimetrizacije je:

C[AUB] = %KAT]B . CBnA> (2.44)



Definicija 2.12. Normirane simetrizacije se oznacava:

HABC.) _ (CBA.) _ \(CAB.) _ (2.45)
Na primjer za dva jednovalentna spinora to je:
1
C(AT]B) = 5(gA?,]B + CBWA) (246)

Teorem 2.2. Jacobijev identitet za Levi-Civita spinore glasi:

EA[BECD] =0 (247)

Dokaz. mnoZenjem sa jednovalentnim spinorima i uz pomo¢ izraza (2.24) slijedi:

eapecn)Cny" = eamecp)(®n®yP (2.48)

Vidimo da je izraz (2.48) nuzno jednak nuli jer B,C,D € {1,2} pa ¢e nuzno biti
ponovljena dva indeksa.

O
Teorem 2.3. Svaki spinor antisimetrican u dva indeksa ,npr. A i B je proporciona-
lan s e, p tako da vrijedi:
1 c
V.[AB].. = 5€ABY. 0 (2.49)
Dokaz. Jacobijev identitet je moguce raspisati koristec¢i antisimetriju e4p:
1
€A[BECD] = E(EABECD — €ABEDC — €ACEBD + €ACEDB + €ADEBC — €ADECB)
1
= 6<€AB€CD + €AB€cp + €Ac€pB + €ac€pB + €ApEBC + €ADEBC)
1
= g(EABEC’D + €acepp + €apepc) =0 (2.50)
Mozemo nadalje presloziti i racunati:
€ABErG = —€areap — €acepr  \ €' ePC
c c c
€ABE b €4 EBD - EADEB \'Y...CD...
€ABY..cC . =".AB.. — V.BA. = 27_AB].. (2.51)
gdje je e3¢ = 5. O

Lema 2.3.1. Svaki spinor (i tenzor) mozemo razdvojiti na simetri¢ni i antisimteri¢ni
dio tako da vrijedi:

1
Y..CD... = 7..(CD)... T §€AB’V,,,CC,,, (2.52)



Dokaz.

Y..CD... = Y..(CD)... T 7..[CD]...

1

=7..(CcD).. T §€AB%,CC,,. (2.53)

3 Veza spinora i tenzora

Za potpuno refleksivne vektorske prostore (pogledati dodatak D), Sto je i spinorni
prostor, vrijedi da vektorski prostor nastao vanjskim produktom potpuno refleksivnih
vektorskih prostora je takoder potpuno refleksivan. Promotrimo naredni primjer:

Neka je (,n,v € S, onda (*nPvyc € S4 x SP x So. Novi prostor od interesa je
T = S x S x S*, gdje je S* dualni prostor od S. Sada neka je F,G, H € T. Svojstva
se prenose iz spinornog prostora jer je po definiciji potpuno refleksivhog vektorskog
prostora (D.2) svaki element iz T moguce napisati kao vanjski umnozak spinora.

Sada je moguce je po uzoru na spinorne oznake pridruziti prostoru T indekse
{A,B,C,D,...} tako da F* € T4, a dual od F* je F4.

Da se svojstva iz spinornog prostora prenose moguce je vidjeti npr. u:

FAG, = FAB,G ¢ (3.1)

Mogli bismo nastaviti npr. sa definicijom objekta unutarnjeg produkta u prostoru
T po uzoru na Kroneckerovu deltu , koja bi bila sagradena od umnoska tri Kronecke-
rove delte, te bismo mogli definirati operatore ,podizanja” i ,spusStanja”.

3.1 4-vektori kao produkt spinora

Spomenuta svojstva spinornog prostora sluze za definiciju novog vektorskog prostora
za kojeg Ce se pokazati da odgovara upravo 4-vektorskom prostoru.

Definicija 3.1. Neka je vektorski prostor L dan produktom S i S:
L=Sx8S (3.2)
Za prostor L uvodimo skup oznaka {a,b,c,d, ...} tako da:
SAx SM 3 = e L° (3.3)
Vektor v* nazivamo kompleksnim 4-vektorom jer :
08 = pAd = A4 = ga (3.4)

Iako je rezultat konjugacije vektora v vektor istog tipa (valencije), opéenito vrijedi:
v # v. Ako je v = v, onda v nazivamo realnim 4-vektorom, a skup L skupom 4-
vektora.

Svojstva unutarnjeg produkta vektora slijede iz svojstava unutarnjeg produkta
spinora. Neka su v(1),v(2) € L, te ozna¢imo unutarnji produkt s to¢kom :
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1. komutativnost:

v(l)-v(2) =v(1)w(2)°
= (1) 4202 = egaepav(1)PP v(2)4Y
= eapenpv(2)0(1)P = 0(2)gpv(1)PF
=v(2)v(1)* =v(2) - v(1) (3.5)
Napomena 3.1.1. za jednakost (3.5) treba reéi da vrijedi (*n4 = (®np jer obje

strane jednakosti, one sa indeksom A i one sa B, oznacavaju unutarnji produkt
ista dva vektora (spinora)

. bilinearnost direktno slijedi jer Levi-Civita €45 ne djeluje na skalare, pa oni
komutiraju:

€EABQ = A€ARB (36)

. nedegeneriranost slijedi direktno iz nedegeneriranosti unutarnjeg produkta spi-

nora.
. posjeduje signaturu (+, —, —, —):
1 ! ’
by =t" = —2(0A0A + 4 3.7)
1 ’ ’
b, = 2% = — (oM + 140 (3.8)
V2
1 / /
by =y = — (oM — Ao (3.9)
V2
1 / I
by = 2 = — (o0 — 1Y) (3.10)
V2

provjerimo, uz pomo¢ (2.7) i (2.8):

1 ! !
Lt = 5 ((OAOA/ + LALA/)(OAOA + 44 ))

= % (OALAOA/LA/ + LAOALAIOA/)
=1 (3.11)
Na Slican nac¢in dobivamo
T = Yoyt = 242% = —1 (3.12)
tax® =ty =t 2" =2,y*=...=0 (3.13)
time smo dokazali da postoji baza sastavljena od realnih 4-vektora (realnost se
provjeri konjugacijom) za koju vrijedi

baib"; = 13 (3.14)
0 i#j
gdje je i = { 1 i=j=0 (3.15)
-1 i=j,i,je{1,2,3}
kao Sto se trazi u definiciji vektorskog prostora sa signaturom (+, —, —, —) .
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Definicija 3.2. Definiramo tenzore g, i ¢** po uzoru na uporabu u (3.5) kao:

GJab = €ABEA'B (3.16)

gab _ EABGA’B’ (317)

oni ¢e nam sluziti kao operatori ,podizanja” i ,spustanja” za 4- vektore. U {b%}
bazi je g;; dijagonalna matrica sa vrijednostima kao u (3.15):

9 = gabbaibbj

= n35(= Uabbaibbj) (3.18)
Napomena 3.2.1. MozZe se po uzoru na izraz (2.42) zakljuciti:

Gab = gijbiabib (3.19)

= talpy — TqXp — YaYb — Za<b (320)

Definicija 3.3. Definiramo bazu sa 2 realna i 2 kompleksna 4-vektora s Lorentz-
normom (pogledati dodatak B.1) jednakom nuli. Ta baza je nastala vanjskim pro-
duktom vektora spinorne baze:

1 /
We, =1 = —Z(t“ + 2%) = 0%0? (3.21)
1 /
WY, =n® = —Q(t“ — %) =44 (3.22)
1 /
wWe, =m? = —2(95“ —iy?) = ot (3.23)
1 /
W =m® = —=(a" +iy") = i"o” (3.24)
10 \/5( Y )
Skraceno je izraze za bazu {IV%, 5, } zapisati koriste¢i izraze za spinornu bazu:
aar = a0ty (3.25)
te takoder inverzna baza:
WCL AA! - UAAUA/A/ (3.26)
= 6,0 =W, AW A (3.27)
= Gap = W, Wiaa
= lanb + nalb — MMy — MMy, (328)

Za kompleksnu bazu {i* n® m® m®*} vrijede relacije:

1% =n,n® = mym® = m,m® = (3.29)

l,n® = —mym® = (3.30)
Iz Cega slijedi raspis opcenitog 4-vektora:
U = (U + (LU — (mpU)m® — (mpU%)m® (3.31)

Napomena 3.3.1. Moguce je dokazati da ne postoji skup 4 nezavisna realna 4-vektora
koji bi zadovoljavali relacije (3.29) i (3.30)
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3.2 Infeld-van der Waerdenovi simboli i Lorentzove transformacije

Realnu i kompleksnu bazu 4-vektora moguce je na zgodan nacin povezati pomocu
normiranih Paulijevih matrica, koje su poznate i kao Infeld-van van der Waerdenovi

Waho Wohr\ _ 1 [ (427 (2" —1y)
Wehe Wy \/§ (2 +ay®) (1 —2%)
= ta(O'O)AA/ + ma(O'l)AA/ -+ y“(aQ)AA/ + Za(US)AA/

= bai(gi)AA/ (3.32)

simboli:

gdje su normirane Paulijeve matrice o}, ,, dane kao:

, 1 ({1 0
oftr = 0% 0 = 7 Lo 1) (3.33)
/ 1 (0 1
oM =0 = 7 1 o> (3.34)
’ 1 0 —2
/ 1 ({1 0
Za potpunu uspostavu relacija iz {IW*} baze u {v°} baze i obratno potrebno je
koristiti:
O—iAA/O—AA/j - 5ji (3.37)
gdje O'AA,j = 1 ABA B 500, (3.38)

Jednadzba (3.37) se provjeri uvrstavanjem izraz (3.38), te izraze za normirane Pa-
ulijeve matrice, u jednadzbu (3.37). Korisna je i relacija:

. ’ ’
OJAA/O_iBB = EABGA/B (339)

koja se moZe provjeriti mnoZenjem sa a* 34’ ygdp i zbrajanjem po ponovljenom in-
deksu. Iz (3.32) i (3.37) se vide i relacije prijelaza iz kompleksne u realne bazu
4-vektora:

b(li - CLAA/ UAA/ (3.40)

i
Moguce je povezati transformaciju spinorne baze sa transformacijom kompleksne
4-vektorske baze {WW§ .}, te sa transformacijom realne 4-vektorske baze v%:

1. transformacija spinorne baze:

vt = At (3.41)
gdje \ AA predstavlja neki skup od 4 broja, i gdje se podrazumijeva zbrajanje po
ponovljenim podebljanim indeksima.
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2. transformacija kompleksne 4-vektorske baze:
WaAA/ = ’UAAT)A/A,
A, Ay As A
= AA UA >\A’ UA’
Ay  A'F
= A" Whis (3.42)
3. transformacija realne 4-vektorske baze:
AA’
bai - W_XA’O-i
p—t -A.AIAAAXA/A/WGAA/
A/
AN A b

AA’ )

= Ain“j (3.43)
Drugim rije¢ima, transformacija realne baze dana je s:

A = AN ANA G (3.44)

AA/

Teorem 3.1. Ako je transformacija spinorne baze takva da vrijedi:
det()\) = ea\*N\,P =1 (3.45)

onda je transformacija realne 4-vektorske baze takva da je Aij ogranicena Lorent-
zova transformacija, tj.:

AikAjlﬁkl =1 (3.46)
det(A) =1 (3.47)
AL >0 (3.48)

Dokaz. 1. Da je Aij Lorentzova transformacija slijedi uvrstavanjem izraza (3.44)
u (3.46), te koristenjem svojstva (3.39).

2. Da je transformacija ortokrona, tj. da vrijedi (3.48), slijedi iz (3.44) za i, j = O:

AL = AA0LA) Z MARZ>0 (3.49)

3. Za dokaz da je det(A) = 1 pogledati str. 17 u [5].
0

Dakle, od spinora su sagradeni 4-vektori koji posjeduju sva svojstva kao i 4-vektori
iz dodatka B.1. Spinori se smatraju ,fundamentalnijim” veli¢inama od 4-vektora u
smislu da se svaki 4-vektor moze izgraditi od spinora, ali se ne moze svaki spinor
dobiti od 4-vektora.
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3.3 Spinorni ekvivalent simetri¢nog tenzora
Neka je zadan opcenit kompleksni tenzor T, takav da:
Top = Tha (3.50)
Po uzoru na proslo poglavlje slijedi:
Top = Tanps = Tppar =T (3.51)
Slijedi:
Tanpp = %(TAA/BB’ + Tppran)

= §(TAA’BB’ +Tpaap — Tparap +Tepaa)

= Tapyap + Tiapap

= Tuap + Tiapa s

= TiaBya sy + Tiap)a B (3.52)
gdje zadnja jednakost slijedi iz simetri¢nosti 7,,. Koristeci (2.49) se dobiva :

1 y
Taparp = Tiapyapy + Z€AB€A'B’TC e ©

c
= Paapp + ZGABGA’B/TC o

1
= Py + Zgachc (3.53)

gdje je P, zapravo tenzor T, bez traga.

3.4 Spinor elektromagnetskog polja

Tenzor elektromagnetskog polja F;, je antisimetricni tenzor drugog ranga. Koristi se

u kovarijantnom zapisu Maxwellovih jednadzbi. Vise detalja je moguce na¢i u nekim

standardnim knjigama poput [11] i [12], a donekle i u ovom radu na poglavlju 5.1.
Za F, vrijedi:

F,=—F, (3.54)
= Faapp = —Fppan = %(FAA’BB’ — Fppraa)
= %(FABA’B’ — Fappar + Fappar — Fpapar)
= Fapap) + Flappar (3.55)

I sada zbog (3.54) i (2.53) slijedi:

Faapp =Fapya s+ Flasyms a

1 / 1
ol B “ean + §Fc C(B’A’) €AB
=¢apean + Oapeap (3.56)
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gdje je ¢ ap elektromagnetski spinor definiran kao:

1 o

GaB = §F(AB)CI (3.57)
- l—F= 1
¢A’B’ = éF(AB)C’C = §FCC(B’A’) (358)

Poznavanje samo tri komponente kompleksnog elektromagnetskog spinora, zbog
simetrije ¢ ap = ¢pa, potpuno odreduje cijeli elektromagnetski tenzor F.

3.5 Spinorni ekvivalent Levi-Civita tenzora

Spinorni ekvivalent Levi-Civita tenzora je definiran kao:

€abed = L€ACEBDEA'D'€B/C! — €EADEBCEAC'EB' D! (3.59)
. ! / i ! ! ! ! /

6abcd — ZEACGBDEA D EB ¢ EADEBCEA C EB D (360)
: p_ D _ D D

Eade — ZEACEB €A/ EB/C - €A EBCGA/C GB/ (3.61)

Tako definiran Levi-Civita tenzor ima svojstva:
1. antisimetri¢nost pri zamjeni bilo koja dva susjedna indeksa:
€abcd = ~€bacd = —€acbd = ~€abdc (362)

Sto se direktno vidi za zamjene a <+ bic <> d, a za b <> c treba iskoristiti
Jacobijev identitet 4 pecp) = 0 .

2. Realnost
3. Normiranje Levi-Civite:
Caped€™ = —24 (3.63)
Sto je moguce dokazati koristeéi e 4peB = 2
4. ubazi {t,x,y, z} vrijedi:
€o23 = 1 (3.64)

kao $to se vidi u:

€0123 = €apeat “"y 2"
]_ i !
= _Z(EACEBDEA’D’GB’C’ — GADEBCEA/CIEB/D/)(OAOA -+ LALA )
(0P8 4+ 1808 (090C" — 1C07 ) (0P P — PP
=1 (3.65)
5. vrijede raspisi u bazama:
€abcd — _4!t[axbyczd] (3.66)
€abed = —z’4!l[anbmcmd] (3.67)
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3.6 Hodgeov dual

Definicija 3.4. Za opceniti kompleksni antisimetri¢ni tenzor G,, definiramo Hod-
geov dual kao:

1
*Gop = §€adech (3.68)
Po uzoru na jednadzbu (3.56) zbog antisimetricnosti tenzora (G,, mozemo pisati:
Gay = Gapap = aapean + Bapean (3.69)

gdje koristimo dva razliCita spinora «, 5 zbog kompleksnosti tenzora G. Uz (3.61)
slijedi da je Hodgeov dual od G u spinornom obliku dan kao:

1
*Gab = §€adech

= %i(GABB'A/ — Gpaap)
= i(—aapean + Bapean)
=1Gappa = —1Gpaap (3.70)
Iz jednadzbe (3.70) lako slijedi:
#*xGop = —Gap (3.71)

3.7 Kanonska dekompozicija simetri¢nih spinora

Neka je pap = ¢ppa opceniti simetri¢ni spinor valencije (0, 0; 2,0), poput elektromag-
netskog spinora, i neka je £ = % + ¢4 € S sada slijedi:

G4 = oo 8" + 106" + dn &€ + o't
= ¢o&’€" + 2010€°¢" + P11 &'
= (£")* (P00 A® 4 2¢10A + ¢11)
= (£1)*(a0A + 1) (BoA + B1)
= (€ + €M) (Bt + i€)
= auBpE " = (@B e” + anfac®e")
= a(afp) &P (3.72)
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Tip | raznovrsnost smjerova | ¢ g =
I {1,1} aaBp)
N {2} aAQp
0 {-} 0

Tablica 3.1: Klasifikacija spinora ¢ 45 po glavnim smjerovima

gdje je koriStena pomo¢na varijabla A = g—?, te su komponente od a4 i 55 dane s:

ao = /oo (3.73)
o1 = /boo (ﬁ — (@)2 - @> (3.74)

¢00 ¢00 ¢00
Bo = /P00 (3.75)
e (tw, [y, en
b1 = v Poo <¢00 + <</500) ¢00> (3.76)
(3.77)
Iz (3.72) slijedi:
bap = afp) (3.78)

$to je poznato kao kanonska dekompozicija spinora ¢45. Spinori o i § u tom se
kontekstu nazivaju glavni spinori. Glavni spinori « i § definiraju realne svjetlosne 4-
vektore a, = a au ib, = 454 koje nazivamo glavnim vektorima. U bazi {t, z,y, 2}
oni su dani kao:

am — O'ﬁlA/OéAO_éA/ (379)

bm = o™ BaBa (3.80)
Svaki glavni vektor definira glavni smjer :
P={z, €L:x,=c-ap;ceR} (3.81)

Ako ay84 # 0, tj. ako « i 3 nisu medusobno proporcionalni onda kaZzemo da je
¢ap tipa I ili da je algebarski opcenit, te « i S definiraju dva razlic¢ita glavna smjera,
dok u slucaju a « 5 onda ¢4p nazivamo spinor tipa N ili algebarski specijalnim,
te a i § definiraju samo jedan glavni smjer. U tablici 3.1 vidljiv je pregled klasifika-
cije ¢ap po glavnim smjerovima. Drugi stupac tablice oznacava koliko je smjerova
razli¢ito, npr. {1, 1} znadi dva razli¢ita smjera, dok {2} znaci jedan ponovljeni smjer.
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3.8 Klasifikacija elektromagnetskog tenzora

Za elektromagnetski tenzor (ali vrijedi i za svaki antisimetri¢ni tenzor ranga 2) F, iz
(3.56), uz a5 = oz(ABB), te a, = aqQv g, vidimo:

Fupa® = (auBpean + acu Bpneap)ata’

1 _ /
= OéBdB’g(ﬁAaA + Bara® )
= \ay (3.82)

Dakle, glavni 4-vektor spinora ¢ 45, kao i svaki 4-vektor iz glavnog smjera, je ujedno
svojstveni svjetlosni 4-vektor tenzora F,,. Svojstvenim vektorom nazivamo vektor
koji zadovoljava (3.82). Svaki svojstveni svjetlosni 4-vektor ujedno definira i svoj-
stveni svjetlosni smjer kao u (3.81).

Iz poglavlja 3.7 je moguce zakljuciti da postoje maksimalno 2 svojstvena svje-
tlosna smjera realnog antisimetricnog tenzora ranga 2, te taj tenzor stavljamo u istu
klasifikaciju kao i njegov pripadajuci spinor (pogledati tablicu 3.1) u odnosu na raz-
novrsnost svojstvenih smjerova.

( )\

Teorem 3.2. Za elektromagnetski tenzor F,, vrijedi

FuF® =0
Fab * Fab = O (383)

ako i samo ako je elektromagnetski spinor ¢ap tipa N. Takav F,, cemo takoder

nazivati algebarski specijalnim.

. J

Dokaz.
Gapd™? = aaBpapP

- }1(0@453 +apBa)(a’p” +a”pY)

= %(ogAﬁA)Z =0 ay x (4 (3.84)

S druge strane, uz pomo¢ (3.56):
FapF* = 2(papd™® + pap o™ ?)
FF® = 2i(=)ap¢™"” + dap ™) (3.85)

Odavde slijedi tvrdnja teorema.

!

Definicija 3.5. Definiramo Fj, B; u bazi {t%, 2%, y*, 2*} kao:

0 B E, F;
E B, B

Fgp=|" 0 372 (3.86)
E, By 0 -B
E; =B, B 0 )
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(U SI sustavu imamo F;/c umjesto F;)

Lema 3.2.1. Elektromagnetsko polje za koje vrijedi Fp,F®* = 01 Fy * F®° = 0 je
izgradeno od elektricnog (F) i magnetskog polja (B) istih iznosa (u L-H prirodnom
sustavu jedinica), a okomitog smjera jedno na drugo.

Dokaz. Za elektromagnetski tenzor Fy;, i F; i B; iz definicije 3.5 slijedi:

FpF® = 2(=((B1)? + (Bs)* + (E3)*) + ((B1)? + (B2)* + (B3)))
Fou % F° = 4(E\By + EyBy + E3Bs) (3.87)

sada se direktno vidi

F,F® =0« |E| = |B]
Fp«FP"=0&E-B=0 (3.88)
gdje |E| = \/<E1)2 + (E2)2 + (E3)2, te E . g = E1B1 + EQBQ + Eng ]

Jedan najuobicajeniji primjer ovakvih polja su upravo ravni EM valovi (pogledati
poglavlje 9.2.2 u [11]).

3.9 Klasifikacija Weylovog tenzora

Weylov tenzor je tenzor Cy,., ranga 4 (pogledati za definiciju izraz (4.130) i ispod
njega) koji ima raspis:

Cabed = Capeparpop = Vapepeapeop + Vapopeapecn (3.89)

gdje je Vapop = Wiapcp) potpuno simetriCan spinor. Po uzoru na poglavlje 3.7
slijedi:
U apep€ NN = Wopo€ €06 € + 4W 001 £°€°€°¢!
+ 6W0011 £ + W €061 + Uy £l
= E (Woooo K + 4W0001 K2 + 6P 911 K
+ 440 K 4 Uyiy)
= (K + ar)(BoK + B1) (0K + m) (G K + 1)
= (0€” + a1 €") (Bo€” + Br€") (no€” + mEM) (G + GiEY)

= a(aBpnclp)(E1EPECEP) (3.90)

U tablici 3.2 vidi se klasifikacija spinora ¥ 4,5¢-p koju nazivamo Petrovljeva kla-
sifikacija. Nju je moguce opet povezati sa glavnim svjetlosnim smjerovima koju
Klasificiraju tenzor Cy.q ( za usporedbu pogledati [4] poglavlje 2.9.2).
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Tip | raznovrsnost smjerova | Vpep =
I {1,1,1,1} a(aBrnclp)
II {2,1,1} A pnclD)
D {2,2} Q(AQBNCTD)

117 {3,1} QAQBQCTD)
N {4} QAQBQCOD
0 {-} 0

Tablica 3.2: Petrovljeva klasifikacija spinora ¥ 45op po glavnim smjerovima

4 Spinori u opcoj teoriji relativnosti

Sva razmatranja do sada su se odnosila na spinore i 4-vektore bez naglasene veze s
mnogostrukostima, na kojima je izgradena cijela opca teorija relativnosti. Formalna
definicija i svojstva mnogostrukosti se nalaze u dodatku E, ali potrebno je napome-
nuti da je mnogostrukost takav skup tocaka da je na njoj moguce definirati skalare
kao beskonacno derivabilne funkcije sa mnogostrukosti M na skup R. Prostor ska-
lara oznacavamo s F. Nadalje, potrebno je vektore i spinore formulirati kao entitete
na mnogostrukosti. Vektorska polja se definiraju kao derivacije koje djeluju na ska-
lare iz F, kao $to je vidljivo u dodatku F, te su elementi prostora vektorskih polja
L(pogledati poglavlje 5.4 u [5]). Prostor vektorskih polja u zapisu pomoc¢u apstrak-
tnih indeksa oznacavamo s npr. £*. Spinore ¢emo onda postulirati kao entitete na
mnogostrukosti od kojih su izgradeni vektori.

4.1 Gradijent skalara i kovarijantna derivacija

Bududi da je prostor vektorskih polja £ potpuno refleksivni vektorski prostor (pogle-
dati teorem D.2) moguce je definirati dualni vektorski prostor (i polje) od prostora £

Definicija 4.1. Neka je f € iV € L, definiramo gradijent df kao element dualnog
prostora od £, sa zahtjevom:

df (V) = V() (4.1)
Napomena 4.1.1. vidimo da je df linearno preslikavanje df : £ — F iz definicije F.2:

df(V+hW) = (V+hW)(f) = V(f) + (h"W)(f) = V(f) + hW(f)
= df(V) + hdf (W) (4.2)

Iz teorema F.1 se vidi da je u sustavu (A, 2?) jedna moguca baza dana kao:

0

oz

acl,....n (4.3)
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a dualna baza je
dz? : acl,...,n (4.4)
jer
a 0 0%
dx % = Ora = 53 (45)
Ako prijedemo iz koordinata z® u y? vrijedi relacija izmedu baza:
o  oy® 0
Oxa  Ox2 OyP

(4.6)

Kako bi pri promjeni iz #® u y* koordinate vrijedila relacija (4.5) definiramo zato
relaciju izmedu dualnih baza :

_ o

a b
dy? = 9b dx 4.7)
Bududi da dz® predstavlja bazu dualnog prostora od £ mora vrijediti raspis:
a 0
df = fadz Ozb
of
fb - %
= df = ﬁal:z;‘?‘ (4.8)
Oxr?

Za upotrebu zapisa pomocu apstraktnih indeksa potrebno uvodi se oznaka
V.f €L, (4.9)

za kanonsku sliku od df iz duala od prostora L. Slijedi nadalje da je moguce kao u
sekciji 2.3 uvesti oznake:

L% = L% LY X LoX Ly X

eg.
ved- e L% Lo X Ly x LEXLIX ... F (4.10)

eg.. g.

Iz svojstava diferencijala funkcija slijedi:

Valf +9) = Vaf +Vag (4.11)
Vao(fg) = gVaf + fVag (4.12)

Ocito V, predstavlja linearno preslikavanje:
Vo: F—= L, (4.13)

Gradijent skalara ima jedinstveno invarijantno znacenje koje ovisi samo o struk-
turi mnogostrukosti M. Kako bi se uspostavio slican invarijantan koncept koji bi
odgovarao ,gradijentu” vektora VV* € L potrebna je dodatna struktura na M koju
nazivamo koneksija afinog prostora (pogledati dodatak G). Definiciju gradijenta vek-
tora je onda lako proSiriti na bilo koji tenzor.
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Definicija 4.2. Kovarijantna derivacija V, je preslikavanje :
Ve Lyt = Ly (4.14)

gdje su k i [ bilo koji prirodni brojevi ukljucujuéi nulu uz znacenje

Ly = Ly, (4.15)
5211;? = L% (4.16)
Lyl =L=F (4.17)
sa svojstvima:
1. linearnost:

Ve(Ty it + Beldm) = VI + VBl (4.18)

2. Leibnizovo pravilo derivacija:
Va(Tyt it Bhdm) = Vo (T ) Bldm + Tyt 0 BE i (4.19)

3. komutira sa zamjenom i kontrakcijom indeksa koje ne uklju¢uju indeks kovari-
jantne derivacije:

5zlva (Tal---C---al) — Va (Tal---d---al)

(4.20)
5?VQ(T;1‘..C...CLZ) — V(l(Tdal-..d...al)
Definicija 4.3. Za neku kovarijantnu derivaciju V. i f € F definiramo tenzor torzije:

VLV f = (VaVy — VoV, f (4.21)
= T,°V.f (4.22)

Napomena 4.3.1. Za neki tenzor X% € £ iz svojstava:

X2V, Vy (k) =0 (4.23)
X2V, Vy(f + g) = 2X"V, Vi (f) + X2V, Vi (9) (4.24)
X2V Vi (fg) = X2V, Vi (f)g + X2V, Vi (9) (4.25)

slijedi da je X*2V/,V,) € L. 1z teorema F.1 slijedi :

X2V, Vy(f) = VOV, f (4.26)

(4.27)

gdje V¢ = X9T ¢ pa buduéi da vrijedi za svaki X slijedi tvrdnja da je mogude
definirati tenzor torzije kao u definiciji 4.3.

Napomena 4.3.2. Kovarijantne derivacije za koje 7, = 0 nazivaju se bestorzijske
kovarijantne derivacije.
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Neka je dan operator
Ay =2V, Vy —T,°V, (4.28)

Ovaj operator zadovoljava naredna svojstva :

Apf =0 (4.29)

Aab(Vani + Waer) = Dap(Vgni) + Dap(Waey) (4.30)
A (Vi) = fAW(Vyni) 4.31D)

Ay (VaniWaer) = Waer Das(Voni) + VoniDas(Waey) (4.32)

Po tim svojstvima je moguce zakljuciti da je preslikavanje
Aab Ve— Aabvc (433)

linearno iznad F te je po definiciji potpuno refleksivnih vektorskih prostora takvo
preslikavanje moguce prikazati kao:

AV =R,V (4.34)
Definicija 4.4. Tenzor zakrivljenosti R,  je definiran kao:
(VoVy — VoVo = T,,°VIVE = R,V (4.35)
ili za bestorzijske kovarijantne derivacije:
(VoVy — ViV Ve =R, 2V© (4.36)

Iz svojstva Ay f = Agy(V,W?) = 0 1 jednadzbe (4.32) slijedi:
AwpVe = —Ry, Vy (4.37)

te u slucaju opéenitog vektora:

Aab‘/ecﬁ..... - Rabgc‘/egf(?::. + Rabgd‘/ecfg...:. o= Rabeg‘/c‘?i).v...“ - Rabfg‘/cfi‘?::. e (438)
Napomena 4.4.1. Tenzor zakrivljenosti je moguce zapisati pomoc¢u vektora baze kao:

9SABIE = g Ry 95 = Rypl” (4.39)

abc

4.2 Metrika i Christoffelova kovarijantna derivacija

Definicija 4.5. Metrikom nazivamo simetri¢ne nesingularne tenzore g, i g*° sa svoj-

stvima:
gV =V, (4.40)
gV, =V° (4.41)
9" Gac = 67 (4.42)
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Iz dodatka G se vidi da za bestorzijsku derivaciju V, sljedeéi izrazi ne ovise o
afinoj koneksiji:

Vavagbc + gacvbva + gbavcva (443)
vc‘/b - Vb‘/’c = Vc(gabva> - Vb(gacva)
= Vc(gab)va + gabvc(va) - vb(gac)va - gacvb(va) (444)

Zbrajanjem ta dva izraza i mnoZenjem sa 3¢* slijedi izraz koji ne ovisi o afinoj ko-
neksiji prostora:

1
Ve ve (ngdwagbc + Ve — vbgac)) (4.45)
Neka bestorzijska kovarijanta derivacija V, za koju vrijedi
Viagse =0 (4.46)
oCito i sama ne ovisi o afinoj koneksiji prostora jer za nju vrijedi:
d o (1 ba d
vcv + V (59 (vagbc + vcgba - vbgac)) - vc‘/ (447)
Definicija 4.6. Bestorzijska kovarijanta derivacija V, koja zadovoljava uvjet
Viagbe =0 (4.48)

se naziva Christoffelova kovarijantna derivacija.

( )\

Teorem 4.1. Christoffelova kovarijantna derivacija je jedinstvena i lokalno je u
sustavu koordinata (A, z®) definirana kao:

1
chd = 8ch + Ve (§gbd(aagbc + acgba - 8bgac)) (449)
gdje je
0
ac = gg axc (4.50)

a g¢ su vektori baze (pogledati dodatak G)

. J

Dokaz. 1. Jedinstvenost slijedi direktno iz toga da izraz (4.47) nema razlike za
dvije kovarijantne derivacije (pogledati izraz (G.17) u dodatku G)

2. Valjanost lokalne definicije se vidi iz:

(a) Ako V,g,. = 0 odmah slijedi 4.49 jer je izraz (4.45) jednak za sve bes-
torzijske kovarijantne derivacije u sto zapravo upada i d,, Sto vidimo u
(4.47)
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(b) s druge strane iz lokalne definicije, simetricnosti g, i Spoznaja iz teorema
G.1 slijedi:

1
va(ch) - aa(gbc) — Gbd <§ged<aagec + acgea - aegac))

1
— Gdc <§ged<aageb + abgea, - ae.Qab))

1
- 8a(gbc> - (5(61191)0 + acgba - 8bgac)>

1
- (é(aagcb + abgca - acgab))
=0 (4.51)
]

Napomena uz teorem 4.1.1. Vazno je vidjeti da Christoffelova kovarijantna derivacija
prima isti izraz u svim koordinatnim sustavima za razliku od npr. 9,
4.3 Riemannov tenzor

Definicija 4.7. Tenzor zakrivljenosti R, % za Christoffelovu derivaciju se zove
Riemannov tenzor.

Teorem 4.2. Riemannov tenzor ima sljedeéa svojstva:

1.
R Gea = Rigjjeq) (4.52)

2.
Rapega = Rapea + Reapa + Rpcaa = 0 (4.53)

3.
Raped = Redab (4.54)

4. Bianchijev identitet

VieRpgae = 0 (4.55)

Dokaz. 1. antisimetricnost u prva dva indeksa je ocita iz definicije tenzora zakriv-
ljenosti:

VieVyV® = R, Ve (4.56)
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Antisimetri¢nost u druga dva indeksa slijedi iz V[, Vyjgea = 01 2V, Vy(V,) =
_Rabchd:

_Rabcd‘/d = QV[avb](Vegec) (457)
= Rabdevdgec = Rabdcvd (458)

sada bududi je R, ,V¢ = R, V4

_Rabcd = Rabdc (4.59)

Rabcdvdf = 2V[avb]vc(f)
= Rl "Vaf =2V VyVa(f)
= 2v[avbvc}(f>
1
= 2(VaViVe = VaV.Vy = ViVaVe + ViVeVa + VVoV + VoViVa)(f)

= SVl )+ Vo(T, ) + VelT ) = 0 (4.60)

gdje jednakost nuli slijedi jer je torzija 7,,4 = 0 za Christoffelovu derivaciju.
KoriStenjem antisimetri¢nosti Riemannovog tenzora u prva dva indeksa dobije
se:

0= SR[abc]d = Rabed + Reavd + Rbcad (4.61)

. Slijedi iz svojstava (4.52) i (4.53):

2Rabcd = Rabcd + Rbadc = _Rcabd - Rbcad - Rdbac - Radbc
= _Racdb - Rdacb - Rcbda - Rbdca - Rcdab + Rdcba = 2Rcdab (462)

ZV[aV[ch” Vd = V[Q(Rbc]edve>
= V[G(Rbc]ed)ve + V[a(V€>Rbc]ed (463)

1
2V, VyVy v = g(v[avb]vc +ViVgV, + V[CVQ]Vb)Vd

= —R[abc}evevd + R[ab‘e‘dvc]ve (464)

oduzimanjem gornjih dvaju jednadzbi uz koristenje izraza (4.53) dobiva se:

0= QV[[avb]Vc]Vd — QV[aV[bVC]]Vd = V[a(RbC]Ed)Ve (4.65)
= Via(Ryy!) =0 (4.66)
O
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Definicija 4.8. Tenzor R, = R,,° zovemo Riccijev tenzor
Definicija 4.9. Skalar R = R,* = R,,* se zove Riccijev skalar zakrivljenosti.

Iz Bianchijevog identiteta slijedi:

1
0 = ¢"¢°3V o Rpegae = 2V (R — S9a1?) (4.67)

Definicija 4.10. Tenzor G, = Ry, — % Jup R nazivamo Einsteinovim tenzorom

Taj tenzor predstavlja osnovu Einsteinove jednadzbe polja kao najjednostavniju
poveznicu tenzora 7, i tenzora zakrivljenosti:

Gay = CTy, (4.68)

No, viSe o tome u kasnijim poglavljima.

4.4 4-vektori, spinori i mnogostrukost

Kako bi se diskusija iz poglavlja 3 povezala sa vektorskim poljima definiranim na
mnogostrukostima uzima se da je mnogostrukost 4-dimenzionalna.
Potrebno je prosiriti definiciju derivacije U = U*V, na kompleksne skalare

C=F@iF:{xeC:x=f+ig, f,ge F} (4.69)

tako da:
Uev,:C—==¢C (4.70)
U o(f +ig) = USNof +iUV,ug (4.71)

Postulira se sada za svaku to¢ku mnogostrukosti vektorski prostor L44" izomorfan
prostoru L% = L* & iL* koji je djeluje u toj tocki, i to tako da svaki V*(P) € LE[P],
gdje je P € M, odgovara jednom 4-vektoru V44 ¢ §44 = [ Ovdje imamo
dakle lokalnu definicija 4-vektorskog prostora kao entiteta na mnogostrukosti, a po-
sljedi¢no i lokalnu definiciju spinornog prostora. Za detalja o djelovanju vektorskog
polja u jednoj tocki pogledati raspravu na stranici 187. u [5] ,a za viSe o vezi vektor-
skih polja i 4-vektora pogledati str. 211. i 212. u istoj knjizi.

Definicija kovarijantne derivacije se ,prirodno” prosiruje na djelovanje na spino-
rima kao:

Vo=Vau: LD~ o [B-D- (4.72)

sa svojstvima linearnosti, Leibnizovog pravila deriviranja i komutacije sa zamjenom
indeksa koje ne ukljucuju indekse kovarijantne derivacije slicno kao u definiciji 4.2,
uz dodatno svojstvo realnosti operatora kovarijantne derivacije:

Vanép = Vaulp (4.73)
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Moguce je prosiriti i definiciju Christoffelove derivacije tako da moze djelovati na
spinore. Za pocetak je potrebno definirati djelovanje Christoffelove derivacije na
kompleksna vektorska polja, to je ostvareno na sljedeéi nacin:

Vo(Vh +iCq) = Vo(Vy) + iV (Cy) (4.74)
Promotrimo sljededi izraz:
epcra” Vo (6P5Y) — epc B Va(€Pa) — PV (epca® 57) (4.75)

Taj je izraz dobro definiran za Christoffelova derivaciju V, jer djeluje samo na ele-
mente iz L” i C: On definira bilinearno preslikavanje:

SB % 8¢ — 5B (4.76)

te je prema tome element iz S5, .,. Oznadimo taj element s AZ,,,. Zbog antisime-
tricnosti u zamjeni B’ <+ C’ slijedi iz jednakosti (2.49) da je :

1 /
AEB'C’ == EABGD/D eEpc (477)

te bududi da je A%, P epor funkcija od ¢7 definiramo operaciju V,:

V.8 = iABaD,D/ (4.78)
2V &P eporal B9 = epora® Vo (£85Y)
—epcrBPVa(€Pa”) — €7V, (epora® ) (4.79)
Teorem 4.3. operacija V, : S® — S2 zadovoljava, uz k € C:
1. linearnost:
Va(kE® +1%) = kV.(67) + Va(n®) (4.80)
2. Leibnizovo pravilo deriviranja uz f € C
Val£€%) = FVa(€%) + EPVu(f) (4.81)
gdje je
Volf) = Vaf (4.82)

Dokaz. Svojstva se dokazu koristenjem svojstava Christoffelove derivacije direktnim
uvrstavanjem k&8 4 0P i f¢P na mjesto €7 u izraz (4.79) . O
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Potrebno je prosiriti definiciju V, na djelovanje na vanjski umnozak spinora. Sli¢no
kao ranije izraz:

eppeaara? BV (80P 6 — epprecio? 09 Vo (€80°aP )

PSR (4.83)
+fB770Va(€D'B'€G’C'OéD BG ,.yB 60)

je dobro definiran za Christoffelovu derivaciju, te definira multilinearno preslikavanje

SB'C'D'GT _y GBC prema tome ga je, uz primjedbu antilinearnosti D <+ B,te G « C,

moguce napisati kao:

1 / /
ABCQB/C/D/G/ == ZABCQF/H/F H ED'B'EGIC! (484)
te kao ranije definiramo:
V. : §BC¢ - gBC (4.85)

6a(anc)ED’B’€G'C/04D,56”7]3,501 :ED/B'€G/cfaD/5G/Va( BUCVB,(sC,)
—eppecoy 09V (8nCaP 39
— B0V lepprecoa B ) (4.86)
kori$tenjem svojstava od V 44 slijedi: V,(¢81C) = €8V, (1) + n°V,(£5)

Induktivno se definiraju i Christoffelove kovarijantne derivacije za spinor bilo ko-
jeg ranga, te se dokazuje Leibnizovo pravilo.

4 3\

Teorem 4.4. Za operaciju V,, : SES-E/C — SEC-E/ S, 1/, koju nazivamo Chris-

toffelovom derivacijom spinora, a definirana je induktivno kao gore, vrijede slijedeéa

. / ! ! ! / !
svojstva ug VS5 &S - WEE- B e SPGB tek e C:

1. linearnost

< (1/BC..B'C"... BC..B'C'..\ _ & 1,/BC..B'C"... < 11/BC..B'C"...
VoVer g+ EWgr om) = VidVer .+ kVWer g (4.87)
2. Leibnizovo pravilo deriviranja

Vo(VEWE) = Vo (VEWE 4 V(WY (4.88)

3. nema torzije, za svaki f € C:

ViV f =0 (4.89)

4. komutiranje sa zamjenom bilo kojeg indeksa osim indeksa derivacije

OF VaV I = V VX (4.90)
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5. Levi-Civita je , kovarijantno konstantan”

6AA’€CD = 0 (491)

6. jedinstvenost: neka druga kovarijantna derivacija koja ima ista svojstva kao
gore mora biti jednaka ovoj derivaciji

\ N J

Dokaz. 1. Slijedi iz induktivne definicije operacije V, kao u (4.86) uvritavanjem

. el . el
izraza (VES-5C - + kWES-B'S ) na mjesto VES- A G

2. Ako se pretpostavi da operator V, definiran djelovanjem na spinor

Vi = Z A()PBE)CC ) pD(i)p - - (4.92)

ranga (r, s;t,u) zadovoljava Leibnizovo pravilo deriviranja tako da je novi spi-
nor V,VES moguce napisati kao:

VoV =3 (ValAD ") B C0)sD(0)r -

i

FA@G) PV (BG)C)C (@) D)+ + .. ) (4.93)

moguce je dokazati da induktivno definirani operatori Ve zadovoljavaju to isto
pravilo i za spinore ranga (r + 1, s;t,u), (r,s + 1;t,u), (r,s;t + 1, u), (r, s;t,u +
1),... te prema tome mora vrijediti i izraz (4.88) gdje su W i V spinori bilo
kojeg ranga.

3. slijedi iz istog svojstva za vektore
4. slijedi iz istog svojstva za vektore

5. slijedi iz Vg5 = Va(eépcepc) = 0 za Christoffelovu derivaciju (pogledati za
dokaz [5] str. 218)

6. slijedi iz svojstva Christoffelove derivacije:

Usporedimo dva operatora V 44 i v A4 pomocu izraza (4.75) i Cinjenice da
Vo (EBnP') = V4 (€875 te jedinstvenosti Christoffelove derivacije za vektore i
skalare

2V(€P)ap B — 2V, (6%)ap B =
= (epcra® Va(€P6) = e 87 Va(€8a”) + €8V emoa® 1))
(63'0/04 Va(€78%) = eper B Vo (€%a) + fsB%a(eB/c,aB’ﬁCU)
=0 (4.94)
L]
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U ostatku teksta ¢emo koristiti oznaku
Vaw = Vau (4.95)

jer ne postoji opasnost od zamjene zbog identi¢nosti djelovanja na vektore.

4.5 Derivacija spinora u bazi

Uzmimo bazu spinora {e,* = o#, 6,4 = 11} i {€,° = —1a,¢e45 = oa}, uz uvjet da

vrijedi 04i* = 1. Slijede komponente od V 44/£5:

A A" B B B
EA €A/ EB VAA’f :EB VAA/

= Vaa (%) +7aacEC (4.96)
gdje je
Yanc® = Vaar(ech)eg” = —€c"Vaar(eg®) (4.97)

Ako zahtijevamo o474 = 1 u svakoj to¢ki P, slijedi

0 1
€EAB = EAAEBA = ( ] O) (4.98)
- AB

odatle slijedi:

A
0=Vaacege = Vaa(egaéc”) = 7aa'BCc — Yaa/CB

= YAA’BC = YAA/CB (4.99)

Ovo nam govori da v, ,,5€ ima 12 razliditih veli¢ina

Zahtjev normalizacije 04i* = 1 nije nuzan, te je ponekad korisno uzeti 04i* = y,
u kom slucaju viSe ne vrijedi izraz (4.99). Za vise o toj temi pogledati poglavlje 4.5
u [5].

Iz svega reéenog slijedi za slijedi za spinore &4, &4, 7%, nar:

Vaa(§%)eg® = Vaa(€®) + vanc"EC (4.100)
es"Vaa(€s) = Vaa (&) — yanséc (4.101)
Vaa (nP)ed = Vaa (%) + anc® 1 (4.102)
en” Vaa () = Vaa(1s) = Yaas  ne (4.103)

Uobitajeno je pojedine komponente ~, 4,5 € 0znaditi sa 12 grékih slova kao §to se
vidi u tablici 4.1a, gdje su oznake sa crticama CeSc¢e koristene u [5] dok one bez crtica
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u [4], te su ovdje dane za lakse snalazenje po literaturi. Korisno je zapisati neki od
izraza danih u 4.3 pomocu 4-vektora {l,m,m,n}. Za ¢ imamo raspis:

e =15D(og) = %LB (D(oB) + D(op))

1 ! !
= §LB <D(OBOB/LB ) + D(ogopi? ))

1 ! ! / /
= §LB <D(OBOB/)LB + OBOB/D(LB ) + OB/D<OBLB ) + D(OB/)OBLB )

1 ! ! !
= §LB (D(OBOB/)LB +opD(op?) — 0P D(OBLB/)>

= S (“D{1,) — " D(m.)) (4.104)

Na slican nacin se dobivaju i ostali izrazi iz tablice 4.4.
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Oznaka derivacije

spinorni zapis

vektorski zapis

B
AA" ) 1
000 € —k m=-7 —e=v
10 a —p A=-0 —-a=/p
0 B -0 =—p —f=d
117 v —7 v=—-k —y=c¢

/
OAOA VAA/
i
OALA VAA/
/

LAOA VAA’

/
LALA VAA’

°V,
m*V,
m*V,

n*Vg,

(a) komponente od v, »/5°€

(b) komponente kovarijantne derivacije

Tablica 4.1: Tablice oznaka

a v, = (l,m,m,n) va = (t,2,y, 2)

0 o4o? \/% (020 + M)
1 oA \/Li (OAZA + LAOA/)
2 Ao \/Li (OAZAI + LAOA/)
3 A Lz (OAOAI ALA/)

Tablica 4.2: Vektori baze zapisani pomocu spinora

Vaa’ ~Vaa(0)ia Vaa(0Moa —Vaar(i?)ia Vaar(i*)oa
Voo =D € —K -7 —€
Vor =9 B -0 —p' = —B
Vig =0 o —p —o' =) —«
Vir=A 7y —T —K —

Vaa 5 (n°Vaar(la) —m*Vaar(ma)) 1°Vaa(m,) —m*Vaa(n
Voo =D € —K 7' =7
Vo =9 B -0 —p' =
Vig =96 o —p —o’' =)
v11/ = A Y —T —K// ==

Tablica 4.4: veza izmedu spinornog i vektorskog zapisa od v, o€
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4.6 Spinori zakrivljenosti

Riemannov tenzor zakrivljenosti ima spinorni ekvivalent dan kao:

Rapeda = Raappcc'pp (4.105)

Iz antisimetri¢nosti u indeksima ab slijedi:

Rapea = RayaBcopp + RaBjarBycoppr (4.106)

Sada iz antisimetriCnosti u cd i izraza koji povezuje €45 i ¢ (ap)... (izraz (2.49))slijedi:

Rapea = RaByaB)cpyicp] + Blasjas)cp)cp) + Rasyas)cp)c b

+ RapyaBcp)c'p) (4.107)
= Xapcpeanecp + Xapcpeapecp + Paporpeapecn
+ ®arprcpEaBEc D (4.108)

Kako je i Riemannov tenzor moguce zapisati pomocu vektora baze (izraz (4.39)) tako
je moguce povezati i spinore X sgcp i Papcrp sa derivacijama i spinorima baze:

d _ ¢ d
Rabc _gcAabgc
C c’ D D’
= €c € AABA’B’(GC €cr )
/

7)

D' C D D _C D
= €cr €¢ DABGA’B’(GC )+€C/ €o DA/B’GAB(EC )

C D’ D D (o
== 60 EC/ AABA’B/(EC )+€C 60/ AABA/B/(GC/

!

7)

D ! D’ D !
+ €c EC/C DABEA’B’(EC/ ) + €c EC/C DA’B’GAB(EC/

= €A’B/€C/D/€CC|:|AB(€CD) + EABEC/DIECCDA/B/ (€CD)

+ GCDGA/BIEC/CIDAB(ﬁch/) + GABECDEC/C/DA/B/(ﬁc/D/) (4.109)

gdje je
Agp = 2V, Vy (4.110)

te je

Uapean = Aapyap (4.111)
Oarpreap = Aapjars (4.112)
Agy = Aapjarpy + Aap)arp (4.113)

a u izrazu (4.109) je iskoristeno da je
Vaieap = Veeap =0 (4.114)

Sada usporedbom (4.108) i (4.109) slijedi veza Riemannovih spinora X sgcp i ®apcrp
s derivacijama baza :

Xupc” = €c0ap(ec?) (4.115)

/

b (4.116)

D’ C’
®ABC’ = €cv DAB(EC’
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Iz (4.113), (4.115) i (4.116) slijedi :
AP = Aab(aDeDD)
= aDAab(eDD)
= aCeCDAab(eDD)
= OéC<EA/B/XABCD+€AB®A/B/CD) (4.117)

Ocito iz (4.108) za X apcp i D apcrp slijede svojstva :

Xapcp = X(aB)(cD) (4.118)
®4pcrpr = PaByc'p) (4.119)

Iz simetrije na zamjenu ab <> c¢d od R4 slijedi:

Xapcep = Xcopan (4.120)
D apcrpr = Paporp (4.121)

Iz (4.121) slijedi da je ®44pp odgovara simetricnom realnom tenzoru &, koji za
kojega vrijedi i:
(I)aa = (I)(AB)(A/B/)EABEAIB/ =0 (4122)
zbog kontrakcije antisimetri¢nog Levi-Civita spinora i simetricnog ® 4pc/p:.
Moguce je izvudi jos jedan zakljucak o spinoru X pcp iz uvjeta Rigpqq = 0 i ko-

riste¢i izraze iz poglavlja o Hodgeovom dualu (3.6), uz izraz za kontrakciju dvaju
Levi-Civita tenzora koji se moze provjeriti u nekoj bazi:

€aneac ™" = —3161,697; (4.123)
Slijedi sada:
0= Rufrat = 05018 Racy = — el By,
= _%Ehbcd(iRAA/EE’HEE/H/)
= —%ehbcdi (—XAEHEEA/EIEH/E/ + )_(A/E,H,EIEAEEHE
+® A ey e? — CT)A/E/HEEAEGH/E,> (4.124)

Iz Cega uz ve¢ poznatu realnost ® spc/pr, te uz
eape’P = EAC = (52 (4.125)
slijedi:
XAEHEGA’H/ = Xup HIEIEAH \ 6H'AIEBH

1_ 1t
XAEBE = §XA/E/AE€AB (4.126)
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Definiramo realni skalar A uz konvencionalni faktor % tako da je:

A= éXABAB (4.127)

gdje realnost od A slijedi iz (4.126).
Koriste¢i (4.118), (4.120) i (4.126), te aup = 1/2 a‘teqp slijedi vaZan raspis
spinora X 4gcp:

Xapcp = 3 ((XaBep + Xacps + Xapsce) + Xasep — Xappe + Xapep — Xacps)

= XaBcp) + gXA[B\C|D} + 3XABID(C]

= Vupep + Aeacepp + €apepc) (4.128)

gdje Vpep = X(aBep).

Definicija 4.11. Spinor V¥ ,3cp nazivamo gravitacijski spinor. Za njega ¢e se poka-
zati da predstavlja dio Riemannovog tenzora R4 koji je razli¢it od nule za prazan
prostor (pogledati sljedece poglavlje o Einsteinovoj jednadzbi).

Napomena 4.11.1. Za spinor V¥ 45 vrijedi Petrovljeva klasifikacija kao $to je vidljivo
u tablici 3.2, te i sam Riemannov tenzor nazivamo ovisno o klasifikaciji ¥ 4gcp. Na
primjer ako je Wapcp tipa 11 (,algebarski specijalan”) za pripadaju¢i Riemannov
tenzor kazemo da je tipa 1, tj. algebarski specijalan.

Za zakljucak koristenjem raspisa spinora X qpcp i izraza e AB€cp) = 0 raspis ten-
zora R4 je dan kao:
Rupea = Ranspccpp
= Vapcpeapecp +Vapcopeapecn
+ Papcrpeanecp + Papcepeapecp
+ 2A(eac€BpEncr€B ) — €ADEBCEA D'EBICY) (4.129)
te u tenzorskom obliku
Rabcd = Cabcd + Eabcd + 2Agabcd (4130)

gdje su pojedini tenzori dani kao:

Cabed = Y apcpeap€crpr + lI’A/B/C/D/EABéc*D
Eapea = Papcrpeapecp + Papepeapec pr
Jabed = €EACEBDEA'C’€B'D' — €EADEBCEA'D'€B/C’
= Gac9vd — GadYbc (4131)
(4.132)

Tenzor C.4 nazivamo Weylov tenzor
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Koristenjem simetrija od €45, Vapcp 1 Papcrp slijede izrazi za Riccijev tenzor i

Riccijev skalar:

Rab = RacbdQCd = 6Agab - 2(I)otb (4133)
R = Rayg® = 24\ (4.134)

Na kraju jos samo spomenimo zapis koja je uobicajena za komponente spinora

zakrivljenosti ¥ 4pop u spinornoj bazi:

Uy = Uapcpoo?oo”
v, = \IJABCDOAOBOCLD
U, = \I/ABCDOAOBLCLD
Uy = \I/ABCDOALBLCLD
U, = Uagopt 8O0 (4.135)
te slicno tako za ® 45 pr:
! /
q)oo = @ABC/D/OAOBOC o

! /
o1 = PapcrpotoPo” P

! !
q)oz = q)ABC’D’OAO LC b

! /
P19 = P aperpttoPo” o

/ /
@20 = qDABC’D’L L OC

! /
D1y = Pyporprtto” o”
/ ’

@12 = @ABC/D/OALBLC LD
/ /
@21 = (PABC’D’L L OC b

@22 = CDABC’D’L 2 LC/ o’ (4136)

4.7 Tenzor energije i impulsa

Za uspostavu veze izmedu materije (tvari) i prostora potrebno je definirati tenzor
energije i impulsa.

U ovom ¢e se poglavlju pojavljivati izrazi koji nisu strogo definirani unutar ovog
rada kao npr. integral po volumenu, energija, impuls, itd. Za takve neke pojmove
moZze se pogledati izvore kao Sto je npr. [10] na koju se oslanja dijelom ovo po-
glavlje, te neku knjigu klasi¢ne elektrodinamike (kao npr. [12] ili [11]). U izrazima
koji slijede pojavljivat ¢e se konstanta c i oznacavat ¢e brzinu svjetlosti u vakuumu.
Uobicajeno je prigodnim izborom jedinica staviti ¢ u 1, sto je i primijenjeno u nekim

poglavljima.

Definicija 4.12. Ravan prostor je prostor-vrijeme u kom je Riemannov tenzor zakriv-

ljenosti jednak nuli u svim tockama.
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U ravnom prostoru u koordinatama z° = ct,2! = z,22 = y,2® = 2 za 4-vektor
struje

o 02?
1=y 5 (4.137)

gdje je p gustocta naboja, a z* su pojedine koordinate naboja iz jednadzbe neprekid-

nosti gustoce naboja i struje d, j* = 0 slijedi ukupno o¢uvanje naboja:

0 L0Q
g (/ de) -9 _, (4.138)

Za dokaz je moguce pogledati na 66. str. u [10].

Definicija 4.13. Definiramo 4-vektor impulsa kao:

p* = mu? (4.139)
gdje je 4-brzina definirana kao
= % (4.140)

a diferencijal vlastitog vremena 7 je dan kao

(cdT)? = gapdz®dz® (4.141)

Teorem 4.5. U izoliranom sustavu (npr. slobodnu Cestica) u ravnom prostoru je
4-vektor energije-impulsa ukupnog sustava oc¢uvan.

Dokaz. Lagranzijan slobodne Cestice u ravnom prostoru glasi (pogledati stranicu 53.
iz [10]):

(4.142)

2 2 2
v? = (%) + <Z—i) + <%> (4.143)

ukupna brzina Cestice u koordinatnom sustavu (ct, z,y, z). Lagrangeove jednadzbe
(str. 52 u [10]) glase onda:

gdje je

oL d (0L
0= @ (a7> (4.144)
d [ OL
= o (6x'a> (4.145)
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gdje je i® = da®/dt ia € {1,2,3}. Odatle slijedi da je brzina v konstantna u vremenu,
pajei

oL
a__ 1 .
p'=a ac{l23) (4.146)
1
e — (4.147)

V2
V-~ &
konstanta u vremenu. S druge strane slijedi da je i energija konstantna:

3
L 1
E:H:§ x'ag—_—L:mc2— (4.148)
xa
a=1

2
v
-2

Moguce je pokazati da ako se stavi p® = E/c i ako vrijedi (4.146) za ostale tri kom-
ponente p* gdje a € {0, 1,2, 3} onda vrijedi jednakost (4.139). O

Moguce je povezati u analogiji sa 4-vektorom gustoce struje da zahtjev o¢uvanja
4-vektora energije i impulsa slijedi iz ,jednadzbe kontinuteta” nekog tenzora 7,

aTab
Ox?2

=0 (4.149)

Taj tenzor nazivamo tenzor gustoée energije impulsa i komponente od p® i 7% su
povezane izrazom:

P = / v (4.150)
v
Jednadzba kontinuiteta ima ,prirodno” poop¢enje na bilo koji prostor i glasi:
V. T =0 (4.151)

No takva jednadzba ne dovodi u prostoru koji nije ravan (tj. u zakrivljenom prostoru)
do oCuvanja 4-vektora energije impulsa jer taj prostor onda nije izoliran, nego je pod
utjecajem gravitacijske sile koja takoder posjeduje svoju vlastitu energiju i impuls,
te je potrebno prosiriti sustav da i on bude uklju¢en u zakon sacuvanja (energiju i
impuls gravitacije nije moguce ukljuditi niti u jedan tenzor 7).

Za tenzor gustocCe energije impulsa moguce je pokazati da je simetrican tj.:

Top = T (4.152)

Simetrican tenzor energije impulsa povlaci ocuvanje kutne kolic¢ine gibanja u ravnhom
prostoru za daljnji komentar pogledati str. 20 u [16]. Ponekad se kanonskim postup-
cima dobije nesimetrican 7,;, njega je onda moguce simetrizirati. Za vise o toj temi
pogledati [17].
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4.8 Einsteinova jednadzba

U jednadzbi koja opisuje vezu prostora i materije kao izvor zakrivljenosti se po analo-
giji na gustocu struje u izrazu (4.153) koji vrijedi za elektromagnetsko polje (zapisan
u ravnom prostoru u SI sustavu) stavlja tenzor gustoce energije impulsa 7.

aFab .
o 107° (4.153)

Tenzor drugog reda koji ima veze sa zakrivljenosti prostora je Riccijev tenzor R,
te Riccijev skalar R pomnozen metrikom g¢,,. Moglo bi se pisati:

c1R™ + ¢aRg™® = CT® (4.154)

Kako bi vrijedilo V,7% = 0 iz (4.67) slijedi da moramo staviti ¢; = 1 te ¢, = 1/2.
Konstanta C' se racuna iz zahtjeva da u limesu malih masa dobijemo Newtonove
jednadzbe gravitacije. Dobije se C = —87G/c?, gdje je G Newtonova konstanta
gravitacije (pogledati str. 201. u [10]), a minus je nas$ izbor (po uzoru na knjigu
Penrosea i Rindlera [5]), tako da ¢e svi T,, imati u sebi joS jedan dodatni faktor
—1 u odnosu na tenzore energije i impulsa u radovima koji koriste ¢eS¢e koristenu
konvenciju da je C' = 87G/c?. Dakle, Einsteinova jednadzba gravitacijskog polja s
materijom glasi:

1 &G
Rap — §gabR = —7

Te pomocu izraza (4.133) i (4.134) slijedi:

T (4.155)

1
6Agas + 2Doy, = %Tab (4.156)

Moguce je dodati i tzv. kozmolosku konstantu A

G

6Agab + 2@@{) - C_4Tab + gabA (4.157)

Vidimo iz gornje jednadzbe da u vakuumu vrijedi:

D=0 (4.158)

A = é)‘ (4.159)

Sto znaci da je u prostoru bez izvora zakrivljenost prostora sasvim izrazena pomocu
U 4pep spinora.

Zanimljiva jednadzba se dobiva nalazenjem spinorne verzije Bianchijevog identi-
teta

ViaRgae = 0= iV Rappara (4.160)
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Ona glasi (pogledati dokaz na str 245. u [5]) :
Vi Xagep = Vi apop (4.161)
odatle raspisom spinora X 4pcp slijedi:
VaUapep = Vadapep — 2ep(pVeyp A (4.162)
Koju je nadalje moguce razdvojiti na dio simetri¢an i antisimetri¢an u BC"

Vi Uapep = VigPepyap (4.163)
V%CDC}DA’B’ = QEB(CVD)B’A (4164)

Zbog (4.158) i (4.159), zakljuCujemo da ta jednadzba u vakuumu postaje:
VAT 4pep = 0 (4.165)

Ta jednadzba zajedno sa ®pcp = 01 A = 1/6) odreduje ,Sirenje” (propagaciju)
zakrivljenosti u vakuumu. Ta jednadzba odgovara jednadzbi propagacije slobodne
bezmasene Cestice spina 2 koja ¢e biti pokazana u poglavlju 5.2, te je pokazatelj da
bi Cestice koje propagiraju gravitacijsko djelovanje bile spina 2!

Cesto je korisno imati jednadzbu 4.165 zapisanu po komponentama:

VAA W oD = 4\I/E(BCD'7AA/A)E (4.166)

koriStenjem tablica 4.1 i konvencije iz jednadzbi (4.135) za pisanje komponenti od
¥ 4gop slijede jednadzbe:

A\IJO — 5\111 = (4’)/ — ILL)\IJO — (47' + 25)\111 + 30'\1]2
—5\110 + D\Ill = (—40é + 7T)\I/0 + (4p + 26)\111 — 3/1\1/2

AV — Wy = vWo + 2(y — )Wy — 3705 + 2005
—5\1[1 + D\IIQ = —)\\I[() + 2(7’(’ — OZ)\Ifl + SP\PQ — 2/1\1[3

A\Ifg - 6\113 = 21/\111 - 3/1\1’2 + 2(5 - T)\I’3 + O'\I/4
—5\112 + D\I/?, = —2)\\111 -+ 371'\112 + 2(p — 6)\1/3 — /1\1[4

A\Ifg - 5\114 = SV‘IIQ - (4,u + 2’}/)\113 + (4B - T)\IJ4
gdje se pri raspisu radi jednostavnosti koristile formule (3.137) u [4], koje su dane
kao spinorna verzija Bianchijevog identiteta raspisana po komponentama u nepraz-

nom prostory, tj. u prostoru u kojem ne mora nuzno biti ®spcrp =01 A = %)\, no
nama Ce i ove gore biti korisne!
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4.9 Newman-Penroseove jednadzbe polja

Newman-Penroseove jednadzbe polja oslikavaju vezu izmedu derivacija spinora u
bazi i spinora zakrivljenosti prostora. Kako bi se dobila trazena veza pocinjemo od
jednadzbe (4.117) tj.:

AabOéD == OéC(EA/BIXABCD + 6AB®A’B’CD) (4-168)

/

Potrebno je sada mnoZiti taj izraz sa spinorima baze g,%g, %P, gdje g% = e e
Desna strana jednakosti glasi:

a b D.C D D
9a"0p €p- " (€ap X ypo” +eaPapic”) =

== O{C(EA/B/XABCD + EABQA’B’CD) (4-169)

dok je lijeva strana jednakosti :
D) = acgaagbbEDD(AabecD)
= a%p® (" (92" Va) Vo = 9a"(95" V1) Va) (€c”)
= a%p® ((9a"Va) (9"V) = 92" (Vagp") Vs

— (9"V0)(92"Va) + 9" (V492" Va) (ec”)

’

CcC_D B B’ E E
= ED (vaVb - (Va€B GB/ )€B EB/ Ve

gaagbbEDD (Agpar

VYt (vbeAAeA,A’)eAEeA,E’ve) (ecP) (4.170)
Prvi ¢lan u (4.170) je moguce napisati kao:

0peE” Va(Viee”) = €x° Val(eg"ep” Viec”)
= 6EDVa(EEEVBB/cE>
= €5 Va(eg")1BBc” + €5 8" Va(1BBC")

= Yaaw Teec T Valsrc (4.171)
Tredi ¢lan slijedi zamjenom A A’ <+ BB’ iz prvog ¢lana
ep°Vb(Vaec”) = 18rE"7aac” + Vbraac® (4.172)
Drugi ¢lan:

D B B’ E E’ D B B’ E E’ D
€p (VaeB €p/ )EB % VeEC = (VaEB €p/ )GB €p’ VYEE'C

= ’VAA’BE’VEB’CD + WAA/B/E IYBE’CD (4173)

Cetvrti ¢lan se onda dobiva zamjenom AA’ +» BB’ u drugom ¢lanu:

D A A\ E, FE D E D, = E/ D
€p (VBep €ea” Jes €4 Veec” =TBrA TEA'C T TBBA TAEC (4.174)
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Konacno potpuni zapis izraza (4.168) u spinornoj bazi se dobiva tako da obje
strane ,zbog proizvoljnosti od o, budu podijeljene s o, te prebacivanjem ¢lanova
tako da na lijevoj strani ostanu ¢lanovi derivacije spinornih koeficijenata %5

D D _ E D E D
Vaasec — VBB Yaa/c =7Yaa'c YBBE — VBB'C VAA'E
E D, - E’ D
T YaAaB YEB'C T 7AA'B” VBEC
!

— Yepa Teac — TBBAT VARG

+ EA’B/XABCD + GAB(I)AIB/CD (4175)
:’YAAfCE’YBB'ED - ’YBB/CE’YAA/ED

+YanB ERc” + Tanns” TBECS

- YBB'AEVEA'CD — YBB'A/ /7AE’CD

+eame® W apor + €aBE T Poparp

+ eamA(eaceg” + €4 enc) (4.176)

Skup jednadzbi (4.176) se nazivaju Newman-Penroseove jednadzbe polja ili
skraceno NP jednadzbe. One sadrze 18 nezavisnih jednadzbi (ako ne vrijedi nor-
malizacija 047" = 1 onda postoji 24 nezavisne jednadzbe). Te jednadzbe su Cesto
koriStene u raznim problemima, kao npr. u dokazu Robinsonovog i Golberg-Sachsovog

teorema iz poglavlja 6.3, i lako je vidjeti koje je jednadZzbe potrebno gledati ako se
koristi tablica svih NP jednadzbi kao Sto je dana na stranicama str. 248. i 249. u [5].

5 Jednadzbe fizikalnih polja u prostor-vremenu

5.1 Elektromagnetsko polje

Za puno opsirniju raspravu o ovoj temi pogledati poglavlje 5.1 u [5]. Poznato je da
postoji veli¢ina koja se zove naboj Cestice, na taj naboj se veze EM polje. Uvodimo,
sa zeljom opisivanja nabijenih Cestica, nove kopije spinornih prostora za svaki naboj
q€0,te +2e,...:

q q q
F,S4 S4B . (5.1)
Postavljena su odredena pravila (postulati) koje nabijeni spinori zadovoljavaju:

1. dva nabijena spinora mogu se zbrajati ako su im naboji jednaki, naboj sume je
jednak naboju pribrojnika

2. vanjski produkt nabijenih spinora je uvijek mogu¢ bez obzira na naboje; ukupni
naboj vanjskog produkta je dan sumom naboja faktora

3. Kontrakcije i zamjene indeksa su uvijek moguce bez obzira na naboje i ne mije-
njaju iznos naboja
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4. kompleksna konjugacija nabijenog spinora obrée predznak naboja tog spinora.
npr. ako je naboj od /3 jednak ¢, naboj od /3 je —¢

J(’I-" [Q], @ € M predstavlja kompleksno jednodimenzionalno vektorsko polje sa de-

finiranom nulom ali bez kanonski definirane jedinice. Vrijednost elementa A € ]q-"
nije numericka u nekoj toc¢ki ) € M sve dok se ne izabere neko ,bazdarenje” kao
npr. za a € F, tako da je a svuda razlic¢it od nule, definiramo bazdarenje da za
vanjski umnozak a« vrijedi

aae =1 (5.2)

gdje je vidljivo da je aa element iz obi¢nog F jer mu je naboj jednak nuli.
Definira se nadalje djelovanje kovarijantne derivacije V, na nabijena polja kao
preslikavanje:

v, : 5% 5?53 (5.3)
gdje oznaka B radi lakSeg cCitanja i pisanja oznacava bilo koji skup indeksa ukljucujuéi
gornje, donje, crtane i necrtane. V, zadovoljava standardne zahtjeve Leibnizovog
pravila deriviranja itd. Levi-Civita spinore e 45 i ¢?, kao operatore ,dizanja” i ,,spusta-
nja” indeksa ostavljamo nenabijenima (pogledati komentar na str. 315 [5]).

4-potencijal EM polja je moguce definirati pomoc¢u nigdje iS¢ezavajuceg polja o €
F kao:

A, =i—V, (5.9)
eq

gdje je V, takoder neka kovarijantna derivacija, a naziva se bazdarno kovarijantna
derivacija.

Definicija 5.1. BaZdarno kovarijantna derivacija V, je definirana Christoffelovom

kovarijantnom derivacijom kao, uz ¢% € S8, n € Z:
Va(¥®) = "V, ((a7")"¢")
- 1~
=V, (¢F) — n@uﬁavaa
=V, (wB) + iney® A,
= V., (V%) = (V. —igA,) o° (5.5)
gdje je ¢ = ne naboj od ®.

Napomena 5.1.1. Ako V, djeluje na nenabijene spinore ili skalare, onda je njeno
djelovanje istovjetno djelovanju Christoffelove derivacije. Odatle je moguce zakljuciti
i realnost ﬁa.
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Napomena 5.1.2. Izraz (5.5) u ravnom prostoru je ekvivalentan bazdarnoj kova-
rijantnoj derivaciji kao u izrazu 2.30 u [13], gdje se doslo do tog izraza zahti-
jevanjem invarijantnosti Langrangiana slobodne cCestice na lokalnu transformaciju

¢x) = e " g(x).
Ako primijenimo bazdarni uvjet:
aa =1 (5.6)
slijedi
&%ao_c = —o‘z%acz (5.7)
Iz gornjeg izraza i realnosti V, slijedi realnost EM 4-potencijala:
A, = A, (5.8)

Iz toga vidimo konzistentnost izraza (5.5) na konjugaciju jer je naboj od ¢” jednak
—q = —ne.

Lokalna bazdarna transformacija
a—e (5.9)

gdje je 6 € F, tj. nenabijeni skalar, dovodi do transformacije

ot '

Al =i—V,(e7a)
ex
At iV, (5.10)
(&
te takoder vrijedi u novom bazdarenju:
VawB _>aln6a ((alfl)an)
=V f + iny®V,0 (5.11)

Sto pokazuje da djelovanje Christoffelove derivacije na nabijene spinore ovisi o bazdarenju
nabijenih spinora. S druge strane imamo na V,,:

Va(P) = (Vo + inV,a0 — iqgA, — inV,0) P
= V. (P) (5.12)

Odakle i dolazi ime ba?darno invarijantna derivacija za V,.

5.1.1 EM tenzor i spinori

Odsada radi jednostavnosti ¢e se koristiti oznaka V, za bazdarno kovarijantnu deri-
vaciju, te oznaku

Agp = 2V, Vy (5.13)
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Definicija 5.2. Tenzor elektromagnetskog polja je definiran kao:
1
Fab == 2V[aAb] = i—Aaba (514)
e

gdje je koristeno V,(aa™t) = 0.

Kada A, djeluje na nenabijeni skalar ~ iz istovjetnosti Christoffelove i bazdarne
derivacije na nenabijene skalare i spinore vrijedi:

Appy =0 (5.15)
Bududi da svaki nabijeni skalar je moguce napisati kao
P =" (5.16)
gdje je ¢ = ne naboj od ¢, a v € F, vrijedi raspis:
Agth = " A = npa Ay = —iqp Fy, (5.17)

Na sli¢an nacin djelovanjem na nabijeni spinor 1% naboja g = ne slijedi iz Leibnizovog
pravila:

" Aap(a7"PF) = Ay (1) = na”a”" B A (o) (5.18)
preslagivanjem se dobiva:
Aup(1F) = a" Dy(a™"PF) —ieqFu)® (5.19)

gdje je djelovanje na a—n1”® dano kao djelovanje na nenabijeni spinor, pa onda za
neki nabijeni spinor V¢ naboja ¢ = ne vrijedi:
Aap(V?) = a"Aup(a™" V) — ieqF Ve
= a"a "R,V —ieqF,V*
= R, V¢ —ieqF,V* (5.20)

[ Teorem 5.1. EM tenzor I, je antisimetrican i realan tenzor

Dokaz. Antisimetri¢nosti slijedi direktno iz izraza u izrazu definicije (5.14). Realnost
se vidi iz (5.17) djelovanjem na 1) kojemu je naboj —¢ (negativno od naboja od ):

Agpth = iqp Fyy (5.21)

a s druge strane iz realnosti A, i ¢ konjugiranjem cijelog izraza (5.17) se mora dobiti
gornji izraz, Sto znaci da

Fab = Fup (522)
0
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Poznato je da je ponasanje elektromagnetskih polja odredeno Maxwellovim jed-

nadzbama. U kovarijantnom zapisu one glase (u SI sustavu):

ViaFyg X Vo F = poJ°
va*Fbazozv[anc]

Jednadzba (5.24) slijedi direktno iz definicije (5.14):

V[anc] - QV[aVbAC}

= 2V Vi Ag = 2R " Aa = 0

S druge strane, jednadzbu (5.23) je potrebno postulirati.
Poznato je iz poglavlja 3.4 da je F,, moguce napisati kao:

Fop = €apdas + €apdap
Uz pomoc¢ (5.17) i raspisa

Aw = eaplUap +eapUap
slijedi za nabijeni skalar ¢

UaptY = —iqoap
Oapt) = —iqdap

Osim toga, lako se pokaze da vrijedi:
ViiApa = dap
Sto prelazi u:
VA Apa = dap
ako se zahtijeva tzv. Lorenzov bazdarni uvjet tako da:
VA =0
jer vrijedi raspis:

V4 Apa = Vﬁ{AB]AI + VéL;AB)A’
1

= —eapV*%Auc + Vi Apa

2
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Teorem 5.2. Uz ¢injenicu da je J*4 realan 4-vektor, spinorni oblik dvaju Maxwel-
lovih jednadzbi prelazi u samo jednu jednadzbu:

’ 1 !’
VARG = Spe M (5.34)

\ N J

Dokaz. Maxwellova jednadzba (5.23) u spinornom obliku je dana kao:
VA/BQbAB + VAB/Q_SA/B/ — ,LL()JAA (535)
Nadalje, iz Maxwellove jednadzbe (5.24) slijedi:

0= V% Fy = iV (Fappa)
= VA (—papean + dazean) (5.36)

Dakle, zaklju¢ujemo da vrijedi:

Vadas =Vadup (5.37)
To znaci da vrijedi
, 1 ,
VAByA L = §u0JAA (5.38)
O

Moguce je, radi povezivanja sa v, raspisati Maxwellovu spinornu jednadzbu
u bazi.

Lema 5.2.1. Maxwellove spinorna jednadzba u zapisu u nekoj spinornoj bazi je:

1

Vac(9®®) + 0°%vacp® + 0*Pyacp” = _§M0JAA/ (5.39)

Dokaz. Vrijedi za derivaciju spinora:

VA’B(¢AC>€A’A/€BB€AA€CC :VA’B(¢AC)€AAGCC
=Va(0"Peptep?)es e
=Vas(0*9) + 6" Vamn(ep)e,

+ APV am(eg”)ec”

=Vas(0*°) + ¢°vamp™ + 0*PyaBDC (5.40)

C

Ako sada tu jednadzbu mnozimo sa ex€, te zbrojimo po ponovljenim indeksima do-
bije se:

Vac(0*®) + ¢°vacp® + 6*Pvarcp® (5.41)

]
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Teorem 5.3. Divergencija struje naboja je jednaka nuli:

V. J* =0 (5.42)

Dokaz. 1z (5.34) slijedi:

10V oI = V au VA 5P
= NN 44V por ¢

= "IV aaVpoo?

= Oupo™”

= X507 + X upc 9% (5.43)
= Aepcd®” + eacd™®)

=0 (5.44)

gdje su koriStene svojstva X 4pcp spinora (4.118) i (4.126), te simetri¢nost spinora
PaB- O

Lako je vidjeti iz (5.34) da u prostoru bez struja naboja, tj. kada
JA =0 (5.45)
vrijedi:
VA G up =0 (5.46)

Sto u principu odgovara jednadZbi za slobodno bezmaseno polje spina 1, kao $to ¢e
biti pokazano kasnije.

5.1.2 Elektromagnetski tenzor energije i impulsa

U prostoru bez izvora, tj. u kojem vrijedi
J*=0 (5.47)
zahtjev simetri¢nosti tenzora energije impulsa 7, i zahtjev da vrijedi
VI =0 (5.48)
vrlo je lako dokazati da tenzor
Tap = apapdap (5.49)

zadovoljava trazene uvjete, gdje je a neka konstanta.
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Usporedimo taj izraz sa tenzorom energije impulsa kojeg se dobije standardnom
metodom (npr. [12], str. 384.):

1 1
Tab = (Fachc - _gachdFCd)
o 4

= 2 Ganbus) (5.50)
Ho

gdje je pri raspisu gornjeg izraza koristeno:

boadp” = doadp” + dcpds” = pcadp — ¢ pdac =0 (5.51)

Definicija 5.3. Elektromagnetski tenzor energije impulsa u prostoru bez druge ma-
terije je dan kao (u SI sustavu):

1 1 2 -
Ty = ,U_ (Fachc - ZgachdFCd) = M_(¢AB¢AIB/) (5.52)

0 0

Napomena 5.3.1. U cgs sustavu trebamo zamijeniti jo za 47 u gornjem izrazu

Iz spinorne definicije iz simetrije ¢4 = ¢p4 odmah je vidljivo da je tenzor T,
bez traga:

Tabgab o GA/B/¢AB€A/B/¢AIB/ =0 (553)
Usporedbom sa Einsteinovom jednadzbom (4.157) dobivamo:

811G - 1
T Papda A =~ (5.54)
c*lig 6

(I)ab -

U Gaussovim prirodnim koordinatama (87G/c* 1) prelazi u 2G.
Za gravitacijski spinor W sgcp iz (4.163) i (5.46) slijedi:

rCG /
VaVapep = W@ﬁA’B’Vg $cp (5.55)
0

Teorem 5.4. Za EM tengzor energije i impulsa vrijedi relacija:

1
Tachc - Z(TchCd>gab (556)
Dokaz.
T..T,° = kdpacdac ¢’ dp (5.57)

gdje je k = (87G/c*pp)?. Proglasimo desnu stranu jednakosti spinorom (44 5p/. Ako
zamijenimo u spinoru (44 pp 0znake A i B dobivamo:

kopodac P, op = —rkopCOncdactp = —Canpp (5.58)

C:

gdje je koristeno a, —a%,. Analogno se dobiva antisimetri¢nost u zamjeni

A’ <> B'. Sada koristeci izraz (2.49) slijedi tvrdnja teorema. O]

Upravo smo u ovom primjeru pokazali mo¢ koristenja spinorne formulacije jer se
na vrlo jednostavan i izravan nacin dokazao teorem 5.4.
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5.2 Jednadzbe polja Cestica proizvoljnog spina

Pocet ¢emo poglavlje od poznatih relativistickih kvantnih jednadzbi u ravnom pros-
toru. Njih ¢emo poopditi na zakrivljeni prostor prelaskom sa parcijalnih derivacija
na kovarijantne derivacije. Za poneke detalje oko Cestica u ravnom prostoru koristit
¢emo knjigu ,Relativistic Quantum Mechanics” Waltera Greinera [14], a veza Dira-
covih spinora i naseg nacina zapisivanja je uspostavljena kao u knjizi [19].

Uvodimo kvantni operator impulsa u ravnom prostoru:

0
oxr?

u koordinatnom sustavu z® = {ct, z,y, z}. Tako se dobiva poznata Klein-Gordonova

~

b = ili (5.59)

jednadzba slobodne masivne skalarne Cestice:

G PpPa® = mc?®

2
97 0,0,® = —”;—§d> (5.60)

To bi u zakrivljenom prostoru moglo odgovarati izrazu:

2
GV, = —”;—jcb (5.61)

gdje je m masa Cestice. Za bezmasene cCestice spina 0 , dakle, vrijedi:

9"V, V& =0 (5.62)

Za raspravu o Cesticama spina razli¢itog od nule potrebno je definirati Diracove
spinore, a slijedit ¢emo konvenciju danu u [19] u dodatku A (na sli¢an nacin je danu
i u [5], no ne tako eksplicitno).

Definicija 5.4. Diracovi spinori U su elementi prostora D* = S4 @ Sy, tj. U je

A
U = (;_f > (5.63)
A’

Postoje dvije mogucénosti kako mozemo definirati ¥, tj. dualni vektor od U .

dan kao:

gdje su v i x spinori iz S

Definicija 5.5. Diracov pridruzeni spinor je od spinora ¥* je dan kao:

T, = (xa,9?) (5.64)

Druga mogu¢nost je tzv. Majoranin konjugat spinora.

Definicija 5.6. Majoranin konjugat od ¥* je dan kao:
(Uar)e = (a, X™) (5.65)
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Napomena 5.6.1. Majoranin spinor je spinor za kojeg vrijedi (V) = ¥,
Neki objekt 7 € D“; je dan kao:

F A GAB’
T, = <HB p B,) (5.66)
BA’ A’

Sto smo dobili iz zahtjeva da je T U# e D2, Eksplicitno to razumijemo kao matri¢no
mnozenje matrice 2 x 2 i vektora stupca:

F.A GAB’ B F_AyB GAB/ v
o0 = P T T (5.67)
HBA’ KA’ XB/ HBA”(?D +K / XB/
U ravnom prostoru u koordinatnom sustavu z® = {ct, z,y, z} za Cestice spina 1/2
vrijedi Diracova jednadzba:

0
myaaﬁ%qfﬁ = mc¥” (5.68)

Objekt %5 oznatava 4 matrice, jednu za pojedinu vrijednost broja a, koje imaju
Svojstvo:

aa b a _a ab ca
V55 + APy = 2m7P6%

40
_ 9pab [ €D ) 5.69
7 ( 0 eA,D> ( )

Ako izaberemo spinornu bazu {o, :} moguce je koristiti sljede¢u reprezentaciju tih
2 P matrica:

aAB’

va“gzx/?< 0o ) (5.70)

a
0°BA’ 0

gdje su 0} 5, Infeld-van der Waerdenovi simboli definirani u poglavlju 3.2. Da 7%,
matrice zadovoljavaju jednadzbu (5.69) se dokaze koristeci izraz:

QO'aA’O'E)B/GA/B/ — (ABAB b
_ ((ABIAB) | CABIABY)
— C[AB}A/B/GA/B/ _ %CCDA/B/GCDEABGA,B, _ %(gab + gba)€AB
= (gab)e™P (5.71)
gdje je ¢ABAB’ pomoéna oznaka definirana (samo za ovu potrebu) kao:
(ABA'B' _ AN (BB | AN BB

Napomena. Nas$a reprezentacija u biti odgovara Weylovoj reprezentaciji, no zbog ko-
nvecija u zapisivanju koje mi koristimo, to nije jednostavno vidljivo, za usporedbu
pogledati dodatak A u [19].
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Diracova jednadzba zapisana u matri¢cnom obliku sa izabranom spinornom ba-

zom {o,i} koja ne ovisi o polozaju, u koordinatnom sustavu {ct, z,y, z}, u ravhom
prostoru glasi:

0 O.aAB’ aa¢B . wA
a ] =i
0 BA’ 0 OaXB/

i (5.72)
XA/
tj. zapisano kao dvije jednadzbe to je:

8BA’¢B = —ifipX A’

OB xpr = —ipgy?

(5.73)
gdje je pp = mc/v/2h. Jednostavno éemo sada postulirati da u zakrivljenom prostoru
vrijedi:

Veat® = —itoxar
VAR yB = —ipo™

(5.74)
Napomena. U Penroseovoj knjizi se koristi druk¢ija reprezentacija v matrica koja
sadrzi uz sebe faktor —i

Gornji izraz u ravnom prostoru, izborom spinorne baze koja ne ovisi o polozaju,
prelazi u jednadzbe (5.72). U sluc¢aju m = 0 dobivamo dvije odvojene jednadzbe:

Veah? =0
VAP g =0 (5.75)
Definicija 5.7. Matricu v°*; definiramo kao:

. £ .25 .3
75% _ 170027 5572 Y 77,3

(5.76)
Sto je unasSem izboru reprezentacije:

A
50 _ | T¢B 0
Ts < 0 eB,A/>

Definicija 5.8. Pomocu 7°*; se definiraju lijeva i desna projekcija spinora kao:

(V)" = %(5a5 - ’Y5a,3)‘1’5 = (% >

1 0
(WR)* = = (6% +7°%) ¥’ = (5.78)
2 XA/
Odatle vidimo da jednadZzbe (5.75) odgovaraju jednadzbama desne i lijeve bez-
masene Cestice.

(5.77)

Kako bismo zavrsili pricu o Cesticama proizvoljnog spina pogledajmo spinske stup-
njeve slobode potpuno simetri¢nog spinora ¥)apcp... Potpuno simetri¢ni tenzor s n
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indeksa ima n + 1 nezavisnih komponenata, odatle slijedi da spinor s n indeksa od-
govara Cestici spina n/2.

Po uzoru na jednadzbe (5.75) postuliramo jednadZzbu gibanja bezmasene desne
Cestice spina n/2 u zakrivljenom prostoru bez dodatnih interakcija (bez nekih dodat-
nih potencijala osim gravitacije):

VpapPCPE = (5.79)

Odatle vidimo da je EM val ¢, (foton) spina 1, te gravitacijski spinor ¥ sgcp
spina 2, te da se iz Bianchijevih identiteta za oba spinora dobije upravo jednadzba
(5.79).

6 Svjetlosne kongruencije i Goldberg-Sachsov teorem

U ovom poglavlju ¢emo se baviti kongruencijama svjetlosnih geodezika, no potrebno
je prvo definirati svaki novi pojam u toj recenici. Kako bi se najlakse definiralo Sto je
geodezik, definirajmo prvo Sto je tangentni vektor krivulje.

Neka je dan koordinatni sustav (z?, A) gdje je A C M, te neka je dana neka
krivulja ¢ije su koordinate dane kao:

z® = 2%*(u) (6.1)
gdje je u neki parametar krivulje. Sada se definira tangentni vektor te krivulje jed-

nostavno kao vektor proporcionalan derivaciji koordinata po parametru krivulje:

dz?
& =fk— 2
v k T (6.2)

gdje je k neki skalar. Moguce je, nadalje, dokazati da vrijedi:
a Ou

v —_—
oxr2

=k (6.3)
$to nam daje moguc¢nost definicije tangentnog vektora bez poziva na bazu.

Definicija 6.1. tangentni vektor neke krivulje sa parametrom u je definiran kao
vektorsko polje v* za koje vrijedi:

v*Vau =k (6.4)

Definicija 6.2. Normalizirani tangentni vektor, tj. sa konstantom proporcional-
nosti k = 1 iz gornje definicije, neke krivulje sa parametrom u je definiran kao vek-
torsko polje v* za koje vrijedi:

v"Vou =1 (6.5)
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Definicija 6.3. Svjetlosna krivulja je ona krivulja za ¢iji tangentni vektor vrijedi:
v, =0 (6.6)

Tangentni vektor svjetlosne krivulje ¢emo oznacavati sa %, kao vektor kompleksne
baze {l,n,m,m}.

Definicija 6.4. Geodezik je krivulja c¢iji su tangentni vektori takvi da vrijedi:

VAV 00 o v? (6.7)
S druge strane parametar u se naziva afini parametar ako vrijedi:

vV’ =0 (6.8)

Definicija 6.5. Svjetlosni geodezik je svjetlosna krivulja koja je ujedno i geodezik.
Pokazat ¢cemo kasnije u Robinsonovom teoremu, tj. teoremu 6.6, da krivulja svjetlos-
nog geodezika odgovara krivulji koju bi pratila svjetlosna zraka ravnog EM val.

Bit ée nam potrebno sjetiti se da vrijedi [* = 0%0*’, te da po tablici 4.1b na stranici
33 imamo [*V n"ivD.

Definicija 6.6. Kongruencije su familije krivulja sa svojstvom da samo jedna krivulja
prolazi kroz bilo koju tocku promatranog podprostora od M. Posebno su korisne kad
su promatrane krivulje geodezici.

Napomena 6.6.1. Ponekad postoje tocke koje je potrebno iskljuciti neke tocke iz pro-
matranog prostora, jer posjeduju svojstva izvora ili uvira krivulja (,,singulariteti”).

U koordinatnom sustavu koordinate geodezika kongruencije mogu biti dane kao:

z® = 2%(u, Y1, Y2, Y3) (6.9)

gdje je u parametar krivulje, y; su tri parametra koji odreduju o kojoj je krivulji
kongruencije rijec.

Za opis kongruencije je potrebno definirati i tzv. vektor povezanosti. Vektor
povezanosti ¢ je vektorsko polje definirano duz neke krivulje (koja je element kon-
gruencije) tako da oznacava pomak od tocke P na promatranoj krivulji do tocke P’
na nekoj susjednoj krivulji, gdje tocke P i P’ imaju jednaku vrijednost parametra «
na tim dvama krivuljama. U koordinatnom sustavu {z?} za kongruencije dane kao u
jednadzbi (6.9) vektor povezanosti ¢* se definira kao:

a

q

_ 0 (6.10)
oyt

gdje su 6y konstante. Bududéi da za parcijalnu derivaciju vrijedi:
0 (0x* o [0z
— - = 6.11
3U(3y‘> 0y‘<3U) (&1
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mnoZenjem sa 3 i zbrajanjem po i se dobiva:

o _ o

= — &y 12
ou 8y16y (6.12)

gdje je v® tangentni vektor krivulje dan kao u jednadzbi (6.2) sa k = 1. Za lijevu
stranu gornje jednadzbe imamo:

o 0zP 0g? b 0q®

ou  Ou OxP - oxP

dok za desnu stranu vrijedi:

o, vt oxP . 0v?
0y = g o0y = b
dy oz Jy ox
odakle slijedi:
b0 _ O (6.13)

U —_—
o> 1 b
Bududi da taj izraz ne ovisi o koneksiji, kao Sto je vidljivo u izrazu (G.15), mozemo
ga zapisati bez poziva na odredenu bazu pomocu Christoffelovih derivacija kao:

PV = Vg
Sto je kovarijantna definicija vektora povezanosti ¢*
Definicija 6.7. Vektor povezanosti ¢* za danu neku krivulju je definiran kao vektor
za koji vrijedi:

@'V = v"Vyq" (6.14)

gdje je v® tangentni vektor te krivulje

6.1 Znacenje parametara i x

Svjetlosne kongruencije nam daju moguc¢nost interpretacije pojedinih skalara iz ta-
blice 4.1a, kao sto ¢emo vidjeti u nastavku.

Neka je dana svjetlosna krivulja sa tangentnim vektorom [*, sada slijedi pomocu
jednadzbe (3.31) i tablica 4.3 i 4.4:

19V 41" = DI* = (ny DI")I* + (1,DI)n® — (myDI®)m® — (my DI°)m®
= (e + €)* — km"* — km*® (6.15)
Ta jednadzba ,mjeri” promjenu vektorskog polja [* pri pomicanju duz krivulje kojoj
je tangentni vektor [“. Ako sada uvedemo transformaciju spinora baze:

ot — o = yo it — i = A (6.16)
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dobivamo ostale veli¢ine koje ovise o spinornoj bazi kao:

D' =rD
' =rl® n=r"ln
¢ =re+ry 'Dx € =re+ry 'Dx
K = X’rk R =Yk (6.17)

gdje je r = xx, u je parametar krivulje kao u (6.5), te je normalizacija od [* bila
uzeta tako da bude [V ,u = 1. Parametar x je odreden proizvoljno, te je vidljivo da
je moguce uzeti takav y da ponisti ¢, tj. da vrijedi:

€ =rle+x'Dy)=0 (6.18)

Za takav izbor parametra /'* i dalje ostaje tangentan krivulji u smislu (6.4) jer vrijedi
I'“V,u=r.

Bez obzira na izbor parametra y # 0, ili nekom transformacijom ¢ — a¢ + So,
nije moguce napraviti da  ide u nulu (ne smijemo mijenjati o — «o + S jer onda [*
vise ne bi bio tangenti vektor krivulje), Sto znaci da « ,mjeri” odstupanje krivulje od
svjetlosne geodetske krivulje!

( )\

Teorem 6.1. \/2|x| je mjera iznosa odstupanja svjetlosne krivulje sa tangentnim
vektorom [* od svjetlosnog geodezika.

¢ = +m — arg(k) je mjera smjera odstupanja promatrane krivulje u ravnini
odredenoj vektorima x* i y°, i to tako da je ¢ kut smjera odstupanja mjeren od
vektora x® u pogzitivnom smjeru prema y°.

. J

Dokaz. Neka je v/2k = —(a — ib), gdje su a,b € C, te neka je ¢ = 0, sada imamo:

DI* = —(km® + km*®)
= %((a —ib)(x* + zy“))
= azx® + by" (6.19)

Ako posljednji ¢lan gornje jednadzbe izrazimo u kompleksnoj zy ravnini (pogledati
neku knjigu kompleksne analize, npr. [18]) dobivamo a +ib = pexp(i¢), slijedi da je:

K = ‘R‘eiargn —

1 .
= o—i(e-m) 6.20
\/§pe (6.20)

odakle slijedi tvrdnja teorema. O

S druge strane, moguce je R(¢) tumaciti kao mjeru produljenja vektora [* para-
lelnim pomakom, no to i onako ovisi o parametrizaciji krivulje, pa ne nosi direktno
geometrijsko znacenje, i informaciju o toj krivulji.

Promotrimo sada jednostavan primjer svjetlosne krivulje koja nije geodezik.
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Primjer 6.1. Pronadimo u ravnom prostoru parametar x za krivulju zadanu para-

metrom u:
t=u
x = cos(u)
y =
z = sin(u)
Tangentni vektor te krivulje dan je kao
1 a
ja dz® | —sin(u)
odu 0
cos(u)

u gornjem izgrazu je vektor [* zapisan u bazi g,* = V,x* koji je sama neovisna o
poloZaju (vektori te bage se ne ,yrte”). Iz svojstva [21Pga, = [21Pn,, = 0 odmah je
vidljivo da je promatrana krivulja svjetlosna krivulja.

Moguce je nadalje racunati DI°:

(Di)g,* = D(I*) + 1" D(gy")9,"
0 a
— cos(u)
0

— sin(u)

=D(I*) =

gdje je iskoristeno da g,* ne ovisi o polozaju. Odavde je moguce odrediti parametar
k koji ovisi o izboru lokalne baze {1, n®, m®, m*}. Ako se uzme da vrijedi:

1\ 0\ 0\~ o\
A 0 A cos(u) o= 0 a_ sin(u)
0 1 0
0 sin(u) 0 — cos(u)
odavde slijedi uz pomo¢ izraza (6.19):
D= —2"= kK= i
V2

Krivulje iz ovog primjera sa naglasenom lokalnom i globalnom bazom je mogucde
nadi na slici 6.1. Mogli bismo reci da je « kolicina negativnog zakretanja krivulje od
geodetske krivulje, tj. pravca u ovom primjeru.
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Slika 6.1: Krivulja iz primjera 6.1

6.2 Znacenje parametara p, c i T

Zelimo doéi do interpretacije parametara p, o i 7, no da bismo to mogli potrebno je

gledati kongruencije svjetlosnih krivulja, jer oni odreduju ponasanje susjednih svje-

tlosnih geodezika. Neka je dana neka kongruencija svjetlosnih krivulja, te za jedan

par krivulja promatrajmo vektor povezanosti ¢*. Vektor ¢“ je moguce zapisati pomocu

baze {l,n,m,m} kao:
a :gla—l—fm“jtg“m“—l—hn“
gdje je g = n.q*, ( = —myq® ,te h = [,q“. Ako stavimo

_ 1 )
(=56 rit) = Icle”

dobivamo:
q“ = gl" + hn" + Gz + Gy°
Nadalje, uz pomoc¢ izraz (6.14) slijedi:
D(q*g9a") = ¢"V5(1)
D(q%)ga" = ¢*(D(ga") — Va(l%))
D(¢°) = ¢*(9aDga" — 95 Val®)

Eksplicitno imamo dakle razvoj komponenti od ¢* pomakom duz [*:

Dg = (a+B)¢+ (B+a)C+ (v +7)h
D¢ =—p( —0o(—Th
Dh = k( + R(
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Gdje smo prikladnom transformacijom

0 — Ao
L= A+ co (6.26)

stavili e = ©# = 0 (pogledati u [4] str. 65. do 69.). étoviée, istom transformaci-
jom je moguce staviti i parametre «, i v da budu jednake nuli, bez da mijenjamo
geometriju krivulje.
Uzmimo sada geodetske svjetlosne krivulje, tj. takve da je x = ¢ = 7 = 0. Sada
slijedi da je:
Dh = D(g,l*) =0 (6.27)

Sto znaci da se paralelnim pomakom /4 ne mijenja, pa za zrake za koje vrijedi ¢,[* = 0
u jednoj tocki krivulje to ostaje vrijediti duz cijele krivulje, te ne ovisi o transformaciji
(6.26), koje odgovaraju Lorentzovom potisku duz z osi uz tzv. svjetlosnu rotaciju
(pogledati [4] str. 65.).

Definicija 6.8. Dvije zrake za koje vrijedi ¢“/, = 0 nazivamo usporedne zrake.

Usporedne zrake mozemo predociti ako kongruenciju zamislimo kao oblak fo-
tona, onda ¢e zrake svjetlosti koje su usporedne prolaziti okomito na 2D ravninu u
lokalnom 3D prostoru. Smjer bi im bio duZz lokalne =z osi, a prolaze okomito na xy
ravninu. |2(| predstavlja za takve zrake udaljenost dvije tocke prolaska u xy ravnini.
I to vrijedi za svakog opazata! Stovise, moguée je pokazati da ako je = 0, onda je
|¢| invarijantno na transformacije 6.26.

Bududi da se pod transformacijom 4 — 1 4 wo? skalar 7, za razliku od p i ¢ koji
su invarijantni ako k = 0, se transformira kao:

Thovi = OB((LA + wo) (1A + woA/))VAA/oB
=74+ wo + wp (6.28)
nezgodno je dati tumacenje skalara 7 za o i p razliciti od nula, jer ovisi o orijentaciji

baznog spinora ¢, no za ¢ = p = 0 ipak dajemo interpretaciju, kao $to slijedi u
teoremu.

4 3\

Teorem 6.2. Za zrake za koje je h # 0, te 0 = p = 0, konstanta 7 odreduje
smanjenje udaljenosti i medusobnu rotaciju medu grakama u nekom sustavu:

D¢ = —7h (6.29)

. J

Dokaz tog teorema slijedi direktno iz jednadzbi (6.25).
Kako bismo dali interpretaciju za p i o, promatrajmo dva usporedna svjetlosna
geodezika kongruencije, za njih imamo:

D¢ = —p( — o (6.30)
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Teorem 6.3. Neka su p i o dani kao:

p=Fk-+it
o = se*? (6.31)

parametar k = R(p) je parametar kontrakcije skupine usporednih svjetlosnih ge-
odezika, t je mjera rotacije ,a o je mjera smicanja kongruencije tako da s = |o|
ognacava iznos smicanja, a —6 + nm, gdje je n prirodan broj, je kut, mjereno od
vektora baze z%, pri kojem je stezanje kongruencije najveée, a kut —0 +n(2n+1)/2

pri kojem je rastezanje najvele.

. J

Dokaz. Najprije pogledajmo za ¢t = s = 0 vrijedi:
D¢ = —k( (6.32)
Ako su krivulje dane parametrom u, udaljenost izmedu dvije krivulje je dana kao:

C(u) = Goe™ (6.33)

Sto znadi da je k mjera skupljanja krivulja (ako je k < 0 onda je ono mjera $irenja).
Nadalje, ako imamo s = k£ = 0 slijedi:

D¢ =it (6.34)

iz cega dobivamo s parametrizacijom wu:

((u) = Coe™ (6.35)
Sto usporedbom s jednadZbama (6.22) i (6.23) moZemo protumaciti kao poveéanje
kuta kojeg zatvaraju vektori x* i ¢° u xy ravnini za iznos tu.

Naposljetku, za p = 0, o # 0, s > 0, te { = exp(i¢)|¢| imamo:

D¢ = —se?( = —get20+0)¢ (6.36)

gdje smo iskoristili { = exp(i2¢)(. Sada za ¢ = —0 + nm, gdje je n prirodan broj,
imamo sluc¢aj maksimalnog stezanja kao u (6.32), a ¢ = —0 + (2n — 1)7/2 je kut pri
kojem je najvece Sirenje. N

Na slici 6.2 imamo prikaz uc¢inaka p i o na kongruenciju svjetlosnih usporednih
geodezika prikazano u xy ravnini koju definira lokalna baza {I,n, z, y}

Primjer 6.2. Pogledajmo kako se ponasa povrsina omedena trima usporednim svje-
tlosnim geodegzicima pri paralelnom pomaku duz [°. One za neku vrijednost pa-
rametra u u kompleksnoj xy ravnini prolaze kroz totke 0, v/2|C1|et, v/2|Cle?2.
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., — -

— =X

@ k=%R(p) >0 b)t=(p) >0 (©) o = se2?

Slika 6.2: Interpretacija p i o kao djelovanje na kongruenciju afino parametriziranih

svjetlosnih geodezika za koje je i h = ¢*l, = 0. Puna crta predstavlja kongruenciju za

u = uy, a iscrtkana crta je za u = uy > u;.

Povrsina trokuta koji omeduju te zrake je dana izrazom:

eTi01ei02 — gif1eivn B GG — GG

A= G|Glsin(gs — ¢1) = |GGl 2i 2i
— 3(ai%) (6:37)

odavde imamo djelovanjem operatora realnog D na povrsinu A:

D(A) = DS(¢1¢2) = S(G(DG) + ¢ (D))
(=CGalp + p) = (0CiG + 561(2))
(—2kC1Ge — 2R(0C1(2))

= —2kA (6.38)

G WL

Sto znadi da jedino realni dio parametra p odreduje mijenjanje iznosa povrsine, dok
je (p) samo vrti pojedine tocke, a o mijenja oblik povrsine!

6.3 Goldberg-Sachsov teorem

Prije nego Sto dotaknemo sam Goldberg-Sachsov teorem prvo ¢emo pokazati dva

teorema koje mozemo nazvati ,elektromagnetskim varijantama” Goldberg-Sachsova

teorema.

7’

Teorem 6.4 (Mariot-Robinsonov teorem). Neka je F,;, algebarski specijalan elek-
tromagnetski tenzor kao iz teorema 3.2. U podrudju bez izvora, ponovljeni svjetlosni
smjer tog tengzora generira kongruenciju svjetlosnih geodezika bez smika, tj. kon-

gruencijusa k =0 =0

\ N

J

Dokaz. 1z dokaza teorema 3.2 zakljucujemo da za elektromagnetski spinor ¢4p vri-
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jedi oo = asap, te ako orijentiramo spinor baze o, duz a4 imamo:
¢AB — d)OAOB
Sto u zapisu u bazi je :

0" = (—ta)(—tp)¢?" = ¢
Pl = ¢t = p10 —

budu¢i su Maxwellove spinorne jednadzbi u bazi dane kao

1
Varc(@*®) + ¢°°vacp™ + 6*Pyacp” = —EMOJA /

zaA=11iA"=1imamo:

1
¢DC'71’CD1 = ¢0071'001 = —¢o = —§M0J11' =0

gdje su ostali ¢lanovi lijeve strane te Maxwellove jednadzbe jednaki nuli.
JA =01 ¢ # 0, slijedi da je o = 0. Analogno, za A = 1i A’ = 0 se dobije:

1
(/50070'001 = —¢K = _§M0J10'

pa slijedi da je x = 0. Time smo dokazali tvrdnju teorema.

(6.39)

(6.40)

(6.41)

Sada,

iz

(6.42)

O

S druge strane moguce je povezati postojanje kongruencije geodezika bez smika u
nekom prostoru sa postojanjem rjeSenja Maxwellovih jednadzbi koja bi bili paralelni
s tom kongruencijom, i taj se teorem naziva Robinsonovim teoremom, no potreban

je ijos jedan pomoc¢ni teorem o rjesivosti skupa jednadzbi.

7’

Teorem 6.5. Dovoljan i potreban uvjet da neki skup jednadzbi

AV, = f B'Vab =g

zatvaraju povrsinu”, tj. da za njih vrijedi:
A"V, BV, — B*V,A'V, = a A"V, + 8B°V,

je da vrijedi:

A'Nog — BV, f = af + By

.

ima rjesenje, gdje je ¢ neko skalarno polje, a A* i B® su takva vektorska polja da

(6.43)

(6.44)

Za dokaz provjeriti teorem (2.8.1) u [19].
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Teorem 6.6 (Robinson). Ako postoji u prostor-vremenu kongruencija svjetlosnih
geodezika bez smika, onda postoji algebarski specijalno rjesenje Maxwellovih jed-
nadzbi sa ponovljenim glavnim smjerom dug krivulja kongruencije, tj. kao tan-
gentno polje tih krivulja kongrunecije.

\ N J

Dokaz. Kako bismo provjerili postoji li rjeSenje problema kao $to se tvrdi u Robinso-
novom teoremu uzmimo spinornu bazu tako da je duz krivulje:

Do =Dt =0

To mozemo tako uzeti jer je ¢ i 7 moguce pogodnim transformacijama postaviti u
nuly, dok je x = 0 iz uvjeta teorema. S druge strane,da je kongruencija bez smika
znaci da je o = 0.

Za polje ¢ 4p = ¢o0p imamo kao u proslom teoremu samo ¢ = ¢ # 0. Maxwel-
love jednadzbe za AA’ =111 AA’ = 10 suzbog x = 0i 0 = 0 iz pretpostavki teorema
suvisne, no zato za AA’ =01 i AA’ = 00 dobivamo jednadzbe:

o = ¢(1 — 2)
Do = péb (6.45)

Ako stavimo supstituciju § = In(¢) dobivamo jednadzbe:

50 = (7 — 28)
Do =) (6.46)

Iz djelovanja operatora Dé — § D na neko skalarno polje:
(D6 — 6D)n = (1°V4(mVy) — m*V,(I°Vy))n
= ((Dmb)Vb + l“me[aVb] — 5(lb)Vb)n
= —0(I")Von = ((8 + @)D — po)n (6.47)
zakljuC¢ujemo da [* i m*® zatvaraju povrSinu kao i polja A* i B* u jednadzbi (6.43).
S druge strane, ako primijenimo operator D§ — § D na polje ¢ dobivamo:
(D§ —0D)0 = D(t —25) — d(p)
= pT+ 1+ o1 — 2(Bp + 1) — ((@+ B)p+7(p— p) — 1 + Po1)
= (a+B)p+p(t—28) = ((a+B)D + ps)b (6.48)

gdje smo u izracunu gornjeg izraza koristili NP jednadzbe (c), (d) i (i) na str. 248.
i 249. u [5]. Odakle zakljutujemo, po teoremu 6.5, postoji skalarno polje 6 koje
zadovoljava jednadzbe (6.46), te je time dokazan teorem. O
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Teorem 6.7 (Goldberg-Sachsov teorem). Riemannov tenzor u praznom nigdje
ravnom prostoru A C M (R, = 0) ima ponovljeni smjer, tj. tipa je I1 ili specijal-
niji, ako i samo ako taj ponovljeni smjer definira kongruenciju svjetlosnih geodezika
bez smika. Matematicki izrazeno:

IQZU:[){:}\I/():\IH:O (649)

. J

Dokaz. Kao Sto smo vidjeli u poglavlju 4.8 Bianchijev identitet u vakuumu daje jed-
nadzbe (4.167), iz kojih direktno slijedi da za Vo = ¥; = 01 ¥ 430p # 0 nuzno slijedi
k=o0=0.

S druge strane, ako pretpostavimo x = o = 0, te reparametrizacijom krivulja
uc¢inimo da je ¢ = 0 iz NP jednadzbe (b) ( [5] na 248. str.) odmah slijedi:

Uy =0 (6.50)
NP jednadzba (d) iz ( [5] 249. str.) za 0 = k = 0 glasi:
dp=T1(p—p)+pla+p)— ¥, (6.51)

Kada bi bilo da je p = 0, odmah bismo iz te jednadZbe imali ¥; = 0.

Pretpostavimo,dakle, da je ipak p # 0, moguce je sada uciniti prikladnu transfor-
maciju ¢« — ¢+ wo tako da 7 — 0 uz k = o = 0. Jednadzba (c)(248. str [5]), uz
napomenu da je m = —7/, sada postaje:

U, = —p7 (6.52)
dok prve dvije Bianchijeve jednadZzbe u (4.167) sada glase:
oV, =280,
D\Ijl = 4p\111
tj.
D(InW,) = 4p (6.53)
iz cega slijedi:
(0D — DS)(InWq) = 46p — 2D
— 4(p(a+ B) — U1) — 2(Bp+ W)
=dp(a+p) —26p — 6V, (6.54)

gdje su koristene NP jednadzbe (i) i (d). S druge strane, analogno kao u jednadzbi
(6.47), uz razliku da nismo unaprijed stavili 7 u nulu (stavili smo 7 — 0 pa smo
dobili jednadzbu (6.52)), imamo za neki skalar 7:

(6D —Dé)p=(—(7+B+a)D+pd)n (6.55)
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pa zan = In(¥,) slijedi:

(6D — D)In(¥y) = (— (7 + B+ @)D + pd)in(¥y)

= —(B+a)dp+2pB — 47p (6.56)
usporedbom sa (6.54) mora vrijediti:
Amtp = 6V,
U, = gwp (6.57)

usporedbom te jednadzbe sa izrazom (6.52) daje:

2
—Tn = =T
3
>7=0=>V; =0 (6.58)
Cime smo dokazali tvrdnju teorema. O

6.4 Nasljedivanje simetrija elektromagnetskog polja

U proucavanju staticnih ili stacionarnih Einstein-Maxellovih rjesenja Einsteinove jed-
nadzbe (rjesenja Einsteinove jednadzbe u prostoru u kojem je tenzor energije i im-
pulsa T, razli¢it od nule zbog EM zracenja), Cesto se pretpostavlja da je i sam Fy,
statican ili stacionaran, no eksplicitni protuprimjeri se vide u ¢lanku [20] .

Ipak postoje ograni¢enja na nenasljedivanje simetrija, u Todovom ¢lanku [21] se
koristenjem spinornog zapisa EM tenzor energije impulsa, izmedu ostalog, pokaze,
kao Sto ¢emo i mi pokazati, da je Liejeva derivacija F;, duz Killingovog vektora, ako
je razlicita od nule, onda je nuzno proporcionalna Hodgeovom dualu od F,;. 1z toga
slijedi i da je SO(3) simetrija T,, ocuvana za Fy, bez ponovljenog smjera.

Definicija 6.9. Stacionarno je ono prostor-vrijeme u kojem postoji realni vremenski
Killingov vektor, tj. vektorsko polje K za koje vrijedi:

Lrar = Vo Ky + Vi K, =0
K,K*=a>0 (6.59)

gdje je £ oznaka za Liejevu derivaciju (definicija G.2).

Napomena 6.9.1. u nekom koordinatnom sustavu to je ostvareno ako metrika g,, u
tom sustavu ne ovisi o vremenskoj koordinati

Definicija 6.10. Staticko prostor-vrijeme je stacionarno prostor-vrijeme u kojem K*
nema vremensku ovisnost

Napomena 6.10.1. u statitkom prostor vremenu u koordinatnom sistemu interval ds>
je invarijantan na inverziju vremenske koordinate (¢t — —t)
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Moze se pokazati da je liejeva derivacija Riemannovog tenzora duz bilo kojeg
Killingovog vektora jednak nuli, iz toga slijedi:
1

LxkGap = Lx(Rap — §gabR) =0 (6.60)
Odatle mora slijediti da je i Liejeva derivacija samog tenzora energije i impulsa jed-
naka nuli:

LTy =0 (6.61)
pretpostavlja se Cesto odavde da slijedi da je i £xF,, = 0, no iz spinornog zapisa
slijedi:

2 - 2 _
Lx—(¢aBPap) = —Lk(papPan) (6.62)
Ho Ho
2 - _
= M—(¢AB£K¢AB + ¢apLrdap) =0 (6.63)
0

iz realnosti vektora K* i operatora V, slijedi da je gornji izraz zadovoljen ako:

Lroap = 1a4B (6.64)

gdje je a neka skalarna veli¢ina. Iz toga slijedi da je dozvoljena ,dualna rotacija”
tenzora F,;, u vremenu tako da:

LrFy = —axFy,
'QK*Fab = CLFab (665)

Time je na vrlo brz nacin pokazano da F,;, nema nuzno istu simetriju kao i T,.
Jos je moguce pokazati (pogledati [21]) da u slucaju kada je F,, takav da nema
ponovljeni smjer nuzno slijedi da skalar proporcionalnosti a zapravo konstanta. No
ako je F,, algebarski specijalan, tj. ako ima ponovljeni svjetlosni smjer, onda je ili a
konstanta ili ponovljeni smjer definira geodezik bez smika i bez rotacije.

Ocuvanje SO(3) simetrije kod F,;, bez ponovljenog smjera se vidi na sljede¢i nacin:
neka prostor-vrijeme ima SO(3) simetriju generiranu s Killingovim vektorima X, X,
i X3, koji tvore algebru prema

[Xi, XJ] = €iijk 1,7,k € {1, 2, 3} (6.66)

gdje je ¢, trodimenzionalni Levi-Civita tenzor, uz €53 = 1. Nadalje, iz jednadzbi
(6.65) znamo da je:

SXiFab = —Qa; * Fab7 1= 1, 2, 3 (667)
Koriste¢i osnovna svojstva Liejeve derivacije imamo:
Lx, L3, Fap — £x,8x, Fap = Lixy xo1Fap (6.68)

Ako je F,, algebarski opcenit, tj. bez ponovljenog smjera , po Todovom ¢lanku znamo
da su a; konstante, te je onda Liejeva strana gornje jednakosti nula, a desna daje
Lx,Fup = —ag * F,, odakle slijedi a3 = 0 (pod pretpostavkom da sam tenzor *F,b ne
iS¢ezava). Analogno, ciklickom zamjenom indeksa, dobije se i a; = ay = 0.
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7 Zakljucak

Nakon pocetnih algebarskih razmatranja i povezivanja spinora i tenzora i pripa-
dajuc¢ih vektorskih prostora, uspostavili smo (lokalno) vezu spinora i vektora kao
objekata definiranih na mnogostrukosti, tako definirani spinori posluzili su za defi-
niciju i izgradnju svih veli¢ina i formula ,Einsteinove” tenzorske opce teorije relativ-
nosti.

Bogatija algebarska struktura kompleksnih spinora i spinorne formulacije je visestruko
korisna, te nosi svoja predvidanja za koje uobicajeni tenzorski racun nije dovoljan ili
je previse kompliciran.

Za pocetak, u spinornom se zapisu Cesto brze uocavaju simetrije nekih tenzora
kao Sto je slucaj sa tenzorom energije i impulsa elektromagnetskog polja zapisanog
pomocu spinora, kao $to smo vidjeli u poglavlju 5.1, te poglavljima o Goldberg-
Sachsovom teoremu i primjeru iz Todovog ¢lanka [21] o ne-nasljedivanju simetrija
EM polja.

Nadalje, spinorni formalizam se pokazao i korisnim u opisu kongruencija krivulja
zakrivljenog prostora.

Naposljetku, zbog vaznosti spinora u opisu gibanja Cestica u kvantnoj mehanici
i relativistickoj kvantnoj mehanici, spinorni formalizam klasi¢ne opce teorije rela-
tivnosti nam je dao prirodan nacin proSirenja relativisticke kvantne mehanike na
zakrivljene prostore, kao Sto smo vidjeli u poglavlju 5.2. Dobivene formule bi se mo-
glo podvrgnuti eksperimentalnoj analizi, te bi to znacilo pomak u vaznom pitanju
kvantne mehanike na zakrivljenim prostorima.

Za budu¢nost jo$ ostaje vidjeti koliko spinorni formalizam nosi prednosti u opisu
prirode u odnosu na uobicajeni tenzorski formalizam, kao npr. kakve su moguénosti
proSirenja spinornog formalizma na proizvoljan broj dimenzija.

68



Dodaci

Dodatak A Vektorski prostori

Pogledati [7] za viSe detalja.

Definicija A.1. Polje je uredena trojka (F, +,-) gdje je F skup za Cije elemente a,b,c
su definirane binarne operacije +:F x F — F i -:F x F — F za koje vrijedi:

(a+b)+c=a+(b+c) (A.1)
0eF:VaeF,a+0=a (A.2)
VaeF3d—a:a+(—a)=0 (A.3)
at+tb=b+a (A.49)
(@-b)-c=a-(b-c) (A.5)
dl:VaeF,1-a=a (A.6)
a-b=b-a (A.7)
a-(b+c)=a-b+a-c (A.8)

Definicija A.2. Vektorski prostor nad poljem F je uredena trojka (V,+,-) gdje je V'
neprazan skup za cije elemente su definirane operacije zbrajanja +:V x V. — V' i
mnozenja skalarom iz polja F - : F x V' — V tako da vrijedi za svaki {,n,¢ iz V te
a,b,1iz IF:

1. asocijativnost zbrajanja

C+m+o=C+n+0) (A.9)
2. postoji nula za zbrajanje
eV :V(eV,(+0=¢ (A.10)
3. postoji inverz za zbrajanje
VeV I-(eV:(+(—()=0 (A.11)
4. komutativnost zbrajanja
C+n=n+¢ (A.12)

5. asocijativnost mnozenja skalarom

a-(b-¢)=(a-b)- (A13)
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6. postojanje jedinice za mnozenje skalarom

JNeF: 1-¢=¢ (A.14)

7. distributivhost mnoZenja s obzirom na zbrajanje vektora

a-N+¢)=a-n+a-9¢ (A.15)

8. distributivnost mnoZenja s obzirom na zbrajanje skalara

(a+b)-n=a-n+b-n (A.16)
Definicija A.3. Za dani skup {(3, (3, (s, ..., } € V kazemo da je linearno nezavisan
ako (a; € F):
iaig:O@ai:O, Vie{l,...,n} (A.17)
1
Napomena A.3.1. Skup {(i,(2,C3,-..,(} C V bismo nazvali linearno zavisnim ako

postoji {ai,...,a,} C F,gdje je bar jedan a; # 0, takavda ) | a,(; =0

Definicija A.4. Za dani skup {(1,(s,(3,...,(.} € V kazemo da razapinje V' ako za
svaki = iz V' postoji bar jedan skup skalara (brojeva) {a4,...,a,} iz F takav da:

r=Yag (A.18)
1
Definicija A.5. Bazu vektorskog prostora definiramo kao linearno nezavisni skup iz
V koji ujedno razapinje V'

Definicija A.6. Dimenzijom vektorskog prostora nazivamo broj elemenata baze tog
vektorskog skupa

Definicija A.7. Dualni vektor je preslikavanje iz vektorskog prostora u polje iznad
kojega je definiran vektorski prostor. Dualni vektor je element dualnog vektorskog
prostora.

Dodatak B 4-Vektori

Definicija B.1. 4-vektori (npr. U, V') su elementi 4-dimenzionalnog vektorskog pros-
tora(oznacimo ga s L(4)) nad poljem realnih brojeva gdje je definirana binarna rela-
cija (unutarnji produkt) - sa svojstvima:

1. komutativnost(simetri¢nost)

Uv-v=v.U (B.1)
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2. bilinearnost
(aU)-V=U-(aV)=aU -V (B.2)
W+U)- V=W -V4+U-V (B.3)
3. nedegeneriranost (postoji samo jedna nula)
4. posjeduje signaturu (+, —, —, —)

Napomena B.1.1. signatura (+, —, —, —) znaci da postoji ortonormirana baza a; pros-
tora L za koju vrijedi :

ai-a; =1y 1,j€1{0,1,2,3} (B.4)
0 i#]
gdjejen; = ¢ 1 i=j=0 (B.5)

-1 i=j,i,je{1,2,3}
Napomena B.1.2. vektor U € L(4) je moguce zapisati u bazi kao
U="Ul (B.6)

Definicija B.2. Unutarnji produkt 4-vektora sa samim sobom nazivamo Lorentzova

norma:
IU|l = (Ulas) - (UFPay) (B.7)
= U'Uny (B.8)
= (U°)? — (U')? = (U?)* — (U?)? (B.9)

Definicija B.3. 4-Vektore za koje vrijedi ||U| > 0 nazivamo vremenskim, ||U|| < 0
prostornim, a za koje vrijedi |U|| = 0 svjetlosnim. Jednim imenom vektore za koje
vrijedi ||U|| > 0 nazivamo kauzalnim.

Definicija B.4. Moguce je prijeci iz jedne ortonormirane baze 4-vektora u drugu
transformacijom:

a; = A (B.10)

1

Ako su {a;} 4-vektori nove baze takoder ortonormirani kao i prosli tu transformaciju
nazivamo Lorentzovom:

Svaku je Lorentzovu transformaciju Aij moguce napisati uz pomoc¢ generatora
Lorentzove grupe X,; , parametara ¢;; i skupa od 4 matrice A(n)ik (pogledati poglavlje

16.3 u [14]):
M = A (5, ®.12)
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Cetiri matrice

k k
Ay =0
1 0 0
0 -1 0
A K=
(L 0 0 —1 0
00 0 -1
100 0
0 100
A K=
(@)1 0 010
0 00 1
k k
Ay = —6

definiraju 4 disjunktne klase Lorentzovih transformacija medu kojima nema prijelaza
neprekidnim mijenjanjem parametara ¢,;;. Spomenute klase su:

1. Ogranicene transformacije AL >0 det(Ad) =1
2. inverzija vremena AL <0 det(Ad) =1
3. refleksija prostora A >0 det(Ad) = —1
4. refleksija prostora i inverzija vremena A," < 0 det(Aij) =-1

Od tih klasa samo klasa ograni¢enih Lorentzovih transformacija ¢ini pravu podgrupu
Lorentzovih transformacija, jer jedina sadrzi jedini¢nu transformaciju.

Dodatak C Neke matematicke definicije

Definicija C.1. za dva skupa W,V preslikavanje f : W — V je pravilo po kojem
svakom z iz W pridruzujemo y iz V'

Definicija C.2. za dva skupa W,V preslikavanje f : W — V je surjekcija ako
VyeV Jz: f(z)=y (C.1)
Definicija C.3. za dva skupa W,V preslikavanje f : W — V je injekcija ako vrijedi:
1,90 €W f(x1) = f(xa) & 21 = 29 (C.2)

Definicija C.4. za dva skupa W,V preslikavanje f : W — V je bijekcija ako je injek-
cija i surjekcija.

Definicija C.5. Za dva vektorska prostora W,V nad F je neko preslikavanje f : W —
V homomorfizam ako za svaki x i y iz W te za neki a iz F ne mijenja strukturu
operacija, tj. vrijedi:
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1. linearnost

flx+y) = fl@)+ fy) (C.3)
flaz) = af(x) (C.4)

2. ako je definirana neka druga binarna operacija u V' i W, npr. -, onda vrijedi:
f@-y)=f@)- fy) (C.5)
Definicija C.6. Ako postoji homomorfizam izmedu W i V' kaZzemo da su ta dva pros-
tora homomorfni

Definicija C.7. Ako je homomorfizam f : W — V bijektivan, f nazivamo izomorfiz-
mom, a prostore I i VV nazivamo izomorfnim

Napomena C.7.1. moZze se vidjeti da izomorfni prostori imaju istu dimenziju

Definicija C.8. anti-izomorfizam bi bio izomorfizam sa razlikom da umjesto svojstva
(C.4) vrijedi:

flax) = af(x) (C.6)

Dodatak D Totalno refleksivni vektorski prostori

U ovom dodatku koristimo konvenciju apstraktnih indeksa koja je uvedena u poglav-
lju 2.3, te koristimo tamo definirane pojmove vanjskog produkta, ali s prosSirenjem
na opcenite vektorske prostore.

Definicija D.1. Refleksivnim vektorskim prostorom nazivamo prostor VV* ako je
izomorfan svom dualnom prostoru V,

Definicija D.2. Vektorski prostor V' nad FF je potpuno refleksivan ako je svako mul-
tilinearno preslikavanje A : Vo ... x Vo x V} x ---V, ~— F moguce napisati kao
linearnu kombinaciju vanjskih produkata vektora (v, w®,...) iz V i dualnih vek-
tora (z(;), Y. - - -) iz dualnog vektorskog prostora V*, tj. ako je svaki A ,uz o € F, sa
svojstvima:

A b1...bm . Val oo X Van X ‘/;71 NEEE ‘/bm — ]F (D.l)

ai...an

Ay a2t (1) (i) 4 aw(i)) - o(n) (1), - a(n)y, =

ai...an
Aal...anblmbmv<1)(111}(/&')% U U(n)an$(1>b1 U x(n)bn+ (D 2)
gy a0 (D) (@) o(n) (L, - x(n),
moguce zapisati kao
Aalmanbl...bm _ val(i) .. .wbn(z’)%l(i) e Yan i) (D.3)
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Napomena D.2.1. 1z definicije slijedi:

A b1...bm€‘/'al.'_><‘/anval X"‘me (D.4)

aj...an

Teorem D.1. Dovoljan, no ne i nuzan, uvjet da refleksivni vektorski prostor bude
potpuno refleksivan je to da posjeduje konacnu bazu.

Dokaz. provijeriti poglavlje 2.3 u [5] O

4 3\

Teorem D.2. Vektorsko polje definirano na Hausdorff parakompaktnoj mnogostru-
kosti (kao u F), ¢iji skalari S € F,S : M — F nisu prestrogo definirane funkcije
(C°,CL,...,C* ali ne i C¥, tj. jedanput dvaput,...,beskonac¢no puta derivabilne
funkcije su dobre definicije, ali zahtjev analiticnosti je prestrog), te ako barem lo-
kalno postoji baza tog polja, je potpuno refleksivno

. J

Dokaz. Pogledati poglavlje 2.4 u [5] O

Dodatak E Mnogostrukost

Za viSe pojedinosti oko ovog poglavlja pogledati 4. poglavlje knjige Penrosea i Rind-
lera [5].

Definicija E.1. Mnogostrukost M je skup tocaka Cija su svojstva odredena nepraznim
skupom F, gdje je f € F (f nazivamo skalarom) preslikavanje:

f+M—=R (E.1)
Neki skup je mnogostrukost ako zadovoljava sljedece aksiome:

Aksiom 1. Ako f1, fo,..., f, € Fiako je F : R” — R beskona¢no puta derivabilna
funkcija r realnih varijabli, onda je F(fi(P), f2(P),..., f-(P)) € F, gdjeje P € M

Napomena E.1.1. Funkcija f : R — C je beskonacno derivabilna (uobic¢ajena oznaka
je f € C™), gdje je C € R neka konstanta vrijednost, pa je f(P) € F. Skup svih
konstantnih preslikavanja, ozna¢imo ga s R, je oCito izomorfan sa R.

Za f,g € C*slijedi f+g € C* i fg € C iz toga slijedi da je F komutativni
prsten (za definiciju pogledati [8]), a takoder je F i vektorski prostor nad R

Definicija E.2. Neka je f € F ineka f(P) # 0 za neku to¢ku P € M.
F-okolina tocke P je skup:

A={xe M: f(x) #0} (E.2)
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Ocito je presjek dvaju F-okolina takoder F-okolina, jer ako je A skup za koji
f(z) # 01 B skup za koji g(z) # 0, onda je C = AN B skup toc¢aka x za koje
hz) = f(x)g(x) # 0.

Definicija E.3. Podskup od M nazivamo otvorenim akko je unija F-okolina

( )\

Teorem E.1. Svaki element iz F je neprekidna funkcija, tj. za svaki f € FiV
otvoreni podskup od R vrijedi:

fffVy={zeM: f(z)eV} (E.3)

je otvoreni skup

. J

Dokaz. Bududi su i unija i presjek otvorenih skupova otvoren skup dovoljno je doka-
zati neprekidnost svih f € F za jedan otvoreni podskup od R:

V=<ab>={yeR:a<y<b} (E.4)

Neka je B,;, € C*° dan kao:

0 xz<aAz>0D
Bw@)z{l Wb (E.5)
Sada za svaki f € F skup
A={z€M: Byy(f(x) #0} (E.6)
predstavlja skup svih = € M takvih da je f(x)u intervalu < a,b >,tj.
A={zxeM: f(x)eV} (E.7)

Po definiciji F-okoline iz (E.6) slijedi da je A F-okolina neke tocke, pa je prema tome
A otvoren skup O

Aksiom 2. ako g : M — R i ako za svaku tocku P iz M postoji F-okolina A od tocke
P i f € F unutar koje f = g,onda g € F

Aksiom 3. Za svaki P € M postoji F-okolina A od P in elemenata z',2%... 2" € F
takvih da:

1. za dvije razlicite tocke P;, P, € M bar je jedan od n elemenata razli¢it u te dvije
tocke,tj.:

Jie{1,2,...,n}: 2'(P) #2'(R) (E.8)
2. svaki f € F moze se izraziti kao C* funkcija od z', 2%. .., 2"
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Aksiom 3 otkriva M kao lokalno slican R™. Skalare z',2?...,z" nazivamo lo-
kalnim koordinatama oko P, okolinu A lokalnom koordinatnom okolinom, a par
(A, {z' 2*... 2"}) lokalnim koordinatnim sistemom. Za dva koordinatna sistema
(A {zY, 22, . 2"}) i (B, {y',v*...,y"}) iz druge tocke aksioma 3 slijedi da u to¢kama
presjeka od A i B jedne koordinate moraju se mo¢i napisati kao C* funkcije drugih.

Teorem E.2. M je Hausdorffov topoloski prostor, tj. u njemu vrijedi da za svake
dvije razlitite tocke P, R € M postoje dvije disjunktne F-okoline od kojih svaka
sadrzi jednu od te dvije tocke.

Dokaz. Slijedi iz aksioma 2 i 3, za tocan dokaz pogledati 183. stranicu iz [5]. O
Postoje jos dva aksioma koja poblize opisuju M:

Aksiom 4. Pomoc¢u prebrojivo mnogo F-okolina {4, ..., A,} moguce je svaku F-
okolinu izraziti kao uniju nekih od tih okolina.

Ovaj aksiom na mnogostrukosti osigurava parakompaktnost. Za definiciju para-
kompaktnosti i viSe detalja pogledati str.53. u [9]. Svojstvo parakompaktnosti, uz
dodatno svojstvo da je mnogostrukost Hausdorffovog tipa, osigurava potpunu reflek-
sivnost vektorskog polja definiranog na mnogostrukosti. Za viSe detalja pogledati
poglavlje 2.4 u [5].

Aksiom 5. M je povezan, tj. on nije unija dva ili vise disjunktnih skupova

Taj posljednji aksiom je uobicajen za prostorno-vremensku mnogostrukost.

Dodatak F Vektorska polja

Definicija F.1. Neka je ¥ € R tj. konstantno preslikavanje, te f,g € F. Kon-
travarijantno vektorsko polje V' na mnogostrukosti M se definira kao preslikavanje
V : F — F sa svojstvima:

1. preslikavanje konstante u nulu

V(k) =0 (F.1)
2. linearnost
V(f+9)=V()+V(g) (F.2)
3. Leibnizovo pravilo deriviranja
VI(fg) =V(fg+ fV(g) (F.3)

Skup svih vektorskih polja oznatavamo sa £
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Neka imamo preslikavanje W : F — F u nekom koordinatnom sustavu (A, z)

dano kao:
Of
=W'— F.
W) =W (F.4)
gdje je
Wie F,vie{l1,2,...,n} (E.5)
te se parcijalna derivacija uzima kao
of _of(p)
- = - F.
oxt Oxt (F-6)
= lim M (E.7)
5210 oxt
gdje su koordinate od P (z', 2% ...,2%,...,2") aod P, (', 2% ... 2" + dz',..., a")

. U okolini A na kojoj su definirane lokalne koordinate ¢e se Cesto uzimati da je
totka P € M zapravo funkcija koordinata. Odatle je moguce vidjeti da operator W
zadovoljava uvjete iz definicije F.1. Stovise, dokazat ¢emo da je zapravo svaki W € £
moguce napisati u obliku kao u izrazu (F.4).

( )\

Teorem F.1. Ako je dan W € L, definiran kao u F.1, tada u bilo kojem lokalnom
sustavu koordinata (A, x') vrijedi :

W=Ww? J (F.8)
or?

gdje je W2 € F

J

Dokaz. 1. daje W? € F slijedit ¢e ako je W doista moguce napisati u obliku (F.8)
jer vrijedi:
ox?

W(z?) = Wb% =Wk =w= (F.9)

2. da je doista svaki W € £ moguce napisati u obliku (F.8) slijedi iz: neka je
f € F, (A, 2') koordinatni sustav, a P, X totke iz A C M. Koordinate od X u A
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su (Xt ..., X") aod Psu(z!,... z"), slijedi:
flah, .. 2" = f(XY .., X"
1
d
+/ Ef(X1—tXl+tx1,...,X”—tX’“urzsgc")dt
0

= f(X* ..., X"

1
o
X' — X'+ tat X —t X+t
+/0 = txn g ) U e + ")

. <8(Xa —tX? +txa)> i@t

ot
— f(X LX)
! a 1 1 1
a_ X2 X —tX +te,. . X" —tX" +t2")) dt
e >/0 e e 1 ) T )
(F.10)
Ako sadana f(z!,...,2") djelujemo sa W drzeéi poloZaj X fiksnim, a varirajuéi

polozaj od P, uz oznaku

1
— 9 1 _ 1 1 n __ n n
ga(P) _/U Ry (X' =X+ tat, ., X" — X" 4 ta™)) dt
(F.11)
slijedi:
W(f(P)) = W(z%)ga(P) + (2% — X*)W (ga(P)) (F.12)
Izvrijednjeno u to¢ki P = X, i definiraju¢i W (z?) = W2 :
W (P = X)) = W(z%)ga(P = X)
_ w9 (P)
= W(z?) o
= VVaM (F.13)
ox?
0
Definicija F.2. definiramo zbrajanje vektorskih polja i mnozenje skalarom:
1. zbrajanje
(WH+V)(f)=W()+V(f) VfeF (F.14)
2. mnoZzenje skalarom, h € F
(hW)(f) = h(W(f)) VfeF (F.15)
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[ Teorem F.2. L je vektorski prostor nad F

Dokaz. lako se provjeri iz definicije F.2 jer su hW i W + V elementi iz L. O]

Buducdi je £ potpuno refleksivni vektorski prostor (pogledati teorem D.2) moguce
je definirati dualni vektorski prostor (i polje) od prostora L, te kao u sekciji 2.3 uvesti
oznake apstraktnih indeksa, npr.:

L, =LY% LY L. x L, (F.16)
Vel e L, Lox Lax L5X LI — F (F.17)

Dodatak G Koordinatna derivacija i afina koneksija

U lokalnom sustavu koordinata (A, z*) na mnogostrukosti A/ koordinatna baza je

dana kao :
0 0 0
B1= 5 8= 55 8= 50 (G.1)
dok dualna baza glasi:
g =dzt g, =da?. .. g, =dz" (G.2)

Po uzoru na poglavlje 4.1 imamo za dualnu bazu u zapisu pomocu apstraktnih
indeksa:

92 =V, (G.3)
te je dualna baza ¢} definirana u izrazu:
g2gp = on (G.4)

Svaki je tenzor moguce zapisati pomocu tih dvaju baza, a koeficijenti tenzora su
dani kao:

G2 =G g2gp .. glgh . .. (G.5)

Definicija G.1. Za neku opc¢enitu bazu ¢¢, ¢ , ne nuzno povezanu sa koordinatnom
derivacijom (tj. koordinatnom bazom) kao u izrazima (G.1)-(G.4), definiramo sim-
bole koneksije afinog prostora kao:

Tan’ = (Vagb) 905 (G.6)
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Moguce je re¢i da afina koneksija oznacava promjenu same baze od tocke do
tocke. Pomocu simbola afine koneksije moguce je izraziti komponente kovarijantne
derivacije kontravarijantnog vektora:

(VaV) 925 = (Valgn V")) glgs (G.7)
= (Valgh)V® + gbVa(VP)) glg5 (G.8)
=T, VP + Vo (Vs (G.9)
=T, VP +V, Ve (G.10)
Sada iz izraza:
0= Va(03) = Valg59h) = Valg5)gh + 95 Valgl) (G.11)

slijede komponente kovarijantne derivacije kovarijantnog vektora:

(VaVi)gigh = VaVb — [, °Ve (G.12)

Teorem G.1. Za kovarijantnu derivaciju tenzora opéenitog ranga vrijedi:

(VaTil ") 9agbgedddh - = (VaTie) = TS Tgb — 4+ Tog T + .. (G.13)

Teorem G.2. Moguce je iz toga vidjeti da mnogi izrazi ne ovise o afinoj koneksiji,
tj. o derivaciji baza u kojima su zapisane. Takvi izrazi poprimaju iste oblike za bilo
koju kovarijantnu derivaciju u bilo kojem sustavu koordinata. Neki primjeri izraza
koji su invarijantni za bestorzijske kovarijantne derivacije:

ViaAs,. b, (G.19)
Uev, vt —vev,ub (G.15)
U Ape + Ay VU + A,V U (G.16)

Dokaz. 1. dvije kovarijantne derivacije razlikuju se do na derivacije baza:

(Vo = V)(V") = (Vo — Vo) (VPgh)
VP(V, — Va)(g) (G.17)

gdje smo iskoristili to da su sve kovarijantne derivacije skalara iste jer su samo
slike od df (pogledati poglavlje 4.1).
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2. izraz (G.16) ne sadrzi derivacije baze:

UV Ape + Age VU '+ A,V U =
- Uava(g}))ggAbc) + Aacvb(ggUa) + Abav0<ggUa)

(G.18)
= U* (Va(gy) Abe + Va(9) Ave + Va(Abe) gy 95)
+ Aac (Vi(92)U* + 92V (U?)) (G.19)
+ Apa (Velga)U® + g2V (U?))
= U*Ape (Va(g)) — Vi(gD))
+ U Ape (Valge) — Vel92)) (G.20)

(
+ UV (Ab(:)gb ge + Aac (VbUa) + Apa (VU )
=U%, (Abc)gb g + Aac (VoU?) + Apa (V.U?)  (G.21)

gdje je u (G.20) koristeno (G.11), a u (G.21) c¢injenica da je svaki element iz £,
moguce napisati kao V, f; f € F pa slijedi da

Val(g8) = Velgs) x T,."Xa =0 (G.22)
3. Na slican nacin se dokazuju i ostala dva izraza.

]

Izrazi (G.15) i (G.16) su posebni oblici operacije koja je neovisna o afinoj konek-
siji. Ta operacija se zove liejeva derivacija.

Definicija G.2. Za vektorsko polje X“ liejeva derivacija duz polja X*, oznaceno s
£x, je derivacija cije je djelovanje na tenzore definirano kao:

Ex(Tfg:) =X VeTfg: = Ve(X)Tfg = Ve(X")Tjg = ..
+ V(X + V(X + ... (G.23)
Definicija G.3. Konformni Killingov vektor K“ je vektorsko polje za koje vrijedi:
LK Gab X Gab (G.24)
Definicija G.4. Killingov vektor je vektorsko polje K za kojeg vrijedi:
Lxgasr =0 (G.25)
Napomena G.4.1. svaki Killingov vektor je ujedno i konformni Killingov vektor

Definicija G.5. Djelovanje Liejeve derivacije duz polja X* na spinore se moze defini-
rati samo ako je X* konformni Killingov vektor (pogledati poglavlja 6.5 i 6.6 u [6]).
Uobicajeno je onda djelovanje £y na spinore definirati kao:
Sx(WEpr) = XVaWer b)) = he W p) — -
—hp ™ WE B = A RSP WED ) o+ Ry (e (G.26)
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gdje je h B dan kao:

1

164" VeX©) (G.27)

1 /
ha = 5(Vac X¢

Definicija G.6. Baze 4-dimenzionalnog prostora n? = (t*, x%,y*, 2%) i

l(l a
Waa = ( - m) (G.28)
m n
AA/

su vektori baze koju nazivamo ,vielbeinska” baza ili baza okvira, a povezane su sa
koordinatnim bazama izrazima:

1 0 0 0
5 c 0 -1 0 O
“a9an (P b= ab — G.29
n agab< )7] b Tlab 0 O 1 O ( )
0o 0 0 -1 .
WéAA/ 9ap (P )WBBB/ = EABEA'B/ (G.30)

gdje su indeksi sa kapicom oznake da su izrazi zapisani u nekoj koordinatnoj bazi,
a gs;(P) je metrika odredena na monogostrukosti M/ u koordinatnom zapisu kao
funkcija polozaja P.
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