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1 Uvod

Metali su skupina materijala koji pod utjecajem vanjskog elektricnog polja imaju odziv u
obliku usmjerenog toka naboja. Nosioci naboja u metalima su slobodni elektroni koji su se
odvojili od mati¢nih atoma te se gibaju Citavim uzorkom. Bez elektricnog polja ovo je
gibanje posve nasumi¢no te ne postoje nikakvi makroskopski ucinci koji bi bili njegova
posljedica. Struja koju je induciralo elektricno polje pokazuje medutim razne ucinke, kao
Sto su toplinski, svjetlosni, magnetski. OCito se ovdje radi o pretvorbi i potro$nji energije
koja se raznim mehanizmima otpora crpi iz sistema elektrona. Koji su to¢no mehanizmi
otpora i kako se ponasaju? Odgovor na ovo pitanje moze dati poluklasi¢na teorija koja se
zasniva na tretiranju elektrona kao poluklasi¢nih Cestica koje su u stanju normalne
Fermijeve tekucine i Boltzmannovoj transportnoj jednadzbi koja nam daje statisticku
raspodjelu Cestica u neravnoteznim uvjetima. Ve¢ su prve teorije uspjele reproducirati
eksperimentalnu €injenicu linearne veze izmedu nametnutog elektri¢nog polja i odziva u
obliku gustoce struje, medutim, zadovoljavajuci opis transporta pojavio se tek koriStenjem
kvantne teorije. U ovom radu analizirana je temperaturna ovisnost otpornosti za neke
jednostavne metale uzimajuci u obzir osnovne mehanizme rasprsenja koji su dominantni
kod svakog od njih. Prvo je dan teorijski opis metala i procesa rasprSenja a zatim je
provedena analiza za natrij, aluminij i indij. Ovdje je najbitnije bilo ponaSanje otpora na
niskim temperaturama gdje teorija daje najuvjerljivije rezultate. Ovi su rezultati zatim

usporedeni s eksperimentom.



2 Teorija vodljivosti

2.1 Drudeova teorija vodljivosti

Prvi pokusaj objasnjenja fenomena vodljivosti metala uslijedio je nedugo nakon otkrica
elektrona, zaslugom Paula Drudea. On je formirao model metala baziran na ideji da su
elektroni plin Cestica koji se moze tretirati preko kineticke teorije. Pretpostavio je da su oni
slobodne cestice koje se pod utjecajem gradijenta elektri¢énog i temperaturnog potencijala
gibaju po Newtonovim jednadzbama nasumi¢no se u vremenu sudarajué¢i sa puno
masivnijim nepokretnim ionima. Mehanizam gubitka odnosno relaksacije struje u model je
uveden pomocu karakteristicnog vremena 7 to jest relaksacijskog vremena. Ono definira
vremenski interval u kojem cCestica kroz nasumicne interakcije sa okolinom posve gubi
korelaciju sa nekim svojim prethodnim stanjem gibanja. Uzmemo 1i da je recipro¢na
vrijednost relaksacijskog vremena vjerojatnost sudara u jedinici vremena odnosno da je u
nekom intervalu dt ta vjerojatnost dt/t u biti smo odlu¢ili kako je samo jedan sudar
dovoljan za potpunu termalizaciju gibanja Cestice. Izjedna¢imo li sile trenja koje

relaksiraju struju sa silom elektricnog polja koje struju stvara imamo:

FtT' = eE. (21)
Uzmimo sada da vrijedi:
Ap(t)
tr — . (22)
T
Iz ovoga mozemo pisati:
E
sv = 2 (2.3)
m

S druge strane za gustocu struje po definiciji imamo:
Jj = nedv (2.4)

gdje je n gustoca elektrona. Dakle , slijedi:

j= E, (2.5)

Sto je dobro poznati Ohmov zakon. Konstanta proporcionalnosti je veli¢ina koju zovemo
vodljivost (o). Gustoéa struje je stoga linearni odgovor sistema na pobudu u obliku

vanjskog elektri¢nog polja. Za vodljivost vrijedi:

2
ne T. (2.6)

g =
m



Vidimo da veliko relaksacijsko vrijeme i velika gustoca elektrona znace i ve¢u vodljivost
dok je velika tromost nosilaca struje obrnuto proporcionalna vodljivosti. Drudeova teorija
je smislena ali je zaista preopcenita. Smijemo li zanemariti sve moguée interakcije u
sistemu elektrona u metalu, interakcije koje zaista postoje? Usprkos ¢injenici da je ovaj
jednostavni model reproducirao Ohmov zakon, Sto je sa relaksacijskim vremenom?
Mozemo li ga ikako izracunati ili eksperimentalno dobiti nekim drugim putem, i hoce li to
relaksacijsko vrijeme zaista biti ono koje nam treba u prora¢unu vodljivosti materijala? Sa
druge strane, ukoliko ga izmjerimo koristeéi izraz (2.6) teSko da smo time nesSto potvrdili.
Mozemo zakljuciti da za to¢nost samog Ohmovog zakona detalji sudara nisu bitni ve¢ je
bitno postojanje bilo kakvog relaksacijskog mehanizma ¢iji se ukupni efekt moze sumirati
u jednoj jedinoj veli¢ina koja nam pored ostalih numeric¢kih vrijednosti karakterizira

materijal, a to je relaksacijsko vrijeme.

2.2 Kristali

Kristali su, jednostavno receno, tvari Cije su osnovne gradevne jedinice s odredenom
geometrijskom pravilnoS¢u rasporedene u prostoru. Ova periodi¢nost omogu¢ava nam da
po volji veliki komad materijala prikazemo malim brojem parametara. Kada neka vrsta
periodickog poremecaja, kao $to je npr. elektromagnetski val, to¢nije, X-zraka, naleti na
kristal, moguca je difrakcija 1 moguéi su interferencijski efekti. Postoje razni pristupi
difrakciji 1 interferenciji na kristalnoj strukturi. Braggov pristup temelji se na shvacanju
kristala kao skupa ravnina na kojima se dogada zrcalna refleksija zracenja, na nacin da
upadno zrac¢enje pod nekim kutom na danoj ravnini biva pod tim istim kutom reflektirano.
Zvuci sjajno 1 jednostavno, ali ako zamislimo koje sve moguce ravnine mozemo uzeti kako
bismo porcionirali kristal, vidimo da se stvar komplicira i da nismo izbjegli ¢injenicu
postojanja mnogih smjerova u kojima zracenje moze biti rasprseno. Nesto je ljepsi Laueov
pristup. On se sastoji u promatranju rasprsenja zracenja na skupu identi¢nih tockastih
centara koji mogu upadno zraCenje dalje emitirati u svim smjerovima. U naSem Kkristalu,

upravo su ¢vorovi reSetke ti centri.



Slika 1. Geometrija rasprsenja na dva centra.

Na slici 1. prikazana je geometrija situacije u kojoj se nalazimo. Kao i uvijek, zanima nas
razlika putova. Ukoliko je ona jednaka cijelom broju valnih duljina imamo poklapanje u
fazi i konstruktivnu interferenciju. Ovaj uvjet mozemo napisati ovako:

gcos@, — gcosp = g(Ai — ") = mA. (2.7)
Ovdje su sa nin”oznaceni jedini¢ni vektori u smjerovima upadne i rasprsene zrake. U

recipronom prostoru ovaj uvjet mozemo napisati ovako:

g(E — E) = 2mm. (2.8)
Vektor g u biti je vektor direktne reSetke a jednadzba koja je gore napisana stavlja nam
uvjet na promjenu valnog vektora koji glasi da ona mora biti jednaka iznosu vektora

reciproCne reSetke. 1z svega ovoga na kraju imamo uvjet konstruktivne interferencije koji

je vrlo jednostavan i koji se nakon nekoliko transformacija moze zapisati ovako:
1. -

z K. (2.9)

Ovdje je K vektor reciprocne reSetke. Sjetimo se sada da se u kvantnoj fizici raspodjela
materije u prostoru i njeno gibanje moze promatrati kao rasprostiranje valnog poremecaja.
Nalazi li se Cestica, na primjer elektron, unutar kakve kristalne strukture, moguce je da ce
za odredene valne vektore biti ispunjen gornji uvjet. Za ispunjen gornji uvjet dogada se
refleksija elektrona koja ¢e na kraju imati efekt stvaranja energijskog procjepa odnosno,

diskontinuiteta u funkciji koja opisuje ovisnost energije elektrona o njihovom valnom

vektoru, dakle, diskontinuiteta disperzijske relacije. U recipro¢nom prostoru podrucje koje



je omedeno plohama koje su upravo na polovici udaljenosti do najblizih sljede¢ih centara
unutar reSetke zove se Brillouinova zona (BZ). Na rubovima ove zone dogada se Braggova
refleksija te ona takoder sadrzi potpunu fizikalnu informaciju o stanju elektrona u metalu.
Svako podrucje dopustenih energija odvojeno je od iduéega energijskim procjepom. Ono
se naziva vrpca. Zna¢i da ¢e unutar svake vrpce disperzijska relacija elektrona biti

periodicka funkcija valnog vektora.

2.3 Stanje elektrona u metalu

Stanje elektrona u metalu moZze se opisati jedino kvantnom fizikom, rjeSavanjem
Schrédingerove jednadzbe za potencijal danog kristala. Jednostavni K-P  model
jednodimenzionalnog sustava potencijalnih barijera daje ve¢ energetske uvjete Cija su
posljedica podrucja zabranjenih energija to jest sustav vrpci koji postoji u metalu[2]. To su
delokalizirana stanja koja se poput velikih molekularnih orbitala protezu Citavim uzorkom
formirajuci prostor mogucéih stanja za vodljive elektrone. Za jednostavan prikaz nastajanja
strukture vrpci Citatelj moze pogledati u gotovo svaki udzbenik iz fizike ¢vrstog stanja. Na
slici 2 vidi se disperzijska relacija elektrona u periodickom potencijalu. Kao Sto je iz
prikaza vidljivo, energetski procjepi javljaju se za vrijednosti valnog vektora + /R itd. u
skladu Braggovim uvjetom refleksije. Bez obzira dolazi li valni poremecaj izvana u obliku
EM zracenja ili neutrona ili iznutra, u obliku elektrona, ovaj uvjet jednako je primjenjiv
posto je fizika iza ovih procesa ista. Superpozicija reflektiranih i nadolaze¢ih elektronskih
valova stoji dakle iza ove strukture vrpci. Prema Blochovom teoremu za elektrone u

idealnom kristalu vrijedi:

() = e Tu(r), (213)
gdje je u(r) periodicka modulacija sa periodom resetke. 1z izraza (2.13) proizlazi da ¢e
skup valnih vektora k koji odgovara razli¢itim fizikalnim stanjima biti ograni¢en na raspon

vrijednosti 27t /R, $to odgovara periodu recipro¢ne reSetke.
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Slika 2. Disperzija elektrona u periodickom potencijalu.
Stoga se prikaz na slici 2 moze modificirati pomocu reducirane sheme kao na slici 3. Posto

su dimenzije uzoraka uvijek konac¢ne elektroni ¢e se uvijek nalaziti u potencijalu koji nema

savrsenu translacijsku simetriju te koji na svojim krajevima ima visoke potencijalne zidove
L Y

Slika 3. Reducirana shema.

koji opisuju granice uzorka.

0 k

Qh_
alat

Zato ¢e Blochovi valni vektori biti kvantizirani. U proracunima se ova kvantizacija uvodi
bez narusavanja simetrije kristala na nacin da se njegovi rubovi spoje i formiraju kruZznicu
u jednoj dimenziji, torus u dvije te neku vrstu trodimenzionalnog torusa u tri dimenzije.
Ovo su poznati Born-von Karmanovi uvjeti. Na slici 4 prikazan je jednostavni model
kristalnog potencijala o kojemu smo govorili. Ukoliko zanemarimo interakciju elektrona

tada se model kristala ¢ini jednostavnim. Elektroni koji su nam na raspolaganju



popunjavaju sva moguca stanja valnog vektora i spina postujuci pri tome Paulijev princip i
Fermi-Diracovu statistiku posto su fermioni. Maksimalno zauzeto stanje energije na 0 K

zove se Fermijeva energija.
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Slika 4. Model 1-D kristalnog potencijala

t

Ovaj nacin opisa elektrona vezan je uz uvodenje periodickog potencijala putem
perturbativnog ra¢una kao ve¢ gotove strukture gdje je proces njenog nastajanja nebitan.
Moguce je da je nacin na koji je ovaj potencijal nastao ipak u mnogim slu¢ajevima bitan te
se zato vrlo Cesto proces nastajanja kristala opisuje putem aproksimacije ¢vrste veze gdje
se zbog priblizavanja atoma valne funkcije elektrona preklapaju. Kona¢na pozitivna
energetska bilanca ovog preklapanja izvor je metalne veze. U svakom slucaju stanja
elektrona su stacionarna za dani potencijal te stoga ve¢ u njihovim valnim funkcijama
imamo sadrzanu izvjesnost postojanja kristalne reSetke. PoSto elektroni dakle ¢itavo
vrijeme znaju gdje moraju biti postaje jasno da se oni nece rasprsivati na kristalnoj resetci
koja je opisana jednostavnim periodi¢kim potencijalom koji je neovisan o vremenu. Ova
jednostavna kvantnomehanicka razmatranja dovela su nas do zaklju¢ka da je Drudeova
pretpostavka raspréenja na ionima kriva. U idealnom kristalu elektronska struja se ne moze

relaksirati.

2.4 Medudjelovanje elektrona

Elektroni su negativno nabijene Cestice izmedu kojih vladaju jake Coulombske odbojne
sile koje se ne bi smjele zanemariti. Pa ipak, ¢ini se da je moguce elektronski kolektiv
metala promatrati kao plin slabo medudjelujucih Cestica. To znaci da se procese koji se
odvijaju unutar metala prilikom relaksacije struje i dalje mozZe opisivati nekom slikom sa
energetskim spektrom koji aproksimativno odgovara jednocesticnom. Poznato je da u
sustavu mnostva nabijenih Cestica kao $to su elektroni dolazi do pojave zasjenjenja koja je
opisana jednostavno pomo¢u Thomas-Fermijeve teorije. Efektivna interakcija medu

Cesticama viSe nije kulonska ve¢ je takozvana Yukawina mezonska posSto se pojavljuje
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dodatni faktor eksponencijalnog prostornog gusenja. Kako to da je ideja fermionskog plina
ipak primjenjiva na elektrone u metalu? Odgovor na ovo pitanje dao je Lev D. Landau.
Njegovo je pojasnjenje jednostavno ali zanimljivo. Promatrajuci spektar pobudenja sistema
Cestica bez interakcije Landau je pretpostavivsi adijabatsko ukljucenje medudjelovanja
uspio pokazati kako ¢e promjena spektra biti kontinuirana te da se razli¢iti jednocesti¢ni
nivoi nece presijecati time u biti omogucavajuci sistemu da zadrZi jednocesti¢ni karakter.
Dakle, egzaktna stanja sistema nezavisnih Cestica prelaze u aproksimativna jednocesti¢na
stanja realnog sistema sa ukljuCenom interakcijom. Ovo ¢e se dogoditi za sisteme s
odbojnom interakcijom i to bez obzira na to koliko je ona jaka. Naravno da prava vlastita
stanja sistema nisu ovog jednocesti¢nog tipa ali ova kvazi-stanja efektivno su najutjecajnija
u sistemu. Ovakva superpozicija podloZzna je raspadu u vremenu zbog rezidualne
interakcije posto se ne radi o ortogonalnim stanjima. Karakteristicno vrijeme raspada daje
nam vremensku skalu na kojoj mozemo sistem promatrati kroz ovu kvazicesti¢nu sliku.
Kolika je stabilnost ovih kvazicesti¢nih stanja? S obzirom na energije pobude koje su nama
bitne a koje su jako male u odnosu na Fermijevu energiju ova stanja vrlo su stabilna zbog
malog faznog prostora koji im je na raspolaganju s obzirom na Paulijev princip i zakon
ocuvanja energije. Niske energije znace zapravo maleni manevarski prostor za raspad
stanja. Od kvantne tekucine elektrona na kraju imamo fermionski plin kvazicestica koje
slabo medudjeluju i koje su i dalje opisive istim onim skupom kvantnih brojeva kao i
nemedudjelujuéi sistem. Stoga je i dalje moguée zadrzati sliku prakticki nezavisnih
kvaziCestica ¢ija ¢emo rasprdenja onda promatrati. Sistemi u kojima je ovakva analiza
moguca nazivaju se normalne ili Fermijeve tekucine. Elektroni u metalu u normalnim
uvjetima ponasaju se kao Fermijeva tekuc¢ina. Oni su opCenito kvantna tekuc¢ina posto je za
opis njihovog stanja bitna i kvantna statistika odnosno njihov fermionski karakter u ovom
slu¢aju. Ovakva kvantna tekucina pri prijelazu u supravodljivu fazu pretvara se i opet u
kvantnu tekuc¢inu sli¢nu Bose-Einsteinovom kondenzatu. Opc¢enito mozemo zakljuciti da
odmaci u ponaSanju sistema od normalne Fermijeve tekucine zna¢e da su na djelu jo$ neke
sile koje narusavaju nase opcenite pretpostavke. U teoriji supravodljivosti to je interakcija
izmedu elektrona posredovana fononima koja pogoduje nastanku Cooperovih parova, koji

su bozoni.
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2.5 Fermijeva ploha

Na apsolutnoj nuli postoji jasno razgranicenje izmedu zauzetih i slobodnih stanja.
Elektroni redom popunjavaju sva stanja od najnizeg prema najvisem dok god ih ima
dovoljno. Posto veli¢ina kristala odreduje broj raspolozivih stanja i broj slobodnih
elektrona i posto su ove dvije veli¢ine proporcionalne jasno je da ¢e maksimalna energija
do koje ¢e elektroni popunjavati stanja biti odredena ne njihovim brojem, niti brojem
¢vorova resetke, ve¢ njihovom gustocom, ¢inec¢i time ovu maksimalnu energiju bitnom
odrednicom materijala. Maksimalna energija koju dostizu elektroni zove se Fermijeva
energija. Promatraju¢i odredene disperzijske relacije elektrona u metalima moze se uoditi
kako je za dvodimenzionalnu reSetku skup svih vrijednosti valnog vektora elektrona za
koje je njihova energija jednaka Fermijevoj krivulja, dok je u 3D prostoru ocito ploha. Ova
ploha zove se Fermijeva ploha (FP) te je vrlo vazna u proucavanju odziva elektrona pri
utjecaju vanjske sile u obliku elektri¢nog polja ili temperaturnog gradijenta. Promjena
energije elektrona sa promjenom valnog vektora odnosno oblik disperzijske relacije
oc¢ekivano je vrlo bitan za proucavanje dinamike sistema. Ukoliko tome dodamo ¢injenicu
da su pobude elektrona vrlo male te stoga u jako uskoj okolini FP, mozemo zakljuciti kako
je samo taj dio disperzijske relacije bitan, odnosno kako je oblik FP bitan u dinamici
elektrona u metalu. Na granici BZ disperzijska relacija ima diskontinuitet pa ga ima i FP
ukoliko prolazi tim dijelom grafa. Stoga FP moze biti razlomljena kroz recipro¢nu resetku
kroz nekoliko BZ. Ovo opet ovisi o gustoéi disociranih elektrona. Sto je gusto¢a veéa to je
1 FP veca. Pored Fermijeve energije moze se joS definirati i Fermijeva temperatura te
Fermijev valni vektor. Svi ovi takozvani Fermijevi parametri korisni su u opisu metala.
Usporedbe radi, spomenimo da su prosjeéne Fermijeve temperature vrlo velike, oko 10 000
K, dakle stotinu puta ve¢e od temperatura na kojima ¢emo mi promatrati metale. Dakle
ovaj Fermijev parametar koristan je ukoliko zelimo utvrditi koliko ¢e termalne pobude
zaista pobuditi sistem u odnosu na FP. Na sljedecoj slici mozemo vidjeti FP natrija. Ona je
gotovo posve sfernog oblika sa malim deformacijama u to¢kama koje su najblize rubovima
1 BZ. Ove deformacije malo utje¢u na dinamiku tih elektrona te se oni u natriju ponasaju

kao da su slobodni.
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Slika 5. Fermijeva ploha natrija. Uocite blage deformacije plohe u blizini granice 1BZ.

Ovdje ¢emo cesto koristiti aproksimaciju gotovo slobodnih elektrona pojednostavljujuéi
FP radi lakSeg racunanja. Ukoliko se radi o izotropnoj situaciji ovo pojednostavljenje moze
biti kompenzirano prilagodbom mase elektrona. Na iduc¢im slikama su FP aluminija i indija
koje nisu tako jednostavne. One se prostiru sve do 3 BZ te su stoga sloZenije sa
diskontinuitetima i deformacijama. Dakle, FP aluminija nalazi se u drugoj i treCoj BZ. Sve
je naravno prikazano u reduciranoj shemi u kojoj su plohe prebacene u 1BZ. Posljedice
velike FP koja se prostire ovako daleko su vrlo vazne i u vodljivosti aluminija i indija. S
jedne strane, moguc¢i su procesi koji znatno povecavaju otpor a s druge strane, velika
gustoca nosilaca struje taj otpor smanjuje. Kod natrija koji ima malu plohu, mala je gustoca

nosilaca.
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Slika 6. Fermijeva ploha aluminija, 2BZ.

Slika 7. Fermijeva ploha aluminija, 3BZ.
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Slika 8. Fermijeva ploha Indija 2 BZ.

2.6 Mehanizmi relaksacije

Metali su opc¢enito oni materijali koji posjeduju Fermijevu plohu. Elektroni u metalu, oni
koji se nalaze u vodljivim vrpcama, slobodni su gibati se Citavim uzorkom. Brzina kojom
se oni gibaju vrlo je velika ali ujedno je i nasumi¢na te sveukupno, bez vanjskog polja, u
metalu ne moZe postojati nikakva struja. Primjenom polja, istosmjernog ili izmjeni¢nog,
nastaje elektri¢na struja. Elektroni se pocinju gibati uzorkom bez relaksacije energije ili
impulsa na reSetci. Kako se elektroni ubrzavaju tako dolaze do ruba BZ te se reflektiraju i
opet pojavljuju sa druge strane. Mozemo zamisliti kako ¢itava disperzijska relacija putuje i
nestaje na rubu zone pojavljujuci se opet sa druge strane. Dakle, na nasumi¢no gibanje
individualnih elektrona dodaje se njihov polagani kolektivni otklon u smjeru polja i ova
brzina kojom se oni svi gibaju, poput gomile ljudi koja se giba ulicom, zove se driftna
brzina. Vrlo brzo nakon ukljuenja polja uspostavlja se stacionarno stanje konstantne
driftne brzine odnosno konstantne struje. Naime, osim elektriénog polja koje struju
inducira, djeluju i drugi mehanizmi, koji ju reduciraju. Najvazniji takav mehanizam su
vibracije kristalne reSetke. Treba spomenuti da u modelu vrpci posve pune vrpce ne vode
struju. U takvom sistemu promjene ukupnog stanja nisu moguce posSto su sva stanja veé
zauzeta a ona stanja iznad energetskog procjepa su jednostavno izvan dohvata.Vremenski

promjenjivo polje moze djelovati kao ucinkovit mehanizam rasprSenja u sistemu. Termalne
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vibracije elektricki nabijene reSetke jedno su takvo polje. Pod utjecajem ovih vibracija
otvara se mogucnost razmjene impulsa i1 energije izmedu sustava elektrona i sustava
reSetke. Moze se re¢i da Blochova stanja placaju cijenu svoje ovisnosti o periodi¢nosti
same reSetke. Svako naruSavanje ove periodi¢nosti djeluje kao mehanizam rasprsenja
odnosno relaksacije struje. RasprSenja elektrona na raznim defektima stoga su takoder
moguca, 1 ona takoder relaksiraju struju. To mogu biti dodane necisto¢e u obliku nekih
drugih atoma, defekti kristalne strukture, pa i sami rubovi kristala odnosno njegova
povrsina. Osim toga, relaksaciju mogu uzrokovati i rasprsenja na drugim elektronima, iako
je taj doprinos vrlo malen posto rasprSenja unutar sistema cija nas relaksacija zanima ne
mogu nikako relaksirati struju. Moguce je samo da se kroz eclektron-elektron umklapp
rasprdenje relaksira impuls ali ovaj proces je opet u biti rasprsenje u kojem bitnu ulogu ima
reSetka. Kod polivalentnih metala moguca su i rasprSenja u inertna, lokalizirana stanja
nekih drugih vrpci, na primjer d-vrpce. Rasprsenja elektrona na raznim takvim preprekama
moramo tretirati kvantnomehanicki preko vremenski zavisnog racuna smetnje. Unutar tog
ra¢una dobije se veli¢ina koja opisuje vjerojatnost rasprSenja iz jednog stanja u drugo po
jedinici vremena. Ukoliko sumiramo po svim mogu¢im procesima mozemo dobiti veli¢inu
koja je proporcionalna frekvenciji rasprSenja a to nije niSta drugo nego recipro¢na
vrijednost relaksacijskog vremena koje smo uveli jo§ sa Drudeovom teorijom na pocetku

poglavlja. Za vjerojatnost prijelaza po jedinici vremena imamo
21
Wi = =~ Vi |2 pic (E), (2.14)

te sve skupa vrijedi:

1
P Z Wik, (2.15)

Na ovaj nacin uspjeli smo se pribliziti odredenju relaksacijskog vremena u naSem sustavu.
Da li je ovo relaksacijsko vrijeme bitno ili nije za relaksaciju struje? Prema naSim
razmatranjima uzimamo kao bitno vrijeme izmedu dva sudara koje je u prosjeku, kako smo
rekli, jednako 7. Ovo vrijeme medutim ne moze biti uzeto kao relevantno odnosno ne moze
svaki prijelaz iz naSe sume (2.15) biti jednako vrijedan. Prijelazi koji ne mijenjaju smjer
gibanja Cestice nisu nam jednako bitni kao oni koji ga mijenjaju. Nije dakle svaki sudar
jednako efikasan u relaksaciji i to je za nas bitna opservacija. Mozemo dakle definirati tri
osnovna relaksacijska vremena. Prvo, to je prosje¢no vrijeme izmedu sudara. Drugo, nesto
duze, je vrijeme relaksacije impulsa odnosno gubitka ikakve veze sa nekim pocetnim

impulsom u sustavu. Trece, i najduze vrijeme je vrijeme relaksacije energije posto je broj
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sudara koji relaksiraju energiju manji od broja sudara koji relaksiraju impuls odnosno svaki
sudar koji relaksira energiju nuzno relaksira i impuls dok obratno ne vrijedi. Primijetimo
da je nama najbitnije upravo vrijeme relaksacije impulsa posto ionako ra¢unamo da se sva
rasprSenja dogadaju vrlo blizu Fermijeve plohe. Relaksacija energije stoga je manje bitan

proces.

2.7 Boltzmannova transportna jednadzba

Posto je Boltzmannova teorija vrlo dobro razradena jasno je kada bi trebala biti primjenjiva
a kada ne te je stoga vrlo korisna kao alat za analizu dinamike raznih sistema, izmedu
ostalog i elektrona u metalu. Boltzmann je ovu teoriju razvio s ciljem analize plinova a
Drude i Lorentz primijenili su ju na elektrone u metalu. Kvantnu verziju teorije razvili su
Sommerfeld i Bloch. Bloch-Boltzmannova teorija dobra je aproksimacija sistema ukoliko
je srednji slobodni put dovoljno velik kako bi Cestica saznala da se nalazi u periodi¢noj
resetci ¢ime se njeno stanje moze karakterizirati i valnim vektorom. Isto tako, Sirina stanja
ne smije biti tako velika da se preklapa sa drugim stanjima istog valnog vektora tako da se
danom stanju moZe pripisati odredena energija 1 grupna brzina putem disperzijske relacije.
Glavni objekt u opisu sistema je funkcija distribucije F(k, r,t) koja nam daje vjerojatnost
zaposjednutosti podrucja drdk oko tocke (r,k) u faznom prostoru u danom trenutku.
Koriste¢i ovu funkciju gustoca struje moze se zapisati pomocu jednocCesti¢nih struja na
sljedeci nacin:
i=(-¢) zk: Vi F (k). (2.16)

Poluklasi¢na jednadzba gibanja elektrona glasi:
hk = —¢E. (2.17)
Raspodjela bez polja poznata nam je i u biti je to Fermi-Diracova raspodjela za

kvaziCestice. Ukoliko pretpostavimo da je efekt djelovanja polja samo translacija ove

funkcije to jest translacija koordinatnog sustava imamo sljede¢i rezultat:

jo=(=5) D wef e = k) (2.18)
k
Oup = (%)aﬁ et (2.19)
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(%)aﬁ =Q7! zk: VkaVkp (— a%) : (2.20)

Uz pretpostavku kubi¢ne simetrije sva tri osnovna smjera u kristalu su ekvivalentna te se

vodljivost moze zapisati na sljedeci naCin:
e? e?
o= EZ vl (g) = m[ dSpl (2.21)

gdje smo derivaciju ravnotezne funkcije zapisali kao delta-funkciju. Vidimo da je
vodljivost proporcionalna Fermijevoj plohi (u biti ovdje je skrivena ¢injenica da je
vodljivost proporcionalna gusto¢i nosilaca) i srednjem slobodnom putu [,. Promatramo li
ravnoteznu funkciju raspodjele, znamo da ¢e bez promjene okolnih uvjeta, ona takoder biti
nepromijenjena. Sudari koji se odvijaju u sustavu, kao i sve druge interakcije, upravo
definiraju ravnotezno stanje a ukoliko se dogodi neka pobuda, teze tome da ga u to stanje i
vrate. Vremenska promjena ravnotezne raspodjele moZe se dogoditi dakle samo ukoliko se
nametnu vanjske pobude, u obliku neke sile ili gradijenta temperature. Ukoliko te sile
postoje moZemo zamisliti da ¢e one translatirati Cestice te da ¢e pod njihovim utjecajem
stanje u okolini neke pocetne tocke u nekom pocetnom trenutku biti samo translatirano u
neku drugu to¢ku u nekom odabranom zavr$nom trenutku pod uvjetom da se, naravno, ne
dogode sudari koji bi omeli gibanje Cestica. Ukoliko poznajemo relaksacijsko vrijeme
mozemo 1 izracunati kako ovisi vjerojatnost sudara u tim medurazdobljima. Sudari pak
djeluju u suprotnom smjeru, vrac¢ajuci funkciju iznova i iznova u pocetno stanje. Ovo
natjecanje definirati ¢e na kraju novu funkciju raspodjele za koju ¢e se jednostavno
izjednaciti promjena zbog sudara sa promjenom zbog gradijenata temperature ili
potencijala. Formulirajmo ove ideje matemati¢ki. Neka je funkcija koja nas zanima
f(r, k,t). Pod utjecajem vanjskih sila valni vektor kmijenja se po poluklasi¢nim

jednadzbama[1]:

. e 1
k = £<E v X H), 2.22)

ukoliko se radi o elektricnom i magnetskom polju. Promjena funkcije raspodjele zbog ove
promjene valnog vektora biti ¢e onda dana sljede¢im izrazom:

. e 1 afk
“(E+= H) =X 2.23
fi fl( Cvk>< ) ok’ ( )

Raspodjela se takoder mijenja i u prostoru, difuzijom:
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fie =y -%. (2.24)

Kao $§to smo spomenuli, sudari takoder utjeCu na promjenu. Kako to¢no izgleda ova
promjena? Prema nacrtu koji smo dali u prethodnom poglavlju vremenska promjena

funkcije distribucije moZe se sve skupa ovako napisati:
fie = f{Wkk’fk(l = fi) = Wi fie (1 = fi)}dk'. (2.25)

Ukoliko sad malo preuredimo izraze u zagradi te iskoristimo Cinjenicu da ravnotezna
funkcija £;2 ne ovisi o k, moZemo dobiti puno pogodniji izraz za ovaj integral rasprienja.

Imamo dakle:
fk = fWkk’{(fk - fko’) - (fk' - fko')}dk,' (2.26)

Ukoliko je razlika izmedu funkcija f;, i f;0 mala, razlika izmedu njihovih derivacija biti ée
jo$ manja. Stoga se u izrazima (2.23) i (2.24) mozZe svuda upotrijebiti ravnotezna funkcija.
Naravno, problem je kod izraza (2.24) u neovisnosti ravnotezne funkcije o polozaju, ali to
mozemo rijeSiti tako da pretpostavimo da se neravnotezna funkcija u danoj tocki ne

razlikuje mnogo od ravnotezne pri lokalnoj temperaturi. Za (2.24) onda imamo:

d afo
- a_’:f ~ v, -%w, (2.27)

te sve skupa na kraju moZzemo zapisati kao Boltzmannovu transportnu jednadzbu na
sljedec¢i pogodan nacin:
ofe ofe

vk * _VT + vk.e_E

- - f Wil (e — £9) = (foe — £2)}dk"

Ova ,.integro-diferencijalna® jednadzba opéenito nije lako rjesiva. Medutim, uz odredena
pojednostavljenja, ima egzaktno analiticko rjeSenje. Jedno od tih pojednostavljenja zove se

aproksimacija relaksacijskog vremena, i u sebi ukljucuje nekoliko pretpostavki.

2.8 Aproksimacija relaksacijskog vremena

U prijevodu na engleski, Relaxation Time Approximation, na kraju se svodi na zamjenu

integrala sa desne strane jednadzZbe ¢lanom oblika:

joo S K (2.29)

T
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Sto izgleda dosta jednostavno. Kako moZemo opravdati ovu zamjenu? Svakako mozZzemo
pretpostaviti da ¢e sudari relaksirati neravnoteznu raspodjelu to jest oni ¢e ju vracati natrag
na ravnoteznu. Ukoliko vrijedi da je za neki 7: f,,(r) > f2, tada ée se relaksacija dogoditi
jedino ako ¢e se Cestice rasprsivati na na¢in da im se koncentracija oko tocke  smanjuje.
Ovo Ce se sve, pretpostavimo tako, dogoditi u nekom relaksacijskom vremenu 7 te je stoga
ukupna promjena u vremenu dana jednadzbom (2.29). Stroga matematicka formulacija i
takoder argumentacija pociva kao prvo na pretpostavci da je raspodjela nakon sudara posve
nekorelirana sa raspodjelom prije sudara. Ovo je naravno aproksimacija jer ocito nije
istina. Takoder, pretpostavimo onda, da je raspodjela u nekoj tocki prostora dana upravo
onom ravnoteznom raspodjelom koja odgovara lokalnoj temperaturi u toj tocki. Ni ovo nije
posve tocno vec je aproksimacija, koja pomalo podsjeca po toj lokalno ravnoteznoj ideji na
LDA aproksimaciju. Ukoliko pretpostavimo lokalno ravnoteznu raspodjelu, sudari ju nece
mijenjati. Razmotrimo onda elektrone u okolici tocke (r,t) koji su doZivjeli sudare u
intervalu (¢, t + dt) i sada izranjaju preraspodjeljeni. Neka je njihova raspodjela sada dana
nekom funkcijom df(r, k,t). Ova raspodjela ne ovisi, prema naSoj aproksimaciji, o
raspodjeli netom prije sudara. Stoga moZzemo uzeti da je ta raspodijela bilo koja, ali opet,
neka bude neka najjednostavnija. Na primjer, zasto ne bi bila baS lokalno-ravnotezna
raspodjela? Jer ukoliko je lokalno ravnotezna tada ju po definiciji ekvilibrija, sudari nece
mijenjati! Prisjetimo li se naSeg relaksacijskog vremena T mozemo njegovu definiciju kao

prosje¢nog vremena izmedu dva sudara izre¢i i1 preko jezika vjerojatnosti, odnosno,
y - S y . dt .
mozemo rec¢i da je vjerojatnost sudara u nasem vremenskom intervalu upravo — a to je
T

onda ujedno i udio elektrona koji su bili rasprdeni. Posto Zelimo odrZati ekvilibrij moramo
pretpostaviti da je broj elektrona koji su se rasprsili iz danog stanja u vrpci jednak broju
elektrona koji se rasprsio u to stanje. Mozemo to zapisati ovako:

df (r, k,t) = %f‘)(r, kt). (2.30)

Ovo je temelj RTA aproksimacije. Mozemo sada koriste¢i ovaj izraz do¢i do pocetnog

izraza (2.29) koji se na ovoj aproksimaciji i bazira. Za takozvana ,,in“ rasprsenja vrijedi:

0
o e (2.31)
dt 1
dok pak za ,,out” rasprSenja imamo:
ﬁ = — i (2.32)
dt T
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Ukupna bilanca koja je razlika ova dva izraza onda je upravo izraz (2.29). Ova
aproksimacija uglavnom ¢e dati dobre rezultate ako detalji sudara nisu bitni jer upravo se
to implicira u svim njenim pretpostavkama. Najbolje funkcionira ukoliko se radi o
izotropnim sustavima u kojima su rasprSenja elasti¢na. MozZemo ju primijeniti recimo pri
prorac¢unu transportnih svojstava natrija ili opcenito alkalijskih elemenata. Posebno treba
naglasiti da ukoliko se radi o elasticnim izotropnim rasprSenjima na necisto¢ama, rjesenja
u okviru RTA aproksimacije postaju ujedno i egzaktna rjeSenja Boltzmannove jednadZbe.
Medutim, originalno ova jednadzba nije izvedena za vezane kvantno-mehanicke sisteme
ve¢ za klasi¢ne sisteme, kao Sto je klasi¢ni plin Cvrstih kuglica. Ovaj plin ima toc¢no
odredeno stanje koje se moze definirati jednocesticnom raspodjelom posto je moguce
svakoj Cestici pridruziti definitivni polozaj i moment. Medutim, fermionski sustav u kojem
¢estice medudjeluju ne mora imati ovakav opis te je onda upitno koliko su to¢ni transportni
koeficijenti izraCunati s tim pretpostavkama. Ovakva statisticka analiza u okviru
Boltzmannove jednadzbe primjenjiva je za dobro lokalizirane valne pakete €iji je srednji
slobodni put duZi od njihove valne duljine. Ukoliko bi taj put bio kraci tesko da bismo
mogli provesti neku konzistentnu analizu rasprsenja. Nadalje, prisjetimo se da je nas sistem
zapravo jako medudjelujuci ali da smo se uspjeli izvuéi iz problema jer se ispostavilo da se
spektar njegovih stanja moze prikazati kao jednocCesti¢ni te ga se moze onda opet
promatrati kao rijedak plin kvazi-Cestica za koje ¢e vrijediti opet jednoCesti¢na raspodjela i
koje ¢e biti stabilne upravo u okolini Fermijevog nivoa, $to je za proracun otpornosti
zapravo dovoljno, jer su pobude koje promatramo u biti male i u njima sudjeluju samo
stanja u njegovoj blizini. Pogledajmo sada kako se moZze rijeSiti Boltzmannova jednadzba u
okviru RTA aproksimacije. Glavna pretpostavka je dakle da se ¢lan sa rasprSenjima koji je
u biti integral moze zamijeniti ¢lanom kao u izrazu (2.29). Ovo nam uvelike
pojednostavljuje Boltzmannovu jednadzbu. Ukoliko jo§ zanemarimo difuziju i magnetsko
polje, ostaje nam samo elektri¢no. Pretpostavimo da je ono uniformno. Boltzmannova

jednadzba sad glasi:

eE of°(k) _f°—f

bt = _ 2.33
h ok Tk (2:33)
Iz ovoga se moZze vidjeti da za f vrijedi:
_ o, B O 2.34
fU) =f0+—— (2.34)

0
gdje smo uzeli da vrijedi Z—i = aaLk . Sada iz svega navedenoga aproksimativno vrijedi:
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flo)=f° (k + eb;:"). (2.35)

Ovdje smo na kraju dobili da je naSa raspodjela identicna onoj u ekvilibrijumu ali
translatirana za faktor proporcionalan iznosu polja. Sada struja vise ne moze biti
sveukupno jednaka nuli, kao Sto bi bila da smo ju isli racunati koriste¢i raspodjelu bez
ovog pomaka. Za struju imamo:
0
1 .erkE i 3

o[ 2.36
J=23) = T vk (2:30)

Iz ovoga je sada lako dobiti vodljivost koriste¢i osnovnu formulu. Nadalje, ukoliko
pretpostavimo sfernu Fermijevu plohu relaksacijsko vrijeme vise nece toliko ovisiti o
valnom vektoru pa ga mozemo izvucéi iz integrala. Temperaturna ovisnost vodljivosti ili
otpornosti skrivena je u relaksacijskom vremenu. Pogledajmo kako se moze do¢i do izraza
za ovo vrijeme u okviru RTA aproksimacije. Integral rasprSenja moZzemo napisati na

sljedeci nacin:

d -1
6_/: = ﬁj Wi (fi — fir)dk’, (2.37)
—1e 9f°
(ke — fi) = Tw% (v —vy) - E. (2.38)

Slika 9. Pomak Fermijeve plohe.
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Sada se iz ovoga za relaksacijsko vrijeme dobiva:

1 1
o (1 — 31,7
T = @) f Wi (1 — cos@)d>k’, (2.39)

gdje je 6 kut izmedu vektora k i k”. Vidimo dakle da sudari koji su elasti¢ni a ne mijenjaju
smjer valnog vektora ne doprinose otporu posto Citav izraz postaje jednak nuli ukoliko su
ulazni i izlazni valni vektor paralelni. Takoder, ovaj izraz moZemo shvatiti kao izraz za
relaksaciju impulsa u sistemu. Ovdje se izraz u zagradi pojavljuje kao tezinski faktor koji
mjeri koliko je zaista konkretni prijelaz definiran matricnim elementom doprinio
relaksaciji. Veli¢ina koja ¢e se najsporije relaksirati svakako je energija jer za to su
potrebni neelasti¢ni sudari koji bi ju odvodili putem reSetke.

Boltzmannova jednadzba bila je dakle namijenjena, kao $to smo ve¢ spomenuli, proracunu
transportnih svojstava klasicnih plinova oslanjaju¢i se vrlo jednostavno receno, na
popisivanje svih ,,in“ i ,,out” rasprdenja u sustavu koja ga u biti relaksiraju. Fizi¢ari Paul
Drude 1 Hendrik Lorentz primijenili su ovu teoriju na elektrone u metalu ali promatrajuci
ih kao slobodni plin. Tako je fizika u Drudeovom modelu daleko drugacija od one koju smo
opisali do sada, posto je on zapravo pretpostavio da rasprsenja na reSetci dovode do otpora,
to jest sudari elektrona na ionima, ipak njegov model daje neke dobre rezultate, Sto je
uistinu zanimljivo. Jedna od glavnih razlika u prora¢unu otpora nalazi se u nemogucnosti
Drudeovog modela da opiSe ovisnost otpornosti o temperaturi. Osim toga, rafun sa
klasi¢nim elektronima ne moze nikako obuhvatiti sve moguce procese, kao $to su, kako
¢emo vidjeti, umklapp procesi. Ipak, tu je Ohmov zakon koji je on na osnovu svog modela
izveo. Lev Landau je pokazao, nadalje, da se jako interreagirajuci sistem, poput elektrona u
metalu, moze promatrati po spektru pobudenja, kao gotovo slobodan plin fermiona. Ovo se
opet moze iskoristiti u proracunu transportnih svojstava ali treba imati na umu da
sveukupna jednocCestiCna teorija bazirana na Boltzmannovoj jednadzbi 1 konceptu
Fermijeve tekucine ne moze uvijek biti dobra. Na primjer, srednji slobodni put naSih
Cestica ne smije biti prekratak u smislu da kvazielektroni ne otkriju da se nalaze u
periodi¢noj reSetci. Granica za ovo je, ¢ini se, oko 10 A[7]. Takoder, u tekuéim ili
amorfnim metalima, opisani model ne daje dobre rezultate. Jedan primjer je hafnij, element
za koji se na visokim temperaturama, na primjer na oko 1350 K, krivulja otpornosti naglo
spusta. Treba istaknuti da se ovo dogada upravo na temperaturi koja, u Boltzmannovoj
teoriji, daje srednji slobodni put od oko 10 A. Iz svega ovoga mozZe se zakljugiti da je
proracun zasnovan na ovom poluklasiénom modelu u dosta slucajeva vrlo dobar te da

postoji niz sistema u kojima ova teorija funkcionira i daje zadovoljavajuce rezultate.
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2.9 Produkcija entropije i varijacijski princip

Entropija sistema je u ekvilibriju maksimalna te je ujedno i stacionarna. Ukoliko se dogodi
da je sistem pod utjecajem neke vanjske sile ocekujemo naravno i promjenu entropije,
tocnije, ocekujemo njenu produkciju u skladu sa ¢injenicom da termodinamicki sistem
dobiva pristup vecem faznom prostoru poSto mu se predaje energija koja onda disipira u
obliku Jouleove topline. Glavni princip kojim se ovdje vodimo jest maksimalizacija
produkcije entropije za konstantno polje. Prema Onsagerovom teoremu vrijedi veza

izmedu neke generalizirane struje /; i generalizirane sile X;[1]:

Ukoliko su struje i sile definirane da vrijedi:

$= Z XJ; (2.41)
tada vrijedi L;; = L;;. Ukoliko je struja j upravo generalizirana struja tada vrijedi za silu
Xi:

Xi==. 2.42
=7 242)

Vratimo se sada Boltzmannovoj jednadzbi i definirajmo funkciju koja mjeri odmak f; od
funkcije £,

a 0
frk = fko - %fﬁk- (2.43)

Za slucaj F-D raspodjele vrijedi

ofc _ f201—£9)

Ogy kT ’
iz ¢ega imamo:
afo afO
_vka_'IIfVT - vkea—S’;E
1
= [ @ = 2R - ek (2.44)

1
= ﬁf(q)k — @) Pyyedk’.

Ovo je kanonski oblik jednadzbe gdje je Py, operator koji u sebi ima ukljucenu i
termodinamicku vjerojatnost prijelaza koja je nuzna da bi se zaista ocijenila frekvencija
prijelaza uzimanjem u obzir samo onih procesa koji se zaista mogu odigrati. Generalno,

Boltzmannova jednadZba moZe se zapisati kao jednadzba oblika:
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X(k) = f{d)k — &, }P(k, k)dk” . (2.45)
Ukoliko definiramo unutarnji produkt dviju funkcija kao

(. g) = f F()g()dx

te (2.45) apstraktnije zapiSemo kao X = P¢ za generaliziranu Boltzmannovu jednadzbu
mozemo pisati:

(®, PD) = (D, X). (2.46)
Varijacijski princip kaZe sada da od svih funkcija koje zadovoljavaju ovaj uvjet funkcija
koja je rjeSenje integralne jednadzbe maksimalizira izraz (&, P®). Dokaz ovoga je
elementaran. Takoder mozemo reci da je rjesenje jednadzbe ono koje minimizira izraz[1]

(D, PD)
{(®, X)}*

Izborom pogodne funkcije ¢ i variranjem njenih parametara mozemo se pribliZiti
egzaktnoj funkciji koja je rjeSenje Boltzmannove jednadzbe. Ima li ovaj princip ikakve
veze sa termodinamikom, odnosno sa entropijom sistema? Iz diferencijalnog oblika

Boltzmannove jednadZbe moZemo formulirati sljedece integrale:

(®,P9) = = [ P ficcare Ak (2.47)

(P, X) = f¢k{fkfield + fkdiff}dk : (2.48)

Sada ¢emo pokazati da je ovakav izraz proporcionalan proizvodnji entropije u sistemu. Za

entropiju fermionskog sustava mozemo pisati:
$ = =k [ Gdnfic+ (L= fln(1 = fid)dk (2.49)
Derivacija ovog izraza po vremenu te razvoj po ¢ daju:
. 1 . 1 A

Za naSa razmatranja promotrimo prvi ¢lan ovog izraza. On je zapravo integral sli¢an onima
iz (2.44) i (2.45). Ravnoteza entropije izmedu dva doprinosa mora biti odrzana. Doprinos

od (2.44) mozemo napisati ovako:
. 1 , )
Sscatt = 57~ j {d) — D) IPE dkdk’. (2.51)

Ovo je pozitivno definitno, kako prema drugom zakonu i treba biti. Sistem zbog rasprsenja

tezi povecanju entropije. Ova jednadzba poznata je kao Boltzmannov H —teorem.
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Produkcija entropije vezana uz polje suprotna je onoj koja je generirana Jouleovom

toplinom:
. 1
Spiea = — 7 E*J. (2.52)

Funkcija ¢ moze biti interpretirana kao generalna struja. Povezimo sada varijacijski
princip i Onsagerovu teoriju. Vidimo kako su u stacionarnom stanju struje takve da je
produkcija entropije maksimalna moguca u skladu sa njenim ocuvanjem. Mozemo reci

kako je ovo fizikalna interpretacija varijacijskog principa.
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3 Rasprsenja

3.1 Vibracije kristalne resetke

Najvazniji proces u Kkristalu je interakcija elektrona sa kristalom i sa Kkristalnim
vibracijama. U situaciji odmaka od idealnog kristala Blochova stanja viSe nisu vlastita u
sistemu elektrona ve¢ dolazi do prijelaza medu njima. Ovi prijelazi izmedu ostaloga utjecu
na relaksaciju struje. U analizi interakcije elektronskog i ionskog sistema pribjegava se
Born-Openheimerovoj idealizaciji. Pretpostavljamo da se elektronski i ionski sustav mogu
opisati odvojeno jedan od drugoga. Ovo je moguée zbog velike razlike u masi i
pokretljivosti izmedu iona i elektrona u vodljivoj vrpci. Tromi ioni sporo reagiraju na
promjene u elektronskom sistemu tako da na kraju njihovo ponaSanje ne odraZava sve
fluktuacije u elektronskom plinu posto ionski sustav osjeca neko prosjecno globalno stanje
elektrona. S druge strane, pokretljivi i lagani elektroni mogu biti promatrani idealizirano ali
upravo na drugom kraju raspona ove reaktivnosti, kao da trenutacno osjecaju svaku
promjenu ionskog sustava te se beskona¢no brzo prilagodavaju novonastalom stanju bez
nekog razdoblja prijelaza. Time se njihovo stanje moze opisivati izravno putem ionskih
koordinata koje se pojavljuju kao skup parametara. Ukupna valna funkcija sistema ovisna

je i oionskim i o elektronskim koordinatama[10]:

Y({r} (R 3.1)
Sada mozemo za sistem elektrona napisati jednadZbu:
(Hel + Hel—ion)(p({ri}; {R?}) = Eel—ion¢({ri}; {R?}) (3-2)

Ukupno rjeSenje pune SJ moze se razviti po skupu ovih valnih funkcija posto se radi o

ortonormiranom potpunom skupu. Preko raspisa pune valne funkcije:

P RID = ). DRID () (RY) (33)
pojavljuju se matri¢ni elementi, izmedu ostaloga i:
B2 o1 00, (I (ROD)
Maw =37 | 0 on @ RED==52 ] [ (34)

Upravo ovi matri¢ni elementi opisuju interakciju elektrona sa vibracijama kristalne resetke.
Medutim, postoji lak$i na¢in da se opiSe te vibracije putem pomaka iona od svojih
ravnoteznih polozaja i Fourierove analize u kombinaciji sa formalizmom druge

kvantizacije.
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Najbolji pristup problemu bio bi da varijaciju kristalnog potencijala prikazemo kao

linearnu u pomacima samih iona:

SU = Z ou
A Nib My (3.5)

Ove pomake mozemo zapisati u terminima normalnih koordinata pomocu operatora
stvaranja i uniStenja fonona te nakon sredivanja izraza dobivamo za vjerojatnost prijelaza

po jedinici vremena pomoc¢u Fermijevog zlatnog pravila izraz[10]:

1/2
1/2 h ,
Wi = (tgp) (m) 86k ~—qFap (K . (36)
Ovdje vrijedi:
, [ aU
(e k) = f oL (eqp %> Dyedr. 3.7)

Vidimo da je integral (3.7) glavni dio Citavog problema. Takoder je zanimljiva delta
funkcija koju imamo u (3.6), a koja nam definira dopuStene procese preko zakona
ocuvanja:

q=k'—k—-G. (3.8)
U slucaju da je G = 0imamo rasprsenje koje se odvija kao da smo u konstantnom
potencijalu sa ravnim valovima i ovakva se rasprSenja zovu normalna rasprSenja. Medutim,
kada G nije nula otvara se najednom citav niz novih nacina rasprsenja koji ¢e kod nekih
metala bitno doprinijeti otporu. Dozvoljavamo dakle:

kk—-k=q+6G. (3.9)
Ovaj tip rasprdenja nazivamo ,,Umklapp*“-procesima posto dolazi do preklopa rezultantnog
valnog vektora na drugu stranu promatrano u prvoj BZ. Ovo je novina koju uvodi kristalni
potencijal. Vratimo se sada izrazu (3.7). Sto se ti¢e interakcije elektrona sa ionima mozemo
zamisliti da se radi o interakciji opisanoj jednostavno preko atomskih potencijala
individualnih iona koje stoga moramo smatrati krutima. Vrijedi dakle:

Uer—ion(T; {R1}) = z Uys(r —Ry). (3.10)
l

Nadalje, vrijedi sljedeca relacija:

aUel—ion - _ aUa(r - R?)
ou(RY) or '

(3.11)

Ukoliko sada atomski potencijal Fourier- transformiramo prije derivacije izraz (2.7)

postaje:
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Fop(k, k) = eq,(q + G)Uy(q + G) f utudr (3.12)

gdje je u periodi¢ka modulacija koja se pojavljuje u Blochovim valnim funkcijama. Citav

matri¢ni element interakcije elektrona sa fononima sada poprima sljedeci oblik:

/
Wkk = (nqp)l : (

Nadalje, moze se pokazati da vrijedi[1]:

h

1/2
ZmN‘qu> 6G,k'—k—qeqp(q + G)Ua(q + G) j u*udr. (313)

2
U(q) f wudr = £ €0 G(ars) (3.14)

gdje je:

XCOSX — sinx)

G =3 ( — (3.15)

3.2 Sudari elektrona

Elektroni u metalu takoder ¢e se medusobno rasprsivati medutim ova interakcija nece biti
od posebnog znacaja za relaksaciju impulsa i1 energije poSto ¢e vecina sudara biti takva da
¢e ove veliCine ostajati oCuvane u sistemu elektrona. Moguée je medutim da se i medu
elektronima dogode umklapp rasprSenja koja ¢e odnositi dio impulsa posto se prilikom tih
rasprdenja radi o predavanju impulsa resetci. Dakle, ¢ak i u ovom sluéaju reSetka je ta koja
utjeCe na relaksaciju sistema. Opcenito moramo naglasiti da za elektrone u savrseno Cistim
metalima nema drugog nacdina relaksacije impulsa osim putem kristalne reSetke.
Pristupimo li problemu interakcije elektrona perturbativno, mozemo reci da je elektronski
plin perturbiran medusobnom interakcijom te da perturbacija, ukoliko nije jaka, samo
pomice funkciju gustoée stanja za neki iznos. Ukoliko je na nekom mjestu perturbacija
iznosa U, a gustoc¢a neperturbiranih stanja ny(E) tada ¢e vrijediti:
n(E) = ny(E — Uy). (3.16)

Gustoca elektrona ukoliko su sva stanja popunjena je n(Ep). Ova gustoca varira prateci

varijaciju U, Poissonova jednadzba onda glasi:
VZUO = —41T€2(TL(EF) - nO(EF)). (317)

Dalje moZemo pisati:

on
V2U, ~ 4ne2U06—Ef’ = 4me?U NV (Ep). (3.18)
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Ovdje se prirodno pojavljuje gustoca stanja na Fermijevoj plohi. RjeSenje ove jednadzbe je

potencijal Yukawa tipa:

2

e
Up =—exp(—gr) (3.19)

gdje je ¢ = 4me? NV (Ep).
Ovime smo na elegantan nain dobili bitan rezultat za elektron-elektron interakciju.

Prilikom proracuna rasprSenja koristimo ovaj izraz[1].

3.3 Utjecaj necistoca

Necistoc¢e u svakoj kristalnoj strukturi povecavaju otpor te se pojavljuju kao svojevrsni
parametar koji ostaje ukoliko ekstrapoliramo vrijednost otpora na apsolutnu nulu. Stoga se
njihov doprinos otporu naziva jo$ i rezidualni otpor. U vecini mjerenja pokazalo se kako
ovaj doprinos otporu nije temperaturno ovisan te da raste linearno sa povecanjem
koncentracije necistoce. I za ova rasprSenja, ukoliko se radi o ionima, moZzemo rec¢i da se
odvijaju na zasjenjenom potencijalu, ali u RTA aproksimaciji temperaturna ovisnost
nestaje posto raspodjela necistoc¢a ne ovisi zaista o temperaturi. Medutim, iako je tako,
koncentracija necistoca i tip necisto¢a mogu mijenjati vibracije kristala i time utjecati na
elektron-fonon interakciju. Takoder ispada, kako ¢emo vidjeti, da prorac¢uni u okviru RTA
aproksimacije mogu biti vrlo opravdani za neciste metale posto je moguce pretpostaviti
prevladavanje izotropnosti rasprSenja[5]. Postoje razne vrste necistoca ili tocnije
nesavrSenosti u kristalu. Osim praznih mjesta i dodanih intersticijskih necistoca, postoje 1
efekti rubova, dislokacije itd. Naravno, naSa osnovna pretpostavka je da se rasprsenja na
vibracijama 1 ona na necistoéama mogu tretirati odvojeno, barem aproksimativno.
Navedimo neka opazanja i pravila vezana uz koncentraciju necistoca u metalu[1].
Nordheimovo pravilo:

Ukoliko imamo dvije vrste necistoca rezidualni otpor ¢e biti proporcionalan x(1 — x) gdje
je x koncentracija jedne vrste ne¢istoca a 1 — x druge vrste.

Norburyevo pravilo:

Rezidualni otpor povecava se sa valentnom razlikom izmedu necistoce i metala.

Postoji joS jedan zanimljivi efekt u metalima, poznat pod nazivom Kondo efekt.
Zamijec¢eno je u vrlo pazljivim mjerenjima da rezidualni otpor pokazuje cudnovat skok

kako se temperatura smanjuje. Ovaj fenomen minimuma rezidualnog otpora uzrokovan je
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rasprSenjem elektrona na magnetskim necisto¢ama. Ova pojava medutim nije tema ovog

rada. Efekt necistoca nebitan je u nasoj analizi temperaturne ovisnosti otpora.

3.4 Mathiessenovo pravilo

Svi mehanizmi rasprSenja ne mogu se istovremeno promatrati, uzimajuci u obzir egzaktno
sve njihove interakcije, te se stoga oslanjamo na ideju da svaki moze biti uzet u obzir
zasebno te da se na kraju svi mogu jednostavno zbrojiti. Time zapravo imamo formulu:

p=p1+p2 (3.20)
koja opisuje ovu nezavisnost mehanizama rasprdenja te aditivnost operatora rasprsenja.
Prisjetimo li se varijacijskog principa znamo da ¢e Cinjenica da neka funkcija nije egzaktno
rjeSenje Boltzmannove jednadzbe povlaciti za sobom da ujedno nece dati minimalnu
vrijednost varijacijskog integrala. Ovaj je integral, kako ¢emo poslije vidjeti, povezan sa
otpornos¢u sistema. Pravi otpor uvijek je manji ili jednak onome koji je dobiven pomocu
varijacijskog principa. S tim na umu, mozemo zakljuciti da ne mozemo istu funkciju
koristiti za sve operatore rasprsenja. Neka vrijedi za operatore rasprsenja:

Pror = P, + P,. (3.21)

Tada ¢e ukoliko koristimo istu funkciju za proracun za ukupni operator kao $to smo
koristili za posebno operatore 1 i 2 rezultat nuzno biti veci ili jednak a ne strogo jednak
zbroju kao u (3.16):

p=p1+p; (3.22)
Jednakost vrijedi samo ukoliko je probna funkcija koja je rjeSenje za mehanizme 1 i 2
ujedno i rjeSenje za ukupni operator. Ukoliko tome nije tako, nema ni aditivnosti
otpornosti. Pogreska ipak u velini slucCajeva nije velika i Mathiessenovo pravilo
aproksimativno vrijedi. U daljnjem tekstu koristit ¢emo pretpostavku izotropnosti
rasprsenja ¢ak i kod onih metala kod kojih ta pretpostavka i nije posve opravdana opcenito.
Ipak, ukoliko uzmemo da se radi o necistim metalima sa visokom koncentracijom

necistoca, greska ove pretpostavke nije velika.
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4 ProracCun otpora jednostavnih metala

4.1 Primjena varijacijskog principa

Varijacijsku formulu mozemo iskoristiti za izravni proracun otpora metala odnosno za §to

bolju ocjenu njegove gornje granice. Za entropiju mozemo pisati[1]:

P2
$= ’% (4.1)

Sto je jednako S, 12 ove jednakosti slijedi izraz za otpornost:

%ff{q)k — ¢y }PE dkdk’
= . (4.2)

d
|fevk¢ka_£!;

U drugom poglavlju smo definirali ovakve integrale kao skalarne produkte sa odredenim
svojstvima te smo iskazali varijacijski princip. Vidimo da se i na izraz (4.2) ovaj princip
moze primijeniti posto vrijedi:

(D, PD)

P @ XE=DF )

Sada mozemo minimalizacijom ovog izraza pronaci otpornost. Mi ovdje ne¢emo odabirati
nikakvu viSeparametarsku funkciju niti ¢emo =zaista minimalizirati izraz po tim
parametrima ve¢ ¢emo odabrati neku jednostavnu funkciju koja ¢e nam dati dobru ocjenu
otpornosti. Prava otpornost prema varijacijskom principu mozZe biti samo manja od
dobivene vrijednosti. Proradun koji slijedi pogodan je za metale prve skupine,
monovalentne sa malom Fermijevom plohom uvuenom u prvu BZ, za koje vrijedi
priblizno izotropno vrijeme rasprSenja. Moguce je prona¢i probnu funkciju koja je
egzaktno rjeSenje Boltzmannove jednadzbe u uvjetima RTA aproksimacije te ¢emo nju
koristit u naSem prora¢unu. U ovom jednostavnom proracunu uzimamo samo raspr$enja na
vibracijama resetke, koja i jesu dominantna. Takoder ¢emo se zadrzati samo na normalnim
rasprSenjima $to ¢e nam vjerojatno dodatno smanjiti otpor. Mozemo spekulirati da ¢e ovo
smanjenje upravo kompenzirati prevelik iznos otpora dobiven zbog krive probne funkcije,
koji ¢e sigurno biti veci od realnog, ali teSko je zaista re¢i tocno o kojim se iznosima radi.
Nadalje, ovim proracunom cilj nam je dobiti priblizno temperaturnu ovisnost otpornosti.

Probna funkcija koju odabiremo je:

O =k, (4.4)



gdje je u jedini¢ni vektor u smjeru elektricnog polja. Uz ovo pojednostavljenje nazivnik je

lako integrirati. Rezultat te integracije je:

of° eksS; |’
f VP e, A= <12n3h (4.5)

I sada se mozemo posvetiti brojniku.

ZapiSimo prvo sveukupnu vjerojatnost prijelaza u jedinici vremena:

I

Plg;r = (m) 5g,k—k'—q|Wq,p (k, k')lzo(gk + hv — 5k')n2fk0 aA-£) (4.6)

gdje je ng ocekivani broj fonona u danom stanju, koji odgovara Bose-Einsteinovoj
distribuciji. Za matricni element prijelaza mozemo pojednostavljeno pisati:

wyp(k, k) =eq,(k—k)C(lk —K']). 4.7
Za brojnik izraza (4.3) imamo:

=, 2 — 2 )
I?_Tfﬂ (Ku) (Ke) C (K)O(Sk + hv —5k')n2 ka(l

mNv
— 1)8 g k—k—qdkdk'dq .

(4.8)

Pokrata K = k — k’ iskoriStena je ovdje. RijeSimo li se delta funkcije jednostavno nam
ostaje uvjet ocuvanja impulsa odnosno uvjet na valni vektor koji za normalne procese glasi
q = K = k — k’. Nadalje, mozemo odmah rijeSiti i ¢lan ocuvanja energije integracijom po
vaijabli k" §to nas ostavlja sa sljede¢im izrazom:
.1 A&y .
f O, + hv — £)dk’ = ﬁj O+ hv = ) F-E dS s

1 ds’r (4.9
T 8n3h) v

Integraciju po varijabli k mozZemo rijesiti na sljede¢i naéin. Pogledajmo posebno ovaj dio

integrala:

f 21— £2)dk .
Integrand u ovom izrazu mozemo gotovo svesti na delta funkciju ukoliko imamo na umu
da su vektori k i k” povezni fononskim valnim vektorom koji je, u odnosu na njih, jako
mali. Energija fonona je u biti omedena maksimalnom energijom koja je u odnosu na
nekoliko elektronvolti energije elektrona mala i ostavlja valni vektor nakon rasprdenja
gotovo na istoj plohi. Uzmemo li da su zaista na istoj plohi mozemo pisati za integrand
(1 - £2) $to je gotovo isto Sto i delta funkcija centrirana oko vrijednosti Fermijeve
energije. Ovime smo smanjili broj mogucih valnih vektora na one koji leZe na fermijevoj

plohi. Na osnovu ovog razmatranja slijedi:
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[ re - p&a
B 1 ds;
 4g3 _U (eCEx=8/KT + 1) (1 + e~ (Exthv=5/kT)

T 4m31—e7% ) hv,

de,

Ovdje je z = :—; Sada mozemo sve ove dijelove posloZiti u varijacijski integral i prihvatiti

se posla dvostrukog integriranja po Fermijevim plohama:

Imh ff (i) (K&)'c2(K)  dSpdS's
2e?mNkT k252 )) (1 — e~ "/kT)(eW/kT —1) v v’ (4.11)

p =

Posto je K = g mozemo integral zapisati i pogodnije na sljedeci nacin:

3mh 1 ﬂ q*c%(K) dSp dS’z
2e2mNkT k252 )) (1 — e W/kT)(ehV/kT — 1) v " (4.12)

p:

Ovo naravno vrijedi za normalne procese u kojima je vektor recipro¢ne resetke jednak nuli.
Nadalje, iz geometrije normalnih rasprsenja slijedi jednostavno pomocu kosinusovog
poucka izraz koji povezuje kut rasprsenja i valni vektor fonona:
q? = k? + k' — 2kk’cosO = 2k — 2k:cosO = 2k:(1 — cosf) .
Zatim ukoliko deriviramo taj izraz imamo qdq = kzsin8d6. Ukoliko se sjetimo izraza za
diferencijalni element povrsSine sfere u sfernim koordinatama vidimo da je upravo ovaj
diferencijal njegov dio:
dSp = k2sinfdfde. (4.13)

Ukoliko sada napravimo odgovarajuce supstitucije diferencijala na kraju dobivamo na$
izraz za otpornost u obliku slj edec’eg integrala:

q°C*(K)dq
P =22 meT k2 ff (1 — e~hv/kT)(ghv/KT — 1)’ (4.14)

Nadalje, znamo da je valni vektor povezan sa frekvencijom fonona te se opet moze
provesti supstitucija i1 eksponenti u nazivniku zapisati takoder preko wvarijable

q. Eksplicitno, mozemo pisati:

hv qHD
kT ~ R,T’ (4.15)
Za disperzijsku relaciju vrijedi:
_ _2Rp . mq
Var = S TSR, (4.16)

dok za male vrijednosti argumenta sinusa imamo v, ,, = s,,q. Nadalje onda slijedi:
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kHD = flSpRD (417)
a na osnovu ove relacije mozemo dalje lako pokazati da vrijedi (4.14). Ovdje je

Rp Debyejev radijus, 6, Debyejeva temperatura, a s, je brzina zvuka. Nakon ove zamjene

q6p

varijabli i kad stavimo z = )
RpT

dobijemo:

3mh 1 RST® fGR/T C2(K)z5dz
(
0

P~ 4eZmNKT k2 5 1-e?)(e?—1) (4.18)

n
N(EF)

Za integral preklopa moZe se pisati za N-procese C(K) = C(0) = gdje je NV (&Er)

gustoca stanja u energiji na Fermijevoj energiji. Tako na kraju dobivamo izraz:
3nh 1 R?)T6 z°dz

Op
T
= c?(0 j .
P = GImNIT 1z 65 © )y G=e (e -1 (4.19)

Integral u izrazu (4.18) mozemo racunati u dva rezima, rezimu niskih i rezimu visokih
temperatura gdje je grani¢na upravo Debyejeva temperatura. U reZimu visokih temperatura
mozemo nazivnik razviti u red i1 zadrZati samo potencije manje od Cetvrte ¢ime dobivamo
integral oblika [ z3dz. Ovo o¢ito vodi na linearnu ovisnost otpornosti 0 temperaturi. U
rezimu niskih temperatura gornja granica integrala tezi u beskonacnost a sam integral tezi
konkretnom broju, 124.4 . Otpornost stoga postaje proporcionalna petoj potenciji
temperature. Medutim, ne mozemo nastaviti dalje bez da se zadrzimo jo$ malo na integralu
u izrazu (4.18). Klasa funkcija definiranih preko ovog integrala poznata je jo$ pod nazivom
Debyejeve funkcije. Za ove integrale bilo je tesko naci eksplicitnu reprezentaciju. Takve
reprezentacije, medutim, postoje. Konkretno, na$ integral moze se zapisati na sljedeci
nacin[4]:
[=51¢(5) — (S!Lis(e‘x) + 51 xLiz(e™¥)
+ 60x2Liz(e ™) +.. +x5Li0(e‘x)) . (4.20)

U (4.20) ¢lanovi oblika Li, (t) su polilogaritmi koji se u integralnoj formi mogu zapisati na
sljede¢i nacin[4]:

Z Li,
Lin+1(Z) =j0 lT(t)dt (421)

Nadalje, pojavljuje se i funkcija poznata kao Riemannova zeta funkcija, ¢(x), koju se

definira na sljedeci nacin:

1
{(x) = z o (4.22)
n=1
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Citava zagrada tezi u nulu kada argument x teZi u beskonaéno tako da nam ostaje samo
prvi ¢lan odnosno produkt Zeta funkcije izracunate za vrijednost svojeg argumenta jednaku
pet i 5! Sto je sve skupa onda upravo 124.4, kao Sto smo rekli. Za niske temperature tako

dobivamo:

3th 1 RST®, n 2
P = 2e2mNKT k;{v% 65 (N(&F)) x 1244 (4.23)
Formula koju smo dobili u (4.19) a koja uzima u obzir samo normalne procese rasprsenja
zove se Bloch-Gruneisen formula. Kao Sto vidimo, ona generira linearnu ovisnost na
visokim temperaturama te ovisnost na petu potenciju na niskim temperaturama. Ukoliko
zelimo odrediti iznos otpora reSetke na sobnoj temperaturi, recimo na 300 K, mozemo
srediti numericke faktore u Bloch-Gruneissen formuli te imamo izraz:
m3h3kET

e (4.24)
4e?mkf?n

p

Na osnovu ovog izraza mozemo za monovalentne metale usporediti teoriju sa
eksperimentom. Kada se unesu numeri¢ki podaci za razne metale dobije se rezultat koji je

veci od eksperimentalnih mjerenja. U sljedecoj tablici navodimo rezultate za neke metale:

Or pr(300 K) Pexp(300 K) Pexp/ Pr
Natrij 180 5.63 4.34 0.77
Litij 330 6.67 9.32 1.4
Kalij 114 6.78 5.44 0.8
Rubidij 65 8.76 11.50 1.31
Cezij 45 10.92 16.42 1.5
Bakar 320 0.991 1.86 1.87
Srebro 200 1.392 1.61 1.16
Zlato 200 0.761 2.48 3.26

Tablica 1. Teorijske i eksperimentalne vrijednosti otpora reSetke navedene u uQcm te omjeri

teorijskih vrijednost naspram eksperimentalnih.

Parametar u prvom stupcu je vrijednost Debyejeve temperature koju smo uzeli u
proracunu. Za oc¢ekivati je da ¢e teorijske vrijednosti biti manje od eksperimentalnih zbog
zanemarenja U-procesa. Medutim, vidimo da tome bas i nije tako. Na 300 K za natrij i

kalij dobili smo vrijednosti koje su vece od eksperimentalnih. Nije li moguée da su probne
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funkcije bile toliko pogresSne da su jednostavno ne samo ponistile nego i premasile efekte
U-procesa koje smo zanemarili? S druge strane, za metale kao $to su bakar, srebro i zlato,
ocjena otpornosti je premala. Ovdje su ipak umklapp procesi odnijeli prevagu. Usporedimo
li pak samu temperaturnu ovisnost koja je dobivena teorijski sa eksperimentalnim
podatcima vidi se da je zaista moguce za monovalentne metale prilagoditi podatke
polinomijalnoj ovisnosti oblika A + BT + CT®.

p/pOCm

g

v w m w m w0
Slika 10. Temperaturna ovisnost otpornosti natrija.
Na niskim temperaturama prevladava peta potencija temperature:
Pl
020 |
015
0.10 ;
005
; T

Slika 11. Ovisnost otpornosti natrija na niskim temperaturama.
Mozemo pogledati sada i eksperimentalne podatke koji zapravo iznenadujuc¢e dobro prate

teorijsku krivulju. Mozemo zakljuciti da su glavni problemi ovdje uistinu samo vezani uz

izbor numerickih faktora. Dok neke od njih sigurno znamo, neke smo ipak morali
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aproksimirati te smo dobili o¢ito pogresSne iznose ali ipak moZzemo biti zadovoljni sa
temperaturnom ovisnoscu.

/pCm

03 [

01 .

Lo oo 1 W

| I I I I L TR L L I L
10 20 30 40 50 60

Slika 12. Eksperimentalni podatci za otpornost Na.
Na svim ovim grafovima nije bio uzet u obzir rezidualni otpor. Mozemo dakle zakljuciti da
je ovaj opis jednostavnih normalnih metala dobar te da sve naSe pretpostavke i

aproksimacije nisu daleko od istine.

4.2 Doprinos umklapp procesa

Istaknimo jo$ jednom specificnost rasprSenja unutar kristala to jest, prijelaze koji su
moguci izmedu stanja. Uobicajene prijelaze koji su takvi da je razlika ulaznog i izlaznog
kristalnog momenta jednaka upravo momentu fonona zovemo normalnim procesima i za
njih smo u prethodnom odjeljku odredili geometriju rasprsenja te dostupan fazni prostor.
Medutim, jo$ jedna vrsta procesa je dopuStena u kristalu a to su oni u kojima se 0sim
rasprSenja na fononima dogada i rasprSenje na samoj resetci odnosno vrijedi relacija:
k"—k=q+6G. (4.25)

Ovdje je G vektor reciprocne resetke. Uz ovakvu relaciju mijenja se rezultantni vektor
rasprienja koji je sada prakti¢ki preklopljen na suprotnu stranu Fermijeve plohe, odakle i
naziv umklapp procesi. Kako ova promjena zavrSnog faznog prostora utjeCe na
temperaturnu ovisnost otpornosti? Na sljedecoj slici prikazani su normalni i umklapp
procesi u svrhu ilustracije naSih geometrijskih razmatranja. Glavno je pitanje kakav je
doprinos umklapp procesa na niskim temperaturama, manjim od Debyejeve, posto je i taj
doprinos na visokim temperaturama linearan, kao i za normalne procese. Pouceni
integracijom za normalne procese pokuSajmo prikazati faktore u integralu kao funkcije

fononskog valnog vektora.
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Slika 13. Geometrija N i U procesa
Ukoliko vrijedi da je doprinos integrandu koji je rezultat umnoSka faznog prostora,
prijenosa brzine i matri¢nog elementa jednak q"dq, tada za temperaturnu ovisnost vrijedi
T™*1 §to se moze lako vidjeti ukoliko promotrimo na primjer izraz (4.19) na niskim
temperaturama kada gornja granica integracije tezi u beskona¢no. Naime, ostatak

doprinosa dolazi jo$ od funkcije (l_e_fm gdje je z proporcionalno q. lako je funkcija

(4.19) dobivena za normalne procese lako je zamisliti bilo koji oblik nazivnika
proporcionalan q™dgq te ponoviti postupak zamjene varijabli. Temperaturna ovisnost tada i
sama mora biti proporcionalna potenciji kojoj je proporcionalan ukupni brojnik.
Promotrimo sliku 13 na kojoj vidimo Fermijevu sferu i njenu kopiju. Vektor k", nalazi se
na toj ponovljenoj sferi. 1z ovog prikaza jasno je da se proces rasprsenja na susjednu sferu
moZe dogoditi samo ako je pocetno stanje dovoljno blizu njenoj povrsini, a ovo ovisi o
fononskom vektoru q. Skup svih ulaznih stanja je vrpca centrirana oko Braggove ravnine,
tocnije, oko dvije ravnine. PovrSina svake vrpce iznosi

Amqk?
G
Sto se sada mora pomnoZiti sa povrSinom koja odgovara skupu svih moguéih izlaznih

stanja koja je jednaka 2mqdq, te imamo[5]:

162k
PU = _G F qqu (426)

Medutim, ovaj doprinos od povrsine faznog prostora nije jedini. Bitan u cijelom procesu je

2, Medutim, ovaj posljednji faktor vezan
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uz razliku impulsa ukupno je proporcionalan samo vektoru recipro¢ne reSetke G2
(izraz 3.9). Zadnji doprinos koji je preostao je onaj matricnog elementa. Matri¢ni element
je:

2

1 —
lwy (k, k)|? = p |(k|eg 2VV|K)| (4.27)

te poSto mozemo zanemariti g kod umklapp procesa, operator nabla daje na kraju opet

samo faktor recipro¢ne reSetke. To znaci da je od matri¢nog elementa preostao samo jos
faktor 1/q. Sve skupa za umklapp procese tada imamo kvadratni doprinos temperaturne

ovisnosti na niskim temperaturama ukoliko se pomnoze doprinos 1/q od (4.27), te
doprinos od (4.26). Medutim, ovo nije jedini moguci kvadratni doprinos temperaturnoj

ovisnosti otpornosti.

4.3 Rasprsenja elektrona na elektronima

Razmotrimo kakav je doprinos elektron-elektron rasprsenja ukupnom otporu metala. Za
pocetak istaknimo nesto Sto bi trebalo biti ocito, a to je da uobicajena rasprSenja izmedu
Cestica koje €ine struju ne mogu istu i relaksirati zbog zakona o¢uvanja momenta. Jedini
nacin da se ovo dogodi je rasprSenje u neka druga pobudenja koja ne vode struju, a drugi
su umklapp rasprSenja. Pitamo se stoga, kakav je doprinos elektron-elektron umklapp
raspréenja? Interakcija elektrona za naSe potrebe moZe biti opisana kao zasjenjena
Coulombska putem izraza:
e © igiramh, (4.28)
[Ty — 14

Pomoc¢u Fermijevog zlatnog pravila zapiSimo kako izgleda matri¢ni element prijelaza
izmedu ulaznih 1 izlaznih stanja:

me? 8201

Vo ks —ki|?+ g%

4
<k1:k2|H|k3»k4) = (4-29)

Posto imamo sveukupno cetiri valna vektora po kojima moramo integrirati nece biti lako
rijesiti varijacijski integral. Medutim, znamo da se svi procesi mogu promatrati kao da su
ogranic¢eni na Fermijevu plohu te nam ostaje zapravo integracija po svim kombinacijama
valnih vektora elektrona uz uvjet da im suma mora biti jednaka vektoru recipro¢ne resetke.

Sam varijacijski integral koji je zapravo brojnik izraza za otpornost, izgleda ovako[1]:
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(@P0) = o [ (82 + 92— 0 — 6.Vl dhydls
4rreG 22
- q « 7} 2 —_
_8kT_[{g ) |k3 + k|2 + 92} h
+&—E—&) 5g,k1+k2—k3—k4f10f20(1

— A = f)dk,dk,dksdk, .

0(&, (4.30)

Nakon manipulacije ovim izrazom koja je rutinska i podsje¢a na one prilikom integracije

kod otpora resetke mozemo istaknuti sljedecu formulu ¢ija forma nam je poznata:
1 e?gg? t® eZz2dz
- —Li ey [
96m? hSvg ( Z—1)? (4.31)
6d51d.5'2d.5'3d54 '
{lks — k1]? + g%}*

Rjesavanjem dakle ovih integrala za rasprsenje elektrona na elektronima imamo:
gkg\ (kT\?
p~5 x 1073G 2 (g >(£p) (4.32)
Ovdje je g = 4me?N(Er) faktor prostornog guSenja koji dolazi od zasjenjenog
potencijala. Koliki je zaista doprinos ovog izraza sveukupnoj otpornosti metala?
Optimisti¢ne ocjene kazu da bi trebao biti negdje blizu 0.5 uQcm ali mjerenja ukazuju na
to da je daleko ispod te vrijednosti, toliko daleko da kvadratni doprinos otpornosti kod

natrija na primjer nije ni opazen[1] [6].

4.4 Aluminij i indij

Integracija rasprSenja koja se odvijaju na FP mukotrpan je posao za sluc¢aj U-procesa. U
svojem ¢lanku iz 1972. godine Lawrence 1 Wilkins[5] analiziraju doprinos ovih procesa
niskotemperaturnoj otpornosti kod Al i In na tragu ideje da bi elektron-elektron doprinos
morao kod Na biti isti kao i kod Al i In, te pokazuju kako kod Al i In glavni doprinos imaju
elektron-fonon procesi daju¢i kvadratnu ovisnost temperature ili barem ovisnost blisku

kvadratnoj. Citav matri¢ni element prijelaza razvijen je po Fourierovim komponentama

elektron-fonon potencijala. Imamo:

3tNm
b= (o w%) (4.33)
dsd h h?
s =T nrpy [[ S - 2 (o) 1 E TR T SRR
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, m2 - 12 ~I2
T2k, k) :Fh’ — 3| wy(k, k)2 (4.35)

Izraz (4.36) moze se prikazati kao polinom Cetvrtog stupnja ukoliko razvijemo Fourierovu

komponentu u red[5]:

dV (x)
dx

Ovime se integral (4.35) moZe razviti u sumu jednostavnijih integrala po potencijama

V(| +G|) =V +3eviG), Vvi(G)= (4.36)

fononskog valnog vektora q. Ukoliko zatim i faktor dSdS” prikazemo pomoc¢u fononskog
valnog vektora bitno ¢emo pojednostaviti integraciju. Nadalje koriste¢i geometriju te
kosinusov poucak ovo ¢e izgledati vrlo slicno integraciji kod normalnih procesa iako je
krajnji izraz ipak drugaciji i slozeniji. Vaznu ulogu imaju ¢lanovi polinoma koji su
proporcionalni nultoj i drugoj potenciji fononskog valnog vektora, to su S° te $2 , koji
produciraju temperaturnu ovisnost proporcionalnu drugoj odnosno cetvrtoj potenciji
temperature. Doprinos U-procesa dominantan je u oba sluc¢aja i daleko veéi od doprinosa
N-procesa stoga je oCito koliko velika greska bi bila, 1 kvalitativno i1 kvantitativno, ukoliko
bismo zanemarili ove procese za aluminij i indij. Takoder, ¢lan proporcionalan Cetvrtoj
potenciji kod aluminija moze potisnuti onaj sa drugom potencijom te je mogucée da se
eksperimentalno druga potencija tesko razluci u odnosu na istu kod indija. Zakljucak koji
se namece jest da je u otpornosti metala najvazniji doprinos onaj koji nastaje elektron-
fonon interakcijom. Doprinos elektron-elektron interakcije je zanemariv dok je efekt
necistoca ovdje bitan utoliko $to nam omogucava proracun otpornosti za neciste metale
pomocu probne funkcije koja egzaktno odgovara RTA te izotropnom relaksacijskom
vremenu. MoZda najvaznije od svega jest dokaz kolektivnog stanja elektrona u metalima

kao stanja normalne Fermijeve tekuéine putem reprodukcije kvadratnog doprinosa na

niskim temperaturama.
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Slika 14. Geometrija rasprsenja za integraciju U-procesa.

4.5 Otpornost Na, Al i In

MozZzemo sada pokuSati uvrstiti konkretne numericke faktore 1 izracunati neke
niskotemperaturne otpornosti odabranih metala. Ogledni primjerak pogodan za Bloch-
Gruneisenovu formulu je zbog svoje jednostavnosti natrij. Natrij je jednovalentan metal
Cija gustoca elektrona stoga mora odgovarati gustoéi samih iona dobivenoj preko
volumena jedinicne resetke. Njegova FP uvucena je duboko u 1 BZ te je gotovo sfernog
oblika. Takoder, na niskim temperaturama kod natrija U-procesi trnu posSto prosjecni
fononski valni vektor nije dovoljno velik da inducira umklapp prijelaz. Dakle, natrij je
pogodan upravo za provjeru niskotemperaturne ovisnosti normalnih procesa. Polazisna
tocka je formula (4.13) s tim da je integracija provedena za geometriju normalnih procesa.

Kao $to znamo, glavni faktor koji producira temperaturnu ovisnost je Debyejev integral:

Or
T z3dz
— 4.37
J fo (1—e (e - 1) (437
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Kao §to smo ve¢ spomenuli, niskotemperaturni limes ovog izraza je konkretan broj, za
slu¢aj pete potencije u brojniku, taj broj je 124.4. Kada se srede svi numericki faktori za

otpornost se dobije ovaj izraz:

(4.38)

m 3N mV2(0) /T \°
P = 124'47192 n Mhkg0p (@) '
Uvrstimo li numericke podatke gustoce elektrona, elektronske efektivne mase, Fermijeve
energije, mase samih iona koju smo izjednacili s masom atoma, te temperature G5[1] za
natrij dobije se:

p(T) =33%x107° X T® uQicm (4.39)

gdje smo odmah numericki faktor prilagodili da se rezultat dobije u uQcm. Napomenimo
samo da je za efektivnhu masu elektrona u kristalu natrija uvrStena masa slobodnog
elektrona upravo zbog mogucénosti aproksimacije disperzije na dnu vrpce parabolom koja
odgovara disperziji slobodnih elektrona ali ne nuzno sa njihovom masom. Na osnovu
nekoliko setova podataka iz raznih mjerenja mozemo formirati tablicu niskotemperaturne
otpornosti te ju usporediti sa dobivenim izrazom (3.19).

Na sljedecoj stranici je tablica eksperimentalnih vrijednosti kao i graficka usporedba izraza

(4.39) i krivulje koja se dobije na osnovu podataka iz tablice.

T/K p/ufem T/K p/uflem
1 11 0.00097
2 1.3x 1077 12 0.00148
3 1.1x 107° 13 0.00214
4 5.0x 107 14 0.00302
5 1.59x 1075 15 0.00414
6 4,12x 107° 16 0.00555
7 9.26x 107> 18 0.00934
8 1.87x 10~* 20 0.0147
9 3.49x 107* 25 0.0361
10 6.03x 107* 30 0.0702

Tablica 2. Eksperimentalni podatci za otpornost natrija navedeni u uQcm.
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Slika 15. Graficki prikaz eksperimentalnih podataka(plava krivulja) i funkcije (4.40). Na y osi je
otpornost navedena u uQcm dok je na x osi temperatura navedena u K.

Prilagodba podataka iz tablice 2. na polinom petog stupnja dala je izraz:
p(T) = 3.042 x 107°T> (4.40)
Sto je barem Sto se reda velicine tice isto kao izraz (4.40). U grubo, nas$ koeficijent je malo
veéi od ovog. Pregledom podataka moZe se nadalje utvrditi kako je ovisnost s petom
potencijom dobar opis niskotemperaturnog ponaSanja do oko 30 K te se nakon toga
uspostavlja trend porasta slican linearnom. Smatram da se moze nedvojbeno potvrditi da je
na niskim temperaturama kod natrija dominantan upravo taj normalni doprinos otpornosti.
Drugi od tri odabrana metala je aluminij, trovalentni element ¢ija FP stoga prodire kroz
prvu i drugu BZ omogucavajuci time U procese i na niskim temperaturama. Kristalna
struktura je FCC tako da u jednoj ¢eliji imamo ukupno tri iona na osnovu ¢ega jedna celija
u nekom uzorku daje devet elektrona. Na osnovu gustoce elektrona onda mozemo lako
odrediti gustocu c¢elija. Kao Sto je poznato, za normalne procese koristimo opet Bloch-
Gruneisen formulu te na osnovu numeric¢kih podataka mozemo izracunati koeficijent uz
petu potenciju temperature. Raspon temperatura koji nas zanima kod aluminija je od 3 do
100 K. Koristeci izraze za otpornost koje smo naveli u prethodnom odjeljku te u dodatku
6.1 za aluminij se dobije polinom petog stupnja koji opisuje ukupnu otpornost na niskim
temperaturama:
p(T) =259 x1075T2 +2x 10719T* + 1.33 x 1071175, (4.41)

Usporedbe radi svaku komponentu smo prikazali graficki na slici 17. iz koje je vidljivo da
je normalni doprinos daleko najmanji. Osim toga vidljivo je natjecanje komponente s

drugom i one sa Cetvrtom potencijom temperature.
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Slika 16. Graficki prikaz raznih fononskih doprinosa ukupnoj otpornosti Al u uQ.cm. Plava krivulja
je normalni doprinos, crvena je kvadratni umklapp doprinos a zelena predstavlja doprinos sa
Cetvrtom potencijom temperature.

Nakon aluminija pogledajmo i posljednji metal, indij. Za indij smo ponovili isti postupak

te smo prikazali odvojene komponente polinoma
p(T) =133 x107*T2 +1.79 x 1077T* + 3.26 X 1078T> (4.42)

graficki na slici 17.
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Slika 17. Graficki prikaz raznih fononskih doprinosa ukupnoj otpornosti In u uQcm. Zelena
krivulja je normalni doprinos, crvena krivulja je kvadratni umklapp doprinos a plava predstavlja
doprinos sa Cetvrtom potencijom temperature.

Teoretski postoji dakle raspon temperatura od 5 pa do 10 K unutar kojega se moze razluciti
kvadratni doprinos otpornosti posto su ostali doprinosi potisnuti u tom rasponu. Takoder se
¢ini da je na tim niskim temperaturama kvadratni doprinos kod aluminija teze razluciti od
istog tog doprinosa kod indija $to se donekle slaze sa zaklju¢cima mjerenja Garlanda 1

Bowersa. U ovim razmatranjima zaboravili smo ipak jo$ jedan efekt koji je vidljiv na
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niskim temperaturama a to je osjetljivost fononskog valnog vektora na distorzije FP. Ova
osjetljivost moze znatno utjecati na niskotemperaturnu otpornost tjerajuci nas da kvadratni
doprinos potrazimo na nekim malo ve¢im temperaturama gdje se pocinju mijesati i ostali
Clanovi u izrazima (4.41) i (4.42). Na osnovu ovih razmatranja i mjerenja koja smo
promotrili mozemo posredno zakljuciti kako je doprinos elektron-elektron rasprdenja
uistinu jako malen. Ocjene temperature pri kojoj je fononski valni vektor dovoljno malen
da distorzija FP postane utjecajna baziraju se jednostavno na omjeru Fermijeve energije
materijala i iznosa energetskog procjepa[5]:

V(G)

91~9D E
F

(4.43)

Za indij ova temperatura je oko 7 K dok je za aluminij oko 26 K. Dakle, sve do 26 K kod
aluminija distorzija plohe ometa nas u promatranju ove kvadratne komponente. Pogledamo
li sliku 16 opazamo kako nakon te temperature pocinje porast ostalih doprinosa ali sve do
60 K on i nije toliko zabrinjavajuc¢i. Za indij koji ima puno nizu temperaturu 6; utjecaj
distorzije s obzirom na sliku 18 morao bi biti neSto manji. S druge strane, kao $to smo
rekli, kvadratna komponenta kod indija je izrazenija. Relaksacijska vremena koja se mogu
dobiti na osnovu podataka otpornosti odnosno vodljivosti na ovim niskim temperaturama
odnose se ponajvise na relaksaciju impulsa. Ona sa temperaturom padaju, ba$ kao i
vodljivost. Ova ovisnost moze biti vrlo jednostavna ukoliko povjerujemo u jednostavan
oblik tenzora efektivne mase elektrona sto smo donekle ve¢ i ucinili prihvativsi sfernu FP

kao aproksimaciju. U okviru RTA Drudeov rezultat (2.6)

moze biti koristan u prora¢unu relaksacije s tim da uvijek moramo imati na umu da
umjesto jednostavnog m mora stajati efektivna masa koja sugerira drugaciju fiziku na
mikroskopskoj skali, odnosno sugerira da elektroni u metalu nisu slobodni ve¢ su njihova
svojstva odredena izmedu ostaloga disperzijskom relacijom. Na sredini vrpce druga
derivacija funkcije koja opisuje disperziju elektrona je mala dok je na dnu vrpce ona blizu
recipro¢ne mase slobodnih elektrona posto se na dnu vrpce disperzija moze aproksimirati

parabolom koja odgovara onoj koja opisuje slobodne elektrone.
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4.6 Kvadratni doprinos temperaturnoj ovisnosti
otpornosti jednostavnih metala

Teorijski proracuni pokazuju kako je moguce razluciti kvadratni doprinos temperaturnoj
ovisnosti otpornosti. Mjerenja Garlanda i Bowersa[6] pokazuju kako kvadratni doprinos
zaista postoji i to upravo kod Al i In dok kod K i Na nije opazen. Eksperimentalni podatci
koje su dobili mogu se prikazati preko polinoma

A+ BT? 4 CTS. (2.10)

Ukoliko se ograni¢imo samo na umklapp rasprSenja elektrona na fononima jasno je da ¢e
na niskim temperaturama za Na i K ovaj doprinos biti nevidljiv. Medutim, postavlja se
pitanje, Sto je sa doprinosom od elektron-elektron umklapp rasprsenja? Nisu li ova
rasprSenja moguci uzrok opazene kvadratne ovisnosti? Garland 1 Bowers u svojem ¢lanku
razmisljaju upravo na tom tragu te se ¢ini kako olako odbacuju mogucéi fononski doprinos.
Lawrence i Wilkins[5] ocjenjuju kako bi elektron-elektron umklapp doprinos kod Al i In
morao biti istog reda veli¢ine kao i kod Na, te bi se oCekivalo da onda, ukoliko je opazeni
doprinos zaista od e-e rasprsenja, isti bude prisutan i kod Na. Naime, ne mozemo ocekivati
da ¢e elektron-elektron umklapp procesi trnuti jednako brzo kao elektron-fonon umklapp
procesi posto su elektroni, ¢ak i na apsolutnoj nuli, zapravo na Fermijevoj energiji koja je u
odnosu na pobudenja vrlo visoka. To za fonone nije slucaj, te njihova prosjecna energija
zaista postaje nedovoljna za umklapp rasprdenja. U tablici 3 prikazani su doprinosi
dobiveni prora¢unom (dodatak 6.1) za sva tri metala, dok je na slici 14 graficki prikaz

mjerenja Garlanda i Bowersa preuzet izravno iz [6].

T? T* T>
Na 0 0 3.3x107°
Al 2.59 x 1075 2x10710 1.33 x 10711
In 1.33x107* 1.79 x 1077 3.26 x 1078

Tablica 3. Prikaz raznih temperaturnih doprinosa ukupnoj otpornosti Na, Al i In.

Sto opazamo? Jasno je da razni doprinosi iz tablice stoje u slinim odnosima kao isti
doprinosi sa slike 18. Doprinos T° je manji kod Al i Na nego kod In, dok je kvadratni
doprinos isto tako veéi kod In nego kod Al. Moze se takoder opaziti da je spomenuti T>

doprinos kod Na ve¢i nego kod Al. Slika 14 gledana u svjetlu svega dobivenog u
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prethodnom odjeljku postaje potvrda ili barem ohrabrenje kako je pretpostavka o

fononskom porijeklu kvadratnog doprinosa to¢na.

2Er .
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18 R.RR. = 3800 &
& o
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L i
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I A
E‘ I a
o 12
4
Efea Fotassium
Y RRR.=3800
(:; —
q 8
b E_'
[-
N &
4 -
i Aluminum I
2= iH.R.R_ =2500
! 262 bt L oy p S e A
0 BT Sodium<
i RRR=3800
- i ! i !I i | 1 _1_ L I i I 2 I L | L
010 20 30 40 50 60 70 80 %0
T! {“K'.IE

Slika 18. Pazljivo izolirani T? i T doprinosi za Al, Na, In te K[6].

Na slici 18 koeficijent smjera pravca odgovara petoj dok odsjeCak na y-0si odgovara
doprinosu druge potencije. Rezidualni otpor je oduzet.

49



5 Zakljucak

Usporedba eksperimentalnih mjerenja i teorijske analize otpornosti normalnih metala daje
dobre rezultate. U vecini sluCajeva pokazuje se da su odstupanja objaSnjiva kao posljedica
naSih aproksimacija, kao $to je na primjer odabir probne funkcije prilikom koriStenja
varijacijskog principa. Dakle, usprkos ovim odstupanjima teorijski opis metala i njegove
otpornosti je potvrden. Elektroni koji vode struju zaista se ponaSaju kao normalna
Fermijeva tekuc¢ina dok se temperaturna ovisnost procesa njihovog rasprSenja moze
uspjesno objasniti sa pretpostavljenim mehanizmima. To su ponajprije raspréenja elektrona
na vibracijama kristalne resetke, zatim rasprSenja na necistoama i uostalom bilo kakvim
aperiodi¢nostima unutar kristala, te na kraju i elektron-elektron rasprsenja, koja daju
najmanji doprinos. Dominantni mehanizmi na niskim temperaturama su umklapp
raspréenja ukoliko metal ima Fermijevu plohu koja prelazi granice prve BZ, dok za alkalne
metale normalni procesi odnose prevagu sa svojom petom potencijom. Vrlo se lijepo vidi
kako se naSa teorijska predvidanja pojavljuju u eksperimentalnim podacima te kako se

odredeni procesi ukljucuju 1 iskljucuju sa promjenom temperature.
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6 Dodatci

6.1 Integracija varijacijskog integrala za umklapp
doprinos[5]

Doprinos faznog prostora ukupnom integralu pojavljuje se u obliku:

4mk2 (90 4p 2m
f dsdS’ = f dpj qdqf do’ (6.1)
G Joare ot o

gdje je p = qo — kg . Integracija po kutu i po varijabli p po kojoj integriramo parcijalno

Citav izraz daje na kraju:
8mk2 [P
f dsds’ = ’;F f q2dg [1 + min (1,%)]. 6.2)
0

Ovdje je q, = 2kr — G. Pri ovoj integraciji zbog jednostavnosti smo pretpostavili da

integrand ne ovisi 0 p i ¢” iako to naravno nije istina. Sjetimo se pocetnog izraza:

s=4 ey [T (hwa) g (Sr LSS, E

2, — 2
Iz ovog je izraza oCita ovisnost o pi ¢” preko [[1(k, k") = % |v' — 17| |m, (k,k)|?. Za

male vrijednosti valnog vektora q Fourierove komponente mogu se razviti u red:

- ~ > ASyrs ’ dV(x)
V(lg+G|)=ve)+qevie), V(G = T
Nadalje, koristeci izraz
vi-v=—(q , .

vidimo da ¢e [];(k, k") biti polinom Cetvrtog stupnja u argumentu g pa ga onda mozemo

rastaviti po svim potencijama i integrirati svaki ¢lan posebno. U skladu s time i izraz (6.3)
rastavljamo na c¢lanove S;n) gdje n oznacava potenciju. Ukoliko se raspiSu svi ¢lanovi
moze se vidjeti da su oni oblika q”(ﬁé)m. Pomocu adicijskog teorema moze se pokazati
da vrijedi:

§ - G = cosycosy + cos¢’sinysiniy. (6.5)

Do prvog reda u q/kg kutove mozemo pisati na sljede¢i nacin:

G
CoSy = E (66)
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_p

cosp =" 6.7)

gdje je p = q¢ — kr. Uzmimo sada slucaj kada je m = 2 i integrirajmo izraz:

, A A2] (g L 2
ff dsds [1 —(§-G) ] (ﬂﬂhiﬁhw) : (6.8)
Prije svega obavimo integraciju po kutu ¢
1 21 a2 5 pZ 1 . pZ

), de’(§-G)" = cos XF+§SmX 1—q—2, (6.9)

a zatim integrirajmo ovo parcijalno po varijabli p. Imamo:

Rp
f dpf qdq( )
1 J‘RD dg 1 (fRD a2 ) (6.10)
==q5 +5 2d +f 2dq |.
3612 o d 3\, q-aq . q-aq

Uvrstavanjem svega ovoga u (6.8) dobiva se rezultat iz kojega se odmah mogu isCitati
temperaturne ovisnosti. Slijedi, iz (6.8), (6.9) i (6.10):

8m2k2[2 ( ko a2
- F[g(f qqu+f qqu)
0

Rp
1——sm X qu qdq
qz2

1( D\ fRqu ( -2 (6.11)
cos?y ——sm sinh—- fhw >
3 2 q: o 4 ,3
8n2k 20,0
£ f q*dq (smhzﬁhw> P, <T2 7?)

Funkcija P, (%,B?D) definirana je na sljedeci nacin:

1 3 (Yzdzmin(z, x)
PG =5+ 5g | .
0

4sinh? %z (6.12)

Izraz (6.11) proporcionalan je T3 na niskim temperaturama dok je Sf), A=T,

proporcionalan T?2. Glavni doprinosi ukupnom otporu dolaze od ¢lanova S i §® dok su
ostali puno manji. U ovoj analizi nisu urac¢unati efekti distorzije fermijeve plohe.

Na osnovu ovog izraza slijedi formula za kvadratni doprinos:

22 V2(G T\*[1 2/6p\°
limS© = =2 ()( ) ( ) —+—(ﬂ> . (6.13)
T-0 3 hkp \qp/ \Op,/ [3 3 \Opr

Nadalje, doprinos T* je:
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4 247* G ( T )4 [GV]?

limsS® = — —
75 15 90 gqp \Op;/ hkgOpr

(@G 5V
Xll‘ v +E<W>

Na osnovu ova dva izraza izracunati su koeficijenti iz tablice 3. koji su koriSteni takoder i u

(6.14)

4.6 te 4.5 odjeljcima.

T k-G
cosl = k-G
coslls K-q,

§+B = cosycosy +cosgh’ sinysiny

Slika 19. Varijable angularne integracije uz dodatak 6.1[5]
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6.2 Probna funkcija[5]

Anizotrpnost umklapp procesa u odnosu na normalne brani nam koriStenje funkcije (4.4)
kao probne funkcije u proracunu otpornosti za Al i In. Medutim, njeno koriStenje moze biti
opravdano ukoliko se radi o uzorcima sa veom koncentracijom necisto¢a posSto tada
relaksacija postaje viSe izotropna te RTA aproksimacija postaje dovoljno dobra[5]. Dakle,
koristimo funkciju oblika 1, = ¥E. Gledajuéi varijacijsku jednadzbu

< (D, PO)
P=LoX(E = D)P

ukoliko za @ uzmemo bas rjeSenje jednadzbe X = P® imamo jednakost. Nasa probna

funkcija ipak nije rjeSenje ove jednadzbe. Kada bismo za probnu funkciju uzeli egzaktno
rjeSenje povezano sa operatorom rasprSenja umklapp procesa za relativno Ciste uzorke u
kojima je umklapp rasprSenje dominantno svakako bi vrijedilo:
pu@o) > pu(Why) (6.15)
posto bi probna funkcija ¥, bila puno bolja ocjena od funkcije y,. Dakle, uvrstavanjem
umklapp funkcije umjesto one za necisto¢e smanjili smo doprinos umklapp mehanizma ali
istovremeno povecali doprinos rasprSenja na necistocama. Medutim, posto umklapp
doprinos zaista je najve¢i doprinos, njegovo smanjenje daleko je vece od povecanja
preostalih mehanizama. Sve skupa tada vrijedi:
pWy) < p(o). (6.16)
Ukoliko sada uzmemo da je rjeSenje sa umklapp funkcijom 1, zapravo blize onome za
Cisti metal a rjeSenje P blize onome za necisti uzorak mozemo zakljuciti da vrijedi:
Ppure < Pdirt — Pimp - (6.17)
Svakako treba rezultate proracuna u kojima se koristila probna funkcija i, usporediti sa
eksperimentalnim rezultatima koji odgovaraju pg;¢ — pimp @ Ne sa onima koji odgovaraju

mjerenjima na ¢istim uzorcima.

6.3 Fermijevo zlatno pravilo[9]

Vremenska evolucija kvantnog sistema odredena je Schrodingerovom jednadzbom.
Ukoliko opiSemo vremenski zavisnu valnu funkciju preko djelovanja operatora vremenske

evolucije $(t),

W(r,t) = SOY(r,0), (6.18)
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vidimo da, uvrstivsi to u Schrodingerovu jednadzbu, dobivamo za operator vremenske

evolucije izraz:

'hag HS=0
ih— = 0. (6.19)

Rjesenje je, naravno, u eksponencijalnom obliku:

. —ig
S =enr"t (6.20)
Operator mozemo razviti u red, bas kao i funkciju ¥(r,0),i to po vlastitim stanjima

Hamiltonijana:

Hy, = EyY,
(6.21)

Imamo stoga:

D0 =500 =Y @S =Y Y (G =Y aei
n k

n n

Razvijemo li istu tu funkciju po stanjima nekog operatora L imamo:
Y00 = Y bu(Opa() ) $ba(0) @1 6.22)
n n
Pomnozimo li ovo sa ¢;, i integriramo dobivamo:

b(®) = 2 Smnbn(0) 629)

Smn = f PmSPn. (6.24)

Ukoliko je sistem bio pripremljen ba$ u stanju n tada vrijedi b,(0) = 1, te za matri¢ni
element imamo:

bm = Smn- (6.25)
Cini se da je matri¢ni element S,, operatora vremenske evolucije u biti amplituda
prijelaza iz stanja n u stanje m. Vremenski zavisna smetnja o€ito ¢e uzrokovati prijelaze
sistema. Tretiramo ju preko vremenski zavisnog racuna smetnje. Schrodingerova

jednadzba naseg problema je:

]
iha—l/; = Hoyp + V(r, ). (6.26)
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Problem smo separirali na vremenski nezavisni dio H, i vremenski zavisni V(r,t).

Definirajmo vlastite funkcije operatora H:

Hoypy = Expy. (6.27)
Za vremenski ovisna rjeSenja problema mozemo pisati:
i
Pi(r, ) = Pr(r)e 7 (6.28)
Ovo je potpuni skup pa se i rjeSenja pocetne jednadzbe mogu prikazati preko tog skupa:
Y(r,t) = Z ar (O)Pg(r)e n Rt (6.29)

Nakon uvrStavanja u poéetnu jednadzbu i mnozenja stanjem v,,, imamo rezultat:

ih z l/)ml/) (Ek_Em)t]

; (6.30)

= @OV el wEE

k
Uz odgovarajuée pokrate mozemo ovo ljepse zapisati[9]:
dam iwmit
ih =" = Zkak(t)mG(t)e mi, (6.31)
_ip ¢

(Uml) = ame B (6.32)

Ukoliko smo sistem pripremili u stanju i, tada je ovo u biti vjerojatnost prijelaza u neko
stanje Y,,:

Winn (£) = lam, ()12 (6.33)
Sada nam preostaje odrediti koeficijente a;. Ovaj problem rijesiti ¢emo aproksimativno i
na neki nac¢in rekurzivno uvrsStavajuéi u nase jednadzbe probne koeficijente. Prvi korak je
uvrstavanje koeficijenata oblika:

ag(t) = S (6.34)

Imamo sada:

da 1

th = mn(t)elwmnt (635)

Ovaj postupak mozemo nastavljati do po volji visokog stupnja to¢nosti odnosno reda.
Nama je dovoljan i prvi red rauna. Za koeficijente se u prvom redu na kraju dobije
rjeSenje:

1

2
Am = Ean (@mn)- (6.36)
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Za vjerojatnost prijelaza iz toga slijedi:

472
Wmn(t) = F |an(w)|2 zat=T. (637)
Ovdije je interval [0, T] vrijeme trajanja perturbacije. Ukoliko umjesto diskretnog spektra
imamo 1 kontinuirani izvod se nesto razlikuje te se ukazuje potreba za definiranjem gustoce

stanja u energiji. Ovdje ¢emo samo napisati glavni rezultat:

2T 2
- We-B = 7|Va3| pa(E), (6.38)

gdje je po(E) gustoca stanja. Upravo ovaj izraz poznat je pod nazivom Fermijevo zlatno
pravilo. To je vjerojatnost rasprSenja po jedinici vremena koju, kao $to smo postulirali,

povezujemo sa recipro¢nom vrijednosScu relaksacijskog vremena t.

6.4 Fononi[1]

Neka je opéenito hamiltonijan sistema:

2
p
H = 2 e R CORCINET) (6.39)

Uzmimo jednodimenzionalnu resetku sa po jednim atomom u bazi. Citava resetka moze se
opisati izrazom:

l=la (6.40)
Ovdje je a jedini¢ni vektor baze u direktnom prostoru. Pretpostavimo da svaki atom

medudjeluje samo sa svoja dva prva susjeda.Tada mozemo za kristalni potencijal pisati:
VGt x) = ) f (s = 30 6.4
l

Koordinate x; op¢enite su koordinate polozaja atoma u nekom trenutku dok za pomake van
polozaja ravnoteze piSemo:

m=x-la (6.42)
Ove koordinate ¢emo od sada i1 koristiti. Za pocetak razvijmo kristalni potencijal u

Taylorov red oko nule do kvadratnog ¢lana:

v( Y=Votsy oV,
N1 M25 vee v 1IN oT5 / M an,0n, (6.43)
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Uoc¢imo da ovdje nema c¢lana sa prvom derivacijom. To je zato jer je ona za poloZaj

ravnoteZe jednaka nuli. Ovaj izraz mozZzemo zapisati i ovako:

1
— _ _ 2
V=V +3 El 9(Mis1 — M), (6.44)

1 to je nasa harmonicka aproksimacija kojom dolazimo do opisa sistema preko skupa
nezavisnih harmonickih oscilatora. U kvantnoj mehanici vrijede fundamentalne
komutacijske relacije izmedu operatora polozaja i impulsa:
[, 0] = ihdy . (6.45)

Pristupimo sada pronalazenju vlastitih stanja i vlastitih vrijednosti hamiltonijana. Od velike
pomo¢i nam je opet translacijska simetrija kristala kao i zatvaranje lanca u prsten t;.
uvodenje ciklickih rubnih uvjeta. Jasno je da su fizikalni uvjeti na svakom ¢voru resetke
jednaki jer se svaki ¢vor nalazi u identi¢noj okolini. Neka sad postoji vlastita funkcija koja
opisuje stanje kristala. Jasno je da ¢e i funkcija Cije su koordinate ciklicki zamijenjene

takoder biti vlastita funkcija i to iste energije. To se mozZe ovako pokazati:
Elnymz,-omn) = HM1 M2, - 12) M1, M2, -0 1) (6.46)
Posto je hamiltonijan invarijantan na cikli¢ku zamjenu koordinata onda imamo:
EMisr Miazr - Man) = HO1 20 02 M0 Mivzs - M) (6.47)
Postoje, dakle, dvije mogucénosti: ili je sustav N-struko degeneriran ili su sve ove funkcije
identi¢ne. Ukoliko se radi o istim fizikalnim stanjima valne funkcije smiju se razlikovati

najvise za fazni faktor. Neka je taj faktor takav da vrijedi:

[772; n3)"ln1) = eiq[rlIITIZ)"lnN>' (648)
Naravno, onda za ciklicku zamjenu koju smo proveli N puta vrijedi:
iGN 2nn
(1072, ) = €' M1z, ) = @ = —— (6.49)

Ovo nas podsjeca na valni vektor elektrona u kristalu ali za razliku od tog valnog vektora
za koji smo rekli da ga mozemo reducirati na prvu Brillouinovu zonu ipak imajuc¢i na umu
da ima smisla Kkoristiti i vrijednosti izvan te zone, za veli¢inu ¢ to ipak ne vrijedi, to jest,
zaista nema smisla uvoditi vrijednosti koje su izvan intervala [— T, n]. Pogledajmo sada
koja funkcija mozZe zadovoljiti naSe zahtjeve. To mora biti linearna funkcija a lako se vidi

da moze biti ovog oblika:
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) . . 1 .
r’q = C(elq + 312q + -+ equ) = \/_NZ T]lelql (6 50)
- .

Ideja je da su upravo ovakvi koeficijenti, u biti operatori, normalne koordinate naSeg

sustava. Originalne pomake mozemo zapisati preko novih koordinata ovako:

1 .
- —iql
L mg”qe | (6.51)

Kako bi na$ prijelaz na normalne koordinate bio potpun potrebno je definirati i skup
operatora momenta konjugiranih normalnim koordinatama poloZzaja. Tocne komutacijske

relacije dobiju se za ovako definirane impulse:

1 .
=— e~tat,
Pa \/NZ P (6.52)
Sada mozemo odmah napisati hamiltonijan u novim koordinatama:
1
H = %Z ﬁq ﬁ—q + g Z nqn—q(l - COSq)' (653)
q q

Ovaj prikaz hamiltonijana preko novih razvezanih koordinata daleko je jednostavniji ali
postoji jo§ jedan korak koji mozemo uciniti a to je druga kvantizacija harmonickog
oscilatora pomocu koje se stanje oscilatora prikazuje kompaktno preko operatora stvaranja

i uniStenja. Iz gornje jednadzbe vidimo da ¢e za frekvencije modova vrijediti:

v, = {291 — cosq)/m} (6.54)

Definicija ovih operatora je jednostavna linearna kombinacija operatora impulsa i pomaka

_ 1 . |g(1 —cosq)
aq = vaqhﬁq L vgh Nq- (6.55)

Ovo je operator unistenja za koji se definira a; kao operator stvaranja. Kao Sto znamo ovi

,quﬂqi

operatori stvaraju i uniStavaju kvante pobude titrajuceg sistema Cija je energija definirana

E = ; (nq + %) hvy,. (6.56)

Ovdje je n, operator broja Cestica za koji vrijedi:

ovako:
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Mg = Aq4q - (6.57)
Vlastita stanja hamiltonijana ujedno su i vlastita stanja operatora broja Cestica.
Zakljuujemo da se vibracijsko stanje kristala moze prikazati putem normalnih modova
koji su nezavisni te ekvivalentni jednostavnim harmoni¢kim oscilatorima. Sve ove
zakljucke mozemo generalizirati na trodimenzionalnu resetku gdje ¢e se kao dodatni

modovi pojaviti izmedu ostaloga 1 prostorni stupnjevi slobode.
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