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Uvod
Cilj ovog diplomskog rada je prikazati i razviti primjere ucenickih aktivnosti i nastavnih
materijala za matematicko modeliranje eksponencijalnom funkcijom u srednjoskolskoj

nastavi matematike.

U prvom poglavlju govorit ¢emo o uvodenju pojma funkcija tijekom Skolovanja te o
izgradnji eksponencijalne funkcije te samoj definiciji eksponencijalne funkcije. Takoder,
u poglavlju smo naveli i matemati¢ku definiciju eksponencijalne funkcije i matematicki

dokaz.

U drugom poglavlju rije¢ o suvremenoj nastavi matematike. Suvremena nastave
matematike u srediSte stavlja uCenika koji sam istrazuje matematike, a ne prima samo
gotove formule i ¢injenice. Nadalje, govorimo o pitanjima i na¢inima na koja bi nastavnici
trebali postavljati svojim ucenicima kako bi ih potaknuli na razmisljanje i ucenje s

razumijevanjem.

U idu¢em poglavlju spominjemo suradnic¢ko- timski rad te njegove prednosti u nastavi
matematike te opcenito u nastavi. U ovom diplomskom radu bazirali smo se na aktivnosti
koje bi nastavnici mogli provoditi u nastavi. Kroz aktivnosti u¢enici modeliraju probleme
1z svakodnevnog Zivota eksponencijalnom funkcijom te smo u tre¢em poglavlju opisali §to
je modeliranje, odnosno matemati¢ko modeliranje dok u ¢etvrtom poglavlju opisujemo niz

aktivnosti koje se mogu provoditi na satu.

U posljednjem poglavlju, petom, spomenuli smo definiciju logisticke funkcije te navodimo

nekoliko primjera opisanih logistickom funkcijom.



Poglavlje 1

Funkcije

1.1 Povijesni razvoj pojma eksponencijalne funkcije

Pojam funkcije jedan je od najvaznijih matemati¢kih pojmova, koji se uvodi vec
krajem osnovne i tijekom cijele srednje skole. U sedmom razredu osnovne $kole ucenici
se susrecu s pojmom linearne funkcije, dok strogu definiciju linearne funkcije uce u prvom
razredu srednje Skole. U drugom razredu srednje Skole uci se o kvadratnoj funkciji te

eksponencijalnoj i logaritamskoj funkciji.

Definicija: Neka su D i K bilo koja dva neprazna skupa. Ako je svakom elementu
skupa D pridruzen jedan element skupa K, onda kazemo da je skup D preslikan u skup K,

a sam taj postupak pridruzivanja nazivamo funkcijom ili preslikavanjem s D u K.

Oznacimo li funkciju s D u K simbolom f, onda pisemo f : D — K i ¢itamo: f je funkcija
s D u K. Za skup D kazemo da je domena ili podru¢je definicije funkcije f i Cesto ga
ozna¢avamo s D(f), a skup K nazivamo kodomena od f. Jedinstveni element skupa K
pridruzen elementu x € D oznacavamo s f(x) i zovemo slika elementa x u odnosu na
funkciju fili vrijednost funkcije f u to¢ki x. Podskup Imf = {f(x) | x € D} skupa K nazivamo
slikom funkcije f. Sliku Imf funkcije /- D — K oznac¢avamo jos$ i s f(D). Simbol x koji
oznacava proizvoljni element iz D nazivamo nezavisnom varijablom, a f(x) zavisnom

varijablom. ([4])

Rijec funkcija prvi spominje Descartes 1637. godine i to za oznacavanje cjelobrojne
potencije nezavisne varijable. Euler pod funkcijom podrazumijeva bilo koju formulu u

kojoj se javljaju varijable i konstante. Danasnji pojam funkcije potjece od Dirichleta.

U petom stoljecu prije Krista Pitagorejci su poznavali nizove, medu njima i
geometrijski niz: kvocijent dva uzastopna ¢lana uvijek je jednak: a, aq, ag?, aq?, ... Zapis

eksponenta kao gornjeg eksponenta prvi je koristio Nicolas Chuquet (oko 1445.-1500.),



no njemu 123 zna¢i 12x3 . Chuquet je i prvi matematicar koji koristi nulu kao eksponent
(zna da je x° = 1, pise 12° za 12) i negativne eksponente (12'™ mu predstavlja 12x ).
Chuquet je za zivot zaradivao kao prepisiva¢, a njegova Triparty en la science des nombres
je prva francuska knjiga o algebri (1484.) i u tom su djelu koriStene spomenute oznake.

Ipak, ta je knjiga imala mali utjecaj jer je Stampana tek 1880. godine. ([3])

Veé 1256. godine bila je poznata eksponencijalna funkcija. Sah je jedna od
najstarijih igara, igra se vec stolje¢ima, a o njemu postoje mnoge predaje i legende. Jedna
od tih legendi je iz 1256. godine (dovoljno je znati da se Sahovska ploca sastoji od 64 polja

- crnih i bijelih). Iznosimo pri¢u u cijelosti:

,Sah je pronaden u Indiji. Kada je indijski car Seram upoznao i nau¢io igrati $ah,
bio je ushi¢en ljepotom te igre. Saznavsi da je tu igru izmislio jedan od njegovih podanika,
naredio je da ga pronadu i dovedu kako bi ga osobno nagradio. Pronalaza¢, kojeg su zvali
Seta, dosao je pred cara. Bio je to skromno odjeven ucenjak koji je dobivao sredstva za
zivot od svojih u¢enika. "Zelim te dostojno nagraditi, Seta, za prekrasnu igru koju si
pronaSao" - rekao je car. Mudrac se poklonio. "Dovoljno sam bogat i mogu ispuniti svaku
tvoju zelju" - nastavio je car - "kazi koju bi nagradu najvise volio i dobit ¢es$ je." Seta je
Sutio. "Ne ustrucavaj se" - bodrio ga je car - "kazi svoju Zelju! Niceg necu zaliti da bih ti
je ispunio.” "Velika je dobrota vasa, gospodaru. Ali dajte mi vremena za odgovor. Sutra,
kada dobro razmislim, re¢i ¢u vam Zzelju" - rekao je Seta. Drugog dana Seta je ponovno
dosao pred cara i iznenadio ga vrlo skromnom molbom. "Gospodaru™ - rekao je Seta -
"naredite da mi se za prvo polje sahovske ploc¢e da jedno pSeni¢no zrno..."; "Obi¢no
pSeni¢no zrno?!" - iznenadio se car. "Da, gospodaru. Za drugo polje naredite da mi se daju
2 zrna, za trece 4, za Cetvrto 8, za peto 16, za Sesto 32..."; "Dosta!" - ljutito ga je prekinuo
car - "dobit ¢e$ zrna na svih 64 polja sahovske plo¢e prema svojoj zelji: za svako polje
dvaput vise nego za prethodno. Ali znaj da tvoja molba nije dostojna moje darezljivosti,
jer molec¢i takvu niStavu nagradu omalovazava$ moju milostivost. Kao ucitelj zaista bi
mogao pokazati viSe paznje I poStovanja prema dobroti svog gospodara. Odlazi! Moje

sluge ¢e ti donijeti vrecu s pSenicom."



Seta se osmjehnuo, napustio dvoranu i u carskom vrtu ¢ekao nagradu. Za vrijeme
rucka car se interesirao da li je Seta dobio Zeljenu nagradu. "Gospodaru” - odgovorili su
mu - "vaSe Se naredenje izvrSava. Dvorski matematiCari izraGunavaju broj zrna koja
pripadaju Seti." Car se ve¢ poceo polako ljutiti, jer nije navikao na ¢ekanje. Navecer, prije
spavanja, car se jos jednom interesirao je li Seta dobio obecanu nagradu. "Gospodaru” -
odgovorili su mu - "vasi matematicari rade bez odmora i nadaju se da ¢e do zore zavrsiti
rac¢un." Ujutro su caru podnijeli izvjestaj. "Savjesno smo izracunali koli¢inu zrna koje zeli
Seta. Taj broj je toliko velik da nije u vasoj moci, gospodaru, isporuciti obe¢anu nagradu.
U svim vasim hangarima nema toliko zrna koliko treba isporuciti Seti. Nema ga dovoljno
ni u zitnicama cijelog carstva. Nema ga toliko ni na svim prostranstvima zemlje. Ako zelite
isporuciti obe¢anu nagradu, tada naredite da se sva zemaljska pretvore u oranice; naredite
da se isuse sva mora i oceani; naredite da se otopi sav led i snijeg koji pokriva daleke juzne
I sjeverne krajeve. Neka sva ta prostranstva budu zasijana psenicom. | sve to, $to rodi na
tim poljima, naredite da daju Seti, tek tada bi on dobio svoju nagradu." Car je zapanjeno
pratio rijec¢i glavnog matematicara. "Kazi mi taj cudovisni broj" - na kraju je izustio car.
"Osamnaest kvadrilijuna Cetiri stotine ¢etrdeset Sest trilijuna sedam stotina Cetrdeset Cetiri
bilijuna sedamdeset tri milijarde sedam stotina devet milijuna pet stotina pedeset jedna
tisuca Sest stotina petnaest” - rekao je matematicar. Car se zamislio, jer su mu matematicari
rekli kako njegove zalihe psenice nisu dostatne, pa da ih ima i sto puta vise jer tom bi se
koli¢inom mogli napuniti vagoni koji 1.000 puta ,,obavijaju“ Zemlju. No, car je car i mora
ispuniti obecanje. Pozvao je Setu i rekao mu: “Izvolite u kraljevsku riznicu i sami
prebrojite koliko zrna psenice sam vam obecao. Ne zelim te prevariti niti za jedno zrno, pa
ées svoju nagradu brojati zajedno s mojim slugama.” Cuvsi to, Seti je postalo neugodno.
Poceo se ispriavati da ima hitnoga posla jer mu je sestra na drugom kraju zemlje pred
porodom, a muz joj je umro. Car se nasmijao i dao mu bogatu poputbinu, da siri glas

svijetom o milostivosti cara Serama.*

Tako kaze legenda. Je li se to, o ¢emu se u njoj govori, zaista i dogodilo - ostalo je
nepoznato, ali da je nagrada o kojoj se govori u predaji bila izrazena takvim brojem, u to

se mozete sami uvjeriti racunanjem pocevsi od jedinice: 1, 2, 4, 8, 16, 32... ([17])



Ucenici tijekom svog Skolovanja upoznaju se s funkcijama. Ve¢ u sedmom razredu
upoznaju pojam linearne funkcije, dok u prvom razredu srednje Skole detaljno uce o

linearnoj funkciji. U sedmom razredu se linearna funkcija definira na sljedeci nacin ([2]):
Linearna funkcija je funkcija zadana formulom f(x) =a-x+biliy=a-x + b.

Brojeve a i b nazivamo koeficijenti linearne funkcije, x nazivamo argument funkcije, a f(x)

vrijednost funkcije. x je nezavisna, a y zavisna varijabla.
U prvom razredu srednje $kole linearna funkcija definira se ovako ([5])

Linearna funkcija je pridruzivanje kojim nekom realnom broju X pridruzujemo realni broj

f(x) pri Cemu je f(x) = a-x+b,a # 0.

Zatim u drugom razredu srednje $kole u¢e o kvadratnoj funkciji te o eksponencijalnoj i
logaritamskoj funkciji. Kvadratna funkcija je u drugom razredu srednje Skole ovako
definirana ([6]):

Kvadratna funkcija ili polinom drugog stupnja je funkcija zadana formulom:
fX)=a-x*+b-x+c.

Koeficijenti a, b i ¢ su realni brojevi. Broj a # 0 je vode¢i koeficijent polinoma f, b je

linearni koeficijent, a ¢ je slobodni ¢lan.

Za svaki realni broj x moZzemo odrediti vrijednost funkcije f pa kazemo da je ova funkcija

definirana za svaki realni broj.

Jednadzbe kao $to su linearna, kvadratna ili jednadzba 3. stupnja, ¢iji su koeficijenti

racionalni brojevi, nazivaju se algebarske jednadzbe.
Realni brojevi, koji su rjeSenja takvih jednadzbi, nazivaju se algebarski brojevi.

No, postoje realni brojevi koji nisu rjeSenja niti jedne algebarske jednadzbe. Njih nazivamo
transcedentni brojevi. Broj m je transcedentan broj. Tada postoje i transcedentne jednadzbe

i transcedentne funkcije.



Primjer jedne od takvih funkcija je eksponencijalna funkcija.

1.2 Izgradnja eksponencijalne funkcije
Prisjetimo se najprije kako se uvode potencije u osmom razredu osnovne Skole. Ucenici

najprije uce potencirati brojeve te zapisuju:

10" =10-10-.....- 10
\ Y )

n faktora

Na taj nacin se uvodi potencija bilo kojeg (realnog) broja. Motivacija za definiranje

cjelobrojne potencije broja dolazi iz sljedeée aktivnosti:

1010000 |

103=1 000 Ucenici uocavaju da se eksponenti smanjuju za 1, a brojevi
10%=100 B desno se dijele s 10.

10'=10 B

Nastavljamo niz dalje. Smanjimo eksponent za 1:
10° = 1 (prethodnik dijelimo s 10).

Smanjimo eksponent za jos 1:

101=0.1
102=0.01

3= = 1 _ 1y
107=0.001 = 7% = 15 = (3p)

Kroz diskusiju s nastavnikom, ucenici uoc¢avaju da pravilnost i uvode da je 10° =1 i

(11—0)" = 107" pri ¢emu je n prirodan broj.



Nadalje, ucenici otkrivaju pravila za mnozZenje, dijeljenje i potenciranje potencija. U
prvom razredu srednje Skole baza potencije vise nije samo broj 10 ve¢ skup realnih brojeva.
Iz formule za dijeljenje potencija proizlazi sljedece: ako su eksponenti potencija jednakih
baza jednaki, m=n, tada je a™: a"™ = a™ ™ = a°. No, znamo da se u tom slu¢aju potencije
koje dijelimo sastoje od jednakog broja jednakih faktora, pa za svaku bazu a# 0 prirodno

proizlazi
a® =1.

Ako je baze potencije 0, onda za svaki prirodan broj n vrijedi 0™ = 0, no 0% i 0™ nije

definirano za prirodni broj n.

Izgradnja eksponencijalne funkcije u srednjoj $koli radi se korak po korak, izgradnjom
pojma potencije pri ¢emu se postupno Siri skup kojem pripadaju eksponenti. U nastavku
¢e biti prikazan primjer aktivnosti kroz koju se moze izgraditi pojam eksponencijalne
funkcije. Ucenicima zadamo sljedeci zadatak: Svaki dan broj bakterija na nekom podrucju
poveca se tri puta. Koliko ¢e bakterija biti nakon 7 dana, nakon 10 dana, nakon n dana?

Kako vrijeme odmice, broj bakterija se povecava, i to sljede¢im pravilom:
f(n) = 3™, pri ¢emu je n broj dana.

Smisleno je pitati se koliko ¢e bakterija biti nakon pola dana, nakon % dana 1 sli¢no.

Takoder, mozZemo se 1 pitati koliko je bakterija bilo 2 dana prije pocCetka mjerenja. Zatim

crtamo sljedece grafove u nekom od programa kao §to je GeoGebra:
1.korak: potencije s prirodnim eksponentom

2.korak: potencije s pozitivnim racionalnim eksponentom

3.korak: potencije s 0 u eksponentu i negativnim cjelobrojnim eksponentom
4.korak: potencije s negativnim racionalnim eksponentom.

Iduc¢a dva koraka trebala bi se prikazati pomocu unaprijed pripremljenih materijala,

primjerice u Excelu:

5.korak: potencije s pozitivnim iracionalnim eksponentom



6.korak: potencije s negativnim iracionalnim eksponentom

Kako bi uéenici otkrili priblizne vrijednosti brojeva 3Y2 i 37 | provest ¢emo aktivnost te

0 prikazati u Excelu traZene brojeve sljede¢im aproksimacijama:
1 < V2<2 - 31 <3?2<3

14< V2 <15 - 314 < 3Y2 < 315

A B 37A 37B
1 2 3 9
1,4 < \/E ] 1,5 4,655536722 < 3\/5 5,196152423
1,41 1,42 4,706965002 4,758961394
1,414 1,415 4,727695035 4,732891793
1,4142 1,4143 4,72873393 4,729253463
1,41421 1,41422 4,728785881  4,7288044  4,728837832

Istodobno prethodne nizove prikazujemo grafom.

=
o

O B N W & U1 OO N 0O ©

Analogno aproksimiramo 377":
4 < -m< -3 - 3% <37 <33

8142 < —m < =311 > 37312 < 37" < 3731



Takoder, nizove prikazemo graficki. Niz 37%, 373142 je rastuéi, a niz 373, 37311 je

padajuéi i oba teze broju 377 .
Iste korake potrebno je ponoviti s nekom drugom bazom.

Uocava se da eksponente mozemo uzeti iz skupa realnih brojeva, a brojevi koje dobivamo
su iz skupa pozitivnih realnih brojeva. Preostaje rasprava o bazi, $to kada je baza jednaka

1 1 kada je jednaka nuli te moze li baza biti manja od nule?

. . .. _ 1 1 . , .
Neka je baza a=0. Sada imamo primjer 072 = 5 = 5> ato je nemoguce. Za a< 0 uzmimo

1
sljede¢i primjer: —2z = +/—2, a to nije realan broj. Kada bi baza bila 1, imali bismo
konstantnu funkciju. Dakle, baza mora biti strogo ve¢a od nule i razli¢ita od 1. Time

dolazimo do definicije eksponencijalne funkcije.

1.3 Definicija eksponencijalne funkcije

U srednjoskolskim udzbenicima, eksponencijalna funkcija definira se na sljede¢i nacin

([7D):
Definicija 1: Neka je a> 0 i a#1 realan broj. Funkcija
f(x) =a*

definirana za svaki realan broj x zove se eksponencijalna funkcija.

Definicija 2: Eksponencijalna funkcija je funkcija oblika f(x) = b*, gdje je b pozitivan
realan broj razli¢it od 1. Domena funkcije f je skup realnih brojeva, a slika funkcije f je
skup pozitivnih realnih brojeva. ([8])

U udZbeniku za prirodoslovno-matemati¢ke gimnazije eksponencijalna funkcija definira

se i simbolima ([8]):

fiR > R*,f(x)=b*,b>0,b#1.



Domena eksponencijalne funkcije je skup svih realnih brojeva. Za a > 1 eksponencijalna

funkcija je rastuca, dok je za0 < a < 1 ona padajuca (Slika 1).

4

N

y

==
= 2y=

Matematicka definicija eksponencijalne funkcije ([9]):

Slika 1

Funkcija x = a* sa R u R zove se opéa eksponencijalna funkcija baze a. Funkcija x —

a” ima ova svojstva:
E-1.a* >0,zasvakix € R

E-2. a**Y = a*-a” zasvex,y € R

E-3. funkcija x = a* strogo raste ako je a > 1, odnosno strogo pada ako je 0 < a < 1;

dakle x <y = a* < a” ako je a > 1, odnosno

a*>a¥ akoje0<a<1

E-4. za svaki realan broj y, > 0 postoji jedinstven realan broj x, takav da je a*° = y,,
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tj., funkcija x — a* preslikava skup realnih brojeva R na skup strogo pozitivnih realnih

brojeva
E-5. (a*)Y = a*?Y zasvex,y € R.

Teorem: Neka je a > 0 i a # 1 realan broj. Postoji jedna i samo jedna funkcija
f:R — R sovim svojstvima:

1L.f(1)=a
2.f(x+y)=f(x)-f)
3. ako je a > 1 fstrogo raste, aako je 0 < a < 1 f strogo pada na R

4. f preslikava R na (0, +oo)

Dokaz ([9]):

Funkcija E,(x), x € R zadovoljava sve uvjete teorema pa je time egzistencija funkcije f
dokazana.

Jednoznacnost. Pretpostavimo da funkcija f: R — R ima svojstva 1. do 4. navedena u
teoremu. 1z1.i2. imamo:a = f(1) = f(1 +0) = f(1) - f(0) = a - f(0),
ti.a = a- f(0). Odavde i iz a # 0 slijedi f(0) = 1.

Zax € Rimamo: 1 = f(0) = f(—x +x) = f(—x) - f(x) paje

F(x) # 0, f(—x) =$,x ER.

Nadalje je

fO=fC+) =1 fG) =[] >0 paje f(x) >0zasvakox € R.

1z 2. dobivamo

f2x) = flx+x) = f(x) - f(x) = [f()]?

fB3x) = f2x +x) = f(2x) - f(x) = [f()]* i opéenito f(nx) = [f(x)]",n € N.

Nadalje, f(—nx) = o = T = f(mx) =[f(x)]" , meZ,x €R.

Posebno (x=1) je f(m) = a™ za svako m € Z, a to pokazuje da je f prosirenje funkcije
mwe a™saZnaR.

Uzmemo li x =~ ,n € N nalazimo a = f(1) = f(n =) = [f()]" sto zajedno s
£ > 0 daje
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f& = an

No, tada je f(%) = [f(%)]" = (a%)" — an (k € N), dakle f(r) = a” zareQ, r> 0.

= =a"pajef(r) =a",reQ.

Akojer < 0ondaje f(r) =t = T

To pokazuje da se funkcije f i E, podudaraju na skupu racionalnih brojeva.

Uzmimodajea>1ix € R.Zan € N, n > 1 postoji r;, € Q takav da je
T <x <1+ % Budu¢i da funkcije fi E, strogo rastu to je

fO) <F@) <fOn+2), Ealin) < Ea(x) < Ea(r+3) =
a™ < f(x) < "ty , a™ < a* < amtn o

|f(x) —a¥| < "R —qTn = gn - (a% — 1) <a*- (a% -1)=
fx)—a*|<--(a—1)-a* mMEN,n>1) > f(x)=a* x€ER.

Ako je 0 < a < 1, onda funkcije fi E,strogo padaju, pa r, < x <1, +% povlaci
FO) > F) > f(r+7), Ealr) > Ea(0) > Eo(r +7) =

F(x) — a¥] < @i — g’ = " - (a% - 1) <o (@i-1)=

f(x) =a* x€R.

Stoga je f = E,.
Q.ED.
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Poglavlje 2

Suvremena nastava matematike

2.1 Istrazivacki usmjerena nastava matematike

Suvremena nastava matematike usmjerena je na ucenika. Tezi obrazovanju temeljenom na
istrazivanju, te zahtijeva poucavanje u razredu koje se razlikuje od poucavanja u obliku
»tradicionalne nastave®. Obrazovanje temeljeno na istrazivanju zahtijeva od ucenika veéu
samostalnost. Time nastavnici s uéenicima razvijaju uzajamno povjerenje i samim time
poticu ucenike da kreiraju 1 predstavljaju vlastite ideje. Dakako, takve promjene u nastavi
ovise 0 razumijevanju nastavnika o istrazivanju u nastavi. Osnovne Skole obi¢no
zapoSljavaju nastavnike koji poucavaju sve predmete te je zbog toga lakSe provoditi
istrazivacku nastavu. Uciteljima razredne nastave u osnovnoj Skoli lakSe je povezati ostale
predmete s matematikom, primjerice likovna kultura moze povezati s geometrijom u
matematici (otkrivanjem prirodnih oblika i simetrija). Takoder se mogu razviti i logicke
metode pohranjivanja informacija, kao Sto su grafikoni, sheme 1 dijagrami, crtezi i sli¢no.
Takvu povezanost teze je provoditi predmetnim profesorima u srednjoj Skoli, iako bi
rezultati bili mnogo bolji zbog dubljeg znanja profesora o vlastitom predmetu. ,, Da bi se
iskoristili bogati potencijali interdisciplinarnosti u srednjoj Skoli, cini se da je potrebno
vise napora. “ Tijekom posljednjih pedeset godina jedna od glavnih inovacija na podrucju
matematike bilo je promicanje matematickog ucenja s razumijevanjem. Nastava ne smije
biti ograni¢ena na nastavnika koji predstavlja metodu izrauna, a ucenici potom istu
metodu ponavljaju deset puta bez razmisljanja. U¢enje matematike mora biti aktivan i
konstruktivan proces. Umjesto da nastavnik prikazuje ucenicima Cinjenice i daje rjeSenje,
on ucenike vodi do otkrica rjeSenja problema kroz dobro osmisljene probleme. Ucenici ne
smiju biti ,, pasivni primatelji gotove matematike “ ve¢ moraju sami strukturirati, obradivati
I prezentirati vlastite ideje. Ucenici moraju dakle raditi sami, dok je uloga nastavnika da
bude savjetnik koji pomaZe u€enicima, a pritom nastavnik biljeZi ideje 1 rjeSenja ucenika.

([16])
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2.2 ,,Postavljanje pitanja*

Matematicko istrazivanje zapoCinje od pitanja ili problema, a odgovori se traze Kroz
promatranje i istrazivanje. Tako bi 1 uCeniCko znanje trebalo krenuti od razmisljanja i
pitanja. Zbog toga je potrebno ucenike poticati da postavljaju pitanja. Isto tako, i nastavnici
moraju u¢enicima postavljati pitanja. Zasto postavljati pitanja? Uc¢enici mogu nauciti nesto
bez prethodnog znanja i razumijevanja. UCenike je potrebno potaknuti da koriste postojece
znanje kako bi stvorili novo znanje i razumijevanje. Pitanjima ucenike treba potaknuti da
se koncentriraju na klju¢ne koncepte. UcCenicima treba pomoc¢i da produbljuju svoje
misljenje od ¢injeni¢kog do analitickog. No, pitanja koja postavljamo u¢enicima moraju
imati svoj cilj i svrhu te svaki nastavnik mora znati postaviti pitanje ovisno o tome kakav
se odgovor od ucenika oc¢ekuje. Pitanja mozemo podijeliti u dvije skupine: u¢inkovita i
neucinkovita pitanja. Pitanja koje nastavnici pitaju moraju biti unaprijed planirana tako da
se odnose na ciljeve nastavne cjeline koja je obradena. Pitanja ne smiju imati samo jedan
tocan odgovor, ve¢ moraju dopustati viSe moguc¢ih odgovora. Prilikom postavljanja
pitanja, nastavnik mora dati dovoljno vremena u¢eniku da odgovori na pitanje te nastavnik
ne bi trebao sam odgovarati na svoje pitanje. Ukoliko u€enik pogreSno odgovori na
postavljeno pitanje, nastavnik taj odgovor treba prihvatiti i kasnije raspraviti s ostalim
ucenicima o to¢nosti tog odgovora. Takoder, kad u€enik pogreSno odgovori na pitanje,
nastavnik treba prihvatiti odgovor te ostale uc¢enike u razredu pitati slazu li se s tom
tvrdnjom. Ukoliko ucenik to¢no odgovori na pitanje, moZzemo ucenike pitat da objasni
zasto da bi bili sigurni da je uenik razumio to $to je rekao. Pitanja koja nastavnici
postavljaju u€enicima moraju biti otvorenog tipa, npr. moze$ li mi dati primjer.., kako
bismo to mogli promijeniti.., je li ta tvrdnja uvijek to¢na.., objasni zasto. .., navedi razlog. ..

i sli¢no. Pitanjima moramo ucenike poticati na uéenje s razumijevanjem. ([22])
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Poglavlje 3

Modeliranje

3.1 Suradnicko- timski rad

Kako postati dobar ucitelj, pitanje je koje muci svakog ucitelja. Ucitelji moraju uzeti u
obzir razvojne mogucénosti i sposobnosti svakog ucenika. Moraju poticati ucenike na
izrazavanje vlastitog misljenja, postavljanje pitanja i raspravljanje. Pri tome se promicu
vrijednosti medusobnog postovanja te postovanja tudeg misljenja, odgovornosti, briznosti,
marljivosti i ljubavi u cijelom kolektivu. Uz to, ucitelj mora voditi ratuna da potice

ucenikovu samostalnost i inicijativu.

Dobar ¢e ucitelj svakom ucenickom odgovoru pridodati pitanje: ,, Zasto? da bi se
upoznao s nacinom ucenikova misljenja i s izvorom mogucih pogrjeSaka. Jednako tako
naucit ¢e uCenike da neprekidno postavljaju pitanje: ,,Zasto?“. Time moze sprijeciti
najcesce pogrjeske u djecjem zakljucivanju i1 podrzavati njihovu radoznalost. Takoder,
svaki se ucitelj pita $to uciniti da bude jo$ djelotvorniji 1 uspjesniji u radu. Kako posti¢i da
ucitelj bude zadovoljan svojim radom 1 u¢incima, ali istodobno da 1 njegovi ucenici budu

zadovoljni 1 uspjesni?

Model uspjeSnog rada u Skolama koji zadovoljava navedene postavke je timsko-
suradnicko ucenje. Ucitelj ¢e organizirati uceniCke aktivnosti ¢ije ¢e ostvarivanje
pridonijeti razumijevanju i trajnom zapamcdivanju nastavnog gradiva. Takav pristup je
posljedica spoznaje psihologije ucenja koja nas upucuje da pojedinac nauci 10% od onoga
Sto ¢uje, 30% od onoga Sto vidi, 50% od onoga §to Cuje, vidi 1 ponovi svojim rije¢ima, a

¢ak 90% od onoga $to vidi, ¢uje i ucini. ([11])

Djeca ve¢ u osnovnoskolskom obrazovanju u¢e matematiku kroz razne didakticke igre.
Kroz igru ponavljaju i utvrduju nauceno te u igri razvijaju koncentraciju i suradnju s

drugima. ([12])

»lgrajuci se, dijete uci voljeti; voleci, ono radi §to voli.“ (E. Fromm)
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Ucitelj didakticke igre provodi kroz aktivnosti. Takve aktivnosti kod djece razvijaju
stvaralacke sposobnosti i misljenje. Najces¢i oblik rada aktivnosti je grupni, a tek ponekad
individualni. Na taj nacin ucitelj aktivira introvertne i slabije u¢enike. Introvertni ucenici
se bolje snalaze, a slabiji ucenici postizu bolje rezultate. Bolji ucenici pomazu slabijima.
Aktivnost svih ucenika je maksimalna. Osnovni motiv aktivnosti je osjeCanje vlastite
kompetentnosti. Istrazivanje i ucenje sudjelovanjem u aktivnosti snazno pokrece
ucenikove emocije Sto je uzrok trajnoga pamcenja znanja i njegovoga prisjecanja po
potrebi. Ako je timski rad dobro organiziran, uéenici rade u prijateljskom ozra¢ju sigurni
u sebe i pomo¢ svojih prijatelja, ne boje se pogrjesaka, ne osjecaju prisilu, preuzimaju
odgovornost za vlastiti rad i u€inke te za rad i ucinke cjelokupnog tima. Bez obzira na
specifi¢ne obrazovne zadaée radi kojih je tim osnovan, uspjeSan timski rad pridonosi
ostvarivanju mnogih odgojnih zada¢a, ponajprije medusobnom povezivanju i
uspostavljanju dobrih odnosa medu ucenicima, razvoju socijalnih vjestina i odgovornosti
za vlastiti izbor i1 radne navike. Raspravljajuéi o u¢incima svakog tima, informacije se
razmjenjuju i usporeduju pa ucenici djelotvorno nauce ono o ¢emu su sami istrazivali.
Vazno je naglasiti da je ucenje radosno i ne naporno, §to dodatno pridonosi pozitivnim

ucincima. ([14])

3.2 Matemati¢ko modeliranje

Matematicko modeliranje u Skoli je primjer integriranog ucenja. Integracija znaci
spajanje nekih dijelova u cjelinu, povezivanje, ujedinjavanje (B. Klai¢: Rjecnik stranih
rijeci). Integracija u nastavi je povezivanje i istodobno ostvarivanje zajednickoga u
razli¢itim odgojno- obrazovnim podrucjima, a podrazumijeva povezivanje dijelova sa
zajednic¢kim ciljevima u harmonicku cjelinu. To je u€enje u kojem ucenik moze jednu temu
provesti kroz vise podrucja ili predmeta. Svrha integracije je stjecanje, Sirenje i
produbljivanje cjelovitog pogleda na znanost ili uopce na svijet. Uloge takvog ucenja su:
razvijanje sposobnosti zapazanja i otkrivanja raznolikoga stvaralackog pristupa temi,
razvijanje stvaralatke maste ucenike, razvijanje sposobnosti usporedivanja, kritickog
misljenja i logi¢kog zaklju¢ivanja. Vazno obiljeZje takvog rada je aktivno ucenje. Ono

osigurava visok stupanj samostalnosti i nadzora nad organizacijom tijekom aktivnosti.
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Matematicko modeliranje je pronalazenje i provjera matematickog modela za neki realan
objekt ili proces. ([13]) U svakodnevnom jeziku, model ima mnoga znaéenja: model
automobila, (modni) model, dje¢ja igracka i dr. U odabrane situacije unosimo nacela i
principe matematike i tako prevodimo realnost u matematicku okolinu. Neka snizenja
vrijednosti robe na trziStu mozemo prikazati eksponencijalnim padom, a razmnozavanje
bakterija modeliramo eksponencijalnim rastom. Kod modeliranja oblikujemo
pretpostavke, generaliziramo, interpretiramo i razvijamo kriti¢ki odnos prema vrednovanju
rezultata. Interpretacija rjeSenja je Cesto zahtjevnija s gledista realne situacije od gledista
matematike. Modeliranjem u nastavi Zeli se posti¢i da ucenik sam formulira hipoteze,
mijenja ih, pojednostavi pretpostavke. Svaki ucenik trebao bi mo¢i prepoznati i imenovati
varijable, parametre i konstante te koristiti razne prikaze (tabli¢ni, graficki i1 dr.).
Matemati¢kim modelima opisujemo matematicke objekte ili pojave iz stvarnog svijeta,
primjerice: geometrijski modeli tijela, model hiperboli¢ke ravnine: Poincareov, Kleinov,
geografske karte, fizikalni zakoni, modeli kojima predocujemo matematicke pojmove:
brojevni pravac, model povrsine, model kruga (za interpretaciju razlomaka), model novca.

Matematicki modeli mogu biti:

1) Linearni i nelinearni

2) Deterministicki i stohasti¢ki

3) Staticki i dinamicki

4) Diskretni/diskontinuirani i kontinuirani
Kontinuirani modeli prikazuju se kao funkcija vremena, f(t) i varijable se mijenjaju
tijekom vremena

5) Deduktivni, induktivni i tzv. 'plivajuci'

Problemi matematickog modeliranja ¢esto se svrstavaju u modele crne kutije 1 modele

bijele kutije. Kada su veze medu varijablama nepoznate govorimo o modelu crne kutije.

([21])

Nacionalni okvirni kurikulum predvida da se tijekom matematickog obrazovanja
ucenici bave matematickim problemima koji proizlaze iz svakodnevnih, stvarnih i

smislenih situacija i time uspostavljaju poveznice izmedu matematike i svakodnevnoga
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zivota. Time ¢e imati prilike primijeniti matematiku u proS$irivanju i primjeni vlastitih
znanja, vjeStina 1 sposobnosti. Primjerene matematicke aktivnosti i istrazivanja izvodit ¢e
samostalno 1 suradnicki $to ¢e ih osposobiti za pristup 1 rjeSavanje matematickih problema.
Matematicko obrazovanje ucenicima omogucuje postavljanje i rjeSavanje matematickih
problema, poti¢uéi ih pritom na istrazivanje, sustavnost i kreativnost. U¢itelj mora dati
dobre primjere i probleme za modeliranje te prilagoditi zadatke moguénostima svakog
ucenika. Problemski zadatak je svaki zadatak ili aktivnost koji nema propisanu, poznatu ili
zapamcéenu metodu rjeSavanja, odnosno, onaj kojeg ucenik takvim ne dozivljava.
Problemski zadaci u nastavi odnose se na matematicki sadrzaj koji u¢enik uci, zahtijevaju
od ucenika objasnjenje i argumentiranje svojeg odgovora i metode. Postoje razne metode
rjesavanja problemskih zadataka. George Polya (1887- 1985) u svome djelu ,,How to solve

it?*“ dao je Cetiri koraka rjesavanja problema:
1. Razumjeti zadatak

2. Napraviti plan

3. Provesti plan

4. “Pogledati unazad” / Osvrnuti se unazad
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Poglavlje 4

Modeliranje eksponencijalnom funkcijom

U ovom poglavlju cilj nam je dati primjere zadataka kroz aktivnosti za ucenike drugog
razreda srednje Skole u kojima ucenici primjenjuju znanje o eksponencijalnoj funkciji te

poti¢emo njihovu kreativnost.

Prema nastavnom planu i programu, uc¢enici se u drugom razredu srednje skole susrecu s
pojmom eksponencijalne funkcije. Prema Nacionalnom okvirnom kurikulumu drugi razred
srednje Skole pripada 4. odgojno- obrazovnom ciklusu. NOK odreduje svrhu ucenja i
poucavanja matematike u osnovnoj i srednjoj $koli, ulogu matematike u sustavu odgoja i
obrazovanja, opce ciljeve matematickog obrazovanja, ocekivana u€enicka postignuca na

kraju svakog od ¢Cetiri odgojno-obrazovna ciklusa.

Prema Nacionalnom okvirnom kurikulumu, iz podrué¢ja Algebra i funkcije, od uc¢enika se

ocekuje da ce:

* opisati 1 izvesti jednostavne ovisnosti (veze) dviju veli¢ina formulama, tablicama,
grafovima 1 rije€ima; prevesti iz jednoga od navedena Cetiri oblika u drugi te Citati,

usporedivati 1 tumaciti ovisnosti (veze)

* prepoznati, odrediti i protumaciti karakteristicne elemente i svojstva jednostavnih
funkcija, analizirati linearne, kvadratne, eksponencijalne, logaritamske i trigonometrijske

funkcije te rabiti njihova svojstva

+ primijeniti funkcije i njihove grafove te jednadzbe i1 nejednadZbe u rjeSavanju
matematickih problema i problema u ostalim odgojno-obrazovnim podru¢jima i

svakodnevnomu zivotu
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Uz to, unutar matemati¢kih procesa, podruéje Rjesavanje problema i matematicko

modeliranje, od ucenika se o¢ekuje da ¢e:

* postaviti I analizirati problem, isplanirati njegovo rjesavanje odabirom odgovarajucih
matematickih pojmova i postupaka, rijesiti ga, te protumaciti i vrjednovati rjesenje i

postupak

» modelirati situacije i procese iz drugih odgojno-obrazovnih podrucja te svakodnevnog

osobnog, profesionalnog i drustvenog zivota.

Cilj modeliranja eksponencijalnom funkcijom jest povezivanje sa sadrzajima iz

svakodnevnog Zivota, ali i ostalim nastavnim predmetima kao Sto su fizika i biologija.
Eksponencijalne funkcije su vrlo prisutne u realnim situacijama.

Modeliranje se ocituje u, primjerice: prirastu stanovniStva, Kamatnom racunu,
radioaktivnosti. Takoder, jo§ neki primjeri iz svakodnevnog zivota koji se modeliraju
eksponencijalnom funkcijom su: pad vrijednosti automobila, kojom se brzinom §iri neka
zarazna bolest, rast neke populacije na odredenom podrucju, trajanje zaliha resursa (vode,

hrane, energenata).
Primjer 1.a: Motivacija
Mladica drveta visoka je 40 cm. Nakon toga:

a) Mjesecno naraste 6 Cm

b) Mjesecno naraste 15 %
Koliko drvo naraste od kraja 4. do kraja 5. mjeseca?
Nakon koliko se mjeseci visina drveta utrostruci?
RjesSenje:

1. Podatke o visini drveta unesemo u tablicu

nakon 1 nakon 2 nakon 3 nakon 4 nakon 5 nakon 6
na pocetku ] ] ) ) ) ) ) )
mjeseca mjeseca mjeseca mjeseca mjeseci mjeseci
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40 cm 46 52 58 64 70 76

40 cm 46 52.9 60.835 69.96025 80.45429 92.52243

2. Prikazimo grafi¢ki povecanje visine biljke s pove¢anjem broja mjeseci
X - 0S: broj mjeseci

y - 0s: visina drveta

3. Usporedimo dobivene grafove. U ¢emu je razlika?
* funkcija koja opisuje povecanje visine drveta za 6 cm je linearna funkcija — u jednakim
razmacima, uvecanje je jednako; broj mjeseci se uveca za 1, visina biljke se uve¢a za 6 cm

« funkcija koja opisuje povecanje visine drveta 15 % je eksponencijalna funkcija - u

jednakim razmacima, faktor je jednak, broj tjedana se uveca za 1, visina se uveca 1.15 puta
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4. Pretpostavimo da je pocetna visina drveta a. Svaki mjesec visina se poveca 15 %.

Popunimo tablicu.

pocetak

1.mjesec

2.mjesec

3.mjesec

4.mjesec

a

a-1.15

a-1.15-1.15

a-1.15-1.15-1.15

a-1.15-1.15-1.15-1.15

5. Funkcija koja prikazuje ovisnost poveéanja visine s pove¢anjem broja mjeseci

Funkcija prikazuje vezu izmedu visine drveta u ovisnosti o broju mjeseci.

Napisimo funkciju B(x) koja opisuje visinu drveta.

Dakle,

B(x) = 40 - (1.15)*

Trazena funkcija je EKSPONENCIJALNA FUNKCIJA.

Provjerimo vrijedi li ova formula za svaki X, xeR, odnosno odredimo ¢emu je jednako

B(x + 1). Imamo:

B(x + 1) = 40 - (1.15)**! = 40 - (1.15)* - 1.15*= B(x) - 1.15.

Dakle, dobivena formula vrijedi za svaki xeR.

Isti primjer mogli smo uc¢enicima zadati tablicom:

na nakon 1 nakon 2 nakon 3 nakon 4 nakon 5 nakon 6
pocetku | mjeseca mjeseca mjeseca mjeseca mjeseci mjeseci
40 cm 46 52 58 64 70 76
40 cm 46 52.9 60.835 69.96025 80.45429 | 92.52243

pri ¢emu bi ucenici trebali odrediti pravilo po kojem se mijenja visina drveta u oba slucaja.

22




4.1 Problem promjene broja stanovnika

Broj stanovnika svijeta predstavlja ukupan broj zivih ljudi na Zemljiu odredenom
trenutku. Prema procjenama koje je objavio Ured SAD za popis stanovni$tva, stanovnistvo
Zemlje je doseglo broj od 7,49 milijardi. Svjetska populacija biljezi stalan rast od zavrSetka
perioda Kuge i Velike gladi. Stopa rasta svoj vrhunac je imala 1963. godine, godisnje
povecanje je iznosilo ¢ak 2.2%. Od 80-ih godina proslog stoljeca taj broj raste vrlo brzo.
Godisnji prirast stanovniStva Zemlje iznosi 1.7%. Pitamo se $to se dogada s brojem
stanovnika Hrvatske? No, prije nego se osvrnemo na stanovnistvo Hrvatske, pogledajmo
Sto se dogada sa zemljama koje su povrSinom priblizno sli¢ne Hrvatskoj, kao $to su npr.

Austrija i Togo, pri ¢emu smo uzeli dvije drzave razli¢ite razvijenosti. ([20])

AKTIVNOST 1: ,,StanovniStvo Austrije*

Cilj aktivnosti: ucenici ¢e grupirajuci podatke otkriti model promjene broja stanovnistva

u Austriji
Oblik rada: suradnicko- timski rad u tro¢lanim skupinama
Potrebni materijal: nastavni listi¢ za svakog ucenika (Prilog 1), kalkulator

Tijek aktivnosti: Ucenike rasporedimo u tro¢lane skupine te svakoj skupini podijelimo
nastavne listie. Svaki ucenik dobije nastavni listi¢ te ga rjeSava zajedno sa ¢lanovima
svoje skupine. Dajemo uputu ucenicima da mogu ,,raspodijeliti posao* tamo gdje je to
potrebno. Dok ucenici rjeSavaju nastavne listice, nastavnik obilazi svaku skupinu
provjeravajuc¢i kako se snalaze 1 pomaze ukoliko je to potrebno. Nakon §to svi ucenici

rijeSe nastavni listi¢, s ucenicima provjeravamo do kojih zakljucaka su dosli.
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PRILOG 1:

U tablici je prikazan broj stanovnika (u tisu¢ama) Austrije tijekom 20-ak godina ([19]):

godina | 1990. | 1991. |1992. | 1993. | 1994. | 1995. | 1996. | 1997. | 1998. | 1999.
brojst. | 7678 | 7755 |7841|7919 7936|7948 | 7959|7968 | 7977|7992
godina | 2000. | 2001. | 2002. | 2003. | 2004. | 2005. | 2006. | 2007. | 2008. | 2009.
brojst. [8012 |8042 |8082|8118 8169|8225 |8268|8295 | 8322|8341
godina | 2010. |2011. |2012.|2013. | 2014. | 2015. | 2016. | 2017. | 2018. | 2019.
brojst. | 8361 | 8389 |8426|8477 |8544 | 8630 |8 740

1. Sto uocavate u tablici? Sto se dogada s brojem stanovnika?

Mijenja li se broj stanovnika po nekom pravilu? Pokusajte grupirati podatke po

godinama, §to se dogada s brojem stanovnika svake godine, svakih 5 godina, svakih

10 godina?

Zapisite prethodno uoceno pravilo matematicki.

Popunite prazna mjesta u tablici koriste¢i prethodno pravilo.

Koliko stanovnika ¢e biti u Austriji 2030. godine?
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Kako se ova aktivnosti provodi nakon $to se obradi pojam eksponencijalne funkcije i
svojstva eksponencijalne funkcije, ucenici ¢e uociti da se podaci u tablici uocavaju te ¢e
pretpostaviti da se radi o eksponencijalnoj funkciji. Ukoliko ucenici ne primijete odmah
da se radi o eksponencijalnom funkciji, mozemo dati uputu da izracunaju prve, odnosno
druge podijeljene razlike, odnosno da provijeri radi li se o linearnoj, odnosno kvadratnoj
funkciji. Nakon Sto ucenici zaklju¢e da se radi o eksponencijalnoj funkciji, trazit ¢e
zajednicki faktor danih podataka. Pogledajmo Sto se dogada prilikom rjeSavanja drugog
zadatka. Krenemo li redom racunati kvocijente brojeva, dobit ¢emo konstantan omjer za

prve tri godine:

broj stanovnika 1991. 7755 Lo1
broj stanovnika 1990. ~ 7678

broj stanovnika 1992. 7841
broj stanovnika 1991. ~ 7755

broj stanovnika 1993. 7919
broj stanovnika 1992. 7841

Ukoliko ucenici nakon prva tri omjera stanu s raCunanjem 1 pretpostave da je 1 dalje isti
omjer, zakljucit ¢e da se broj stanovnika Austrije godiSnje poveca za priblizno 1%,

odnosno da se broj stanovnika Austrije mijenja prema sljede¢em pravilu:
f(t) = 7678 - 1.01" , pri ¢emu je t broj godina proteklih od pocetka mjerenja.

To pravilo ne daje precizne podatke jer ve¢ sljede¢i omjer nije jednak 1.01 te bi ve¢ 2016.
godine u Austriji bilo priblizno 9 944 000 stanovnika, §to vidimo da nije ni priblizno
jednako broju u tablici. Istim modelom, 2030. godine bi Austrija brojila 11 431 000
stanovnika. Analognom provjerom za podatke svakih 5 godina ne dobivamo isti kvocijent
te ucenici ne mogu zakljuciti $to se dogada s brojem stanovnika svakih 5 godina. Ako
uzmemo u obzir samo podatke svakih 10 godina, odnosno broj stanovnika 1990., 2000. i

2010. godine, dobivamo sljedece:

broj stanovnika 2000. 8012

= ~ 1.04
broj stanovnika 1990. 7678
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broj stanovnika 2010. _ 8361 -
broj stanovnika 2000. T 8012

1.04.

Dakle, svakih 10 godina broj stanovnika Austrije se poveca priblizno 4%, odnosno

stanovnistvo Austrije mijenja se po modelu danom sljede¢im pravilom:
t
f(t)=7678-1.0410 , pri cemu je t broj godina proteklih od pocetka mjerenja.

Najvise poteskoca prilikom ra¢unanja o¢ekujemo kod odredivanja eksponenta % jer bi

ucenici mogli zanemariti ¢injenicu da su koristili podatke u razmacima od 10 godina. Tom
formulom ucenici ¢e dobiti da ¢e Austrija 2030. godine imati priblizno 9 milijuna

stanovnika.

Dakle, bitno je s ucenicima provjeriti i usporediti rjeSenja te takoder diskutirati o
dobivenim rjeSenjima. Da li je moguce da Austrija 2030.godina ima priblizno 11 milijuna

stanovnika ili je ipak realniji broj od 9 milijuna stanovnika?

Uzevsi u obzir dio Jadranskog mora koje pripada Republici Hrvatskoj, tada povrSini
Republike Hrvatske otprilike odgovara povrSina Austrije. Danasnja je Austrija mala
savezna republika, no neko¢ je ona bila jedno od najvecih carstava u Europi. Ubraja se
medu razvijene zemlje svijeta. Unazad 30 godina Austrija biljezi stalan porast broja
stanovnika. Kad su se 1989. godine otvorile granice isto¢ne Europe, Austrija je postala
prvo pribjeziste tisucama bjegunaca. Uz to, danas sve vise ljudi dolazi iz svojih drzava
traze¢i posao te tako Austrija ima i mnogo radnika- imigranata, Sto je takoder razlog
porasta broja stanovnika. Izmedu ostalog, Austrija je jedan od vodecih europskih
proizvodaca nafte te kombiniraju¢i trZiSna nacela s visokim stupnjem drZavnoga nadzora,
neprekidno se razvija ekonomija, odrzavajuci inflaciju 1 nezaposlenost na niskoj razini.
Prema procjenama, do 2030. godine u Austriji se o¢ekuje oko 9 milijuna stanovnika. Kako
je spomenuto, Austrija je razvijena zemlja u kojoj je osnovno obrazovanje besplatno i
obvezno, a postoje 1 velike moguénosti daljnjega viSega obrazovanja i obrazovanja za

odrasle te je razina pismenosti iznimno visoka.

S druge strane, Togo je nerazvijena zemlja zapadne Afrike, od zemalja svijeta povr§inom

je najsli¢nija Hrvatskoj, u kojoj je osnovnoskolsko obrazovanje besplatno, ali je postotak
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upisanih u srednje $kole vrlo mali, $to se odrazava i na razinu pismenosti. Za razliku od
Austrije, zdravstveni i stambeni uvjeti su vrlo losi. Jo§ uvijek postoji opasnost od bolesti
kao S$to su zuta groznica, malarija te hepatitis A i B. No, stopa nataliteta i dalje je vrlo
visoka. Najvise je zaposlenih u poljoprivredi te u industriji i rudarstvu. Stanovnistvo Toga
zivi od izvoza fosfata i poljoprivrednih proizvoda. Od poljoprivrednih proizvoda izvoze
kakao, kavu, pamuk, kukuruz, rizu i slatki krumpir. Pogledajmo $to se dogada s brojem

stanovnika. ([1])

AKTIVNOST 2: ,,Stanovnistvo drzave Togo“

Cilj aktivnosti: ucenici ¢e otkriti model promjene broja stanovnistva drzave Togo
Oblik rada: suradnicko- timski rad u paru

Potrebni materijal: nastavni listi¢ za svakog ucenika (Prilog 2), kalkulator

Tijek aktivnosti: Podijelimo uéenike u parove kako sjede u klupama. Svaki ucenik dobije
svoj nastavni listi¢. Nakon §to svi ucenici rijeSe nastavni listi¢, s u¢enicima provjeravamo

rjeSenja.
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PRILOG 2:

U tablici je prikazana procjena broja stanovnika (u tisu¢ama) drzave Togo od 2004. godine

do 2016.:
godina 2004. | 2005. | 2006. | 2007. | 2008. | 2009. | 2010.
broj stanovnika | 5040 | 5215 | 5397 | 5585 | 5779 | 5980 | 6191
godina 2011. | 2012. | 2013. | 2014. | 2015. | 2016. | 2017.
broj stanovnika | 6404 | 6627 | 6858 | 7097 | 7344 | 7606

1. Sto uocavate u tablici? Sto se dogada s brojem stanovnika?

2. Dane podatke prikazite graficki u danom koordinatnom sustavu. Koju funkciju

uocavate?

3. Opisite promjenu broja stanovnika rije¢ima.

4. Zapisite prethodno uoceno pravilo matematicki.

5. Popunite prazno mjesto u tablici koristeci prethodno pravilo.

6. Koliko stanovnika ¢e biti u Togu 2030. godine?
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Brojevi u tablici rastu. Ucrtavanjem odgovarajuc¢ih tocaka koordinatni sustav, ucenici
uocavaju da promjenu broja stanovnika najbolje opisuje eksponencijalna funkcija.
Analognim postupkom kao u prethodnom zadatku dolaze do zakljucka da se broj
stanovnika Toga povecava priblizno 3% godiSnje, odnosno model promjene broja

stanovnika Toga dan je pravilom:
f(t) = 5040 - 1.03¢, gdje je t broj godina proteklih od podetka mjerenja.

Dobivenim modelom Togo ¢e 2030. godine imati priblizno 10 870 000 stanovnika.

Dakle, uo¢imo da imamo dvije drzave, jednu razvijenu, drugu nerazvijenu, kojima broj
stanovnika stalno raste. Stovise, matemati¢kim modelima smo opisali promjenu broja
stanovnika u obje drzave. No, moramo se zapitati postoje li vanjski ¢imbenici koji utjecu
na promjenu broja stanovnika? Naravno, postoje, i matemati¢ki ne mozemo opisati utjecaj
vanjskih ¢imbenika kao Sto su stope nataliteta i mortaliteta, stopa nezaposlenosti, razne
epidemije. Sve to utjeCe na ljudska kretanja. S druge strane matemati¢kim modelom
mozemo procijeniti broj stanovnika idu¢ih godina, uz pretpostavku da ¢e broj stanovnika

i dalje rasti jednakim prirastom.

Broj stanovnika u ovim drZavama se mijenja eksponencijalno, a tako se mijenja i broj

stanovnika na Zemlji. To znaci da slijede pravilnost danu formulom:
a- bk-x’

gdje je k konstanta razli¢ita od 0. Brojnost raznih populacija takoder se ponasa sli¢no. U
prethodnim primjerima smo mogli odrediti bazu grupiranjem podataka te smo lako mogli
zatim i odrediti konstantu k. Ako iz danih podataka ne mozemo odrediti bazu, tada mozemo

izabrati bilo koju bazu. Za bazu se naj¢esce bira broj €.
Zakon promjene baze:

Ako vrijedi b* = a** Vx, tada je b = a*. Kako su a i b poznati, moramo odrediti

konstantu k. Konstantu k odredit ¢emo logaritmiranjem na sljede¢i nacin: log b=k-loga ,

l b
odnosno k = 292,
loga
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4.2 Baza eksponencijalne funkcije

Oznaku e uveo je Svicarski matemati¢ar Leonhard Euler 1727. godine, vjerojatno inspiriran
rije¢ju ,,eksponent. On je 1737. dokazao da je e iracionalan, a da je transcedentan dokazao
je 1873. godine Charles Hermite. Taj broj, ¢ija je priblizna vrijednost 2.7182818284590,
kao baza eksponencijalne funkcije pojavljuje se u vrlo raznolikim prirodnim zakonima,
kao $to su razne vrste prirodnog prirasta. Nezaobilazne su takve funkcije i u optici, akustici,

elektronici i dinamici. ([7])

. .. n\" .. .
Broj e se definira kao lim (1 + ;) i jednak je:

n—oo
(o]
1
=)
n!
n=0

Leonhard Euler (1707.-1783.) je prvi koji je pojam funkcije postavio kao temeljni

matematicki pojam. 1748. godine Euler je u svom radu ,Introductio in Analysin

infinitorum* objavio sve ideje te je dokazao da je e =1 +i42414. ida je
120 3l

n
e = lim (1 + %) . Euler je procijenio e na ¢ak 18 decimalnih mjesta. Funkcije je razvrstao

n—-oo
po raznim Kriterijima, primjerice na algebarske i transcendentne. Euler je bio jedan od
prvih matematicara koji su se bavili parcijalnim diferencijalnim jednadZbama, a smatra se

zaCetnikom opce teorije diferencijalnih jednadzbi. ([3])

Pogledajmo neke primjene u kojima je “matematicki model” funkcija oblika

@) = fo-e¥*.

U tome je zapisu fo pocetno stanje, stanje na pocetku mjerenja (t = 0), dok je f (t) stanje
nakon vremena t. Broj k, k#0 je konstanta koja se uglavnom odreduje eksperimentalno.
Ako je k > 0, funkcija f opisuje (prirodni) rast, a ako je k < 0, (prirodni) pad u nekom

procesu.

Upravo takvim modelom moZemo opisati promjenu broja stanovnika u Hrvatskoj. Prema
podacima Drzavnog zavoda za statistiku ([20]) imamo sljede¢e popise stanovniStva
Republike Hrvatske:
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godina 1991. 2004. 2015.

broj stanovnika 4 784 265 4 437 460 4 190 669

Nastavnik moze primjer promjene broja stanovnika u Hrvatskoj prikazati uz pomoc¢ ranije
pripremljenih materijala, kao §to je PowerPoint prezentacija i slicno. Uo¢imo da razmak u
godinama nije jednak te moramo pretpostaviti da se radi o eksponencijalnoj ovisnosti. 1z

toga razloga se uzima baza e.

Uocavamo da broj stanovnika unazad 30-ak godina pada te ¢emo pretpostaviti da ¢e taj
broj i dalje jednako padati. Kako broj stanovnika pada, znamo da konstanta k mora biti

negativnog predznaka. Odredimo sada tu konstantu.

Pocetna vrijednost, fo, je 4 784 265, pri ¢emu nam je godina 1991. pocetak mjerenja. Nakon
t=10 godina imamo vrijednost od f(10)= 4 437 460 stanovnika. Iz toga nam slijedi sljedeca

jednakost:

4 437 460=4 784 265 - e~ 10k

—10-k — 4437460

e te je
4784 265

4 437 460
4784265’

-10-k=In

odnosno dobivamo da je

k=-0.007525

Tako smo dosli do zakonitosti po kojoj se tijekom vremena mijenja broj stanovnika u nasoj

zemlji:
f(t) = 4784 265 - e70007525¢,

Sada mozemo odrediti kada ¢e broj stanovnika biti upola manji od broja stanovnika koji je
bio 1991. godine.

Iz% -4 784 265 =4 784 2650007525 gljjedi In 0.5 = -0.007525t odnosno t~ 92 godine.

Dakle, ako prihvatimo pretpostavku da se broj stanovnika Republike Hrvatske smanjuje
po eksponencijalnom zakonu, tada bi 2083.godine u Republici Hrvatskoj bilo nesto vise

od 2 milijuna stanovnika, to¢nije 2 392 132 stanovnika. Kod ovog primjera mozemo
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ucenike potaknuti na razmisljanje. Je li dobro to $to broj stanovnika pada i koji je uzrok
tome? Uglavnom ljudi odlaze kako bi radili izvan Hrvatske. Pitamo se ima li drzava
dovoljno resursa da to promijeni? Mogu li nasi uéenici promijeniti to jednog dana? Uz
velike tvrtke i korporacije, postoje i oni ,,mali ljudi. Jedan takav primjer su mladi ljudi
koji izraduju videoigre i1 razne aplikacije za mobitele. Takoder, ucenici takav problem
mogu povezati i s drugim predmetima, kao $to je geografija. Isticanje korelacije u¢enicima
znatno olakSava shvacanje medusobne povezanosti svih nastavnih predmeta i olaksSava

njihovu primjenu u razli¢itim podruc¢jima zivota i rada.

4.3 Problem potros$nje resursa

Uzmemo li u obzir ¢injenicu da se broj stanovnika Zemlje stalno povecava, to nas dovodi
do toga da se i vise troSe resursi. Ljudi mnoge svoje resurse trose eksponencijalnom
brzinom. Potros$nja tih resursa (vode, hrane, energenata) ima konstantnu ili rastucu
godisnju stopu rasta. Krenimo od jedini¢ne potrosnje i pretpostavimo da se ona u nekom

vremenskom intervalu udvostrucuje, tada imamo sljede¢i niz:
1 2 4 8 16 32

Iz prethodnog niza moZemo uociti da je potroSnja u zadnjem intervalu veca od ukupne

potroSnje u prethodnim intervalima (1+2+4+8+16=31 <32), Sto vrijedi i opéenito:
2" —1< 2™

Ako pretpostavimo da se potro$nja nekog resursa udvostrucuje svakih 10 godina, tada
imamo godis$nje povecanje od 7%. S druge strane, ako potrosnja nekog resursa raste po
stopi od 7% godis$nje, tada ¢emo ga u idu¢ih 10 godina potrositi viSe nego u cijeloj
prethodnoj povijesti. To je posljedica eksponencijalnog rasta potro$nje, koju mozemo
uvidjeti iz niza 1, 2, 4, 8, 16, 32 za koji vrijedi 1+2+4+8+16=31 <32. ([15])

AKTIVNOST 3: ,,Potrosnja resursa“
Cilj aktivnosti: ucenici ¢e utvrditi smislenost i valjanost danih matematickih tvrdnji

Oblik rada: individualni rad u¢enika
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Potrebni materijal: PowerPoint prezentacija, racunalo, projektor, pribor za pisanje

Tijek aktivnosti: Nastavnik na prezentaciji prikaze prethodni tekst u dva dijela:
a) Ako pretpostavimo da se potrosnja nekog resursa udvostrucuje svakih 10 godina, tada

imamo godisnje povecanje od 7%.

b) Ako potrosnja nekog resursa raste po stopi od 7% godisnje, tada ¢emo ga u iducih 10

godina potrositi viSe nego u cijeloj prethodnoj povijesti.

Zatim nastavnik postavlja pitanje u¢enicima imaju li smisla prethodne tvrdnje te daje uputu
ucenicima da pokuSaju matematicki dokazati istinitost prethodno navedenih tvrdnji.
Tijekom rjesavanja, nastavnik obilazi u¢enike i pomaze im ukoliko je to potrebno. Nakon

Sto svi ucenici rijeSe zadatak, nastavnik na prezentaciji pokazuje rjesenja.
Moguéi tijek aktivnosti u¢enika:

Imamo zadano da se potroSnja nekog resursa udvostrucuje svakih godina. Dakle, radi se

0 eksponencijalnoj funkciji zadanoj formulom:

t
N(t) = N, - 210,

Pogledajmo Sto se dogada iduce godine, odnosno ¢emu je jednako N(t + 1). Imamo:

t+1 t 1 t

1 1
N(t+1) = N~ 210 = Ny~ 210716 = Ny - 210 210 = N(t) - 210

N()

N(t+1) _

=1.071, odnosno
N(t)

Dakle, iz toga slijedi da je

N(t+1)=N()-1.071 = N(©) - (1 + 0.071)=N(t) + N(¢t) - 0.07

7% od N(t)
Time smo dokazali da godi$nje povecanje iznosi 7%.

Uocimo da je b) dio zadatka malo sloZeniji i primjereniji je ucenicima Cetvrtog razreda

srednje Skole.
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Ukupna potrosnja u idu¢ih 10 godina, ako je pocetna godina u kojoj mjerimo potro$nju
N(): N(t+ 1)+ N(t+2) + -+ N(t+10) = X212 N(t + )=X12, N - 1.07%. Uo€imo
da je ¥12%, Ny - 1.07° =N, (1+1.07 + 1.072 4+ - + 1.0710), gdje prepoznajemo sumu

/
geometrijskog reda koja je jednaka: 171077 15.7836. Dakle, ukupna potro$nja u idu¢ih

1-1.07
10 godina iznosit ¢e 15.7836- Nj.

Potro$nja u prethodnoj povijesti, oznac¢imo ju s P, od trenutka t je jednaka:

Y% 1Ny - 1.077%, odnosno imamo da je ukupna potrodnja u prethodnoj povijesti jednaka

P=Ny-(1.0771+1.0772+ ). Kadantezi u beskonacnost, apsolutna vrijednost

od g mora biti manja od jedan kako bi red konvergirao. Dakle, imamo:

_ 1 1 \? 1\3 _ 1 1
P_NO.[TO7+(TO7) +(1—07) +--=Ny To7 (1 +TO7+"'),OanSI’IO
P=N, L ;1: N, LY N, - =14.2857-N, ¢ime smo dokazali tvrdnju.
107 1-— 1.07 1.07-1 0.07

No, uz takvu potros$nju resursa, zalihe ¢e trajati 1 000 000 godina. Medutim, kada bi rast
potros$nje resursa iznosio 10% godiSnje, tada bi nam zalihe trajale jo§ samo 115 godina.
Dakako, potrosnja s konstantnom godiSnjom stopom rasta nije odrziva. Medutim danas se
sve vise tehnologija unaprjeduje te se tezi koristenju obnovljivih izvora energije zbog svoje
neskodljivosti prema okolisu. Obnovljivi izvori energije su izvori energije koji se dobivaju
iz prirode te se mogu obnavljati; najcesce se koriste energije vjetra, sunca i vode. Biomasa
je jedna od vrsta obnovljivih izvora energije koja nastaje od Zzivih ili nedavno Zzivih
organizama. Kad se govori o biomasi najceS¢e se misli na drvo. Drvo se uspjesno koristi

jo§ od pocetka ljudske vrste kao izvor energije za grijanje i pripremu hrane.

4.3.1 Sume

Suma je zivotna zajednica drvecéa i Sumskih Zivotinja te se smatra idealnim staniStem za
brojni Zivi svijet. Sume se razlikuju s obzirom na klimu, vrstu tla i reljef. Ljudi su kr¢ili

Sume da bi napravili prometnice, naselja i sli¢no. Ljeti postoji rizik od pojave

34


http://www.izvorienergije.com/obnovljivi_izvori_energije.html

Sumskog pozara, nakon ¢ega se treba obaviti poSumljavanje. Koristeci isklju¢ivo prirodne
sirovine - ugljikov dioksid i vodu, kao izvor energije isklju¢ivo sunéevu energiju, u stanju
je proizvesti znatne koli¢ine biomase (drva, li§¢a), uz proizvodnju kisika. Suma zadrzava
znatne koli¢ine praSine iz zraka, povoljno utje¢e na kruzenje vode u prirodi, kao i
na atmosferske prilike (vremenske i klimatske). Ima i socijalno i estetsko znacenje

za covjeka.

Sume u Hrvatskoj, osim onih u nacionalnim parkovima, su gospodarske $ume i za njih se
brine Sumarstvo kao znacajna gospodarska grana, ali i istoimena primijenjena znanstvena
disciplina. Uc¢enike kroz razgovor motiviramo na razmi$ljanje te im pritom spomenemo

neke zanimljivosti vezane uz Sume u Hrvatskoj.

U Hrvatskoj Sume rastu na 2,5 milijuna hektarai u njima ima trenutno oko 300
milijuna tona drva. Svake godine hrvatske Sume proizvedu novih 8 milijuna tona drva. Pri
tome iz atmosfere povuku 2,5 milijuna tona ugljika (efekt staklenika), zadrze preko 17
milijuna tona prasine, a usput proizvedu i oko 5 milijuna tona kisika. Svi ti podaci odnose
se na gospodarene $ume. Sume prasumske strukture kojima se ne gospodari ne proizvode

nista od toga - one su dovoljne same sebi.

Iz zakona o Sumama Republike Hrvatske:

e Sume i Sumska zemljiita su specifiéno prirodno bogatstvo te s opéekorisnim
funkcijama Suma predstavljaju posebne prirodne 1 gospodarske uvjete rada.

e Opcekorisne funkcije Suma odraZavaju se osobito u zastiti zemlji§ta, prometnica 1
drugih objekata od erozije, bujica i poplava, utjecaju na vodni rezim i hidroenergetski
sustav; u utjecaju na plodnost zemljiSta i poljoprivrednu proizvodnju; u utjecaju
naklimu; u =zastiti i unapredivanju Covjekove okoline; u stvaranju kisika i
prociscavanju atmosfere; te utjecaju na ljepotu krajolika te stvaranju povoljnih uvjeta
za lijeCenje, oporavak, odmor i rekreaciju, za razvitak turizma i lovstva i za obranu
Republike Hrvatske.

« Sumom se smatra zemljiite obraslo Sumskim drveéem u obliku sastojine na povrsini

vecoj od 10 ari. ([18])
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AKTIVNOST 4. ,,Koli¢ina drva u Sumi“

Cilj aktivnosti: ucenici ¢e utvrditi godisnji prirast Suma te ¢e koriste¢i dobiveni podatak
odrediti koliko ¢e biti drva u Sumi nakon proteklog vremena t ako znamo da se svake

godisnje sijece drvo u Sumi
Oblik rada: suradni¢ko- timski rad u ¢etvero¢lanim skupinama
Potrebni materijal: nastavni listi¢ za svakog uc¢enika (Prilog 3), kalkulator

Tijek aktivnosti: Ucenike podijelimo u ¢etveroclane skupine te svakoj skupini podijelimo
nastavne listi¢e. Svaki ucenik u skupini dobije svoj listi¢ koji rjeSava suradujuéi s ostalim
¢lanovima skupine. Nakon $to svi ucenici rijeSe svoj nastavni listi¢, provjeravaju se
dobivena rjesenja i zakljucci. Tijekom rjeSavanja listi¢a, nastavnik obilazi svaku skupinu i

usmjerava ih ukoliko je to potrebno.
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PRILOG 3:

Proteklo na nakon 1 nakon 2 nakon 3 nakon 4 nakon 5

vrijeme pocetku godine godine godine godine godina

koli¢ina

drva (u 45 000 45900 46 818 | 47 754.36 | 48 709.45 | 49 683.64
mq)

1. U tablici je dana promjena koli¢ine drva u nekoj Sumi tijekom godina. Promotrite

dane podatke. Kako se mijenjaju?

2. Opisite promjenu koli¢ine drva matematicki.

3. Mozete li iz danih podataka odrediti godiSnji prirastaj? Koliko on iznosi?

4. Oznacite godi$nji prirastaj iz prethodnog zadatka s p. Odredite koliko ¢e drva biti

u toj Sumi nakon 15 godina, uz prirastaj p, ako se na kraju svake godine posijece

1500 m3?

Uputa: prvo odredite koliko ¢e biti drva u toj Sumi nakon t godina.
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Najprije ucenici otkrivaju kako se mijenja koli¢ina drva u Sumi. Uoc¢ava se da brojevi rastu
te da se radi o eksponencijalnoj funkciji. Ukoliko ucenici ne pretpostave da se radi o
eksponencijalnom funkciji, nastavnik treba dati uputu ucenicima da izracunaju kvocijente

danih podataka. Krenimo redom:

nakon 1 godine 45900
na poéetku 45000

nakon 2 godine 46 818
nakon 1 godine 45900

nakon 3 godine 47 754.36

= = 1.02
nakon 2 godine 46 818 0
nakon 4 godine  48709.45
nakon 3 godine 47 754.36
nakon 5 godina 49 683.64

= 1.02

nakon 4 godine 48 709.45

Dakle, uo¢avamo da je kvocijent jednak i1 iznosi 1.02. Iz toga ucenici dolaze do zakljucka
da je godisnji priraStaj 2% (1.02= 1 + 0.02). Ucenici bi mogli imati problem prilikom
odredivanja godi$njeg priraStaja pri ¢emu ih treba podsjetiti na odredivanje postotka
povecanja ako imamo pocetni i krajnji podatak. Sto se dogada s koli¢inom drva ako na
kraju svake godine posijecemo 1500 m® drva? Oznac¢imo s Go pocetnu koli¢inu drva, a s

G1 koli¢inu drva nakon 1 godine.
Nakon 1 godine: Gi1= Go - (1+%) —1500 = Go - 1.02 - 1500
Nakon 2 godine: G2=Gy - 1.02 — 1500= (Go - 1.02 — 1500) - 1.02 — 1500=
=Go- 1.02%2 - 1500 - (1.02 + 1)
Nakon 3 godine: Gs=G,- 1.02 — 1500 =[(Go - 1.02 — 1500) - 1.02 — 1500 ] -1.02 — 1500

= Go- 1.023 - 1500 - (1.02%2 + 1.02 + 1)
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Nakon t godina: Gi= Go- 1.02¢ — 1500 - (1.02t71 + 1.02872 + .- + 1.02 + 1)

U izrazu u zagradi uc¢enici bi trebali uo€iti sumu prvih n ¢lanova geometrijskog reda te se
prisjetiti formule ili otkriti formulu, ovisno o dobi ucenika, za raCunanje sume

1-qt

g pri ¢emu je g=1.02. U matematici, geometrijski

geometrijskog reda: Y5 1qt =
red je red s konstantnim omjerom izmedu susjednih ¢lanova.
Nas zanima kolika je koli¢ina drva nakon 15 godina, odnosno ra¢unamo:

1-1.0215
1-1.02

Gis= 45 000- 1.021° — 1500 - ~ 34 623.

Dakle, nakon 15 godina u $umi ée biti priblizno 34 623 m® drva.

4.4 Problem potrosnje internetskog prometa

Ljudi su poceli koristiti tehnologiju s pretvaranjem bogatih prirodnih resursa u
jednostavne alate. Tehnologija (gré. "techne® ,("vjestina") i "logia”, (“nauka™)) je
upotreba i znanje alata, tehnika i metoda organizacije. Tehnologija je posljedica
razvoja znanosti inzenjerstva. Prahistorijsko otkrice moguénosti kontroliranja vatre je
povecala koli¢inu raspolozivih izvora hrane, a otkri¢e kotata pomoglo je ljudima u
kretanju, kao i kontroliranju okolisa. Tehnoloska otkrica, kao $to su pisaci stroj i Internet,
su srusila sve prepreke u komunikaciji, te su omoguéila ljudima da komuniciraju jedan s
drugim. Tehnologija je utjecala na drustvo na mnoge nacine, i pozitivno i negativno. U
mnogim drustvima, tehnologija je utjecala na razvitak naprednijih ekonomija te je
omogucila izdvajanje razvijenih zemalja. Medutim, mnogi tehnoloski procesi proizvode
nezeljene posljedice, koji uzrokuju zagadenje okoliSa, crpljenje prirodnih resursa, kao i
poremecaj Zemlje i njenog okolisa. Razne implementacije nove tehnologije utje¢u na
vrijednost drustva, te postavljaju nova eti¢ka pitanja. Zapocele su takoder razne filozofske
diskusije o sadasnjoj 1 buducoj upotrebi tehnologije u drustvu. Postavljaju se pitanja kako
tehnologija utjeCe na Covjeka i njegov polozaj u svijetu. Neki Kritiziraju upotrebu
tehnologije u modernom svijetu, tvrdeci da ona razdvaja ljude, dok drugi vide dobrobit za

ljudsko drustvo.
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Internet je globalna mreza nastala medusobnim povezivanjem raznih raunalnih mreza
Sirom svijeta. Povezane mreze i raCunala podatke razmjenjuju koriste¢i se dogovorenim
pravilima za prijenos podataka. Internet nema vlasnistvo- vlasniStvo postoji samo nad
pojedinim mrezama, odnosno vezama izmedu mreza. Internet je 1969. godine osnovalo
americko Ministarstvo obrane. Zvao se ARPANet (Advanced Research Project Agency -
Agencija za napredne istrazivacke projekte). Cilj te mreze je bio da se poveze odredeni
broj racunala u SAD-u. ARPANet je imao faktor koji je kasnije bio kljuCan za nastanak i
popularizaciju interneta; tijekom Sezdesetih godina vladao je Hladni rat, zbog Cega je
Ministarstvo obrane SAD-a strahovalo da bi se mogao dogoditi nuklearni napad. Inzenjeri
su morali projektirati ARPANet tako da on radi ¢ak i ako se baci bomba na dio
uspostavljene mreze te se unisti, dakle, ¢ak i ako dio komunikacijskog dijela bude unisten,
ostatak mreze treba nastaviti funkcionirati bez problema. Iste godine, 1969. ARPANet
povezuje prva Cetiri sveucilista (Los Angeles, Utah u Salt Lake Cityju, Stanford i Santa
Barbara) i time se stvara pocetna jezgra danasnje globalne mreze. 1972. godine poslana je
prva elektroni¢ka posiljka (prvi put je koristen znak @ u elektronickoj adresi). Servis
World Wide Web izmisljen je u CERN-u u Svicarskoj 1989. godine, a izmislio ga je
Britanac Tim Berners-Lee. Za internetsko povezivanje se koriste telefonske mreze, ISDN,
ADSL, opticki kabeli, satelitske veze i drugi nacini. 1982. godine Drew Major i Kyle
Powell napravili su igru Snipes- prvu mreznu igru za osobna racunala. 1992. godine
CARNet se povezuje s internetom. 1993. godine dobivena je vrSna .hr domena za

Hrvatsku.

Svako racunalo spojeno na internet ima svoju IP adresu. Popularni su internetski

preglednici Internet Explorer, Mozilla Firefox, Google Chrome, Opera i Safari.

ISP (Internet service provider) tvrtke korisnicima pruzaju usluge za spajanje na internet.
Kako bi se spojio na internet, korisnik treba potpisati ugovor s ISP-om. Poput drugih
drzava, Hrvatska ima komercijalne i akademske. Svi hrvatski ISP-ovi, osim CARNeta, su
komercijalni. CARnet omogucuje besplatno spajanje na internet u akademske, edukacijske
i istrazivacke svrhe ucenicima, studentima i akademskim krugovima. Neki od hrvatskih

ISP-ova su B.net, CARNet, T-Com, Iskon, Vipnet. ([10])
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AKTIVNOST 5: ,,Potros$nja internetskog prometa*

Cilj aktivnosti: ucenici ¢e otkriti model potrosnje internetskog prometa
Oblik rada: suradnicko- timski rad u ¢etveroc¢lanim skupinama

Potrebni materijal: nastavni listi¢ za svakog ucenika (Prilog 4), kalkulator

Tijek aktivnosti: U¢enike podijelimo u ¢etveroélane skupine. Svakoj skupini podijelimo
nastavne listice. Svaki ucenik dobije nastavni listi¢ te ga rjeSava zajedno sa ¢lanovima
svoje skupine. Dok ucenici rjeSavaju nastavne listi¢e, nastavnik obilazi svaku skupinu
provjeravajuéi kako se snalaze i pomaze ukoliko je to potrebno. Nakon $to svi ucenici

rijeSe nastavni listi¢, s u€enicima provjeravamo do kojih zakljucaka su dosli.
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PRILOG 4:

U tablici su dani podaci prosjecne mjesecne potro$nje interneta na svjetskoj razini tijekom

odgovarajuce godine:

godina

2005.

2006.

2007.

2008.

2009.

2010.

mjesecni

internetski
promet
(uEB)

5.05

6.66

8.79

11.6

15.46

20.2

godina

2011.

2012.

2013.

2014.

2015.

2020.

mjesecni

internetski
promet
(uEB)

26.65

35.02

46.41

61.84

80.5

1. Opisite promjenu potroSnje internetskog prometa rije¢ima.

2. Opisite promjenu potrosnje internetskog prometa matematicki.

3. Popunite prazno mijesto u tablici. Sto mislite o dobivenom podatku, hoée li taj

podatak uistinu biti takav?
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Tijekom rjeSavanja ucenici nee odmah uociti da se svakih 5 godina potros$nja
ucetverostruci te bi nastavnik prilikom rjeSavanja trebao obilazi svaku skupinu i pritom
uociti koji ucenici su na dobrome putu ili su i uocili rjeSenje, odnosno koji ucenici su
krenuli krivim putem kako se ne bi previse zapetljali u mozda nepotrebnom racunu. Neki
ucenici ¢e krenuti redom te ¢e doci do krivih zaklju¢aka. Racunaju¢i kvocijente prvih
nekoliko podataka, ucenici bi mogli do¢i do zaklju¢ka da se svake godine potro$nja
internetskog prometa poveca priblizno 31%, §to nije najpreciznije rjeSenje jer bi tada
prosjecna mjesecna potrosnja internetskog prometa 2015. godine iznosila 75.16 EB, §to je
manje od danog podatka. Tada ucenike treba usmjeriti da traze pravilnost svake dvije
godine, svake tri godine, odnosno svakih 5 godina jer se tada odmah uoc¢ava ¢etverostruko
povecanje. Dakle, prosjeCna mjesecna potroSnja internetskog prometa mijenja se po

pravilu danom formulom:

t
P(t) = 5.05- 45, gdje je t broj proteklih godina od poc¢etka mjerenja.

Zaklju¢ujemo da ¢e 2020. godine prosjecna mjesecnapotroSnja internetskog prometa

iznositi priblizno 323.2 EB.

Diskusija: Hoce 1i potro$nja i dalje rasti ili mozemo zakljuciti da ¢e u nekom trenutku
dose¢i svoj vrhunac? Kroz diskusiju moZemo ucenike upozoriti da Internet ima pozitivne
1 negativne utjecaje. Vecinom djeca danas Internet koriste radi drustvenih mreza, kao Sto
su Facebook, Twiter, Instagram 1 slicno gdje objavljuju svoje osobne podatke, fotografije
1 sli¢no te u tom slucaju Internet moze biti opasan. S druge strane, Internet nam omogucuje
informiranje o svemu $to nas zanima, a bitno je za naSe znanje i obrazovanje. Vazno je

djecu upozoriti da se Internet mora racionalno koristiti.
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4.5 Koncentracija lijeka u krvi ¢ovjeka

Koliki ¢e stanovnika biti na Zemlji za npr. 100 godina? Kakva su o¢ekivanja o duljini
zivotnog vijeka neke osobe? Kojom se brzinom S$iri neka zarazna bolest? Koliko se
komaraca moze ocekivati na nekom podrucju tijekom ljeta? Koliko vremena treba proci
kako bi alkoholizirani vozac bio spreman za voznju? Kolika ¢e biti drva u nekoj Sumi za
20 godina? Eksponencijalna funkcija daje odgovore na ova, ali i mnoga druga pitanja.
Pogledajmo kako se smanjuje koncentracija lijeka u krvi Covjeka te kako odrediti terapiju

uzimanja lijeka da bi se u krvi odrzala potrebna koncentracija lijeka.

AKTIVNOST 6: ,,Lijek*

Cilj aktivnosti: ucenici ¢e otkriti kako se mijenja koncentracija lijeka u krvi
Oblik rada: suradnicko- timski rad u ¢etvero¢lanim skupinama

Potrebni materijal: nastavni listi¢ za svakog ucenika (Prilog 5)

Tijek aktivnosti: Uc¢enike podijelimo u ¢etveroélane skupine. Svakoj skupini podijelimo
nastavne listie. Svaki ucenik dobije nastavni listi¢ te ga rjeSava zajedno sa ¢lanovima
svoje skupine. Tijekom rjesavanja nastavnog listi¢a, nastavnik nadgleda rad svake skupine
te upucuje ucenike kojim ,,putem* krenuti kako bi dosli do trazenog rjeSenja. Nakon §to

svi ucenici rijese nastavni listi¢, s u¢enicima provjeravamo do kojih zakljucaka su dosli.
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PRILOG 5:

U tablici su naveden vrijednosti koncentracije lijeka u krvi (u mg/l) u ovisnosti o vremenu

(u satima), nakon §to je pacijent uzeo lijek.

Vrjeme(h) | 0 | 2 | 4 | 6 | 8 | 10 | 12 | 14 | 16 | 18

Koncentracija
(mg/l))

12 8.4 6 | 424 | 3 212 | 15 | 1.1 | 08 | 05

1) Koju koli¢inu lijeka je pacijent primio u po¢etnom trenutku?

2) Opisite smanjenje koncentracije lijeka rije¢ima.

3) Opisite smanjenje koncentracije lijeka matematicki.

4) Kako bi lijecenje bilo uspjesno, koncentracija lijeka u krvi treba iznositi izmedu 5
i 15 mg/l. Predlozite terapiju tako da pacijent uzima konstantnu dozu D u
vremenskim razmacima od T sati tako da se odrzi potrebna koncentracija lijeka u
krvi te da se izbjegne budenje po noc¢i. Razmislite treba li pocetna doza Do biti
razli¢ita od ostalih doza D? Razmislite, spavamo li svi jednako dugo? Prilagodite

vrijeme budenja svatko sebi.

5) Prikazite svoje rjeSenje graficki.
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Najprije uo¢avamo da se koncentracija lijeka u krvi smanjuje. Prvi zakljuc¢ak ucenika bi
mogao biti da se svaka dva sata koncentracija lijeka smanji za priblizno 30% jer je
kvocijent danih podataka priblizno 0.7. Odnosno, tada bi naSa trazena ovisnost

koncentracije lijeka u krvi u ovisnosti o vremenu t bila:

X
t(x) =12 -0.72.

Tada se ucenici trebaju zapitati je li nam to dovoljno dobro za raCunanje. MozZemo li
odrediti Sto se dogada svaka 4 sata? Pri tome ¢e ucenici uocCiti da se svaka 4 sata
koncentracija lijeka u krvi priblizno dvostruko smanji, odnosno da se koncentracija lijeka

u krvi mijenja po pravilu danom sljede¢om formulom:

t(x) =Dy - 0.5%, gdje nam je Do=12.

Nakon §to svi u€enici dodu do trazene formule, krecu s odredivanjem modela terapije kako
bi se odrzala potrebna koncentracija lijeka u krvi. Vecina ucenika ¢e vjerojatno krenuti od
pocetne doze Do koja ¢e biti najveéa dopustena, odnosno Do=15 mg/l. Kako znamo da
koncentracija lijeka u krvi ne smije biti manja od 5 mg/l, zanima nas nakon koliko sati

moramo uzeti sljedec¢u dozu. Pogledajmo smanjenje koncentracije lijeka:

Vrijeme (h) 0 2 4 6 7 8

Koncentracija (u

15 10.6 7.5 5.3 4.46 3.75
mg/l)

Sada iz tablice uo¢avamo da nakon 6 sati moramo uzeti novu dozu jer ve¢ nakon 7 sati
koncentracija lijeka u krvi pada ispod 5 mg/l. Najveca doza koju moZemo uzeti nakon 6
sati iznosi 9.7 mg/l. Tada ponovno imamo 15 mg/l. Dakle, pocetna doza Do iznosi 15 mg/I,
a ostale doze D iznosi 9.7 mg/l 1 uzimamo ih svakih 6 sati. MoZemo se pitati nakon koliko

sati ¢emo imati to¢no 5 mg/1? Imamo dakle:

t(x)=5 mg/I

t(x)=15-0.57
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Izjednacavanjem prethodne dvije jednakosti dobivamo:

5=15-0.54 odnosno 0.5% :% iz Cega slijeda % = 1.58, odnosno t=6.33. Dakle, nakon 6 sati

1 20 minuta ¢emo imati priblizno 5 mg/l, §to znaci da bi svakih 6 sati i 20 minuta trebali

uzimati novu dozu. Grafi¢ki prikaz dobivene terapije izgleda ovako:

L =

Slika 2
Na kraju treba razmisliti je 1i uputa ,,uzimanje lijeka svakih 6 sati 1 20 minuta* pogodna

uputa? Spavamo li svi jednako? MoZemo li na¢i prikladniju terapiju? U€enicima

mozemo zadati za domacu zadacu da nadu joS§ neki model uzimanja terapije.
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Poglavlje 5

Logisticka funkcija

5.1 Definicija logisticke funkcije

Neki prirodni procesi ogranicenog su rasta, oni u pocetku rastu (ili padaju)
eksponencijalno, priblizavaju se nekoj najvisoj (ili najnizoj) vrijednosti i potom stagniraju.
Primjeri za to su epidemije zaraznih bolesti, razni fenomeni vezani uz proces ucenja,

povecanje tjelesne mase. Takve procese opisuje tzv. logisticka funkcija.

Veli¢ina populacije P koja se mijenja s vremenom t ne moze rasti konstantnom stopom
rasta. Eksponencijalni model je prikladan kada u sustavu nema nikakvog ograni¢enja. Pri
razmatranju populacije u zatvorenoj sredini uzima se u obzir postojanje odredenog limita.
Stopa radanja populacije s vremenom pocinje opadati, a stopa umiranja rasti.
Najjednostavniji model smanjenja stope radanja i povecanja stope umiranja predlozio je
1838. godine Pierre-Francois Verhulst koji ukljuCuje stopu radanja te stopu umiranja.
Stopa radanja pada proporcionalno napucenosti, a stopa umiranja raste proporcionalno

napucenosti. ([7])
U srednjoskolskim udzbenicima definira se logisticka funkcija promjene ([8]):

Neka su a, b, ¢ 1 k pozitivni realni brojevi. Logisticka funkcija promjene oblika je

—1+a2_kx, gdje je ¢ granica promjene.

fO) =——lif(x) =

Horizontalne asimptote su pravciy =01y = c.

1
1+e~%'

Jednostavna logisticka funkcija opisana je formulom: f(x) =

Svaka logisticka funkcija ima to¢no jednu tocku infleksije, koja dijeli njezin graf na dva

jednaka podrucja suprotne konkavnosti. Lako je odrediti to¢ne vrijednosti za tocku

infleksije: mora se dogoditi na pola visine krivulje, tj. za y = % Za k > 0 funkcija raste

1 pove¢anjem varijable X vrijednosti funkcije priblizavaju se granici f (x) =c.Zak < 0

funkcija pada i povec¢anjem varijable X vrijednosti funkcije se priblizavaju nuli.
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Logisticka funkcija nalazi primjenu u raznim podrucjima kao $to su neuronske mreze,
biologija, biomatematika, demografija, ekonomija, kemija, medicina, matematicka
psihologija, vjerojatnost, sociologija, politicke znanosti i statistika. Logisticke funkcije se
koriste u statistici za logisticku regresiju u cilju prikazivanja kako vjerojatnost nekog
dogadaja P moze biti pod utjecajem jedne ili viSe ulazne varijable. U medicini se logisticka
funkcija koristi pri modeliranju rasta tumora po slicnom principu kao modeliranje rasta u

ekologiji.

Primjer grafa logisticke funkcije:

4
o
ok
e
op

T ——
R
p—— x
45 4 35 3 25 -2 -15 -1 05 05 1 15 2 25 3 35 4 45
KES
24
34
)
Slika 3

5.2 Primjeri logisticke funkcije

Sljedece primjere logistickih funkcija navest ¢emo iz udzbenika. Matemati¢ko modeliranje
podrazumijeva vecu ideju od uvrstavanja vrijednosti u funkcijski model, a primjeri iz
srednjoskolskih udzbenika se bave odredivanjem odredenih vrijednosti u modelu
(argumenata ili funkcijske vrijednosti za funkciju zadanu pravilom). Medutim, ne
proucavaju se neka druga svojstva te funkcije, kao Sto je ponaSanje u beskonacnosti,

podrugje rasta, usporedivanje brzine rasta i sli¢no.
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Primjer 1: Na temelju pracenja tijeka Sirenja ebole, teSske zarazne bolesti, u jednom dijelu

Ugande postavljen je matematicki model koji opisuje povecanje oboljelih u t dana nakon

396

———— . Koliko se oboljelih moze ocekivati nakon 60 dana? ([7])
1+2.75'1.1

promatranja: n(t) =

Primjer 2: U jednom je gradu broj ljudi zarazenih gripom nakon t dana trajanja epidemije
5000

17500 ¢ Ako je nakon sedam dana bilo zarazeno 40 ljudi,

priblizno jednak: Q(X)=

koliko ¢e ljudi biti bolesno nakon petnaest dana? ([7])

19875
1+4+57.993:¢—0.035005¢t’

Primjer 3: Broj stanovnika New Yorka se mijenjao prema funkciji f(t)=

gdje je broj stanovnika u milijunima, a t broj godina poslije 1800. godine. ([8])

Primjer 4: Populacija vjeverica u parku prirode slijedi logisti¢ki zakon, tako da je
N(0) = 1500 i N(2) = 2500. Koliki je najveci broj vjeverica u tom parku? ([8])
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Sazetak

U ovom diplomskom radu naglasak je na aktivnostima primjerenima uéenicima srednje
Skole. Aktivnosti se odnose na probleme iz stvarnog svijeta koje matemati¢ki mozemo
modelirati eksponencijalnom funkcijom. Rad je podijeljen na 5 poglavlja, a svako
poglavlje je podijeljeno na nekoliko potpoglavlja. U prvom poglavlju govorimo o razvoju
pojma funkcije i1 eksponencijalne funkcije, o definicijama funkcija kroz osnovnoskolsko i
srednjoskolsko obrazovanje ucenika te o izgradnji eksponencijalne funkcije. U drugom
poglavlju govori se o suvremenoj nastavi matematike, a u tre¢em poglavlju o modeliranju
1 matematiCkom modeliranju u nastavi. U etvrtom poglavlju su izloZeni problemi iz
realnog svijeta te su dani primjerni aktivnosti za uéenike koje se mogu provesti na satu
matematike. U zadnjem poglavlju dani su neki primjeri logistickih funkcija iz

srednjoskolskih udzbenika.
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Summary

In this thesis, emphasis is on activities for high school students. The activites relate to real-
world problems that we can model mathematically with exponential function. The work is
divided into 5 chapters, and each chapter consists of several sections. In the first chapter,
we are talking about the development of the concept of function and exponential function,
the definitions of functions through elementary and secondary school education, and about
building of the notion of the exponential function. The second chapter deals with modern
approaches in teaching of mathematics, and in the third chapter about modeling and
mathematical modeling in teaching. In Chapter 4, problems of the real world are exposed,
and examples of activites for students that can be carried out in math classroom. In the last

chapter, some examples of logistical functions from secondary school textbooks are given.
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Zivotopis
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provodim u selu Repinec, u kojem i sad zivim, gdje 1999. godine upisujem osnovnu $kolu
u ,,Podrucnoj skoli Repinec*, a zatim osnovnoskolsko obrazovanje zavrSavam u Osnovnoj
Skoli Gradec, u Gradecu. Po zavrSetku osnovne $kole, dobivam nagradu za najbolju
ucenicu svoje generacije. Nakon osnovne Skole, 2007. godine upisujem opcu gimnaziju u
Srednjoj $koli Vrbovec, u Vrbovcu. Matematika postaje podruc¢je mojeg najveceg interesa.
Stoga, 2011. godine upisujem preddiplomski studij Matematike, smjer: nastavnicki na
Prirodoslovno-matematickom fakultetu u Zagrebu. Godine 2015. godine stjeCem
akademski naziv prvostupnice edukacije matematike. Nakon toga, na istom fakultetu,

nastavljam diplomski studij Matematike, smjer: nastavnicki.
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