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Uvod

U ovom diplomskom radu promatrat ¢e se opCenita slucajna Setnja u R. Dva su glavna cilja
ovog rada. Prvi cilj je definirati slucajni proces kojeg ¢emo zvati slu¢ajnom Setnjom te do-
kazati vrlo zanimljivo grani¢no svojstvo tog procesa (teorem 3.2.3.). Drugi cilj je dokazati
Weiner-Hopfovu faktorizaciju slucajne Setnje (teorem 4.1.7.).

Prvo poglavlje posveceno je tehnickim rezultatima koji su sastavni dio vaZnih rezultata
koje kasnije dokazujemo u ostalim poglavljima, a radi preglednosti teksta ono je izdvo-
jeno. Buduci da je koncept vremena zaustavljanja teoretski vaZzan u razmatranju slucajnih
procesa ta tematika je zavrijedila vlastito poglavlje. U ovom radu drugo poglavlje takoder
mozZemo smatrati tehnickim jer se direktno ne bavi niti sa jednim od dva glavna cilja koja
smo naveli. Takoder, drugo poglavlje moZemo promatrati i odvojeno od ostatka ovog rada
jer koncepti koje definiramo su vezani uz proizvoljni slu¢ajni proces. Potpoglavlja 2.1, 2.2.
i 2.3. usko su vezana i u njima su dokazani neki vrlo vazni rezultati (teorem 2.2.3. i teorem
2.3.3.) ¢ije su posljedice dalekosezne za Citavu teoriju slucajnih procesa. Radi cijelovitosti
nekih dokaza u potpoglavlju 2.4. dokazujemo Waldovu jednakost. Zadnja cijelina drugog
poglavlja bavi se dualnim vremenima zaustavljanja. Ispostavlja se da je to kljucan koncept
koji vodi do Wiener-Hopfove faktorizacije.

Preostala dva poglavlja rjeSavaju postavljene ciljeve. Trece poglavlje podijeljeno je u dvije
cijeline. U prvom dijelu definiramo sluCajnu Setnju te vremena zaustavljanja (vremena uz-
lazaka i silazaka) koja su uz nju usko vezana, dok u drugom dijelu prou¢avamo grani¢no
ponasanje slucajne Setnje. Ispostavlja se da sluCajna Setnja uvijek gotovo sigurno diver-
gira. Stovise, vrijedi vrlo zanimljiva trihotomija (teorem 3.2.3.). U zadnjem poglavlju do-
kazujemo Wiener-Hopfovu faktorizaciju sluajne Setnje te dva krunska rezultata klasi¢ne
teorije slucajnih Setnji koji su posljedica navedene faktorizacije: Baxterove jednakosti i
Spitzerovu formulu.

Osnovna literatura ovog diplomskog rada je: Adventures in Stohastic Processes. Drugo,
trece 1 Cetvrto poglavlje baziraju se na navedneoj knjizi (toCnije na poglavlju 7. i potpo-
glavlju 1.8.).
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Poglavlje 1

Pomoc¢no poglavlje

U ovom poglavlju navodimo neke rezultate koji nisu direktno vezani uz klju¢na poglavlja
kojima se ovaj radi bavi, ali su nuzni u dokazu nekih bitnih tvrdnji te boljem razumijevanju.

1.1 Slucajni procesi

U ovom potpoglavlju dokazujemo samo jedan tehnicki rezultat. Za njegovo razumijevanje
potrebno je poznavati pojmove vezane uz konstrukciju vjerojatnosti na beskonacno dimen-
zionalnom prostoru.

Propozicija 1.1.1. Za (¥, B)-izmjeriva preslikavanja X i Y vrijedi:
X2Y &= Vkz1 (X,..X0 2 (V),... V).
Dokaz. Definirajmo projekcije 7 : R® — R
m(xy, X2, ) = (X1, ey Xg), (X1, X2, ...) € R™.

Projekcije su neprekidna preslikavanja, stoga su i izmjeriva. Ako vrijedi X 2 Y tada vrijedi

1 m(X) 2 m(Y) za svaki k > 1. Obratno ako vrijedi (X, ..., X;) 2 (Yy, ..., Y) za svaki
k > 1, tada se Px 1 Py podudaraju na svim Borelovima pravokutnicima £, a kako je to
generirajuca familja za 8% vrijedi Py = Py.

O

1.2 Permutacijska o algebra

U ovom potpoglavlju definirat cemo permutacijske skupove, kao i permutacijsku o-algebru.
Navest ¢emo rezultat koji pokazuje da su u slu¢aju nezavisnog i jednako distribuiranog niza

3
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{X, : n > 1} repna o-algebra 1 permutacijska o-algebra u uskoj vezi Sto za posljedicu ima
zanimljivi zakon 0-1.

Zbog jednostavnosti promatrat ¢emo nezavisan i jednako distribuiran slucajni niz {X,, : n >
1} definiran na izmjerivom prostoru (R*, 8%), takav da je:

X, (x1,%0,...) = X, (X1,%2,...) ER”, mneN,

Sa X, oznacimo skup svih permutacija o : N — N sa svojstvom o(k) = k za svaki k > n.
Definirajmo skup svih konac¢nih permutacija £ = (J;7, X,. Za skup A € 8> kaZzemo da je
invarijantan na n-kona¢ne permutacije ako vrijedi:

c'(A)=A VYoez,
Sa &, oznacimo skup svih izmjerivih n-invarijantinih skupova na R*.
Lema 1.2.1. Za svakin € N je &, o-algebra.
Dokaz. (i) o "(R®)=R®, Voe€X, = R*cé§,
(i) Ae&, = o '(A)=A, VoeI,

AUA =R” =0 ' (R®) = 0 '(A U AY)
=AU 'A) =AU (A, VYoez,

Iz jedinstvenosti komplementa slijedi A° = o~1(A¢) za svaki o € I, iz Cega slijedi A€ € &,.
(iii)  Neka je {A; : k € N} niz skupova u &,. Stavimo A = |2, Ax.
o'W =o' Ja={ oA = Ja=4 voexz,
k=1 k=1 k=1

Dakle, A € &,,.

Definicija 1.2.2. o-algebru & = (., &, nazivamo permutacijska o-algebra.

Oznac¢imo sa 7, = 0(Xy+1, X425 --.) za svaki n € N te repnu o-algebru 7 = (", T,.
Lema 1.2.3. Vrijedi T, C &, za svakin € N.

Dokaz. Neka je n proizvoljan fiksan prirodan broj. Stavimo H = {X,,; : kK > 1}. Tada

vrijedi 7, = o(‘H). Dovoljno je pokazati da za proizvoljan o € Z, vrijedi:

0_1(7-(_1(7r]_1 By X X Bm))) = H'(x' (Bi X ... X B,)) (1.1)

..........
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za svaki m € Nisvaki B; € Bi < m. Ako vrijedi (1.1) tada bi praslike od H svih Borelovih
pravokutnika na R* bila sadrzane u &, pa bi vrijedilo:

HI'PYcE, = o(H'(PO)cE, = H'(B)CE, = o(H)CE, = T,CE,.

U nastavku pokazujemo da vrijedi 1.1. Neka je m € N proizvoljani B; € Bi < m
proizvoljni te o € X, proizvoljna permutacija. Vrijedi:

W_l(ﬂl_,{',m(Bl X..XBy)={weR” :m__,(H(w)) € By X...XB,}

={w e R” : (X,11(w), ..., Xpim(w)) € By X ... X B}
={w = (x1,X2,...) €E R 1 (X415 e Xpnim) € By X ... X B}

,,,,,

={w € R” : (X41(0(W)), ..., Xpym(0(w))) € By X ... X B}
={w = (x1, X2, ...) € R™ 2 (Xps1s ever Xpam) € By X ... X B}

.....

Dakle, vrijedi (1.1). |
Korolar 1.24. 7 c &.

Bez dokaza navodimo propoziciju koja zapravo kaZe da ne postoji mjerljiva razlika izmedu
skupova repne i permutacijskie o-algebre (mjereno u odnosu na vjerojatnost induciranu sa

H).
Propozicija 1.2.5. Za svaki A € E postoji B € T takav da je P(AAB) = 0.

Definicija 1.2.6. Za slucajnu varijablu defniranu na izmjerivom prostoru (R*, 8%) kaZemo
da je permutacijska ako je (E, B)-izmjeriva.

Korolar 1.2.7. Za svaki A € & je P(A) € {0, 1}. Svaka permutacijska sluc¢ajna varijabla je
(g.s.) konstanta u R.

Dokaz. Nekaje A € & proizvoljan skup. Tada iz propozicije 1.2.6. slijedi da postoji B € 7~
takav da je P(AAB) = 0. Vrijedi:

P(AAB) = P(A\ B)+ P(B\ A) = P(A\B) = P(B\A) = 0.
Slijedi:
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P(A) = P(A\ B)+ PANB) = P(A) = P(AN B)
P(B)= P(B\A)+ PANB) = P(B) = P(AN B).

Dakle, vrijedi P(A) = P(B). Budu¢i da je B repni dogadaj iz Kolmogorovljevog zakona
0-1 slijedi P(B) € {0, 1}.
Neka je f (&, B)-izmjeriva. Tada vrijedi:

i< —00,x]) €& = Fs(x)€{0,1}, VxeR.

1z svojstava funkcija distribucije, slijedi:

Fr=0 = F/y)=0, ¥y <y

(1.2)
Fiy)=1 = Fi() =1, VYy2y.

Iz (1.2) slijedi:

dyeR Fi(y)=1 Fix)=0 Vx<y = f=y (g5.).
O

Analogno za (&, B)-izmjerivu funkciju kaZemo da je permutacijska te vrijedi ista tvrdnja
kao u korloraru 1.2.7.

Lema 1.2.8. limsup, liminf : R® — R su permutacijske slucajne varijable.

Dokaz. Neka je x € R te o € X (k proizvoljan). Vrijedi:

O-_I(Iim Sup_1(< —09, X])) = {(xn)nEN : lim sup ((xa(n))nEN) < X}

= {(-xn)nEN : hm Sup ((xn)neN) < )C} = hm Sup_1(< _Oo’x])-
(1.3)

Jednakost u (1.3) vrijedi zbog Cinjenice da dva niza koja se razlikuju u kona¢no mnogo
elemenata imaju ista gomiliSta pa tako i najveca gomiliSta (dozvoljeno —oco i o). Analogno
se tvrdnja pokaZe za lim inf.

O
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1.3 Konvolucija

Konvolucija i njena svojstva bit ¢e nam bitna pri dobivanju Wiener-Hopfove faktorizacije,
jer je u stvari Wiener-Hopfova faktorizacija kovolucijski produkt.

Definicija 1.3.1. Neka su u i v o-konacne mjere na (R, B8). Tada definiramo konvoluciju
mjera i v na sljedeci nacin:

(u*v)A) = f duxv)(x,y), AeB. (1.4)
x+yeA

Pomocu Fubinijevog teroema, raspiSimo definiciju konvolucije:

(1 *v)(A) = f ) dp X v)(x,y)
x+ye
- Lz 1{(x,y):X+y€A}d('u X V)(x,y)

= f f Liceyyaeyeardp(x)dv(y) (1.5)
R JR

= f f du(x)dv(y)
R JA-y

= f H(A = y)dv(y).
R

o-konacnost mjera bila nam je potrebna kako bismo mogli koristiti Fubinijev teorem. Iz
simetri¢nosti definicije |1.4{odmabh slijedi:

U*V =V%U. (1.6)

Iz koriste¢i Beppo-Levijev teorem i o-aditivnost mjere u lako se dobije da je konvo-
lucija y * v mjera na (R, 8). Neka su u, v 1 4 o-konacne mjere na (R, B). Neka je A € B
proizvoljan skup. Iz[I.5]i ¢injenice da je zbroj o-konacnih mjera o-kona¢na mjera slijedi:

[+ v) % AJ(A) = fR (4 + VYA = Y)dAGY)

_ f [1(A = y) + V(A — y)ldA(y)
R (1.7)
= fR u(A = y)dA(y) + L V(A = y)dA(y)
= (u* D)(A) + (v * )(A)
= (ﬁ[* ﬂ,+—v *14)04).
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Iz[1.7] odmah slijedi:
W+v)*Ad=uxA+v=Ad (1.8)
Takoder, zbog [1.6]i[1.§] vrijedi:
As(U+V)=U+V)*sA=uxA+vsxd=Axu+ A= (1.9)

Propozicija 1.3.2. Neka su u i v o-konacne mjere na (R, B). Neka je f Borelova funkcija.
Tada vrijedi:

f FOd(*v) = f f O+ ) duCIdv) (1.10)
R R JR

u smislu da ako jedan od integrala u postoji, onda postoji i drugi i jednaki su.

Dokaz. Dokazujemo Lebesgueovom indukcijom. Neka je A € 8. 1z slijedi:

f Lad(u % v) = (% v)(A)

R

= f M(A = y)dv(y)
R

_ f f du(x)dv(y)
R JA-y

= ff]lA_y(x)d,U(x)dV(y)
R JR

= f f 14(x + y)du(x)dv(y).
R JR

Tvrdnja se sada standardnim postupkom proSiruje na Borelove funkcije. O

Za A € Biz[1.5]i propozicije 1.3.2. slijedi:

[(u=v) =] = f (1= v)(A = y)dA(y) = f f H(A =y — x)dv(x)dA(y),
® RJE (1.11)

[+ (v + DIA) = fR A = y)d(v = )(y) = fR fR HA =y = )dv(x)dA(y).

Iz [[. 1] slijedi:

(W*xv)y*Ad=pu*=*A). (1.12)
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Iz lako se vidi da ako su y 1 v kona¢ne mjere da je tada 1 u * v konaCna mjera. Za
kona¢nu mjeru ¢ definiramo:

Q) = f e~ du(x), {e€R. (1.13)
R
Za kona¢ne mjere p i v iz[I.10]i[I.13]slijedi:

—

(u*v)(&) = f ed(p x v)(x)

R

= f f ¢ du(x)dv(y)
R JR

= f e dp(x) f e dv(y)
R R

=), feR
Dakle vrijedi:

axv=p. (1.14)

Definicija 1.3.3. Neka su u,, s, vy, v, konacne mjere na (R, B). Stavimo, @ = pu; — vy i
B = up — v,. Definirmo konvoluciju realnih mjera « i 8 na sljedeci nacin:

axf=(u —vy)* Uy —V2) i= fy * [y — [y % Vy — Vi % Uy + V| ok Vo, (L.15)

Konac¢nost mjera u definicji je bitna jer izraz oo — co nije definiran. Iz [I.8]i[I.15]lagano se

dobije:
axf=Bx*a. (1.16)
Takoder, ako ozna¢imo y = u3 — v3, gdje su u3 i v3 konacne mjere na (R, B) iz i

dobivamo:

(@+pB)xy=axy+pBxy. (1.17)

U preSutno koristimo da je a + 8 razlika dviju kona¢nih mjera pa izraz na lijevoj strani
ima smisla. Iz i dobivamo:

yr@+tp)=(@+p)xy=axy+pxy=yxa+yx*p. (1.18)

Zaa = u— v, gdje su uivkonacne mjere na (R, B), definiramo:
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fRdeZ:fRfd,u—fRfdv (1.19)

gdje je f Borelova funkcija integrabilna u odnosu na u i v. Iz [[.19]i [I.13] slijedi:

@)= -, (eR (1.20)

Iz asocijativnosti (I.12)) i distributivnosti (1.9) konvolucije te definicije 1.3.3. (I.17), kao i
¢injenice da je konvolucija konacnih mjera kona¢na mjera, dobivamo:

(@*B)*xy = (U * fy =y * Vo — Vi %y + Vi V) * (U3 — v3)
= (U * o) * 3 — (U * p2) * vz — (U % va) = a3 + (Ug % v2) % v3
— (Vi k) x 3+ (v x o) * vy + (v #vp) % 3 — (V) % va) % v3
= py # (o % p3) — py * (o % v3) — g * (Vo p3) + pay * (Vo % v3)
— vy (Mo % u3) + vk (U % v3) + vy x (Vo % uz) — vy (V2 % v3) (1.21)
=y % (U % U3 — fo * V3 — Vo ki3 + Vp % V3)
— vy (Up % U3 — Uy % V3 — V) % U3 + Vo % V3)
=k (Bry)—vi = (Bxy)
=ax*x(Bxy).

Lebesgueovom indukcijom lako se moZe pokazati da je integral u odnosu na zbroj mjera

jednak zbroju integrala, tj.:
ffd(,u+v)=ffd,u+ffdv (1.22)
R R R

gdje je f Borelova funkcija integrabilna u odnosu na p i v. Ako su e i g razlike dviju
konacnih mjera na (R, 8B) tada iz[1.14] [1.15]i[1.22] slijedi:

a*B) = fel[xd(,ul * Uy + V] % V) — fei{xd(m * Vo + Vi ok o)
R

R

:fei’(xd(/-ll*NZ)"‘fei{xd(Vl*VZ)_fei‘(xd(/ll*VZ)_feigxd(vl*/vh)

R R R R

= (O + VIOV — F1 (OB = Vi)
=aBQ), (eR.

Dakle vrijedi:

a* B = ap. (1.23)
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Ako je funkcija F : R — R monotono rastuca te neprekidna zdesna tada postoji jedinstvena
Lebesgue-Stieltjesova mjera ur takva da vrijedi:

ur(<a,bl)=F®b)—-F(a), abeR, a<b.

Integriranje na prostoru mjere (R, B, ur) integrabilne Borelove funkcije f ¢esto oznacujemo
IR fdF, a oznaku interpretiramo na sljede¢i nacin:

[ rar = [ saur.

Neka je F funkcija distribucije i neka je g > 0 realan broj. Vrijedi:

gur(< =00, x]) = qF(x) = (qF)(x) = pigr(< —00,x]),  x€R.

Buduc¢i da se mjere gur i pyr podudaraju na generirajucem r-sistemu za 81 vrijedi gur(R) =
Hqr(R) slijedi da su mjere gur 1 p,r jednake. Lebesgueovom indukcijom lako se pokaze da
za Borelovu funkciju f vrijedi:

ffdqu =qffdup (1.24)
R R

u smislu, da ako jedan integral u [I.24] postoji da tada postoji i drugi i da su jednaki. Neka
je {u, : n > 1} niz mjera na (R, B). Definiramo:

pA) = > (), AeB. (1.25)
n=1
Lema 1.3.4. Funkcija defnirana u[l.25]je mjera na B.

Dokaz. Nekaje {A; : k > 1} niz skupova u B. Definirajmo funkcije na N na sljedeéi nacin:

fok) = 1, (Ay),  k,n > 1.
Neka je v brojeca mjera na (N, P(N)). Iz Beppo-Levijevog teorema slijedi:

(o) (o)

(i unx[] A,) = iw(U A,) = i DAY = i fN Sy
n=1 n=1 n=1 n=1 =1

n=1 k=1
= f i fodv = i(i k) = i iunmk)
NSt k=1 n=1 k=1 n=1
= > O m)(AD.
k=1 n=1
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Sljedeca propozicija je generalizacija tvrdnje[1.22]

Propozicija 1.3.5. Neka je f Borelova funkcija. Ako je f pozitivna ili integrabilna obzirom
na mjeru definiranu u[l.25|tada vrijedi:

f fd(iun):i f THan. (1.26)
R n=1 n=1 YR

Dokaz. Neka je A Borelov skup. Vrijedi:

f]lAd(i,un) = iﬂn(A) = if]lAdﬂw (1.27)
R n=1 n=1 n=1 vE

Neka je m € N proizvoljan, ay, ..., a,, pozitivni realni brojevi te Ay, ..., A,, proizvoljni Bo-
relovi skupovi. Oznacimo sa v brojeéu mjeru na (NN, P(N)). Definirajmo funkcije na N na
sljedeci nacin:
fi(n) = f]lAkd,un, neN k<m.
R

Koriste¢i Beppo-Levijev teorem i imamo:

kazm;akﬂAkd(Zun) kZ:: LﬂAkd(Zun)=§;akaRﬂAkdﬂn
:i“k f Jdv = f ) Jedv = i arfi)(n) (1.28)
k=1 N N %= =1 k=1
= Zzakf]lAkd,un = Zf ai 1 4,du,.
n=1 k=1 R =1 YR o

Neka je f nenegativna Borelova funkcija. Tada postoji niz nenegativnih, jednostavnih,
rastucih izmjerivih funkcija {f; : k > 1} takav da vrijedi:

]}im fi(x) = f(x), xeR.

Definirajmo funkcije na N na sljedeci nacin:

gk(n):ffkd/lm nk>1.
R

Iz teorema o monotonoj konvergenciji slijedi:



POGLAVLIJE 1. POMOCNO POGLAVLIJE 13

lim gy(n) = lim f fduty = f lim fidu, = f fdu,, neN.
k—o0 k—o0 R Rk—mo R

Zbog nenegativnosti i monotonog rasta funkcija f;, vrijedi da su i funkcije g monotono
rastuce. Neka je v brojeca mjera na (N, P(N)). Koristeci teorem o monotonoj konvergenciji
i[L.28] dobivamo:

fR fd(;un)= fR ,}Lrgoﬁcd(;ﬂn)= lim fR ﬁcd(;/ln)=]}i_)ﬁolo Zl fR feditn

= lim Ngkdv = fN lim g,dv = Z:; lim gi(n) = Z:; fR fdu.

Vazno je uociti sljedecu tvrdnju koja direktno slijedi iz Ako je f nenegativna Bo-
relova funkcija integrabilna obzirom na mjeru ., u,, tada je f integrabilna obzirom na
mjere p, za svaki n € N.

Neka je f integrabilna Borelova funkcija obzirom na mjeru Y, u,. Slijedi:

(1.29)

() p,) <o = ff+d#n<00,ff+d/ln<00, neN.
~d( 2) <00 = f+d”<oo’f “du, < oo, neN,
fRf ;u Z:; Rf i Rf i

Iz [1.30| odmah slijedi da je funkcija f integrabilna obzirom na mjere yu, za svaki n € N.
Osim toga, koristeci linearnost apsolutno konvergentnih redova, iz slijedi:

(1.30)

n=l (1.31)
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Neka su F' 1 G funkcije distribucije. Tada definiramo F * G na sljedeci nacin:

(F % G)(x) = (uF * p)(< —00,x]) = fF(x —-»dG(y), xeR, (1.32)

R
gdje je mjera ur inducirana sa F te mjera ug inducirana sa G. Definiramo mjeru na 8 na
sljedeci nacin:

1 . OcA
5(A) = €4 ses (133)
0 . 0¢A

Nije teSko provjeriti da je sa definirana mjera, kao ni to da je ona inducirana sa funk-
cijom Fs = 1jp>. Zbog kraceg zapisa Cesto se Fs oznaCava samo sa J, a iz konteksta je
jasno misli li se o mjeri ili o realnoj funkciji. Mjera § je vazna zbog sljedeceg svojstva.
Neka je u neka o-kona¢na mjera na 8. Tada iz za Borelov skup A vrijedi:

(6 i)(A) = fR 5(A — Vdu(y) = f Lydu = p(A).

R
Ako u obzir uzmemo dobivamo:

Ol =U*0=L. (1.34)

Neka su X i Y nezavisne slucajne varijable s distribucijama F i G. 1z Fubinijevog teorema

i[I.32]slijedi:

Fx.y() =P{X+Y <1t} = f Tix+y<ndP = f dPx y(x,y)
Q X

+y<t

=y
= ffﬂ{x+y<t}dPX(x)dPY(y) = ff dpx(X)dPy(y) (135)
R JR R J-00

_ f F(t - y)dG(y) = (F * G)(1).

Induktivno tvrdnja[I.35|moZe se generalizirati.

Korolar 1.3.6. Ako su Xy, ..., X, nezavisne slucajne varijable s distribucijama F1, ..., F,,
tada je:

Fxis.ix, = F1 % ...x F,.

Dokaz. Tvrdnja se dokazuje indukcijom za proizvoljan n € N. O
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Neka je F funkcija distribucije . Definiramo potenciranje na sljedeci nacin:

F¥*=6F"=F"'«F, neN. (1.36)

Korolar 1.3.7. Ako su X1, ..., X,, nezavisne i jednako distribuirane slucajne varijable s dis-
tribucijom F, tada je:

FX1+...+X,7 =F".
Korolar 1.3.7. kaze da je F™* funkcija distribucije i opravdava 1.33.
Propozicija 1.3.8. Neka je F funkcija distribucije te g €< 0,1 >. Tada vrijedi

(Z q"F™) % (8 — qF) = 6. (1.37)

n=0

Dokaz. Vrijedi:

S s S
n=0 n=1

Za dovoljno je dokazati:

i q'F" = (i q'F™) * qF. (1.38)
n=0

n=1

Iz Beppo-Levijevog teorema, te slijedi:

(P aFio = [ Y g - ndaho) = " [ P ydar))
n=0 R =0

n=0 R
— Z qn+l an*(x _ y)dF(y) — Z qn+1F(n+l)*(x)
n=0 R n=0

= (Z q"F"™)(x), xeR.
n=1

O

Propozicija 1.3.9. Neka su X, ..., X,, nezavisne i jednako distribuirane slucajne varijable
s funkcijom distribucije F. Tada vrijedi:

F@O) =F™(), (e€RneN. (1.39)
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Dokaz.
F)" =( f e dF(x))" = E[*M]".
R

Iz korolara 1.3.7. te nezavisnosti 1 jednake distribuiranosti slijedi:

ﬁk({) — fei{xan*(x) — E[eif(X1+...+X,,)] — E[elZ’Xl]n.
R

1.4 Geometrijska razdioba

Definirat ¢emo geometrijsku razdiobu i dokazati za nas vazno svojstvo koje ona posjeduje:
memorijsku odsutnost.

Definicija 1.4.1. Za slucajnu varijablu X kaZemo da je geometrijska slucajna varijabla sa
parametrom p €< 0,1 > ako joj je funkcija distribucije zadana sa:

F(x) =) pg'ly,(), xeR. (1.40)

y<x

Lako se provjeri da je funkcija definirana u|l.40|uistinu funkcija distribucije. 1z slijedi:

F(n) = Z pg*, neN,. (1.41)
%=0
Iz[[.41]slijedi:
P{X =n}=pqg", neN,. (1.42)

Iz lako se pokaze da vrijedi:

P{X>n}=q", neN,. (1.43)
Neka su n, k € Ny. Iz[[.43]|slijedi:
PIX>n+k,X>n} PX>n+k}

PX>n+kX>n}= PIX > n) T T PX=n)

(1.44)

n+k

-4 _ - PX >k,

ql’l

Jednakost zovemo memorijska odsutnost i sljedeca tvrdnja je njena generalizacija:
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PIX>Y+ZIX>Y}=PX>Z), (1.45)

gdje su Y i Z nezavisne, nenegativne i cijelobojne slucajne varijable nezavisne od X. Ko-
riste¢i sve navedene pretpostavke i[1.44] vrijedi:

PIX>Y+ZX>Y} PX>2Y+Z}
PIX>Y+ZIX>Y} = =

P{X > Y} P{X 27}
zﬁfgﬁE;mXZY+ZY:hzz”
:;&%3§§;HX2k+LY:hZ:H
:PMLIQE;HX2k+”HY:HPg:”

_ P{Xlz Y} Z) P{é;;;}l}mx > K)PY = K}P{Z = I}
:Pmqué;”X>”HX>MPWkag:”
:H;zﬂE;HXZUhZWM>hY:H

= P{Xlz Y}P{X > ZIP{X > Y}

= P{X > Z}.

Posljedica[I.45]je sljedeca propozicija.

Propozicija 1.4.2. Neka su X, ..., X,, nezavisne, jednako distribuirane, nenegativne cijelo-

brojne slucajne varijable nezavisne s geometrijskom slucajnom varijablom X. Tada vrijedi:
PIX>X +..+X,} =P{X =X }" (1.46)

Dokaz. 1z pretpostavki slijedi da je S = X; + ... + X,,_; nenegativna, cijelobrojna slucajna
varijabla. Takoder, slijedi da su X, S, X,, nezavisne. Iz [[.45]slijedi:

PIX>X +..+X,)=P(X>S +X,JX > SIP(X > S}
= P{X > X,}P{X > S}
PIX > X P(X > X; + o+ X ).
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Induktivno dobivamo:
PIX>X +..+X,}=PX>X,}--- PIX>X}.
Zbog jednake distribuiranosti slijedi:

PIX>X +..+X,}) = PIX > X,}".



Poglavlje 2

Vremena zaustavljanja

U ovom poglavlju matematicki precizno defnirat ¢emo pojam vremena zaustavljanja, inace
poprili¢no jednostavnog intuitivnhog koncepta. Definirat ¢emo prikladne o-algebre induci-
rane vremenom zaustavljanja i prouciti njihove medusobne odnose. Upravo medusobni
odnos tih o-algebri, kao i konstrukcija iteracija vremena zaustavljanja, bit ¢e kljucan u do-
kazu vaznog teorema pomocu kojeg ¢emo dobiti neka zanimljiva svojstva slucajnih Setnji,
a kasnije 1 mnogo viSe. Klju€an koncept za Wiener-Hopfovu faktorizaciju su dualna vre-
mena zaustavljanja koja ¢emo prouciti u zadnjem dijelu ovog poglavlja.

Ovo poglavlje je tehnicke prirode, u njemu ne dajemo odgovore na klju¢na pitanja ko-
jima se bavi ovaj rad, ali rezultati s kojima ¢emo se susresti kao i sami kocepti koje ¢emo
definirati dovest ¢e nas na prag svih odgovora. Vazno je napomenuti da su vremena zaus-
tavljanja pojam vezan uz slucajne procese te se stoga rezultati dokazani u ovom poglavlju
mogu koristiti u raznim situacijama.

2.1 o-algebre vezane za vremena zaustavljanja

Neka je {X,, : n > 1} diskretni slucajni proces. Ako zamislimo da se slu€ajni proces odvija
u vremenu, tada se svi moguci ishodi do trenutka n nalaze u sigma algebri o (Xj, ..., X,,).
Drugim rije¢ima, o(X1, ..., X,,) se sastoji od dogadaja za koje bi znajuéi vrijednosti X, ..., X,
mogli odrediti je li se dogodio ili nije.

Definicija 2.1.1. Neka je (Q2, F) izmjerivi prostor. FamilijaF = (¥, : n > 0) o - podalgebri
od F takvih da je F, C F,y1 za svaki n > 0 zove se filtracija.

o-algebre ¥, iz prethodne definicije zamiSljamo kao skup mogucih dogadaja za neki slu¢ajni
proces do trenutka n, tj. ukupnu informaciju u trenutku n, a kako vrijeme prolazi na
proslost. Sljedeca definicija je iznimno vazna, kako iz tehnickih tako i iz konceptualnih
razloga.

19
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Definicija 2.1.2. Neka je (Q,F) izmjerivi prostor s filtracijom F. Za sluc¢ajnu varijablu
a: Q — {0,1,...,00} kaZemo da je vrijeme zaustavljanja s obzirom na filtraciju F ako
vrijedi:

la=n}eF, zasven>0.

U slucaju ¥, = o(Xi, ..., X,,), dogadaj {& = n} je u potpunosti odreden sluc¢ajnim varija-
blama X1, ..., X, tj. za svaki n > 1 postoji B, € B" takav da je:

la =n} ={X1,....X,) € B,}.

Prema tome, @ poprima vrijednost n neovisno o slu¢ajnim varijablama X,,,1, X,,12, ... Jedna
od posljedica te Cinjenice je i sljedeca lema. No prije iskaza leme vazno je napomenuti da
vrijeme zaustavljanja @ moZe poprimiti vrijednost co, jer ako na @ gledamo kao na vrijeme
prvog pojavljivanja nekog fenomena unutar promatranog slucajnog procesa, tada se taj
fenomen ne mora dogodit. U tom slu€aju vrijeme pojavljivanja promatranog fenomena je
0o,

Lema 2.1.3. Slucajna varijabla a : Q — {0, 1, ..., oo} je vrijeme zaustavljanja obzirom na
filtraciju F ako i samo ako vrijedi {a < n} € ¥, za sven > 0

Dokaz. Ako je « vrijeme zaustavljanja tada vrijedi:

n

{a/Sn}:U{a:k}. 2.1

k=0

Bududi da je ¥y € ¥ C ... C ¥, zakljuCujemo da vrijedi {a =k} € F,zak = 0,1,...,n.
Zbog 2.1]i ¢injenice da je ¥, sigma algebra slijedi {a < n} € F,.
Obratno, pretpostavimo da vrijedi: {& < n} € F,, za sve n > 0. Vrijedi:

{a=n}={a<n}\{a<n-1}. (2.2)

Iz pretpostavke slijedi {&« <n} € F,i{a <n-1} € F,_;. Iz Cinjenice da je F, sigma
algebra i F,_; C F, direktno iz 2.2]slijedi da je {a = n} € F,.
O

Neka je F = (¥, : n > 0) filtracija na izmjerivom prostoru (€2, ¥).Definiramo:
Foo = o( U 7—71)
n=0

Neka je a vrijeme zaustavljanja obzirom na filtraciju F. Definiramo:
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Fo={AEFu : AN{a=n}€F,, 0<n< oo}

Lema 2.1.4. Vrijede sljedece tvrdnje:

(a) F. je sigma algebra.

(b) { U {a:n}ﬂAn:Aneﬂ,OSnSOO}CTa.
0<n<eo

Dokaz. Dokazimo najprije tvrdnju (a).

() Qnia=nl={a=nteF,zan>0.

C

Qﬂ{a:oo}:{oz<oo}°:{U{a:n}} € Fo, dakle Q € F,.
n=0

(ii) Nekaje A € F,. Tadaje AN{a =n} e F,,0<n < oco. Vrijedi:

ANfa=n}={a=n\(AN{a=n})) €F,,0<n< oo, dakle A € F,.

(iii) Nekaje (Ay:k>1)nizu¥,. Tadaje AyN{a=n} e F,zasvakik>110 <n < oco.
Stavimo A = [ Ay. Vrijedi:
k=0

An{a=n}=(JA)N{a=n}=JAN{a=n}) € F,zasve 0 < n < oo, dakle A € F,.
k=0 k=0
Dakle, ¥, je sigma algebra.

Dokazimo sada tvrdnju (b).
Nekaje A = |J {a=k}nN A, gdjeje Ay € Fi, 0 < k < oo. Tada vrijedi:

AN{a = n} :Os(ksfj {a=kinAp)N{a=n} = U ({a=knANn{a =n}) ={a =nINA,.
O<k<eo 0<k<co

Jerje A, € F,zasve 0 < n < coslijedidaje{a=n}NA, €F,zasve 0 < n < oo, dakle
AN{a=n}eF,zasve 0 <n < oo iz cega odmah slijedi da je A € F,.
O

Definicija 2.1.5. o-algebru ¥, nazivamo o-algebra pridruZena vremenu zaustavljanja .

Pretpostavimo da je {X,, : n > 0} slu¢ajan proces defniran na vjerojatnosnom prostoru (2, 7, P)
sa skupom stanja (S, S). Dakle, X, : (0, F) — (S,S) je (¥, S)-izmjerivo preslikavanje za
n > 0. Neka je F = (F, : n > 0) filtracija na izmjerivom prostoru (€2, ) takva da vrijedi:

Xy, .. X)) CF,zan>0

te neka je a vrijeme zaustavljanja obzirom na filtraciju F.

Definicija 2.1.6. Na vjerojatnosnom prosoru ({a < oo}, ¥ N{a < oo}, P{-|{a < oo}) defini-
ramo « odgodeni proces kao slucajni proces { Xy, : n > 1}.

Opéenito, Xy, : (o < 0o}, F N{a < 00}) — (§,S8), gdje je:
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Xosn(w) = Xa(w)+n(w) za w € {@ < co}.

Za svaki B € S vrijedi:
{Xoan € By = U ({Xisn € B} N {a = k}) € Foo N {a < o0}
k=0

iz Cega slijedi da je gornja definicija dobra, tj. X+, je (F N {a@ < oo}, S)-izmjerivo presli-
kavanje za svakin > 1.

Ako je {a < oo} = Q, tada za svaki B € S vrijedi:
{X, € Bin{a=n} ={X, € BiNn{a =n} € F, zasvakin > 0.

Dakle, X, je (F,,S)-izmjerivo preslikavanje.

Definicija 2.1.7. a zaustavljena o-algebra je o-algebra generirana a zaustavijenim slucajnim
procesom:

T(/; = O-(Xa/+1’ Xa/+2, .)
Iz gornje diskusije, jasno je da vrijedi 7, C Fo, N{a < oo}. F,, zamisljamo kao informaciju

dostupnu tek nakon a.

Medusobni odnosni o-algebri 7, i 7:(; te slucajnih procesa {X,, : n > 0} i {X,4, : n > 1} bit
¢e u samom srediStu vaznih rezultata koje ¢emo dokazati.

2.2 Zaustavljanje slu¢ajnog procesa

Neka je {X,, : n > 0} niz slucajnih varijabli, definiramo:

7jn = O'(Xl, ...,Xn)
7:n/ = O-(Xn+1a Xn+2, )

Ako je {X, : n > 0} niz nezavisnih slu¢ajnih varijabli, tada znamo da su o-algebre F, i F,
nezavisne za svaki n > 0. Kako je pozitivna cjelobrojna konstanta vrijeme zaustavljanja,
moZemo oznatiti @ = n. Tada dobivamo da su 7, i F, nezavisne. Ako je @ proizvoljno vri-
jeme zaustavljanja, jesu li 7, i F, nezavisne? Ispostavlja se da je uz dodatnu pretpostavku
o jednakoj distribuiranosti odgovor potvrdan, no ipak treba voditi racuna o slucaju @ = co.
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Teorem 2.2.1. Neka je {X, : n > 0} niz nezavisnih i jednako distribuiranih slucajnih

varijabli definiranih na vjerojatnosnom prostoru (Q, ¥, P). Neka je a vrijeme zaustavljana
obzirom na filtraciju {F, : n > 0}, gdje je ¥, = o(Xy, ..., X,). Oznacimo:

QF, F*, P") = (la < 00}, F N {a < oo}, P{-[{a < o0}).
Tada su na vjerojatnosom prostoru (QF, F*, P*) o-algebre F, i F,, nezavisne te vrijedi:
Xy i1 20} 2 (Xou s k2 1)
u smislu da za svaki B € B> vrijedi:

P'({Xyis : k> 1} € B) = P{X, : n > 0} € B). (2.3)

Dokaz. Nekasu A € F, 1 B € R” proizvoljni skupovi. Tada vrijedi:

PIAN{@ <00} N ({Xyur k> 1} € B) = ZP{A Na=n N (X, k> 1) € B (2.4)
n=0

Iz definicije F, odmah slijedi da je A N {@ = n} € ¥, za svaki n > 0. Iz nezavisnosti

o-algebri 7, i F, i Cinjenice da je ({X,.x : k > 1} € B) € 7—‘” dobivamo da je izraz

n

jednak sljede¢em izrazu:

Z P(A N {a = n)P({X,x : k= 1) € B). 2.5)
Iz jednake distribuiranosti slu€ajnih varijabli X,, 1 propizicije 1.1.1. slijedi:

Ko s 0) 2 (X s k > 0).
Dakle, izraz [2.3]jednak je:

ZP(AO nHP(X, 1k >0} e B) =

= P(A N {a < 0)P(X, : k > 0} € B).
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Ako izraz s lijeve strane u[2.4|podijelimo sa P{a@ < oo} dobivamo:

PYAN{a <00} N ({Xyis : k> 1} € B) = PY(A)P(X, : k >0} € B). (2.6)
Ako u[2.6stavimo A = Q dobivamo tvrdnju[2.3]
Znajuéi da vrijedi[2.3]izraz 2.6 moZemo zapisati na sljede¢i nacin:
PHA N {a < 00} N ({Xpux : k> 1} € B)) = PA(A)P*({Xpux : k> 1} € B). (2.7)

Iz izraza2.7|slijedi da su o-algebre 7, i F,, nezavisne.

2.3 Iteracije vremena zaustavljanja

U ovom paragrafu konstruirat ¢emo iteracije vremena zaustavljanja te pomocu teorema
o zaustavljanju nezavisnog i jednakodistribuiranog slucajnog procesa dokazati najvazniji
rezultat u ovom poglavlju. U Citavom paragrafu je {X, : n > 1} nezavisan 1 jednako distri-
buiran niz slu€ajnih varijabli.

Neka je:
E=|Jr
n=0

skup svih kona¢nih uredenih n-torki realnih brojeva, gdje R interpretiramo kao prazan
skup. Na skupu E definiramo familiju & na sljede¢i nacin:

E={GEE:GNR"eB" zan > 1}.
Lema 2.3.1. Familja & je o-algebra na prostoru E.

Dokaz. iy ENR"=R"eB"zan>1,Dakle E € &.

(ii) Nekaje G € & proizvoljan. Tadaje GNR" € B" zan > 1.

G‘NR"=R"\(GNR") € B",n > 1. Dakle G* € &.

(iii) Nekaje (Gy : k > 1) proizvoljan niz u &. Tada je G,NR" € B" zak,n > 1. Ozna¢imo
G = U2 Gi.Vrijedi:

GNR"=(Ue1 G NR" = U1 (GkNR") e B"zan > 1. Dakle G € &.

O

Skupovi iz o-algebre & imaju lijepo svojstvo: ako uzmemo proizvoljan skup A € & te fik-
siramo n € N, tada vektori duljine n iz skupa A ¢ine n-dimnezionalni Broelov skup. Zasto
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nam je potreban izmjerivi prostor (E, &) vidijet cemo uskoro.

Oznacimo 7, = o(Xy,....X,) 1 Tn = 0(Xu+1, Xns2, ...). Pretpostavimo da je @ konacno
vrijeme zaustavljanja obzirom na filtraciju {7, : n > 1}.
Za svakin > 1 postoji B, € B, takav da je

la =n} ={X1,....X,) € B,}.

Stavimo: a(0) = 0, 8(1) = a. Neka je a(2) neka slucajna varijabla sa svojstvom:

{a(2) = n} = {(Xpa)+15 s Xp1yen) € Bu}y, n 21

Definiramo: B(2) = B(1) + a(2). Nastavljamo dalje analogno, neka je a(k + 1) slu¢ajna
varijabla sa svojstvom:

{atk + 1) = n} = {(Xgwy+1» -, Xgwen) € B}, n,k>1

Definiramo: B(k + 1) = B(k) + a(k + 1). Stavimo B(0) = 0, slijedi: B(k) = a(1) + ... + a(k),
k > 1. Jedna od dalekoseznih posljedica sljedeceg teorema bit ¢e da je {8, : k > 1} proces
obnavljanja. Prije iskaza i dokaza tog teorema potrebna nam je sljedeca lema.

Lema 2.3.2. (k) je vrijeme zaustavljanja obzirom na filtraciju {¥, : n > 1} za svaki k > 1.

Dokaz. Za dokaz ove leme koristit ¢emo ociglednu Cinjenicu: S(k — 1) < B(k) za svaki
k > 1. B(1) je vrijeme zaustavljanja. Pokazimo da je §(2) vrijeme zaustavljanja:

B(2) =n} ={a+a2)=n}= U({a =hn{a@)=n-1)=
=0

= U({a = N {(Xis15 .., X)) € Byy}).
1=0

Jerje{a =1} € F; C F, te {(Xj415 ..., Xy) € By} € F, zasve [ < nslijedi {8(2) = n} € F,,.
Kako je n bio proizvoljan slijedi da je 8(2) vrijeme zaustavljanja obzirom na filtraciju
{(Fn:n>1}).

Pretpostavimo sada da je S(k — 1) vrijeme zaustavljanja za neki prirodni broj k — 1. Neka
je n proizvoljan prirodni broj. Vrijedi:

{B(k) = n} = {Bk = 1) + a(k) = n} = U({,B(k— D=0n{ak)=n-1})=
=0
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= U({ﬂ(k -1 =040 {Xis15 .., Xn) € Byi)).
=0

Po pretpostavci je {8(k—1) = I} € F, C F, za svaki [ < n. Analognim zaklju¢ivanjem kao u
slu¢aju k = 2 dobivamo da je B(k) vrijeme zaustavljanja obzirom na filtraciju {#, : n > 1}
O

Teorem 2.3.3. Neka je {X,, : n > 1} niz nezavisnih i jednako distribuiranih slucajnih
varijabli. Neka je ¥, = o(X1,....X,) i 7:;1 = 0(X11, Xns2, --.) te neka je a konacno vrijeme
zaustavljanja obzirom na filtraciju {¥, : n > 1}. Tada su slucajni elementi:

{(a(k), Xpk—-1)+15 --» X)) : k > 1}
nezavisni i jednako distribuirani.

DOkClZ. Oznacdimo: Vk = (Ck(k),Xﬂ(k_])_,_], ...,Xﬁ(k)), k>1.

Vit (Q,F) > (NX E,P(N)xE), k > 1. Sada je vidiljiva potreba o-algebre & jer duljina
Vi(w) nije konstantna nego ovisi o a(k)(w). Nije odmah vidljivo da su V; slucajni elementi,
no to ¢emo pokazati u nastavku dokaza. VazZno je uociti da je familija {{k} X A : k € N,
A € &} generirajuci n-sistem za P(N) X € Osim jednostavnijeg zapisa u nastavku ta
¢injenica imat e 1 prakti¢nu posljedicu.

Prvo ¢emo pokazati da su V; 1 V, nezavinsi slucajni elementi. Neka je k € N proizvoljni
prirodni broj te neka je A € & proizvoljan skup. Imamo:

Vil(k) x A) = {e(1) = k) N {(X), ... Xoy) € A} = {B(1) = k} N {(X1, ..., Xp1y) € A} =
B =k} N {(Xy, ..., Xx) € ANRK .

Bududi da je A € & vrijedi A N R* € BF iz Cega slijedi {(X], ..., Xi) € ANRY} € Fr. 1z leme
1.1.4. b) slijedi Vl‘l({k} x A) € Fpu). Kako je {{k} XA : k € N, A € &} generirajuca familija
slijedi da je Vi (Fpay, P(N) X E)-izmjerivo preslikavanje.

Vz_l({k} X A) = {a(2) = k} N {(Xp1y+15 --» Xp(1yek) € A} =
= {(Xg1y415 -+ Xpty+x) € B N {Xp(1ye1s - Xpeiysr) € ANREY =
= {(Xg(1y+15 -+ Xp1)+x) € B N (A NRY)

Sli¢nim zakljucivanjem, zaklju¢ujemo da je V, (7—'[;(1), P(N) x E)-izmjerivo preslikavanje.
Iz teorema 2.2.1. slijedi da su V; i V, nezvisni slucajni elementi te da vrijedi:

24

{Xﬁ(1)+k k> 1} Xk k> 1} (28)
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Za jednakost (2.8) vazno nam je da je a konaCno vrijeme zaustavljanja. Iz propozicije
1.1.1. 1 (2.8) slijedi:

Xpys1s - Xpyer) 2 (X1, o Xo)s k> 1 2.9)
Sada ¢emo pokazati da su V; 1 V, jednako distribuirani slucajni elementi. Neka je k € N
proizvoljni prirodni broj te neka je A € & proizvoljan skup. Koristeci (2.9) i ByN(ANRK) €
B* imamo niz jednakosti:
P{V, € {k} x A} = P{B(1) = n, (X1, ..., X,) € ANR¥}
P{(Xi, ..., X;) € B, N (A NRY}
P{(Xpg(1)+15 ---» Xp1)+k) € Br N (AN R}
P{Xp1)+15 s Xptyk) € Bres Xp(1y415 - Xp1y44) € NA NRY}
P
P

{a(2) = k, (Xp(1)+15 -, Xp1)4k) € NAN RY)
{(V, € {k} x A}.

Jer su Py, 1 Py, vjerojatnosne mjere na izmjerivom prostoru (N x E, P(N) x &) te se podu-
daraju na generiraju¢em r-sistemu, vrijedi Py, = Py, iz Cega slijedi da su V; 1 V, jednako
distribuirani slu¢ajni elementi.

Pretpostavimo da su Vi, ..., V,_; nezavisni i jednako distribuirani slucaji elementi za neki
prirodni broj n — 1. Tada vrijedi:

n—1
PVi€Cron Vo €Co) = | | PV C)
i=1

zasve C; e PN)x E,i<n-—1.
Neka su ki, ..., k,—; proizvoljni nenegativni cijeli brojevi, te Ay, ..., A,—; proizvoljni skupovi
u &. Vrijedi:
(Vi efki} XAy, .., Vit € tkp1} X Ay} =
={a(l) =k, ...,a(n-1) =k, (X1, ... Xg,) €Ay, ...
{a(l) = ki ( ) 1, (X k) €A (2.10)
ceey (Xk1+...+kn,2+l5 ceey Xk1+...+kn,2+k,l,1) € An—l}-

Neka je k nenegativan cijeli broj. Buduéi da je (k — 1) = (1) + ... + a(n — 1), vrijedi:

0 Stk # k

2.10) ¥ ki=k &1

(Vielki} xA, ..,V el XA N {Bn—1) =k} = {

Ako raspiSemo izraz (2.10) dobivamo:
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{(X15 s Xiy) € Biys oo Xiytthynt 15 000 Xkttt thny) € Brys e
ceey (X17 '--’Xkl) € Al m Rkl, LR ) (Xk1+...+k,,,2+1’ "'7Xk1+...+kn,2+kn,1) € An—l m Rkﬂ}

Zaizraz (2.12) vrijedi da je element ¥, . .«,_,. Dakle, iz (2.11) slijedi:

(Vi e{ki} XAy, ., Vi €t} X Apa ) 0B — 1) = k) € T

Jer je B(k — 1) vrijeme zaustavljanja (lema 1.3.2.), iz (2.13) dobivamo:

Vielki} XAy, ..., Vi1 € ko) X Apst) € Fponmny-

Neka je k proizvoljan nenegativan cijeli broj, te A proizvoljan skup u &. Imamo:

(Vi €k} x A} = {a(n) = k, Xgpn-1)+1, ---» Xgin)) € A}
= X1y 1> > Xpn-1)2k) € Brs Xginotys1s o Xgn_1)+%) € A N RS}
= {(Xg(1-1)+15 --» Xgin-1)+k) € By N (AN RY)}.

Jer A € &, vrijedi B, N (A NRY) € B*. Sada iz (2.15) slijedi:
(Vi € {k} X A} € Ty

Iz teorema 2.2.1. te pretpostavke indukcije slijedi:

P{Vl € {kl} XA, ..., Vn—l € {kn—]} ><An—l’ Vn € {kn} ><An} =
= P{Vi e {ki} XAy, ..., Vi € lkua} X A, Vi € PV, € k) X ALY

= [ | Ptvie k) x An.
i=1

Neka je A familija svih skupova A € P(N) x & za koje vrijedi:

PV €A, ...V €thu} X Ayt Vi € tky} = PV € A} HP{Vi € {ki} X Ai}

i=2

28

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)

(2.17)

gdje su ky, ..., k, proizvoljni nenegativni cijeli brojevi, te A,, ..., A, proizvoljni skupovi u &.

i) Iz pretpostavke indukcije lako slijedi N X E € ‘A.
ii) NekasuA, B e Atakvida vrijedi A C B. Tada vrijedi:
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P{Vie B\A,V, e lky} XAy, ...,V, elk,} XA,} =
=PlVieB Vel XA, .., V,elk,} XA, —P{V, €A, V, €k} XAs, ...V, € {k,} X A,}

= PV € BY| | PV € lli) x A} = PV e A} | | PLVi € (ka} x A)

=2 =2

= P{V, € B\ A) n PV, € {k)} X A;).

i=2
Dakle, B\ A € A.

iii) Neka je {B; : [ > 1} rastudi niz skupova u A. Vrijedi B, C By, za svaki [ > 1.
Oznac¢imo B = |J;2, B,.

PV, € B,V, € (ko) X Ay, ..., V, € {k,} X A} = P(U{Vl € B, V, € {ko) X Ay, ..., V, €k} X A,)) =
I=1

= llim P{Vi € B, V, € {ky}) XAy, ...V, € {ky} X Ay} = llim P{V, € B} 1—[ P{V; € {k;} X A;}
i=2

=P(vie| B[ | PV etk x Ak = PVy € BY| | PLV; € tha} x A3
=1 =2 i=2

Dakle, B € A. Slijedi da je A Dyinkinova klasa, a iz (2.17) slijedi da A sadrZzi generirajuci
n-sistem za P(N) x E. ZakljuCujemo da vrijedi A = P(N) x &E.

Neka je A familija svih skupova A € P(N) x & za koje vrijedi:

n

P{VieC,V, e A,V; € {k3}XAs, ..., V, € {k,}xA,} = P{V, € C}P{V, € A} l—l P{V; € {k;}xA;}
i=3

gdje su ks, ..., k, proizvoljni nenegativni cijeli brojevi, C proizvoljan skup u P(N) x &, te
As, ..., A, proizvoljni skupovi u &.

Potpuno analogno se pokaZe da je ‘A Dynkinova klasa. Induktivno ponavljamo postupak.
Nakon n koraka dobivamo da su Vi, ..., V,, nezavisni slucajni elementi.

Buducdi da je @ konacno vrijeme zaustavljanja, tada je 1 S(k) konacno vrijeme zaustavljanja
za svaki k > 0 pa iz teorema 1.2.1. zakljuCujemo da vrijedi:

Kootk k> 1} 2 (X, k> 1), (2.18)
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Zbog (2.18) 1 propozicije 1.1.1. vrijedi:

D
(Xpti-1)415 -0 Xpin-1)+k) = (X1, .. Xi), k> 1. (2.19)

Neka je k proizvoljan nenegativan cijeli broj, te A proizvoljan skup u &. Zbog (2.19) i
By N (A N RY € B* imamo:

P{V, € {k} x A} = Pla(n) = k, Xgo-1)+15 - Xp-nrr) € ANRY

= P{(Xptn-1y+15 > Xpu-1)+k) € B N (A N R}

= P{(X1, ... Xx) € Be N (ANR"))

= P{(X1, ... X;) € By, (X1, ..., X;) € ANR¥}

= P{a(1) € B, (X1, ..., Xp) € ANRY

= P{V, € {k} x A}.
Jer su Py, 1 Py, vjerojatnosne mjere na izmjerivom prostoru (N X E, P(N) x &) te se podu-
daraju na generirajuem n-sistemu vrijedi Py, = Py, iz ¢ega slijedi da su V; 1 V,, jednako
distribuirani slucajni elementi.

Dakle Vi, ..., V, su nezavisni 1 jednako distribuirani slucajni elemeniti. Po principu mate-
maticke indukcije slijedi tvrdnja teorema. O

U slucaju P{a = oo} > 0 iz teorema 1.2.1. i teorema 1.3.3. dobivamo da su:

{(a(k), Xp—1)+15 -» Xpy) : k < 1}

nezavisni 1 jednako distribuirani slu¢ajni elementi na vjerojatnosnom prostoru:
QN (Mizlath) < o)), F N (Nizifak) < o)), P = Pl M_; {a(k) < co}}
Sada ¢emo dokazati nekoliko posljedica.

Korolar 2.3.4. Neka je ¢ : R — R Broelova funkcija. Tada je:

Bk)
(Vo= D o) k=1

Blk—1)+1
niz nezavisnih i jednako distriburianih slucajnih varijabli.

Dokaz. Ozna¢imo M = ;" ,({n} X R"). Vrijedi M € P(N) x &.
Definiramo F : N X E — R na sljede¢i nacin:

/
F( 1,0 %0 = O @O Lyl X1, s 50, (X150 %0) €N X E.
n=1
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Uvedimo i pomoéne funkcije ¢; : R — R, k > 1, definirane sa:

Gr(X1, ey X)) = @(X1) + o+ (X)) =

= QO M(X]yeeey Xg) + oo + @ O (X, ooy ), (XY, X)) €R”

gdje je: m; : R" — R projekcija na i-tu koordinatu, i < k. Bududéi da su ¢ i &r; izmjerive
funkcije, tada je i ¢ izmjeriva za svaki k > 1(projekcije su uniformno neprekidne funkcije).

Neka je x € R proizvoljna tocka. Ako je x > 0 Vrijedi:

F1(< oo, x]) = ((N X E)\ M) U (ks X1, o) = (1) + () < X} = ((N X E)\ M) U
(Uk k) X Gk X1, o) 0 < x}) - ((N X E)\ M) U (U,‘j;l{k} x g7 (< —oo,x])).

Bududi da je ¢ (8, B)-izmjeriva slijedi: ¢;'(< —o0,x]) € BF. Kako je B° C & za svaki
k > 1, slijedi 2, {k} X ¢ '(< —00,x]) € P(N) x E. Dakle F~!(< —o0,x]) € P(N) x & za
sve x > 0. Ako je x < 0 racunamo analogno (ne¢emo imati (N X E) \ M u gornjem izrazu).
Dakle, F~!(< —o00,x]) € P(N) x & za sve x € R. Kako je familija {< —c0,x] : x € R}
generirajuca za 8 slijedi da je F (P(N) X &, B)-izmjeriva.
Vrijedi Y = F(a(k), Xgg-1)+1, ---» Xg@y)> kK > 1. 1z teorema 2.3.3 slijedi da je {Y) : k > 1} niz
nezavisnih i jednako distribuiranih sluc¢ajnih varijabli.

O

Korolar 2.3.5. Vrijede sljedece tvrdnje:

(a) A{ay: k> 1} je niz nezavisnih i jednako distribuiranih slucajnih varijabli

(b) S pw =S pi-1) = Xp—1y+1 + ... + Xgoy : k > 1} je niz nezavisnih i jednako distribuiranih
slucajnih varijabli (S, = 0)

(¢) {Bx: k = 1} je proces obnavljanja

Dokaz. Tvrdnja (a) i (b) direktno slijede iz korolara 1.3.4 za ¢(x) = 1, odnosno ¢(x) = x,
a tvrdnja (c) direktno slijedi iz nenegativnosti iteracija vremena zaustavljanja i tvrdnje
(a). O

Koroloar 2.3.5 bit ¢e kljucan u treCem poglavlju kada ¢emo promatrati opéenita svojstva
slucajnih Setnji. Sljedeci korolar bit ¢e nam potreban tek u cetvrtom poglavlju.

Korolar 2.3.6. Slucajni 2-dimenzionalni vektori {(B(k) — Bk — 1), S gy — S pue-1)) = k > 1}
su nezavisni i jednako distribuirani.

Dokaz. Definiramo g : (N x E, P(N) x &) — (R?, 8?) na sljededi nadin:

gn, xy,..x) = (n, (x + ...+ xk)ILM), (n,x1,..x,) ENXE
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gdje je M = U,Z;({n} xR").
Oznac¢imo fi, o : WX E,P(N) x E) —» (R, B):

fn, xy,..x) =n, (m,x1,..x) ENXE

L, xy,ox) =g + o+ x0)ly, (1, xp,..x0) € NXE.
Neka je A € B:
@ =flanm = | dnxE)epaxé&.
neANN

Vazno je primijetiti da je gornja unija prebrojiva. Dakle, f je (P(N) X &, B)-izmjeriva.
f> je takoder (P(N) x &, B)-izmjeriva, to se pokaze potpuno analogno kao u korolaru
2.3.4. Slijedi da je funkcija g (P(N) x &, B?)-izmjeriva. Iz teorema 2.3.3 slijedi da su
{g(a(k), Xgk-1)+1, ---» X)) : k > 1} nezavisni i jednako distribuirani slucajni vektori, a to je
upravo tvrdnja korolara.

O

2.4 Waldova jednakost

U ovom potpoglavlju dokazujemo Waldovu jednakost, korisni rezultat pri radu sa zaustav-
ljenim sumama.

Lema 2.4.1. Neka je X nenegativna cijelobrojna slucajna varijabla. Tada vrijedi:

E[X]= ) P{X >k},
k=0
Dokaz. Stavimo: p, = P{X = n} za n € ;.. Definirajamo niz funkicja na Ny:
) 0 j<k
fi(j) = :

pj Jj>k

Neka je u brojeca mjera na (Ny, P(Ny)). Tada iz Beppo-Levijevog teorema slijedi:

k=0 k=0 j=k+1 k=0 0 k=0
0 o oo n-—1 00
=D QO fow =) ) pi= ) np, =EIX]
n=0 k=0 n=0 k=0 n=0
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Propozicija 2.4.2. Neka je niz slucajnih varijabli {X, : n > 1} nezavisan i jednako distribu-
iran, te neka vrijedi E|X,| < oo. Pretpostavimo da je « integrabilno vrijeme zaustavljanja
obzirom na filtraciju {F, : n > 1} gdje je F, = (X1, ..., X)), n > 1. Tada vrijedi:

B[ )’ Xi] = E[X,]E[a].
i=1

{i > o) = {a <i—- 1) € F,_; slijedi nezavisnost slucajnih varijabli X; i 1<, i € N. Iz
integrabilnosti 1 nezavisnosti slu¢ajnih varijabli X; 1 1;<,), jednake distribuiranosti 1 Beppo-
Levijevog teorema imamo:

Dokaz. Zbog nezavisnosti slucajnih varijabli {X,, : n > 1} i Cinjenice da je {i < a} =

E| 21 XiLij<y| < E Zl X Lj<a) = Zl E[|X)|1i<e)]

— E|X| Z Pla > i) = B|X,|E[a] < oo
i=0

Koristeci teorem o divergiranoj konvergenciji, jednaku distribuiranosti i integrabilnost i
inezavisnost slucajnih varijabli X; 1 1<,y dobivamo:

E[Y Xl = BL) Xiljew] = ) ElXiljs] =EIXi1 ) Pla >} (2.20)
i=1 i=1 i=1 i=0
12[2.20]i leme 2.4.1. slijedi tvrdnja propozicije. |

Poteskoca koriStenja Waldove jednakosti lezi u Cinjenici da uvjet integrabilnosti, kako
slucajnog niza, tako i vremena zaustavljanja nije uvijek lako ispitati.

2.5 Dualna vremena zaustavljanja

U ovom potpoglavlju definiramo dualna vremena zaustavljanja. Ispostavlja se da je to
klju€ani koncept koji vodi do Weiner-Hopfove karakterizacije.

Neka je H = {X,, : n > 1} nezavisan i jednako distribuiran slu¢ajni proces na vjerojatnos-
nom prostoru (R%, 8%, P) gdje je:

PA) = P{HeA}, AeB”
X, (x1,%2,..) =X, (x1,%,...) ER®, neN.
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Neka je « vrijeme zaustavljanja obzirom na filtraciju {7, : n > 1} gdje je ¥, = o(X1, ..., X,,).
Definirajmo:

M, (w) = {Z W) n>1) = Bw) :n>1), weR™.
i=0

M, zovemo slucajni skup iteracija vremena zaustavljanja «, a M, (w) nije niSta drugo nego
skup vrijednosti iteracija vremena zaustavljanja {5, : n > 1} izraCunatih u w. Definirajmo
1, - R® = R* zan € N na sljede¢i nacin:

rn(xl’ X2 eees Xpps Xpt1s ) = (-xn’ Xn—15 o5 X1> Xn+1, )9 (xla X2, ) € ROO'
Odmah je vidljivodaje r,! = r, zan € N,
Lema 2.5.1. P=Por,' za svakin € N.
Dokaz. Vazno je uociti sljedece:

HZ2r 0oH neN. 2.21)

[2.21]slijedi iz propozicije 1.1.1., nezavisnosti i jednake distribuiranosti. Slijedi:

P(A)=P{H € A} = P{r,oH € A} = P{H € r,'(A)} = P(r;'(A)) = Por;'(A), AeB.
O

Definicija 2.5.2. Neka su 7 i n vremena zaustavljanja obzirom na filtraciju {f, : n > 1}.
Za vrijeme zaustavljanja T kaZemo da je dualno za n ako za svaki n € N vrijedi:

{w:neM(w)}={w:n<nor,(w)}. (2.22)

Neka je w fiksna tocka. Tada je n vrijednost neke iteracije vremena zaustavljanja 7 izraCunate
u tocki w ako i samo ako gledajuéi prvih n trenutaka promatranog procesa unatrag (obzirom
na to¢ku w) ne opazamo fenomen kojeg prati vrijeme zaustavljanja 7.

Za daljnja razmatranja potrebno je imati neSto jednostavniju karakterizaciju dualnosti. U
tu svrhu definiramo:

L(t,n)(w)=max{i<n:ie M (w)}, neN.

L(t, n) je vrijeme pocCetka zadnjeg obnavljanja do trenutka » koje nije zavrsilo.

Lema 2.5.3. L(t, n) je (F,, B)-izmjerivo preslikavanje.
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Dokaz. Dovoljno je dokazati {L(t,n) = k} € F; za svaki k < n. 1z definicije L(r,n) i leme
2.3.2. slijedi:

{L(t,n) =k} = {w : L(t,n)(w) = k}
={w:max{i<n:ie M (w)} =k}
= {w : (W) Tyw)(w) = k}

U w: T(w) =k} € Fy.
1=0

O

Propozicija 2.5.4. Neka su T i n vremena zaustavljanja obzirom na filtraciju {¥, : n > 1}.
Tada je T dualno za n ako isamo ako vrijedi:

n—L(t,n)=L(n,n)or,, VYneN. (2.23)
Dokaz. Neka vrijedi Lako se pokaZe da vrijedi:

ne M (w) & n-Lt,n)(w)=

Iz gornje ekvivalencije i pretpostavke slijedi:

neM(w) = n-L(t,n(w)=0 < Ln,n(rw)=0 < nr,w) > n.

Dakle, vrijedi [2.22] Za obratnu implikaciju potrebno je na drugaciji (ekvivalentan) nacin
definirati iteracije vremena zaustavljanja, za dokaz pogledati navedenu literaturu.
O

Korolar 2.5.5. Definicija dualnosti je simetricna, tj. ako je T dualno za n tada je i n dualno
zaTt.

Dokaz. 1z teorema dualnosti i r, = ;! slijedi:

tjedualnozan < n-L(t,n)=L(np,n)or, neN
— n-L(t,n)or,=L(n,n) neN
— n-Ln,n)=L(t,n)or, neN

<= njedualnozar.
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Korolar 2.5.6. Za svaki n € N vrijedi:
Lap,m) 2 n = L(x,n)

Dokaz. 1z propozicije o dualnosti i leme 2.5.1. imamo:

n— L(t,n) = L(n,n)or, 2 L(n,n)

Korolar 2.5.7. Za svaki n € N vrijedi:

L(t,n) n
z : D Z :

X,' = X,'.
i=1 i=L(n,n)

Dokaz. Neka je n € N fiksan. Iz leme 2.5.1. slijedi:

L(t,n) L(t,n) L(t,n)or,

ZXiZZ)(Z X)or, = Z Xior,.
i=1 i=1

i=1
1z propozicije o dualnosti dobivamo:

L(t,n)ory n—L(n,n)

Z Xiol"n: Z Xiol’n.
Zbog: - B

(Xl(rn), XZ(rn)’ ---aXn(rn)aXnH(rn)’ ) = (Xn, Xn—la cees X17Xn+la )

znamodazai=1,..,n vrijedi X; o r, = X,,_;;;. Dakle, vrijedi:

n—L(n,n) n—L(n,n)

Z Xior, = Z Xn-it1-

i=1 i=1
Ako stavimo j = n — i + 1 dobivamo:

n—L(n,n) L(n,n)+1 n
DTS IS S
i=1 i=n i=L(n,n)+1

Ako pogledamo pocetak i kraj imamo:

L(t,n) n

D
2= ) X
i=1 i=L(n,n)

a to je upravo tvrdnja teorema. m|



POGLAVLIJE 2. VREMENA ZAUSTAVLJANJA 37

Propozicija 2.5.8. Neka su 7 i n dualna vremena zaustavljanja. Tada za u € (0, 1) vrijedi:

i u'P{t > n} i E[«"]", (2.24)

n=0 n=0
odnosno:
1 -E[u"] 1
= . 2.2
1—u 1 — E[u"] (2.25)
Dokaz. 1z leme 2.5.1. slijedi:
Z u"P{Tt > n} Z W'P{r (7 (< n, 00 >))} = Z u"P{tor, > n} (2.26)

n=0 n=0 n=0

1z defincije dulanosti te simetri¢nosti realacije dualnosti (Korolar 2.5.5.) slijedi:

\ u'P{tor, > n} \ u"Pin € M,} (2.27)
2 =2

n=0 n=0

Uocimo da zbog u € (0, 1) vrijedi:

[ee)

E[u”]:Zu"P{n n} + u” P{n = oo} iu

n=0 n=0
Analogna tvrdnja vrijedi za 7. Definirajmo funkcije na Ny na sljedeéi nacin:
folk) = u"P{n, = n}, k,n e Ny,

gdje su {n; : k € Ny} iteracije vremena zaustavljanja . Neka je v brojeCa mjera na
(Np, P(Np)). Koriste¢i Beppo-Levijev teorem te korolar 2.3.5. tvrdnju (a), raspiSimo [2.27}

n=0 n n=0 k=0
:ZM"ZP{Uk—”}Z Jndy
n=0 ook=o L n=0 VMo (2.28)
N DNZEWWIC
No 3=0 k=0 n=0

Il
1
e,
E
W
N
e,
S
+
F
W
g
[
3
=
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Iz i slijedi:
Z W"P{t > n) = Z E[u"]".

n=0 n=0

38

Bududida je u € (0, 1) slijedi 1 — u" > 0. Dakle, vrijedi E[u"] € (0, 1). Iz toga slijedi:

Z E[u"]"
1 - E[u”]

Stavimo: py = P{t = k}, k € Ny. Definirajmo funkcije na Ny na sljede¢i naCin:

,k>n

k<
fuk) = {”p" . " keN,

Tada iz Beppo-Levijevog teorema slijedi:

(o) [ee) (o)
IS EDIEDY
n=0 n=0

2,
n=0 k=0 0
DN DV EDWEDYOWA
n=0 No =0 n=0 k=0 n=0
=2, 2, = Q= ) )
n=0 k=0 n=k n=0 k=0 n=0
= - O p e = (- Bl
1z[2.24] [2.29)1[2.30] slijedi [2.23]

(2.29)



Poglavlje 3

Slucajne Setnje i opcéa svojstva

U ovom poglavlju definirati ¢emo pojam slucajne Setnje. Slucajna Setnja je naoko jednos-
tavan i razumljiv matematicki model, no krije mnoga zanimljiva i ne tako jednostavno do-
kaziva svojstva. U praksi, slu¢ajna Setnja je prirodni matemati¢ki model za mnoge pojave,
od ekonomije, aktuarstva, fizike itd. JaCina tvrdnji koje ¢emo dokazi u ovom poglavlju
dolaze iz Cinjenice da kreCemo od definicije i ne pretpostavljamo nikakve dodatne uvjete,
stoga se propozicije 1 teoremi ovog poglavlja mogu primijeniti za svaku slu€ajnu Setnju.

3.1 Vremena uzlazaka i silazaka

U poglavlju 2. proucavali smo vremena zaustavljanja. U ovom odijeljku defnirat ¢emo
slucajnu Setnju i vremena zaustavljanja koja su usko uz nju vezana i koja su nam od
znaajnog interesa proucavanja.

Definicija 3.1.1. Neka je {X,, : n > 1} nezavisan i jednako distribuiran niz sluc¢ajnih vari-
jabli. Stavimo:

S,=X1+..+X,, n=>1
So=0.
Slucajni proces {S ,, : n > 0} nazivamo slucajna Setnja. Slucajne varijable niza {X,, : n > 1}

nazivamo koracima slucajne Setnje. Funkciju distribucije slucajne varijable X, zovemo
distribucijom koraka.

Od velikog interesa bit ¢e proucavanje vremena zaustavljanja defniranih sa:
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Definicija 3.1.2. N zovemo prvo striktno uzlazno vrijeme, a N prvo silazno vrijeme slucajne
Setnje.

Vazno je uociti da je N.N > 1.

Lema 3.1.3. N i N su vremena zaustavljanja obzirom na filtraciju {F, : n > 1} gdje je
Fn=0X, ... X, n= 1L

Dokaz. Budu¢idasu Sy, ...,S, (F,, B)-izmjerive slucajne varijable vrijedi:

(N=n}={5,<0,..,5,.1<0,§,>0eF,, n=>1
(N=n}={$,>0,..,5,.1>0,5,<0}eF,, n=1.
O
Neka je {N : k > 1} niz iteracija vremena zaustavljanja N.
Lema 3.14. Ny =inf{n > Ny_, : S, > Sn_,} za svaki k > 1.
Dokaz. Analogno kao u konstrukciji iteracija vremena zaustavljanja u 2.3. imamo:
{N =n} ={(Xi, ..., Xy) € By}, (3.1
1z definicije N slijedi:
N=n={5,<0,..,5,1<0,8,>0
{ y=1{Sy 1 } (32)

={X<0,X+X<0,.,.X+..+X,.1 <0, X +...+ X, > 0}.

1z[3.1]1 3.2 slijedi:

{(X1,..X)€EB,}={X1 <0, X+ X <0,...X1+..+ X, <0, Xy +...+ X, > 0}. (3.3)

Neka je w € Q proizvoljna tocka. Stavimo Ni(w) = n. Iz Einjenice Ny = Ny + a; i[3.3
dobivamo:

weE{Niy+ar=n}=| {Nier=n-Lay=1
p

s |
o

{Nici =n—1,(Xn,_,+15 s Xn,_,+1) € By}

N
Il
(=)
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{Nkci =n—1,(X—141, ... Xp,) € By}

(=

T
=
o

= {Nk—l =n- l} N {Xn—l+1 <0,..X, 41 +..+ X1 <0, X, i1 +...+ X, > O}
=0

~

Dakle, postoji / < n takav da vrijede sljedece tvrdnje:

Ni1(w) =n—1,
Xn—l+1(w) <0, ...,Xn_[+1(w) + ...+ X,,_l(a)) <0, Xn—l+1(w) + ...+ Xn(w) > 0.

1z vidljivo je da vrijedi Ny(w) = inf{n > Ni_1(w) : S, (w) > Sy, (w)} iz Cega slijedi
tvrdnja leme.

(3.4)

O

Sli¢na tvrdnja moZe se dokazati i za N. Zbog leme 3.1.3. niz iteracija {N; : k > 1} zovemo
vremenima uzlaska, a {N; : k > 1} vremenima silaska. Takoder iz leme 3.1.3. odmah
slijedi:

SN(k) - SN(k—l) > 0. (35)
Iz [3.5]i korolara 2.3.5. tvrdnje (b) dobivamo sljede¢i korolar.
Korolar 3.1.5. Slucajni proces {S nw) — S nk-1) : k > 1} je proces obnavljanja.

U poglavlju 2.5 proucavali smo dualna vremena zaustavljanja, a najvazniji primjer tog
koncepta su upravo N i N.

Propozicija 3.1.6. N je dualno vrijeme zaustavljanja za N.
Dokaz. Prisjetimo se:
rn(xl, xz’ ey xl’l’ x}’l+1, "') = (x}’H xn—l’ *e xl’ x}’l+1’ "')’ (xl’ x27 "') e Roo'

Dokazujemo po definiciji. Neka je n fiksan prirodni broj te wy € {w : n € My(w)}. Tada
zbog leme 3.1.4. vrijedi:

ne My(wy) < n=N(wy) zanekik e N
& S(wo) >Sj(w) j=0,1,...,n-1

— in(w0)>o j=0,1,.,n—1
i=j+1

— S,_j(rawo) >0 j=0,1,...,n-1
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= Si(rywy) >0 k=1,2,...n & n<Nor,w

= wyel{w:n<Norw)

3.2 Opcéa svojstva

U ovom podpoglavlju istrazit ¢emo medusobne odnose izmedu slucajnih varijabli N,
limsup,_,, S, 1 My = sup,, S ,, te prouciti granicna ponasanja slucajnih Setnji.

Za dokaz prve vazne propozicije potrebna nam je sljedeca lema.

Lema 3.2.1. Neka je {X, : n > 1} niz nezavisnih i jednako distribuiranih slucajnih varija-
bli, takvih da je X, > 0 (g.s) za svakin > 1, te E[X,] = oo. Tada vrijedi:

lim & — 00 (g.s).

n—oo n

Dokaz. Zbog nenegativnosti za svaki ¢ > 0 imamo:

1< 1<
- DX - D Xl (8-9). (3.6)
=1 j=1

Jer je funkcija g(x) = x1<, Borelova, iz nezavisnosti i jednake distribuiranosti niza
{X, : n > 1} slijedi da je niz slucajnih varijabli {X, 1x, < : # > 1} nezavisan 1 jednako
distribuiran, a kako je E[X;1x, <] < ¢ < oo iz Kolmogorovljevog jakog zakona velikih
brojeva imamo:

1+ n—sco
n Z Xilyx <) — BIXi Lixy <] (g-9). 3.7
=1

1z[3.6]1[3.7|slijedi da za svaki ¢ > 0 vrijedi:

n

o]
liminf — X; > BIXi Lyx, <] (g-9). (3.8)

n—o n
J=1

Neka je {c, : kK > 1} rastuéi niz pozitivnih realnih brojeva takav da:

lim ¢; = 0.

k—o0
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Bududi da je {c, : k > 1} rastuci niz koji konvergira u co imamo:

0< X11{|X1|<cl} < X11{|X1|<02} <.. /‘ Xl. (39)

1z [3.9]i teorema o monotonoj konvergenciji dobivamo:

k— o0
E[X) Lx, <] — E[Xi] = oo. (3.10)
1zB3.81 dobivamo:

Sn
lim — — oo (g.s).

n—oco N

O

Sljedec¢a propozicija navodi neke od ekvivalentnih tvrdnji konacnosti vremena zaustavlja-
nja N.

Propozicija 3.2.2. Sljedece tvrdnje su ekvivalentne:
(@ PIN<o}=1 (b) Pllimsup,, S,=0}=1 (c) P{M, =o0}=1.
Takoder ekivivalentne su i sljedece tvrdnje:
(@) P{N=oc}>0 (b') Pllimsup, , S,=0}=0 (') P{M, =o0}=0.

Dokaz. (a) = (b) : Ako je N < oo (g.s) tada je sluCajna varijabla S 5 dobro definirana
1 iz definicije N slijedi Sy > 0 (g.s). Stoga, kada bi vrijedilo E[Sy] = O slijedio bi
S~y = 0 (g.s) Sto je kontradikcija sa zaklju¢kom od maloprije. Dakle vrijedi E[S 5] > 0. Iz
korolara 1.3.5. tvrdnje (b) dobivamo da je {S y&) — S nk-1) : kK > 1} niz nezavisnih i jednako
distribuiranih slucajnih varijabli. Vazno je uociti sljedece:

Sve _ Zk=1Snw — S Na-1)
no n
Ako je E[S y] < oo koristimo Kolmogorovljev jaki zakon velikih brojeva, inace u slucaju
E[S 5] = oo koristimo lemu 3.2.1. te dobivamo sljedeci zakljucak:

. Sn
hmi

n—oo N

— E[Sy]l >0 (g.9). 3.11)

1z slijedi lim, 00 S Ny — ©0 (g.5) 1z Cega odmah dobivamo lim sup,_,, S, = o (g.s).

(b)) = (c) : Zbog limsup,_,., S, < M odmah slijedi da ako je limsup,_, S, = o0 (g.5)
da je tada nuzno i M., = oo (g.s).
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(c) = (a) :Nekajew € (M, = oo}. Iz M, = Sup 50 S 1 ¢injenice da je M (w) = o0
slijedi:

Jjw)eN Si(w)+..+Sjww =21 = N) < j(w) < co.
Dakle, vrijedi {M,, = oo} C {N < oo}. Bududi da je M, = oo (g.s) nuzno slijedi N < oo
(g.9).

(a’) = (') : Ako vrijedi (a’) tada ne vrijedi (a) pa ne vrijedi ni (b). Dakle:
P{limsup S, = oo} < 1.

n—oo

Jer je limsup,_, . S, permutacijska slucajna varijabla slijedi:

P{limsup S, = oo} = 0.
(') = (¢’):Nekaje w € {limsup,_,,, S, < oo}. Vrijedi § ,(w) < limsup,_,, S, (w)+1 <
oo za gotovo sve indekse n iz Cega odmabh slijedi w € {M,, < oo}. Imamo:

{limsup S, < oo} C {M,, < 00} = {M, < oo} C {limsupS, < oof".

Odnosno:
{M, = oo} C {limsup S, = oo}.

Iz Cega slijedi tvrdnja.
(c") = (a’) : Ako vrijedi (¢’) onda ne vrijedi (c) pa ne vrijedi niti (a). Tada nuZno vrijedi
(a’) jer je (a’) negacija tvrdnje pod (a).

O

Propozicija 3.2.2. klasificira slu¢ajnu Setnju u odnosu na vrijeme zaustavljanja N. Imajuéi
informaciju o (g.s) konacnosti ili nekonacnosti od N moZemo odrediti do na skup mjere
nula slucajne varijable limsup,_,, S, 1 M, = sup,5, S ,. SliCan rezultat moZe se dobiti i za
sluCajne varijable N, liminf,_. S, i M. = inf,50 S ,..

Kako je {X, : n > 1} nezavisan niz slucajnih varijabli znamo da slu€ajna Setnja (g.s)
konvergira ili (g.s) divregira. Sljedeci rezultat govori o tome kako pretpostavka o jedna-
koj distribuiranosti utjeCe na konvergenciju, odnosno divergenciju nedegenerirane slucajne

Setnje (P{X; =0} < 1).
Teorem 3.2.3. Neka je P{X, = 0} < 1. Tada vrijedi jedna od sljedecih tvrdnji:
@ S, (g9

(b) S, —> - (g.5)
(¢c) —oo=liminf§, <limsupS, =co (g.9).

n—oo n— o0
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Dokaz. Stavimo S ., = limsup,_,, S ,. Jer je S permutacijska sluCajna varijabla slijedi da
je (g.s) konstanta ¢ € [—o0, o0]. Vrijedi:

(o)

Se =X, +limsupZX,-. (3.12)

n—-oo .
i=2

Zbog nezavisnosti, jednake distribuiranosti i propozicije 1.1.1. slijedi:

Xi+ o+ X, n2 32X+ + Xy 02 1), (3.13)
Jer je limsup (8%, B) -izmjerivo preslikvanje iz slijedi:

lim sup((X; + ... + X,)nert) 2 Hm sup(Xa + ... + Xps1 Jncrt)- (3.14)
I2[3.12]i[3.14] slijedi:
c=X;+c (gs) = ce€{—o0,00}. (3.15)

Zakljucak u je valjan jer vrijedi P{X; = 0} < 1 (u protivhom, kada bi vrijedlo ¢ € R
imali bi X; = 0 (g.9)).

Iz [3.15slijedi:

limsup §, € {—o0, co}. (3.16)
Potpuno analogno zakljucili bi:
liminf S, € {—0c0, co}. (3.17)

Iz[3.16i kombinirajuéi sve moguce kombinacije dobivamo tvrdnju teorema.
O

Dakle, teorem 3.2.3. kaZe da ¢e nedegenerirana sluCajna Setnja (g.s) neograni¢eno skakati
isklju¢ivo na jednu stranu (pozitivnu ili negativnu) ili ¢e (g.s) neograniceno skakati na
obje strane. Znajuéi tu zanimljivu informaciju, zanima nas postoji li neka karakteristika
slu¢ajnog niza {X, : n > 1} koja Ce deterministicki moc¢i odrediti granicno ponaSanje
sluc¢ajne Setnje u smislu teorema 3.2.3. Pokazat ¢emo da je traZena karakteristika E[X|],
ali samo u slucaju da ocekivanje postoji. Prije nego iskazemo taj teorem, dokazat ¢emo
potrebnu lemu.

Lema 3.2.4. Za nezavisan i jednako distribuirani niz slucajnih varijabli {X, : n > 1}
vrijedi:

a) P{X,>0,X,+X,_1>0,...X,+..+X; >0} = P{X; >0, X;+X, >0, ..., X;+...+ X, > 0}
b) P{Yi,.. Xi<0,k>n}=P{S;<0,j>0)



POGLAVLJE 3. SLUCAJNE SETNJE I OPCA SVOJSTVA 46

Dokaz. Nezavisnost i jednaka distribuiranost kljucna je za obje tvrdnje. Tvrdnja a) slijedi
iz osnovnog teorema o zamjeni integrala i Fubinijevog teorema:

P{X,>0X,+X,_.1>0,...X,+...+X; >0} =

= E[1ix,>01 Lix,+x,_150  * * Lix, x50

= f IL{Xn>0}]l{X,,+Xn,1>O} T IL{X,,+...+X1>O}dP
Q

= f"'fﬂ-{x,,>01:|]-{xn+xn_1>0}"']]-{x,,+...+x1>0}dPX|(xl)"'dPX,,(xn)
R R
= (dPX,- = dPXj) =

= f"'fﬂ-{x,,>0}]]-{xn+xn_1>0}"']]-{x,,+...+x1>0}dPX|(xn)"'dPX,,(xl)'
R R

Zamjenom oznaka varijabli nastavljamo gornji niz jednakosti:

:f"'fﬂ-{x1>0}]]-{x|+x2>0}"']]-{x1+...+x,,>0}dPX1(-xl)"‘dPX,,(xn)

R R

=f L s01 Lix +0500 Ly 4500 Pxy o x,) (X1 oo X)
R’l

= f Tix, 01 Lix, +x501 * * * Lixy+..+x,>00d P
Q

= E[]l{xu >0}1{X1 +X5>0} " " ° ﬂ{x.+...+x,,>0}]
PIXi>0,X1+X>0,..,.X;+...+ X, > 0}.

Dokazimo sada tvrdnju b). Oznacimo:

k
Am:{ZX,‘SO,n<kSm} B, =1{5,;<0,j<m}.

i=n+1

Bududi da su {A,, : m > n}i{B,, : m > 1} padajuéi nizovi dogadaja i jer je {Y 5 ., X; <
0,k >n} = Npops1 Ams 1S 0,7 >0} = N5, By, vrijedi:

m=n+1
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k
P{Z Xi <0,k > n) = lim P(4,)
i=n+1

= lim P{Xn+1 S O, X}’l+1 + Xﬂ+2 S O, ...Xn+1 + cee + Xm S 0}

= (analogno kao pod a)) =
= lim P{X; <0, X; + X, <0,..X; +.. + X, <0}

m—oo

= lim P(B,._,) = P{S; <0, > 0}.

Teorem 3.2.5. Neka je E|X|| < oo i P{X; = 0} < 1. Tada vrijedi:

() E[Xi]>0 = lim,,S, =00 (g.5.)

(b)) E[Xi]<0 = lim,,S,=-c0 (g.5.)

(¢) E[X]=0 = —oco=Ilminf,,, S, <limsup, ,,S, =0 (g.5).

Dokaz. Tvrdnje (a) 1 (b) slijede iz Kolmogorovljevog jakog zakona velikih brojeva (vazna
je pretpostvaka E|X;| < o0). Dokazimo tvrdnju (c).
Pretpostavimo da vrijedi:

P{N =00} =¢g>0. (3.18)

Iz teorema 3.2.2. tvrdnje (¢’) imamo M, = sup,., S, < oo (g.s.). Definirajmo:

v=inf{j>0:8; =M.}, infQ = co.
Iz definicije M, i v slijedi:

P{S;<8,0<j<nS;<S,,k>n} (3.19)

k
P[ZX >0,0<j<nln[ ) Xi<0,k>n).

i=j+1 i=n+1

EMS 1M

Bududi da je {¥iL;,, X; > 0,0 < j < n} € FoilXh  Xi <0,k > n} e F,, zbog
nezavisnosti i[3.19] vrijedi:
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zi ZX > 0,0 <j<n]P{ ZXlSOk>n
n=0

i=j+1 i=n+1

:ip{xn>o,xn+xn_l>o ZX>O Zk: 0,k > n}.
n=0 = i=n

Iz leme 3.2.4.,[3.18 [3.20]i propozicije 2.4.1. dobivamo:

(3.20)

P{Xl >0,X1+X2>0,...,Sn>0}P{SjSO,jZO}

P{N > n}P{N = o}

DMz 1 1

P{N > n}q

3
(=]

= E[N]q.

Dakle, imamo 1 > E[N]g. Buduéi da je ¢ > 0 i N pozitivna slu¢ajna varijabla, za-
klju¢ujemo E[N] < co. Sada iz Waldove jednakosti (propozicijia 2.4.2.) slijedi:

E[S 5] = E[N]E[X,] = E[N]0 = 0. (3.21)
Budu¢idaje Sy <0(g.s)iz slijedi:

Sy=0 (g.5.). (3.22)

Imamo:

P{Sy<0}>P{X; <0} >0 (3.23)
3.23[slijedi iz Cinjenice {X; < 0} C {S 5 < 0} 1 sljedeceg:

PX,=0l<1 = PX;<0}+P{X;>0}>0 (3.24)

Kada bi jedan od sumanada u bio jednak nula onda bi E[X;] # O §to je kontradikcija.
Vidimo da su tvrdnje [3.22] i [3.23] medusobno u kontradikciji. Dakle, zakljucujemo da je
g = 0, tj. ne vrijedi[3.18] 1z propozicije 3.2.2. tvrdnje (a) dobivamo da je limsup,_,., S, =
oo (g.s.). Slicno bi zakljucili da je P{N = oo} = 0 iz Cega slijedi liminf, . S, = —co (g.s.)
(komentar poslije propozicije 3.2.2.). O



Poglavlje 4

Wiener-Hopfova fakotorizacija i
posljedice

Cilj ovog poglavlja je pokusati odrediti distribuciju slu¢ajnog vektora (S y, N) kaoi (S 5, N).
U tu svrhu prvo dokazujemo Wiener-Hopfovu faktorizaciju. Takoder, cilj je neSto reci
1 o distribuciji procesa maksimuma {maxg<<,Sx : n > 0} odnosno procesa minimuma
{minoSkS,, Sk ‘n 2> O}

4.1 Wiener-Hopfova faktorizacija

Nizom lema koje se nastavljaju na one iz potpoglavlja 2.5. cilj nam je dokazati Wiener-
Hopfovu fakotrizaciju. Ideja je sljedeca: faktorizirati distribuciju koraka slucajne Setnje F
u konvolucijski produkt. Jedino svojstvo slu¢ajnog vektora (N, N) koje se pritom Kkoristi
je dualnost (propozicija 3.1.6.) pa u nastavku potpoglavlja koristimo proizvoljna dualna
vremena zaustavljanja 7 1 7.

Potreban nam je vjerojatnosni prostor na kojemu su {X,, : n > 1} nezavisne i jednako distri-
buirane slu¢ajne varijable nezavisne od geometrijske slucajne varijable 7. Konstruirajmo
povoljan vjerojatnosni prostor. Neka je (Q,F ) = (R®,8B%). Neka je P’ vjerojatnosna
mjera na (Q', ) takva da su koordinatne slucajne varijable {X;l : n > 1} definirane sa:

X (@) = Xo(x1, X2, ) = Xy = (X1,%,..) ER®, neN

nezavisne i jednako distribuirane. Neka je (Q,F ', P”) vijerojatnosni prostor induciran
geometrijskom slu¢ajnom varijablom 7~ s parametrom p € [0,1] (P{T > n} = ¢", q =
1 — p). Definiramo:

49
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Q,F,P)=(Q xQ",F xF ,P xP"),
X, (w)=X,(w,0)=X (), weQnel,
Tw) =Tw,o)=T (), weQ.

Takoder, na slican nacin definiramo i funkcije r,, : Q@ — Q,, 6, : Q — Q.

rn(CL)) = rn(wlv (/L)”) = rﬂ((-xla X2, )’ (1)") = ((-xn’ Xn—1s+e0s X15 Xpt1> )9 C()N), w € Q’ ne N’
0p() = 0,(w', @) = O, (X1, X2, )y @ ) = (K15 X325 ), @ )y W€ QneN.

Lema 4.1.1. Vrijedi:

T L(n,T)
Z X, 2 Z X,. (4.1)
i=L(t,T)+1 i=1
Dokaz. 1z korolara 2.5.7. slijedi:
L(n.n) >
Z X, 2 Z X, neN,. 4.2)
i=L(t,n)+1

Iz leme 2.5.3. slijedi da su slucajne varijable L(t,n) i L(n, n) F, izmjerive. Budu¢i da je
o(T) nezavisna sa o(Xi, X5, ...) = Fo, i vrijedi@4.2] slijedi:

P{Lg) iZP{ZX,SxL(Tn)—kT—n}
i=1

n=0 k=0 i=k+1

Py Z X; < x, L(t,n) = k}P{T = n)
k=0 i=k+1

>

n=0

ZP{ Z X; < x}P{T = n)

n=0 i=L(t,n)+1

0o L(n,n)

ZP{ Z X; < x}P{T = n)

no:oO Ll(;,ln) L(n,T)
2
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Radi boljeg razumijevanja i preglednosti sljedece leme koja nam je potreba pri dokazu
Wiener-Hopfove faktorizacije, izdvajamo sljedeci rezultat.

Lema 4.1.2. Sljedece o-algebre su nezavisne:
Fre1s Frory 0(T), k€N, (4.3)

Zax;eR i=1,.., k-1, vrijedi:

k-1
P NSty = Sy < b Tl = D) < T = B[Ljpes s peand™ VL kEN,  (44)

i=1
gdje su {t(j) : j > 0} iteracije vremena zaustavljanja .

Dokaz. Dokazimo najprije {.3] Prisjetimo se:

7:00 = O'(X],XQ, )

Bududi da je T(k — 1) vrijeme zaustavljanja (lema 2.3.2.), iz defincije o-algebre vezene za
proizvoljno vrijeme zaustavljanja slijedi Fr4-1) C . Takoder, prisjetimo se:

7:7(/{_1) = O'(Xr(kfl)+1,Xr(k71)+2, )
Vrijedi:

{Xe-nyej € A} = U Xpj€A k-1 =nteFe, jENA€B
n=0

Neka su A € Fru-1), B € 7—'7 &1 € € o(T) proizvoljni skupovi. Buduci da je o(T)
nezavisna sa 0°(X,), n € N, nezavisna je i sa 0(|J,., 0(X,)) = Fo. Iz teorema 2.2.1. slijedi
da su Frp-1) 1 7:;(1{_1) nezavisne. Imamo:

P{AN BN C} =P{AN B}P{C} = P{A}P{B}P{C}.
Pri dokazu jednakosti 4.4| koristimo svojstva uvjetnog ocekivanja koja neCemo eksplicitno

navoditi. Vrijedi:

k-1

P{ﬂ{sr(i)_sr(i—l) <xih 1k = 1) < T} = Bl nerg o sy <on Lirte-n<r] @5)
i=1 )

= E[E[]l{m{:ll{ST(I.)_ST(H)SXI.}}ﬂ{r(k—l)sT}lﬁ(k—l)]]
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Bududi da je 7(i)) < 17(k—1)zai = 1,...,k — 1 lako se pokaZe da su sluCajne varijable
(S 75y — S+i-1)) Frk-1)-izmjerive za i = 1,...,k — 1. Vrijedi:

E[l{ﬂf;‘{ST<,-)—ST<,>1>Sx,-}}H{T(k—l)sT”ﬁ(k—l)] = ]l{ﬂf.:ll{ST(,->—ST(I-,l)gxi}}E[]l{r(k—l)sT}|7:‘r(k—l)]

= ﬂ{mf-:s{sr<,->—sr<l-71>s)cinE[Z L<ry Le-1y=0|F 1))
1=0

= L1510 =S o <) Z E[1y<ryLzge—n=p|Fre-1)]
=0

= Lt is,0-S i<l Z Ve 1y=p Bl L p<r)|Fre-1)] (4.6)
=0

= ﬂ{ﬁfz-l] (S w9 =S ri—1)<xi)} Z 1{T(k—1)=l}E[:ﬂ‘{lST}]
=0

— /
- l{ﬂf:l] {S)=Swi-n=<xil} Z ]1{7(k_1)=1}q
=0

B T(k—1)
= l{ﬂf:f 18 ~Si-n=u4 '

1z[4.51 4.6 slijedi i

Analogno kao 4.4/ pokaze se:

k=1
P{ﬂ{ST(i) =Sy <xh k=1 +n<T}= E[ﬂ{mf;}{s,(,-)—sr(,-,”gx,-}}qﬂk_D]q" 4.7)

i=1

Lema 4.1.3. Neka su {7(i) : 0} iteracije vremena zaustavljanja t. Stavimo:

H (x)=P{S; <x,7<T} (4.8)
(a) Zax;eR,i=1,..k(keN), vrijedi:

k

P{m{ST(l) - ST(l 1) < xl T(k) < T l_[th(xt

i=1

(b) Zak € Ny vrijedi:

P{Sw < x,7(k) < T} = Hiy(x), x€eR.
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Dokaz. Dokazimo tvrdnju (a):

.

Il
—_

P{{ (S5 = S+i-ny S xi},7(k) < T} =

1

k

Py ﬂ{ ) —Swi-ny L xih, k) —7tk—=1)=n,t7(k-1)+n<T}
=1

-1

Pl WS+ =Sy £ xihttk—=1)+n<TIN

zMa
.

Me

3
Il

=]
Il

—_

[7(k) =tk = 1) = n,S 76y — Srk—1) < X}

Buduéi da je 7(i) < 7(k— 1) zai = 1,...,k — 1 lako se pokaZe da su slucajne varijable
(S i) = S+i-1) Fra—1-izmjerive za i = 1, ...,k — 1. Vrijedi:

k-1

ﬂ{ST(i) — ST(,'_]) < )Cl'} N {T(k - 1) +n< T} € O'(fcq—(k_l) U O'(T)) (49)

i=1
Takoder, vrijedi:

{r(k) — 1k = 1) = n} = {(Xek=1)415 --» Xr(k=1)+n) € By} € 7:(;( 1y

{ST(I;), = Se-1) < X} = {Xee-nyer + oo+ Xy S b = (4.10)

U iyt + oo F Koo < i 0T =7k = 1) = 1) € Frgy-
=0

IZ slijedi da su o-algebre o"(F7-1, U 0(T)) i F,,_,, nezavisne. Zbog toga iz i
slijedi:

Mx

k=1
P[ﬂ Sty =Sy L xih k=D +n<TIN[rk) =1tk =1) =n,S ) = Szk-1) < x|} =
i=1

3
Il
(=]

00 k-1

ZP ﬂ wi) = Se-1y) S X}, Tk = 1) + n S TYP{T(k) = 7(k = 1) = 1, S ey = S w1y < X}

n= i=

Iz korolara 2.3.6. slijedi:
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00 k—1
D P VS« = Sea < xid 7k = 1) + 1 < TYP{r(k) = 7k = 1) = 1, Sy = Sty < i)
n=0 i=1
00 k-1
= > Pl (8w = Sty S xih k= D+ n < TVP(r =1, < xi)
n=0 i=1
Dakle, imamo:
k
P{ﬂ{S‘r(i) —Swi-n L x),7(k) < T} =
i=1
N 4.11)
= ZP T(l) T(z—l) Sxi}’T(k_ 1)"'”S T}P{T:n’S‘rsxk}-
n=0 i=1
Bududi da je T nezavisna sa X,,, n € N, slijedi i nezavisnost T sa 7. 1z[4.7]i slijedi:
k
P{ﬂ{sr(i) = Sei-n < xi}, k) < T} =
i=1
= Z P{T = n, ST S xk}an[ﬂ'{ﬂ{:#{ST(;)—ST(,'_I)Sxi}}qT(k_l)]
"= (4.12)

[

_ (k=1)
Plt=n,5S; < x;,n < T}E[ﬂ{ﬂ,‘;’l‘{&@ Sw 1)<x,}}qT ]
n=0

— (k=1)
= P{ST S xk.T S T}E[l{mi{;l{srﬂ) S‘r(l 1)<xl}}qT ]

_ T(k=1)
- qu(xk)E[:H'{mf:]l{Sr(i)_Sr(i—l)Sxi}}q ]

1z4.4)14.12] dobivamo:
k k-1
P{ﬂ{ST(i) - ST(l 1) < 'xl} T(k) < T Tq(xk)P m (i) — T(t—l) < X,‘},T(k - 1) < T}
i=1 i=1

Nastavljamo induktivno do traZzene tvrdnje. Dokazimo sada tvrdnju (b). 1z tvrdnje (a)
slijedi:
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k k
_ Hi:l H‘r,q(xi)
P{O{Sr(i) = Sri-ny S xjlr(k) < T} = m
= (4.13)
Hi‘c:l H‘r,q(-xi)

CPZL GO -Ti-1) < TY
1z propozicije 1.4.2., korloara 2.3.5. tvrdnje (a) i (c) te slijedi:

k

k
_ H‘r,q(xi)
P{Q{Sr(i) = Sei-ny S xijlrtk) < T} = D Pe<T) (4.14)

Uvedimo sljedeée oznake:

A =S+ — Swi-ny, 1=1,..k,
k
O(x1, o xp) = P{[ J(AG) < xlitk) < T}, x1, .3 € R,

i=1

H:4(x)

G = <ty

x €R.

Zbog neprekidnosti vjerojatnosti na rastuéi niz dogadaja i ¢injenice da je G(c0) = 1 iz[4.14]
slijedi:
P{AG) < xjt(k) < T} = G(x), xeR. (4.15)

Iz slijedi da su slu€ajne varijable A(i) (i = 1,...,k) jednako distribuirane na vjero-
jatnosnom prostoru ({r(k) < T}, N {r(k) < T}, P{:|r(k) < T}). Takoder, ako ozna¢imo
A = (A(1), ..., A(k)), iz [4.14] dobivamo:

Qx5 ey X)) = G(x1) -+ - Gxp),

drugacije zapisano:

Fa(xi, .o, xi) = Faay(x1) - - - Fagoy(Xk),  Xi,..., Xk € R, (4.16)

Iz[4.16]slijedi da su slucajne varijable A(i) (i = 1, ..., k) nezavisne na vjerojatnosnom pros-
toru ({r(k) < T}, F Nn{r(k) < T}, P{:|r(k) < T}). Nezavisnost i jednaku distribuiranost
mogli smo dokazati i pomocu korolara 2.3.4. 1 komentara prije navedenog korolara, ono
$to nam je bitno je distribucijad.15] Iz korolara 1.3.7. i[I.24]slijedi:
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P{Sw < xit(k) < T} = }]&m S«i-ny < Alr(k) < T)

i (4.17)
H., HT,(x)
=G W = () "W = 5
Pt < T} Plr<T}
Iz propozicije 1.4.2., korloara 2.3.5. tvrdnje (a) i (c) te[d.17 dobivamo:
Hk* (.X) Hk* (.X)
P{S ;0 < xlr(k) < T} = —=2 = il . 4.18
e <ar®) < Th = 5o =t = bl < 7 (4.18)
Iz [4.18] direktno slijedi tvrdnja (b).
O
Lema 4.1.4. Distribucija slucajne varijalbe ng’”) X; je:
L(t,T)
P{) Xi<x) Z HY(x)(1-P{r<T})), xeR. (4.19)
Dokaz. 1z definicije L(t, n) te leme 4.1.3. tvrdnje (b) slijedi:
L(t,T) 00 7(k)
PIY Xi<xb= ) P X <x1() < T <t(k+1)
i=1 =0 =1
) (k) (k)
=y (P ZX <x k) <Th =P X < x.7(k+1) < T)) (4.20)
k=0 i=1

7(k)

= > (HE @) - PO X < x 7k +1) < T)).
k=0 i=1

Potpuno analogno kao u prosloj lemi, pokaZe se da su slucajne varijable S.; — S -1
(i =1,...,k+ 1) nezavisne i jednako distribuirane na vjerojatnosnom prostoru ({r(k + 1) <
T}, F N{rk+1) < T}, P{-|r(k+ 1) < T}) sa distribucijom G(x) = H.,(x)/P{t < T}, x € R.
Budu¢i da je T konacna slu€ajna varijabla vrijedi: {S ;4+1) — S+ < 00} C{r(k+1) < T}.
Takoder, iz nezavisnosti S -, — S +i-1) (i = 1, ...,k + 1) slijedi nezavisnost sluCajnih varijabli
Sty = D1 (Setpy = Setim1) 1S ren) = S ro)-

1z gornje diskusije slijedi:
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7(k)
P X; < x,7(k+ 1) S T} = P{S 1y < X, Sty = Sag < 00,7k + 1) < T}
i=1
= P{S 1ty < % st — S ey < oolt(k + 1) < TYP{z(k + 1) < T}
= P{S.y < x|tk + 1) < TIP{S sty — S oy < o0tk + 1) < TYP{r(k + 1) < T}
HE (X)) Hy (o) »
P{t <T}P{r <T}

(4.21)

= (7 < TV = HE (0He (),

U predzadnjoj jednakosti koristili smo korolar 1.3.7., jednakost[I.24] vezano za konvoluciju
te propoziciju 1.4.2., korolar 2.3.5. tvrdnje (a) 1 (¢) vezano za geometrijsku distribuciju 1
iteracije vremena zaustavljanja.

1z [F20)i F21] slijedi:
7(k) )
P Xi < xh= ) (HE(x) = HE () Hoy(00)
=1 k=0 (4.22)

= > HE(0)(1 = Hey(o0)).
k=0

Buduci da je na skupu {7 < T} sluajna varijabla S ; konacna tj, vrijedi {S; < oo} C {7 < T}

iz@4.22|i definicije H, (4.8) slijedi:

L(t,T) 00
P{Y Xi<x}= ) HS((1-Pr<T), xekR
i=1 k=0

O

Sljedeca lema je potrebna pri dokazu posljednje leme koja vodi do Winer-Hopfove fakto-
rizacije.

Lema 4.1.5. Neka je (Q,F, P) vjerojatnosni prostor te neka je (E,E) izmjeriv prostor.
Neka je {X,, : n > 1} niz nezavisnih, jednako distribuiranih i (¥, E)-izmjerivih slucajnih
elemenata. Neka je V € & fiksan skup takav da je:

P{X,eV}=0e<0,1>.

Definirajmo vrijeme prvog posjeta skupu V:

L=infln>1:X, eV}
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Pretpostavimo da su G,Z, Y\, Y,, ... nezavisni i definirani na (Q, F). Ako vrijedi:

(@ P{G=n)=0(1-60""', neN,
(b) P{Ze A}=PX, eANX, €V}, Ae€é&,
(c) PYieAl=P{X,eAlX,€V}, Aec&icN.

Tada je:
D
(X1, ---,XL—l,XL,L) = (Yl, v Y1, 2, G)-

Dokaz. Nekajen > 1fiksani A; € &,i = 1,...,n. Zbog nezavisnosti i jednake distribuira-
nosti niza {X, : n € N} te ostalih pretpostavki leme dobivamo:

P{(X1,... X)) €A, X+ XA, L=n)
=PX;eANV,(i=1,..n-1),X, €A,N V)

n—1
= P{X, € A, N V) nP{Xi €A NV
i=1
n—1
= P{Xl S Aanl (S VC}P{Xl S VC} P{X1 c A,-|X1 c V}P{X1 € V}
i=1
n—1
=(1-6)"9 ﬂ PlY; € AJP{Z € A,)
i=1
=PG=nY €A,(i=1,..n—1),Z€cA,)
=P{(Y1,...Y5-1,Z) €A X---XAg,G = n}.

Slijedi:
P{(Xy,...,X) e, L=n}=P{Yy,...Y61,Z2)€-,G=n} nel. (4.23)
Uvjetovanjem na L i[4.24]slijedi tvrdnja leme.

Lema 4.1.6. Slucajne varijable ZI.L:(I’T) X;i ZiT=L(T,T) +1 Xi su nezavisne.

Dokaz. Neka je {0; : j € N} niz nezavisnih i jednako distribuiranih Bernulijevih slucajnih
varijabli sa parametrom uspjeha p (¢ = 1 — p). Takoder, neka je nezavisan sa nizom
{X, : n € N}. Definiramo:

T:sup{nZO:Zéi:O}.

i=1
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Lako se provjeri sljedece:

P{T >n}=q" neN,.

Definiramo:

Wi = (@iz1, Xe(i=1)415 s Xe(i)s Or(i=1) 415 - Oz)) 1 2 1.
Za definiciju «; pogledati iteracije {r(i) : i > 0} vremena zaustavljanja 7. Sli¢no kao u

teoremu 2.3.3. pokaZe se da je niz {W; : i € N} nezavisan i jednako distribuiran. Stavimo:

(i)
L=infli>1: ) §;#0).
j=r(i-1)+1

Vrijedi:

L(t,T) 00

Z Xi = Z ST(k)ﬂ{T(k)gT<‘r(k+1)}
i=1 k

=0

=2, 5w 1{2,.’3? §i=0,270 1) 6120}

DM T

St Liz=k+1) = Sw-1)-

=~
Il

0

Analogno:

Xi=81— S
i=L(m.T)+1

MozZe se pokazati da vrijedi:

Sre-y =Fi(Wi,..uWio), St =Sy = Fo(Wp),

gdje su F i F, prikladna izmjeriva preslikavanja (literatura [7]). Stavimo F(x,y) = (F(x), F2(y)).
Neka su A, B € B proizvoljni Borelovi skupovi. Iz leme 4.1.5. 14.23|slijedi:
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L(t,T) ) L(t,T) T
PLY X €A, Z XeB:ZPZXeA Z X, € B,L=n)
i=1 i=L(t,T)+1 n=1 i=1 i=L(t,T)+1

P{S -1y €A, S7—S+1-1y € B,L=n}

M T

=
1l
—_

M

P{FI(WI,--'a WL—]) € A7 FQ(WL) € B7L = n}

S
1l
—_

NgE

PIFWy,...W_,W) € AXB,L =nj
1

=
Il

P{F(Y,,...Yr_,Z) € AX B, T = n)

M

S
1l
—_

M

P{F(Yy,...Yr_1) €A, F2(Z) € B,T = n}

=
1l
—_

M

P{F,(Y,,...,Yr_,) € AYP{F5(Z) € B}P{T = n}

S
1l
—_

P{F\(Yy,...Yr) € A,F2(Z) € R,T € No}P{F (Y1, ....,Yr_)) €R,

MS

=
1l
—_

FQ(Z) € BT € N()}P{Fl(Yl, . YT—I) e R, Fz(Z) eR,T= I’l}
= ZP{F1<W1,.. Wi1) € AYP(F>(W,) € BYP{L = n)

{Fl(Wl» . Wi_1) € A}P{F», (W) € B}

L(t,T) T
:P{Z X; € A}P{ Z X, € B).
i=1 i=L(t,T)+1

Prisjetimo se:

F(x)=P{X, <x}, xeR,

P{T >n} =q", neN,,

H ,(x)=P{S:<x,7<T}, xe€R,
H,,(x)=P{S,<x,n<T}, xeR
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Teorem 4.1.7 (Wiener-Hopf). Funkciju distribucije F moZemo faktorizirati na sljedeci
nacin:

§—qF = (5 —H.y) * (6 — Hy,).

Dokaz. Vrijedi:

L(t,T)
=S S
i=L(t,T)+1

Iz leme 4.1.6. slijedi da je S r suma dviju nezavisnih slucajnih varijabli. Iz korolara 1.3.6.
shJedl da je funkcija distribucije S 7 konvolucijski produkt funkcija distribucije ZL(T DX i
> Ler)+1 Xi- Dakle vrijedi:

L(t,T) T
PSr<xi=(P{). Xi<}+Pl ). X, <hH, xeR. (4.24)
i=1 i=L(t,T)+1
Iz leme 4.1.1. 1}4.24| slijedi:
LxT) L(n,T)
P(St < x} Z X; <- Z X; < Px), xeR (4.25)

Primjenjujuci lemu 4.1.4. na oba konvolucijska faktora u[4.25] dobivamo:

PISy < xh=( ) HI()(1 = Plr < T)) » (Z Hi O =Pl <Th)  (426)
n=0

Uvedimo oznake:

C:(x)=P{S: <xlt<T}, xeR, ¢ =Pr<T}=1-p,

C,(x)=P{S,<xin<T}, xeR, g, =Pn<T}=1-p,
Iz ¢injenice da vrijedi:
4:Cr = Hry,  qyCy = Hyy,
te slijedi:
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DHE0O( =Pt <TY = Y pgiCr(x),
0 = (4.27)
D UHE O =Pl < T = > pydsCy ().
n=0 n=0
Iz i dobivamo:
P(S7 < x) = ((Z PiCl () * (Z PrgyCy N, x€R. (4.28)

S druge strane, koriste¢i nezavisnost slucajne varijable T od niza slucajnih varijabli {X, :
n > 1} te korolar 1.3.7. dobivamo:

P{STSx}:ZP{S,,Sx,T:n ZPS < x)P(T = n)
n=0 n=0 (4.29)
= Z pq"F"(x), xeR.

n=0

Iz i dobivamo:

D pd'F" Z PeqrC7 % Z PGy (4.30)
n=0

Izraz [4.30] redom ¢emo konvoluirati sa § — gF, § — ¢:C: i § — g,C,. Pritom koristimo

asocijativnost(1.21)) i komutativnost konvolucije, propoziciju 1.3.8., 1 C:1
C, su funkcije distribucije). Dobivamo:

pé = Z Peq;Cy % Z PndyCy * (6 = gF),

iy (4.31)
P —q:) = pTanq Gy * (6= qF),
n=0

p6 —q.C;) * (6 — g,Cy;) = p-py(6 — gF).

Bududi da je T nezavisan sa T, (jer je vrijeme zaustavljanja obzirom na filtraciju Ciji ele-
menti su nezavisni sa (7)) imamo:
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Ista tvrdnja vrijedi i za n. Iz}§4.32]i propozicije 2.5.8. (tvrdnja[2.25)) slijedi:

pepy =1 -Plr<THA -Pn<T}H =1 -Elg'DU -Elg"D) =1-¢g = p.

Iz i slijedi tvrdnja teorema.

4.2 Baxterove jednakosti

63

(4.32)

(4.33)

Jedna od znacajnih posljedica Wiener-Hopfove faktorizacije je Baxterov teorem kojeg do-
kazujemo u ovom potpoglavlju, kao i njegove posljedice. Baxterove jednakosti odreduju

distribuciju slu¢ajnih vektora (N, S y) i (N, S ).

Prije iskaza Baxterovog teorema potrebne su nam neke pomocéne tvrdnje. Oznacimo:

Hy(x) = P{S
Hy(x) = P{S

x,N
x, N

}, x€eR,

<T},
<T}, xeR.

N < T
N < T

Zbog nezavisnosti slucajne varijable 7', vrijedi:

NgE

Hy(x)=P{Sy <x,N<T) P{S,<x,n<T,N=n}

1

n

M

1l
—_

n

1z{4.34] propozicije 1.3.5. (1.26) i[1.24] vrijedi:

P{S,<x,N=n}q", xeR.

(4.34)
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CEdH (x) = f e S, <N = n)(x)
\f(:)#x’) ! (0,00) Zq
- Z f q"e¢**dP(S, < -, N = n}(x).
(0,00)

Lebesgueovom indukcijom lako se pokaZe sljedece:

(4.35)

WP, < N =) = f{ WdFs 00, neN. (430
(0,00) X(0,00)

u smislu da ako jedan od integral u postoji da tada postoji 1 drugi i da su jednaki.
Koristec¢i[4.36]i teorem o divergiranoj konvergenciji kao i ¢injenicu da je na skupu {N = n}
S, > 0,n e N, slijedi:

NetSv] = an Sl ivem] ZQHE[Q" Sl yem]

=1

Zq f e Loy dP = Z‘I" f ¢ dF 5,y ¥) (4.37)

n=1 n=1 {n}x(0,00)

Do [ s, <N =i,
(0,00)

n=1

Iz i slijedi:

f e’zdeq(x) = E[qu’[SN],
(O.00) ] (4.38)

f ei{xdl-_]q(x) = E[qu’zS’V].
(=00,0]

Druga jednakost u[#.38| pokazuje se analogno kao prva.

Lema 4.2.1. Neka su v, i v, dvije mjere na B takve da vrijedi:

f (x| A Ddvi(x) < oo, i=1,2. (4.39)
R
Ako vrijedi:

f(ei(x — Ddvi(x) = f(ei{x — Ddva(x),  £€R, »i({0}) =» ({0}, (4.40)
R R

tada je vi = v;.
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Dokaz. Definirajmo:
vi(d) = f(eigx - Ddvi, (€eR,i=1,2.
R
Vrijedi:

le* - 1] <2

Iz Lagrangeovog teorema srijednje vrijednosti slijedi:
cos({x) = ={¢sin(lOx)x+1, 6, €(0,1),l R,
sin({x) = Lcos({Brx)x, 6, €(0,1), eR.

Iz dobivamo:

e — 1] = | = £sin(£61x)x + Lcos(£6,x)x| < 2|{]|x]
Za ! € R stavimo C({) = 2 + 2|{|, € R. Vrijedi:

" =1 < CO) (x| A1), x€R.

Naime, iz i slijedi:

x>1:CQOUIAD) =CQ) =22 e - 1],
x<1:CQO(x A1) =CQOlx| = 21l|x] > |eF = 1].

1z[4.39]i[4.45|slijedi da je funkcija y; dobro definirana. Nadalje, vrijedi:

(£ + h) — i) = | f (e — 1dvy| < f le“" — 1|dv;.
R R

65

(4.41)

(4.42)

(4.43)

(4.44)

(4.45)

(4.46)

Iz .46]koristeci teorem o dominiranoj konvergenciji (za & — 0) slijedi neprekidnost funk-
cije ;. Iz neprekidnosti slijedi 1 Riemann integrabilnost. Koristeci Fubinijev teorem dobi-

vamo:
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1
1
wi0)- fo SWL + 1)+ 4i(C ~ W)dh
1
=) - | f ! f (MY — 1) + ("M — 1))dv,(x)dh]
0 2J=
1 ihx —ihx
=) - [ f f el v (dh (4.47)
o J= 2
1
| f it f (cos(hx) — Ddhdvi(x)
R 0

— i) - f elfwsm—;x) v,
R

Iz i slijedi:
f 51— Dy g () = f 61 - iy, ceR (@48)
R X R *
Definirajmo:

X

01(A) = f -0 aes
A (4.49)

X

0:(A) = f 1= aes.
A

Bududi daje 1 — x/ sin(x) > 0 (u O proSirimo po neprekidnosti) sa definirane su mjere
na B. Nadalje, iz[4.48]i teorema jedinstvenosti karakteristi¢nih funkcija slijedi:

01 = 0. (4.50)
Naime, ako je g > 0 Borelova funkcija 1 @ mjera na 8. Stavimo B(A) = fA gda, A € B.
Lebesgueovom indukcijom se lako pokaZze da za Borelovu funkciju % vrijedi: fR hdB =
thgda, u smilsu da ako jedan integral postoji, da tada postoji i drugi i da su jednaki.

Takoder, mjere Q; i O, su konacne. To je posljedica Lagrangeovog teorema srednje vri-
jednosti i Stavimo f(x) = 1 — x/sin(x), x € R

(i) : Neka su v; 1 v, apsolutno neprekidne mjere (uo¢imo da uvjet v{({0}) = v;({0}) nije

potreban). 1z [4.50]i .49 slijedi:
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1 1
V](A):fdvl :f —de1+f dvy :f —fdl/l
A a0y S o) avoy f
_f ldQ_f ldQ_f iy
A\{0} f : A\{O} f ? A\{0} f 2
1
:f —dez-l-f dezdeQZVl(A), AeB.
avoy f (0) A

Dakle, v; = v,.

(i) : Neka su v; i v, diskretne mjere. Sli¢no kao za neprekidne mjere pokaze se da
vrijedi: vi({x}) = vo({x}), x # 0. Uz pretpostavku da je v;({0}) = v;({0}) slijedi v = v,.
(@ii) : Neka su v; 1 v, konacne diskretne mjere, takve da je v{(R) = v,(R) (uoimo da

za takve mjere nije potrebno). Tada iz pretpostavki lako slijjedi v; = v,. Naime,
sli¢no kao za neprekidne mjere pokaze se da vrijedi: vi({x}) = vo({x}), x # 0, a tada zbog
pretpostavki slijedi v;({0}) = v>({0}). |

Neka je G proizvoljna funkcija distribucije. Ako je G diskretna distribucija, tada iz korolara
1.3.7. 1 Cinjenice da je prebrojiva unija prebrojivih skupova prebrojiv skup slijedi:

G diskretna = G™ diskretna = Z G™ diskretna.

n=1

Analogna tvrdnja se pokaze i ako je G apsolutno neprekidna distribucija (analogni argu-
menti).

Teorem 4.2.2 (Baxter). Za 0 < g < 1, { € R vrijedi:

1 -Elg e = expl- y L f ™ (),
=1 1t J0)
o (4.51)

1 - Elg"e5] = expi- Y. = f ¢ dF™ ()},
o1 b 00l

Dokaz. Dokazimo da za proizvoljnu distribuciju Gi0 < g < 1, p = 1 — g vrijedi:
log p/(1 - qG(0)) = f (e - 1)d(z %G"*)(x), {ER, (4.52)
R n=1

gdje je G(Q) = [, €°dG(x), { € R.
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Bududi da je |G(§)| <1, € R, te|g| < 1slijedi |é({)q| < 1. Razvojom u Taylorov red
dobivamo:

log p/(1 = qG()) = log(1 - g) — log(1 - 4G({))
7  N4d (4.53)
- ) — —G"(0).
>t Zl G0
Koristeéi propoziciju 1.3.9. (1.39)) i propoziciju 1.3.5. (1.26)) dobivamo:
Z % Z %G‘ = Z f (~1)dG™ (x) + Z f 4 dG™ (x)
" ) (4.54)

_ ix CI_ nx
= fR (e l)d(; —G")(w).
1z[4.53]ij4.54slijedi[4.52] Stavimo H# = 32, £ F™. Vrijedi:

f(lxl A 1)dH(x) < oo. (4.55)
R
Naime, iz propozicije 1.3.5. i[[.24]slijedi:

I/\

- NP
ngllxldH(x)<Z L (0o )SZ;SZ

n=1 n=1

Vazno je uociti da je po korolaru 1.3.7. F"™ funkcija distribucije. Analogno se pokaze
fx|>1 dH(x) < co. Uvedimo oznake:

Hy(x) = P(Sy < x,N<T),q, = PIN<T},p. = 1 —q.,
I-_Iq(x) PSy<x,N<T},q_=P{N<T},p_.=1-gq_,
C.(x) = P{Sy < x|IN < T} = Hy(x)/q-,
C_(x) = P{Sy < xIN < T} = Hy(x)/q-.

Vazno je uociti da je C,(x) = 0 zasve x < 0,a C_(x) = 1 za sve x > 0. Drugim rije¢ima,
mjera inducirana sa C, je koncentrirana na (0, 0),a mjera inducirana sa C_ je koncentrirana
na (—oo, 0]. Iz[4.33|slijedi:

p=pop.. (4.56)
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Iz Wiener-Hopfove faktorizacije (teorem 4.1.7.) slijedi:

5—qF = (6—H,) (6 — H,).

V4 i dobivamo:
1-gF@Q)=(- Hq(év))(l - ﬁq(g))- (4.57)
Iz i koriste¢i dobivamo:
p P+ p-
— = = — (4.58)
1 —gF() (1 - 6]+C+(§))(1 - q_C_(g“))

Bududi da su F, C,, C_ funkcije distribucije 1 0 < ¢,q,,g- < 1 opravdano je uzeti reci-
pro¢ne vrijednosti u Ako logaritmiramo [4.58]i primijenimo dobivamo:

ilx _ N Q_n Tk _
fR (e 1)d(; () =

= [ @ nay Ter s [
n=1 -

(0,00)
( f (€ — 1)d(i ecm i q—'ic"*)(x)).
R n=1 n ’ n=1 no-

Vazno je uo€iti da je mjera generirana sa .., %CT koncentrirana na (0, c0), jer je mjera

generirana sa C, koncentrirana na (0, o) (to se lako pokaze koristec¢i korolar 1.3.7.). Sli¢na
. e e . . o @

tvrdnja vrijedi i za mjeru generiranu sa ), ~, -=C"".

Iz[4.59)i leme 4.2.1. slijedi:

AT QP o B/
—F" = —C7+ ) —C". 4.60
Koristenje leme 4.2.1. je opravdano. Naime, lako se vidi da su mjere konac¢ne i da zbog

4.56] vrijedi:

(@ = DY ey (4.59)
n=1

00,0]

L~ —log(1 - g) = ~log(p) = ~ log(p.p-)

= —log(p;) —log(p-) = —log(l — q;) —log(1l — gq-)

n=1 n=1 n=1
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Iz slijedi:
Z q; n*(o ) = Z q+ Cn*(o = Z; = —lOg(l - q+) = —]0gp+_ (461)

n=1
Kona¢no, iz[d.52] 4.60]i[4.61] slijedi:

log(p./(1 =, Co@) = | (= 1d(Y, Ze
n=1

(0,00)

= | @ -0}, Lo
n=1

(0,00)

S . (4.62)
- L,m)e( d(; ~F )(x)—;;F (0, 00)
= f e’fxd(i q—nF”*)(x) +log p,.
(0,00) =1
Iz[§.62]slijedi:
—log(1 - ¢:C1(0) = f(o )e"-‘xcz(z q;nF”*)(x) (4.63)
»00 n=1

Iz i E.38 dobivamo: ¢,C.(0) = H,{) = E[g"e*¥]. Primjenom eksponencijalne
funkcije na{4.63|dobivamo:

— E[¢"eSV] = ex f e“dF™ (x)).
pi- Z .

Druga jednakost se pokazuje analogno (potrebno je krenuti od {.60).
O

Distribucija slu¢ajnog vektora (N, S y) odredena je transformacijom E[¢" e5¥]. U principu,
navedena transformacija se moze invertirati kako bi dobili funkciju distribucije slu¢ajnog
vektora (N, S y). Analogno za slucajni vektor (N, S 5). Invertiranje je zahtjevno i ovisi o
F™,neN.

1z %38, ¢.C.(0) = H,({) = Elg"e"] te |4.57, Wiener-hopfovu faktorizaciju mozemo
zapisati na sljedeci nacin:

1 - gF) = (1 —E[g"e®))(1 - E[g"e® 7)), ¢eR. (4.64)
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Akou stavimo ¢ = 0 dobivamo:

1-q=(-El¢g"D( - Elg"]).

1z Cega slijedi:

1-Elg"] 1
I-q  1-E[g"T
Zakljucak u .65 mogli smo dobiti i primjenom [2.25] Neka je {g; : k € N} rastuéi niz
realnih brojeva takva da vrijedi:

(4.65)

hmqk—l O<qk<1.

k—oo

1z2.30slijedi:

1-Elg)] <
Tk "P{N > n}. (4.66)
- Z qx
Definirajmo funkcije na Ny:

fi(n) = g;P{N >n}, neNykeN.
Zbog rasta 0 < gx < qi+1, kK € N, vrijedi:

O<fi<ps../F,
gdje je:
f(n) = %im fi(n) = P{N > n}, neN,.

Neka je u broje¢a mjera na (Ny, P(Np)). Iz teorema o monotonoj konvergenciji iz [4.66|
dobivamo:

1 - E[gY
lim 4]
k—o0 = gk k—)oo

Iz leme 2.4.1. dobivamo:

[Se]

P{N = P{NT1 y<oo oo P{N = oo
;{ > n) Z;{ (Neso) > 11} + 0OP{ ) s

= E[N1{y<oo} + 001 {y=c}] = E[N].
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Iz i slijedi:

1 - Elg;]
m—

k—o0 — gk

= E[N]. (4.69)

Sli¢no kao u iz teorema o monotonoj konvergenciji dobivamo:

1-Elg)1=1- () giPIN = n} + g7 PIN = oo})

=0
:1—iqu{N= Lmiak I—ZP PN <o) TV

= P{N = oo}.

12 A-66} B-69] i 70 dobivamor
E[N] = (P(N = co})™', E[N] = (P{N = co})™". (4.71)

Druga jednakost u slijedi zbog simetri¢nosti dualnosti (korolar 2.5.5.). Ako je P{N =
oo} > 0 kazemo da je N defektno vrijeme zaustavljanja, inaCe kazemo da je regularno.
Analogno za N.

Korolar 4.2.3. Vrijede sljedece tvrdnje.

(a): Ako je E[N] < 00 = N je defektno.

(b):  Ako je E[N] < 0o = N je defektno.

(¢): AkosuNiN regularni = E[N] = E[N] =

Dokaz. Direktno iz O

Ako u prvu Baxterovu jednadzbu (4.51)) stavimo ¢ = 0 iz korolara 1.3.7. dobivamo:

El¢"]=1- exp{ _ i %HP{S” > 0}}. 4.72)
n=1

(Vazno je uociti da je g € (0, 1)).

Propozicija 4.2.4. Vrijede sljedece tvrdnje:
(@ PIN<oo}=1 & X~ 1PS > 0} = oo,

() P{N<oo}=1 = E[N] = exp{z;‘;l Lp(s, < 0}}.
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Dokaz. Dokazimo najprije tvrdnju (a). Neka je {gx : k € N} rastuéi niz realnih brojeva
takva da vrijedi:

limg, =1, O0<qi<l1.

k—o0

Analogno kao u dobivamo:

Elg"] =5 PN < oo). (4.73)
Definirajmo funkcije na N:
fi(n) = —=P{S, >0}, nkeN.

Budu¢ida O < fi ~ f, gdje je f(n) 1P S, > 0}, n € N, iz teorema 0 monotonoj
konvergenciji i neprekidnosti funkcije exp (shcno kao u imamo:

(o8]

- exp{ Z % ps, > 0}} LN exp{ D %P{S,, > 0}}. 4.74)

n=1 n=1

1z |4.72} |4.73| |4.74| slijedi tvrdnja (a). DokaZimo tvrdnju (b). Budu¢i da je E[g}] € (0, 1),
k € N, koristeci Taylorov razvoj dobivamo:

1-E[gy] exp(log(1 -E[gy]) exp{-= X2 n 'q;P{S, > 0}

I—g — exp(logl—q)) ~ expl=X2,n'qY)
k p(oo i" ©) mlq k 4.75)
— Tk — - 2k
= exp{; (1= PIS, > 0})} = exp{; LPIS, < 0}}.
Vrlo sli¢no kao u .74 pokaze se:
Tips, <0} Z5 exp{ ) - PIS, <01, 4.76
exp{ 25 P1Sy < 0 =5 exp{ ) Lis, <0 (4.76)
1z[4.69, [4.75]1[4.76] slijedi tvrdnja (b).
O
Uocimo da tvrdnja (b) propozicije 4.2.4. vrijedi i za P{N = oo} > 0. Naime, tada su

,—¢_

8

izrazi s desne i lijeve strane jednaki oo (pretpostavku P{N } = 0 zapravo nismo ni
koristili). Tvrdnja (a) propozicije 4.2.4. kaze da je ., ~P{S, > 0} dobra mjera snage
kojom slu€ajna Setnja ide ka oo (pogledati propoziciju 3.2.3.). U slucaju postojanja E[X] ]
imamo sljedecu propoziciju.

1
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Propozicija 4.2.5. Neka postoji E[X,]. Vrijede sljedece tvrdnje.

(a) AkojeE[X ] =0, tada su N i N regularne i vrijedi E[N] = E[N] = oo.
(b) Akoje oo > E[X,] > 0, tada je N regularna, E[N] < co i N je defektna.
(c) Ako je —co < E[X;] <0, tada je N regularna, E[N] < co i N je defektna.

Dokaz. Dokazimo tvrdnju (a). Pretpostavimo da je N defektna:

P{N = o0} > 0. 4.77)
Iz i slijedi E[N] < oo. Iz Kolmogorovljevog jakog zakona velih brojeva slijedi:

Sy
lim— =0 (g.s.).

n—oo N

Iz korolara 2.3.5. tvrdnje (b) i[3.11] slijedi:

S N
lim 2 = B[Sy] (g.5.),
gdje je {N(n) : n € N} niz iteracija vremena zaustavljanja N. Iz korolara 2.3.5. tvrdnje (c) i

Cinjenice da je E[N] < oo, koriste¢i Kolmogorovljev jaki zakon velikih brojeva dobivamo:

lim %n) =E[N] (g.s.).

Slijedi:

0 = lim 32 = ljm 200 _ jjy SN/ _ ElSy]

n—oo n n—oo N(n) n—oo N(l’l)/l’l E[N]

Iz slijedi E[Sy] = 0. Bududi da je Sy > 0 (g.s.) slijedi da je Sy = 0 (g.s.) $to

je ocita kontradikcija. Dakle, ne vrijedi Slijedi da je N regularna. Buduéi da je

E[N] < oo nuzno je da vrijedi P{N = oo} = 0. Dakle, N je regularna. Iz slijedi

E[N] = E[N] = co. DokaZzimo tvrdnju (b). Buduéi da je E[X;] > 0 iz Kolmogorovljevog

zakona velikih brojeva (u slu¢aju da je E[X;] < oo) te generalizacije leme 3.2.1. (u slucaju
da je E[X,] = oo) slijedi:

(g.s.). (4.78)

lim S, =00 (g.s.).

Slijedi da je My (g.s.) konacan. Naime slucajna Setnja na skupu vjerojatnosti 1 pogada
skup (=0, 0] samo kona¢no mnogo puta. Drugim rijeCima, na skupu vjerojatnosti 1 postoji
zadnje silazno vrijeme pa je stoga N defektna. Iz slijedi da je E[N] < oo iz ega nuzno
slijedi N < oo (g.s.). Tvrdnja (c¢) se dokazuje slicno kao tvrdnja (b). O

Generalizacije leme 3.2.1. glasi: Ako su {X,, : n € N} nezavisne i jednako distribuirane
sluCajne varijable takve da je E[X|] = coi E[X[] < oo, tada lim, ., S, = oo (g.s.). Dokaz
je sli¢an onome u navedenoj lemi.
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4.3 Spitzerova formula

U ovom potpoglavlju dokazujemo Spitzerovu formulu. Uz Baxterove jednakosti, Spitze-
rova formula je krunski rezultat klasi¢ne teorije slucajnih Setnji. Spitzerova formula vezana
je uz distribuciju procesa maksimuma {maxo<<, S, : n € Ny}.

Teorem 4.3.1 (Spitzer). Za { € Ri g € (0, 1) vrijedi:

S n . ! N — S q_ z(SJr
HZ:(; q Eexp{z{}\:/OS]} = exp Z:; . (4.79)

Dokaz. Vrijedi:

T
\/Sj = SL(N,T)-
j=0

Distribuciju slucajne varijable S ;v r) odredili smo u lemi 4.1.4., uz oznake: g, = P{N <
T}, H, = q.C, iz[4.27]slijedi:

T [ee]
\/ P{S riv) < x} Z HY L0 =Pl <T})= Z PiqiC"(x), x€R.
=0 n=0
Vrijedi:
T ) n
Bexplit \/ S} = > pg"Bexplic \/ S . (4.80)
j=0 n=0 j=0

S druge strane, zbog toga Sto je C, koncentrirana na (0, co) (argument isti kao u dokazu
Baxterovog teorema) te iz 1 konvolucijskih 1 integracijskih svojstava (svih vec ranije
koriStenih i objasnjenih u prijasnjim dokazima ovog poglavlja) kao i Taylorovog razvoja
(koji je opravdan) slijedi:

T

Eexplil \/ S} = f e’z"d(z P+q,C)(x)
n=0

j=0 (0,00)

= > p-d.CiO) = p /(1 = .C.(0)

n=0

= exp{log(p. /(1 = ¢.C.(O))}
ilx _ N q_:l' n*
(e 1w;naﬁ

(4.81)

- o
(0,00)
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Iz[4.60]i (uz koriStenje integracijskih svojstava 1 korolara 1.3.7.) slijedi:

T

Eexp{i{\/ S}

J=0

I
o
>

o

(ei{x _ l)d(i %nFn*)}
n=1

(0,00)

I
o
>

o

Il
o
>

o

Il
o
>

o

1]

(]

5

—— —_—— —— —_—— —— ——

[
SHIS
S
j

mN. | |

,(J}

5.. S

~
SHI

+
[
SHI

=

%!

=

A

S
—

~

N

o0

Nt

Iz [4.80]i [4.82)slijedi tvrdnja teorema. i
Prisjetimo se: M = V320S;, M, = /oS, n € N. Ocito vrijedi 0 < M, / M, kad

n — 00,

Teorem 4.3.2. Vrijedi:

<
Mo <o (g.5) & » —PIS,>0} <. (4.83)
n=1 n
U tom slucaju vrijedi:
: IS .
Eet™ — exp { 3 Z(@es: - 1)}, [ER. (4.84)
n=1 n

Dokaz. 1z propozicije 3.2.2. ((¢/) < (a’)) slijedi da je M, < oo (g.s.s) ako i samo
ako je N defektno vrijeme zaustavljanja (P{N = oo} > 0). Bududi da je N defektno
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vrijeme zaustavljanja, propozicija 4.2.4. tvrdnja (a) kaze da je to ekvivalento tvrdnji da
je o2y LP{S, > 0} < oo, iz Cega odmah slijedi [4.83]

Dokazimo jednakost 4.84] Pretpostavljamo da je M. < oo (g.s.). Neka je {gx : k € N}
rastuci niz realnih brojeva takav da vrijedi:

limqkzl, O<qk<1.

k—o0

Sa T'(gy) oznaCimo geometrijsku razdiobu za koju je P{T (qx) = n} = g}, n,k € N. Moguce
je konstruirati vjerojatnosti prostor takav da je 7'(¢g;) nezavisna sa nizom slucajnih varijabli
{X,, : n € N} za svaki k € N. Dokazimo da vrijedi:

]}im PiT(q)2M}=1, VM >0. (4.85)
Naime, za proizvoljan M > 0 vrijedi:

k—o0
12 P{T(q) 2 My =g > q) — 1.

Iz teorema o sendvicu slijedi .85 Posljedica[@.85]je limy_, P{T(qx) < M} = 0,YM > 0.
Zbog 0 < M, / M, , za svaki € > 0 vrijedi:

P{IMr7gy) — M| > €} = P{IMr,) — Ms| > €, T(qi) > n}
+ P{{Mr(y) — Mo| > €, T(qx) < n} (4.86)
< P{IM, — M| > €} + P{T(qi) < n},

gdje je n € N proizvoljan. 1z[4.85i[4.86]slijedi:

lim sup P{{Mr,) — M| > €} < P{{M, — M| > €}, neN. (4.87)

k—oc0

Zbog 0 < M, /" M, slijedi M, LN M,,. PusStanjem n u beskonacno iz 4.87|1 teorema o
sendvicu dobivamo:

lim sup P{|Mr,) — M| > €} = 0,

k—oo

iz ¢ega odmah slijedi:

lim P([Mry) ~ Maol > € = 0. (4.88)

1z 4.88|slijedi M7y, 5 M,,. Buduc¢i da konvergencija po vjerojatnosti povlaci konvergen-
ciju po distribuciji iz teorema neprekidnosti slijedi:
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EeitMrao L2, goitMs s e R, (4.89)

Buduc¢i da je My, = S 1v1(qg) (direktno iz definicije L(N, n) i M,, ) iz Spitzerovog teorema
(teorem 4.3.1.), to¢nije iz |4.82| (samo se ), qn—n izlu¢i unutar exp) dobivamo:

Eei(MT(qk) = exp { Z @(Eeiéﬂ — 1)}, { € R, k c N. (4.90)
n

n=1

Zbog jedinstvenosti limesa realnih brojeva iz 4.89|slijedi da je za dovoljno dokazati:

G, o ENSEER
3 E@esi -1y 2% N S@S 1), (e 4.91)
n pr n

n=1

Za dovoljno je dokazati:

= " coQ+ - 1 ot —00
1> et - - @S - TS0, cer (4.92)
n=1 n n=1 n
Vrijedi:

(o)

- qn irSt 1 i’S+ C 1 n iZSt
I e I e e N D D (A R |
n=1 n=1 n=1

Bududi da je:

|Eef452—1|:|f eSndP + P{S, <0} — 1|
S,>0
sf dP + (1 — P{S, < 0}) = 2P{S, > O},
S,>0
slijedi:
> 4 iZS* o | St o | n
KRS — )= > —(EBeS — 1) <2 —(1 —g")PLS, > 0). 4.93
|;n<e );n(e ) Zn( 4P} ) (4.93)

Definirajmo funkcije na N:

2
fin) = Z(l —q)P{S, >0}, nkeNl,

1
g(n) = ZP{S" >0}, neN.
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Neka je p brojea mjera na (N, P(N)). Bududi da je M., < oo (g.s.) iz .83 slijedi
po rllP{S » > 0} < oo pa je g integrabilna u odnosu na u. Takoder, iz lim;_e fx = 01
fir < g, k € N, koriste¢i teorem o dominiranoj konvergenciji u dobivamo 4.92| ¢ime je
dokaz zavrSen.

O
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Sazetak

Neka je {X,, : n € N} niz nezavisnih i jednako distribuiranih slu¢ajnih varijabli. Slucajna
Setnja definiranajesa: S =0iS, = X;+...+X,zan e N. Nekaje N =inf{n e N : §, > 0}
prvo vrijeme posjeta skupu (0, o) te N = inf{n € N : §,, < 0} prvo vrijeme posjeta skupu
(_OO’ 0]

U teoremu 3.2.3. dokazana je sljedeca tvrdnja. Ako je P{X; = 0} < 1 tada vrijedi:

Snmoo (g.s.) ili Snm—oo (g.s.)

ili —oco=IliminfS, <limsup§, = (g.5.).

n—oo n—0oo

Pomocu Wiener-Hopfove faktorizacije (teorem 4.1.7.) dokazane su Baxterove jednakosti
(teorem 4.2.2.) i Spitzerova formula (teorem 4.3.1.). Baxterove jednakosti odreduju dis-
tribuciju slu¢ajnih vektora (N, S ) i (N, S ). Spitzerova formula odreduje distribuciju pro-
cesa maksimuma {maXo<i<, S : n € Nyp}.



Summary

Let {X, : n € N} be a sequence of independent and identically distributed random variables.
Random walk is defined by So =0and S, = X; + ... + X, foreachn e N. Let N = inf{n €
N : S, > 0} be first visit to the set (0, o), and let N = inf{n € N : S, < 0} be first visit to
the set (—oo, 0]. Theorem 3.2.3 proves next statement. If P{X; = 0} < 1 then

n—oo

S, —— 00 (g.s.) or S,,’H—oo>—oo (g.s.)

or —oo=IliminfS§, <limsupS, =co0 (g.5.).

n—oo n—oo

Wiener-Hopf factorization (Theorem 4.1.7.) proved Baxter’s equations (theorem 4.2.2) and
Spitzer’s formula (Theorem 4.3.1.). Baxter’s equations determines distribution of random
vectors (N, Sy) and (N, S 5). Spitzer’s formula determines distribution of the maximum
process {maxo<x<, S : 1 € Ny}.
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